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O ruchu planetoid typu 34 (Thule).

Wyznaczenie wyrazéw typowych oraz przerwy.

Wstep.

Wiadomo, ze za charakterystyke danej grupy planetoid stuzy
wymierno$¢ stosunku ruchu dziennego Jowisza, Marsa lub Saturna
do ruchu dziennego planetoidy. Gdy dana planetoida posiada ruch
dzienny taki, iz stosunek ruchu dziennego planety gtéwnej do ru-
chu dziennego planetoidy wyraza sie w przyblizeniu stosunkiem
dwaéch matych liczb catkowitych, jak np. $, T, f, f, ... etc., to zabu-
rzenia w ruchu tej planetoidy, spowodowane planetg gtéwng, sg
tern wieksze, im bardziej sie éw stosunek ruchéw dziennych zbliza
do stosunku takich dwdch liczb. Najwieksze zaktdcenia w ruchach
planetoid powoduje Jowisz, dzieki swej olbrzymiej masie; niektore
tylko planetoidy, ktérych ruch dzienny jest wspétmierny z ruchem
Marsa, podlegajg do$¢ znacznym zaburzeniom z jego strony, np.
Hebe (6), Vala (131), Asia (67), Nysa (44), Lutetia (21) o dos¢
znacznych ruchach dziennych i mimos$rodach. Zaburzenia Jowi-
szowe wywierane na te grupe planetoid nie sg duze, a to z powodu
znacznej odlegtosci Jowisza od tej grupy, Dopiero planetoidy gru-
py J (z ruchem dziennym okoto 900"), o matym miinosrodzie, pla-
netoidy grupy ¥ (- ruchem dziennym okoto 600") wiasciwie rozpo-
czynajg grupe planetoid silnie podlegajacych zaburzeniom ze stro-
ny Jowisza. O ile stosunek ruchu planetoidy i planety gtdwnej nie
jest bardzo blizki stosunku dwdéch matych liczb, to perturbacye

O ruchu planetoid I



2 J. KRASSOWSKI

nic beda zbyt wielkie, i wtedy zwykte metody obliczania perturba-
cyj stosujg sie bez trudnosci.

Gdy jednak 6w stosunek staje sie coraz biizszy takiego pro-
stego utamka, jak np. dla przedstawicieli kazdej grupy planetoid,
a wiec Hestii, Hekuby, Hildy etc., ktérych ruchy dzienne najbar-
dziej sg zblizone do pewnej niewielkiej wielokrotno$ci ruchu Jo-
wisza—trudnos$ci przy obliczaniu perturbacyj stajg sie coraz wiek-
sze; zwykle metody zawodza, gdyz w wyrazeniach na perturbacye
wystepujg bardzo mate dzielniki, ktére przy catkowaniu jeszcze
bardziej sie zmniejszaja.

Przy pierwszem przyblizonem obliczeniu perturbacyj takich
planetoid nalezatoby juz uwzgledni¢ wyrazy rzedu kwadratu masy
zaktocajacej, co, jak wiemy, niepomiernie komplikuje rachunki
i czesto nawet uniemozliwia ich wykonanie o ile chcemy postepo-
waé wedtug metod klasycznych.

Gylden podat wiasciwie jedne z metod przyblizonych, ktora,
jak paru uczniow jego wykazato (Brendel, Backlund, Harzer
i in.),":nie zawodzi nawet i wtedy, gdy stosunek ruchéw jest bardzo
blizki do prostego utamka. Metode Gylden’a dos¢ skompliko-
wang i niezbyt dobrze przystosowang do rachunkoéw praktycznych,
przerobili uzupetinit Brendel. Metode te uczniowie Gylden’a
zastosowali juz do planetoid grupy Hestii, Hekuby i Hiidy — i za-
wsze z dobrym rezultatem. Brendel i Kramer podali obszer-
ne tablice, pozwalajgce w niedtugim czasie obliczy¢ najwazniejsze
perturbacye planetoid typu Hestii i Hekuby i ich pozycye geocen-
tryczne, tak ze prawdopodobnie z fatwoscig bedzie mozna zawsze
odnalez¢ te planetoidy. Wyniki dla ruchu Hekuby, otrzymane
przez Harzeca'), zostaty do pewnego stopnia skontrolowane na
innej drodze przez Simonin’ad. Przypadek planetoid typu Hil-

dy ||-J, trudny z powodu bardzo blizkiego sasiedztwa Jowisza z te-

mi planetoidami, zbadat Buch hol z (obliczyt on charakterystycz-
ne wyrazy, ale nie podat jeszcze wyrazen samych perturbacyj).
Planetoida Thule (279) nalezy do oddzielnej klasy planetoid:

i jest, jak dotad, jedynym tej klasy przedstawicielem. Thule je

Y Harzer P. Untersuchungen Uber einen speziellen Fall... etc.
p] Simonin M. Sur l'orbite d’Hécube, Annales de |’'observatoire de
Nice, t. IV.
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szcze bardziej niz planetoidy typu Hildy moze sie zblizy¢ do Jowi-
sza; takich zblizen, jak wspomina Bidschofl), bywa po trzy na sto
lat. Podczas takiego zblizenia z Jowiszem, poniewaz Thule przez
dtuzszy czas znajduje sie pod jego siinym wptywem zaktocajgcym,
droga jej ulega bardzo znacznym zmianom; np. dzieki zblizeniu
do Jowisza, ktére miato miejsce w 1912 r., Sredni ruch dzienny
Thule znacznie sie zmniejszyt, jak to widzimy z rachunkéw Vilj e-
viad. Kobb3 przypuszczat nawet na zasadzie wzoréw S. H.
Darwin’a4, odnoszacych sie do orbit okresowych, ze ruch Thule
moze z czasem stac sie niestatym idroga jej moze sie nawet kiedys
przecig¢ z droga Jowisza.

Dotad nie badano ogélnie ruchu tej ciekawej planetoidy.
O ile wiem, tylko Bidschof i Wedemey er5) obliczyli lub po-
prawili pierwiastki drogi Thule, a Viljev obliczyt tylko zaburze-
nia ruchu, odnoszace sie do niedlugiego okresu czasu, ito opie-
rajac sie na danych orbity, otrzymanych przez Wedemeyer’a

Wydato mi sie wiec rzeczg inreresujacg przystapi¢ na zasa-
dzie metod, podanych przez H. Gyldén’a, ktore z tak wielkiem
powodzeniem dopetnit M. Brendel, do zbadania ruchu tej cie-
kawej grupy planetoid typu Thule, ktoérych ruch $redni dzienny
jest bardzo blizki 4a ruchu $redniego dziennego Jowisza. Punk-
tem wyjscia naszych rozwazan bedg dane liczbowe, odnoszace sie
do planetoidy Thule, podanejprzez Wedemeyer’a

W niniejszej pracy zamierzam streSci¢ ogolny zarys teoryi
Gyldén’a obliczenia perturbacyj matych planet w modyfikacyi,
wprowadzonej przez Brendel’a, i nastepnie wyznaczy¢ charakte-
rystyczne wyrazy, odnoszace sie do ruchu planetoidy Thule, oraz
szerokos$¢ przerwyQ w pierscieniu planetoidalnym, ktora dla typu
Thule dotad nie zostata jeszcze oznaczona.f

® Sitzungsberichte d Akad. d. Wissenschaften in Wien. Bd. 100
Math.-Naturwiss., p. 937. J. Bidschof, Bestimmung der Bahn des Planeten
(279) Thule.

Viljew A N. Bd. 195

Kobb G. Sur un cas d’instabilité possible, Bull. Astr. 1902.
Darwin G H. On periodic orbits. Acta Mathematica t XV.
Wedemeyer. Archiv der Seewarte XXXI Jhrg. 1909.
Brendel. Theorie d. kI. PI. 1l, p. 5.

SUsLe



4 J. KRASSOWSKI.

I. Wyprowadzenie rownan ruchu zaktdconego w spot-
rzednych Gylde now sk ich.

1. Wiadomo, ze og6lne réwnania ruchu trzech ciat, ktore
charakteryzujg ruch zaktocony jakiej$S planety dokota stofca, sg
nastepujace:

A+ kV4+m)E.=k\m+i)fx

[ §re*<(it»»A=*"(».+.)3
%I+ IV +m)~=1I1"m+\)di’

gdzie, wedtug przyjetego zwyczaju, przez k oznaczamy statg Gaus-
sa, przez m mase planety zaktdconej (przyjmujac mase stonca za
jednos¢), r promienn wodzacy tej planety; m\ r' takie same wiel-
kosci dla planety zakidcajacej; x,y, z i x\ y', ' odpowiednio dla
kazdej sg to spdtrzedne prostokatne, odniesione do pewnego state-
go kierunku w przestrzeni i ktérych poczatek jest w srodku stonca;
t czas liczony w dniach $rednich stonecznych, ktory uptynat od ja-
kiej$ epoki poczatkowej. Funkcya it jest to funkcya perturbacyjna:
m [T xx'-\-yy'-\-zz'\_ m! |1 i

" \A-mW '3 3 i-f wil cos H

gdzie
A—(x—xy (y—Y'y-(-(«-z»=r2+ r'2—2rr' . cos H

za$ H jest to kat w Srodku storica, pomiedzy promieniami wodza-
cymi r i r' obydwdch planet.

Réwnania 1 nalezy przedewszystkiem odpowiednio prze-
ksztatcic.

H. Gy 1dé n analogicznie do mysli Hansen’a rozpatruje ruch
planetoidy zakidconej na swej chwilowej drodze oddzielnie od ru-
chu samej ptaszczyzny drogi w przestrzeni.

Hansen okazat*), ze istotnie mozna znalez¢ takie wyrazenie
analityczne dla ruchu zaktoconego planetoidy, iz elementy chara-
kteryzujace potozenie orbity w przestrzeni, a wiec 0 i i i z nimi
zwigzane state, wystapig oddzielnie od pozostatych element6w.
Taki rozdziat tych dwoch rodzajéw charakterystycznych wielkosci

9 Hansen P. A, Auseinandersetzung etc. I. § 3.
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mozna osiggna¢ przez wprowadzenie pewnego nowego ukiadu
spotrzednych xv yv zx majacego — jak zresztg i poprzedni ukkad
Xyz — swdj poczatek w Srodku ciezkosci stonca.

Catkowanie ukfadu réwnan rézniczkowych I, w ktérych pra-
we strony bylyby zerami, dawatoby nam, jak wiemy, ruch po elip-
sie Keplerowskiej.

Roéwnania te sg nastepujace:

% +E£Ew+<»)=o0

) S + " (i+“)=o0

Pz z
Ao+ AFR(IT+m) = 0.

Statych catkowania wtym wypadku jest 6; sa one dwdch
rodzajow: jedne okreSlajg potozenie drogi planetoidy w przestrze-
ni, pozostate za$ ksztatt i rozmiary drogi. Metoda waryacyi statych
dowolnych, jak wiemy, upowaznia nas, zamiast catek rownania |
(ruchu niekeplerowskiego, zaktoconego) wzig¢ catki réwnania (2)
dla ruchu Keplerowskieg o—pod warunkiem atoli, abySmy state
dowolne, ktére sg w catkach rownan ruchu keplerowskiego znajdu-
ja, uwazali jako funkcye czasu, ktére muszag spetnia¢ réwnania 1
Wtedy wartosci spotrzednych X, y, z i ich pochodnych fAx du dz
obliczone na zasadzie uktadéw réwn. 2 i | mie¢ bedg ite samg po-
sta¢ analityczng. Wszelkie spotrzedne, spetniajgce powyzszy waru-
nek (t. j. majace taki sam ksztatt analityczny w ruchu Keplerow-
skim i w ruchu zaktbconym) Hansen nazwat spétrzednemi ideal-
nemix.

Niech te spétrzedne idealne bedg xv yv zt; dostawy kierun-
kowe osi Xi oznaczymy przez a, i3 7, 0Si yxprzez av p,, aosi zt
przez a2, p2 72, — wowczas, jak wiemy; zachodzi¢ bedg zwigzki
nastepujace:

(3 x1= ax-i-Py-i-'(Z; 2i= «i*+Pi2/+ Ifi st= axa +
i odwrotnie
4 X = aas,-j- alyi-f-oaZv V—  “h Pi2/i4~

»= TR+ Yilli+ Tivi

®» Hansen P. A Auseinandersetzung etc. 1. § 3.



6 J. KRASSOWSKI.

aai+ PPi+ Th —0 a2+ P2+ T2= 1
(4a) aa2-)- PR*h 2 — O «i+Pi'+ii= 1
ala2+Plp2+VIi2 —0  «l+ PH-ii= |
Aby nowe spoOtrzedne x1ylz1 byly ,idealne”, wystarcza aby
byty spetnione zwigzki nastepujace:

® »F¥p® 4 LT A Rys
d9 | | 772
G Vo d —9

Zwigzki (5) redukujg sie do dwoch tylko warunkow niezalez-
nych; jakoz uwzgledniajgc zwiazki (3) i podstawiajac w rown. (5):
X y YA

®) A B -C

gdzie dla krétkosci oznaczyliSmy :

Adt=" ydp= —"Vpd?
Bdt= y,a d*(= — da
Cdt= V p(la=—" ady

(wielkosci te sg to dostawy kierunkowe chwilowej osi obrotu).

Z rownania (6) widzimy przeto, ze we wszelkim ukfadzie
spbtrzednych idealnych, odniesionym do osi ruchomych, o$ chwi-
lowa obrotu uktadu schodzi sie z promieniem wodzacym planetoi-
dy. Jesli zatozymy, ze stata wtedy ptaszczyzna rc, y stale
zawieraC bedzie w sobie promien wodzacy planetoidy i nowy ukiad
spotrzednych ruchomych xv yv zx bedzie najzupetniej okreslonym
W przestrzeni.

Poniewaz wprowadziliSmy waruneky) z1= 0, mie¢ wiec be-
dziemy
@) azs j-pz-j- = 0

® Nalezy przypomnieé, ze HoeneWronski, podajac swoje nowe metody
obliczenia perturbacyj w ,,Réforme absolue du savoir humain®, rozpatruje per-
turbacye, odnoszace sie do ptaszczyzny drogi planetoidy oddzielnie od pertur-
bacyj elementéw jej orbity.
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to rownanie, jak to widzimy od razu, jest rbwnaniem ptaszczyzny
przechodzacej przez promiet wodzacy, a zmiennej z czasem t\
ptaszczyzna, zawierajagca w sobie w czasie t nietylko promien wo-
dzacy planetoidy dla tej chwili, ale jeszcze i styczng do jej drogi,
spetnia¢ bedzie réwnanie, w ktérym zamiast x, y, z podstawimy
xA-dx, y-\-dy, zA-dz.

Wowczas muszg by¢ spetnione zwigzki nastepujace:

8) adx-j-$y 4 yalz= 0
oraz
) xda2"l- yd$2"4"s("y2—O.

Réwnania (7) i (8) daja nam warunek, ktdry musi by¢ spet-
niony, aby ptaszczyzna x 1yl znajdowata sie w ptaszczyznie chwi-
lowej drogi planetoidy; przy pomocy zas réwnania :

(10) a d o 4fdyl=0
wyznaczymy na tej paszczyznie potozenie osi Ca™

Pomnézmy réwnania (4) raz przez da, d$, dy, a drugi raz
przez dav d[ix ,dy, dodajmy i uwzglednijmy zwiazki: (4a), zt=0,
oraz (10); otrzymamy:

xda -\-yd$ +yzd =0
(v xdal4-yd$! 4 zdyx= 0.

Réwnania (3) zrézniczkujmy i uwzglednijmy réwn. (9) i (11),

wtedy otrzymamy, dotgczajgc réwnanie s~ O, rdéwnania naste-

jace:
buja dx1— adx -j-%xy -\-ypz

(12 dyx— adx -j-M y 4 Tidz
dzx— 0= alx -j- &y 4 yAz.

Réwnania (12) pomnoézmy przez a, av as, pozniej drugi raz
przez p, p,, P2, i wreszcie trzeci raz przez y, yv y2i dodajmy, to po
uwzglednieniu zwiazkéw (4a) otrzymamy:

dx = adxx4 axdyx
dy = pdxx + $ldy1
dz = ydxx -f- yxdyv

Z tych réwnan po uwzglednieniu (4a) otrzymamy:

dadx 4 dfidy -\-dydz =0
daxdx 4 d$xdy4 dyxdz= 0
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po uwzglednieniu ktorych z (12) otrzymamy réwnania nastepujace:
dx1= adix + $d +fdz,
(13 dyt= *dX -j-"d 2 -|- r1’™2,
dZt= 0, oraz:
dX = adXxl+ ald¥1+ da.dx,+
dz2/= Rd2» + + dRd*i+ dR,dyr
d?z= Idix| +-ild% 1-sd-iyx1-\-dildy1.

Funkcya perturbacyjna £ da nam zwigzki nastepujace:

dii s, SB, Sh
= a + P2y + ’1to
dii aR . al, an

(14 dy-*13x ®ndy'* to

Jezeli wreszcie réwnania | odpowiednio pomnozymy przez
a, i3 yi dodamy do siebie po uwzglednieniu dopiero co otrzyma-
nych zwigzkow, to mie¢ bedziemyl

Netow > (i+»)|i=*, (i+»)r“i

I % - +*’<l+«*) f|= *’(I+m)

Uktad réwnan Il jest najzupetniej analogiczny do réwnania |
i wyraza ruch planetoidy po chwilowej drodze?. W ukladzie row-
nan Il zamiast sp6trzednych prostokatnych wprowadZzmy spétrze-
dne biegunowe r iv. Poniewaz ptaszczyzna drogi planetoidy lezy
w ptaszczyznie xlyv wiec wskutek perturbacyj droga ta bynaj-
mniej nie jest zamknieta, i dla tego musimy liczy¢ katy v nie tak,
jak zwykle w elipsach od 0° do 360°, lecz od - oo do -j-oo0.

Spotrzedne biegunowe, ktére wprowadzamy do réwnan I, sg
nam dane przez rownanie nastepujace:

(15) XX—rcos v, yl—r sin c,
za$ row. Il przejda w nastepujace:

) Hansen. Auseinandersetzung I p. 69.
s) Harzer P. Untersuchungen etc. p. 8.
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Proor(]) 5 m 4 20=ftl(1+M )a

dt2

(HO .
dv dr . da& _ . 1 dii
dt' dt' rdt2 = RH0T) | 5,

W tych réwnaniach v oznacza prawdziwg dtugo$¢ planety,
za$ r jest to jej promien wodzacy. Te rdwnania sg to rownania
zasadnicze Haesen'a, ale w spétrzednych biegunowych.

2. Rown. lll H. Gylden przeksztatca przez wprowadzenie pe-
wnych nowych zmiennych zaleznych p, € S oraz zmiennej niezalez-
nej v ,,prawdziwej dtugosci“; te wielkosci sg to tak zwane spotrzed-
ne Gyldenowskie. Zanim jednak to przeksztatcenie réwnania
Il wykonamy, przypomnimy w ogélnych zarysach bieg mysli Gyl-

den a. Jezeli w rdwnaniach Il przypuscimy,ze i sg rowne

0, to wtedy te réwnania przedstawia¢ bedg ruch Keplerowski
1 jak to wiemy, otrzymamy catki nastepujace:

a{\ —e2
) 1-j-e cos (v—ro

oraz statg predkos$¢ wycinkowg
2 = k Ka(1—e2.

Poniewaz mase planetoidy zawsze mozemy zaniedba¢ wobec
masy stonfica, ktorg przyjmujemy za 1, wiec w ruchu Keplerow-
ski m jest zawsze:

€)) a(l—e)cr<o(l-)-e).

f

Jezeli % #=0i al:t=0, to mie¢ bedziemy do czynienia z ruchem

zaktoconym, i wtedy prawdziwa droga planetoidy znacznie sie roz-
ni¢ bedzie od elipsy Keplerowskiej, jednak, jak to nam wyka-
Zuja spostrzezenia, dla czasu skoficzonego promienie wodzace pla-
netoidy wahac¢ sie bedg w pewnych skonczonych granicach. Otéz
Gylden wprowadzit tak zwane krzywe periplegmatycznel), zawar-
te miedzy dwiema wspotsrodkowemi kulami, skonczenie od siebie
oddalonemi. Krzywe te sg to poszczeg6lne drogi planety, ktore sie
tworzg wskutek ciggtych zmian wielkosci potowy osi jej orbity.

Y Gylden H. Orbites absolues r. I. 1 1; id. Undersokningar.. 1
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Zmiany te, wedtug Gylden’a sg nieograniczone w czasie, jednak
zawarte sg w skonczonych granicach; wielko$¢ a Gylden nazywa
protometrem. Poniewaz w dalszych rozwazaniach naszych
a nie bedzie absolutnymJQ)elementem, przeto, idagc za BrendeTem,
wielko$¢ a nazywaé bedziemy wprost potowg osi drogi (nie
jest to jednak potos chwilowej elipsy Kepi erowskiej).

Przypusémy, ze planeta zaktdcona porusza sie po drodze, le-
zacej w pewnej statej ptaszczyznie; niech r bedzie jej promien wo-
dzacy, v—prawdziwa dtugosc, liczona od pewnego statego kierunku.
Wskutek perturbacyj elipsa Kepler owska stale sie odksztatca,
i rownanie drogi, opisanej przez planete zaktdcong, napisa¢ moz-
na, wedtug Gylden’a w postaci nastepujgce;j:

a0-f)
) i+p
gdzie a jest to pewna Srednia warto$¢ promienia wodzacego, ai)ip
sg to funkcye prawdziwej dtugosci, ktore przedstawi¢ mozemy
przy pomocy szeregOw trygonometrycznych; yjjest to pewna wiel-
ko$¢, bardzo powoli zmienna z czasem i poréwnywalna z mimosro-
dem eliptycznym. W ruchu Keplerowskim predko$¢ wycinkowa
byta statg, w ruchu zaktdconym, wedtug Gylden’a juz tonie ma
miejsca, gdyz ta predkos¢ wycinkowa waha sie dokota pewnej $re-
dniej wartosci. Przez analogie z ruchem Keplerowskim, mo-
zemy wiec napisaé, ze w ruchu zaktéconym zachodzi dla predko-
§ci wycinkowej réwnanie nastepujace:

2dv__kva{1—i]3
©) r ~dt~ 1+ S

gdzie S jest to pewna mata wielkos¢. Wprowadzmy funkcye S, p~q
w réwnania .
Drugie z réwnan lll mozemy napisa¢:
3i2
1), = *x*x(]
A(r>1). (1) .
Potozmy m— 0; wtedy bedziemy mogli napisa¢ przez analo-
gie, ze wzorem na ruch Keplerowski, réwnanie nastepujace:

> Absolutng drogga Gylden nazywa pewna orbite, w ktorej elementy sg
to pe une zupetne stale, i ktéra rdzni sie od rzeczywiscie opisywanej przez da-
ne ciato drogi, o wielkosci rzedu sity zaktocajacej.
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d fkvVa(l—+) .
dt\ 1+5 J a«’

wykonajmy wskazane rézniczkowanie, wtedy otrzymamy:

1kVa(f—9 | FftK+I—72 d5 1kva 1 *fat| __k*~
72 (1+5) |*  (IATS)* 'dv 2 1+5*% Ki—V ' ]

czyli, jesli wraz z Gy 1den’em i BrendeTem1) oznaczymy:

] r2 %
Vs Q a(1—2 dv’
powyzszy wzor przejdzie w rdwnanie nastepujace, ktore nam okre-
$li 5:
(V) 1l's = {I+5)2Q+ 2 1-7/dv

Zwrdémy sie teraz do wzordéw (4) i (5); bez trudnosci znaj-
dziemy:
, 1

dr _ kvVa(l—t2 i r

dt 1+5 ° dv
oraz
1 1
dr kazfi—yp 92 d
dt2 r2(+ 52 1 (> + )2 B

Uwazajmy teraz rownania llI; w tych réwnaniach podstawmy

. . (. d“Aﬁ idr )
znaleziong dopiero co warto$¢ nasm 2-oraz na , to otrzymamy:

1

d2
@ a(l- ) —(1--5)2= —y2(1+5)

Réwnanie r— 284 —K9 ga nam:
1+P

9 Brend el. Om Anvandningen p. 5; Oylden, Undersokningar Il
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r dp dtf A io 1+ P/HA2i 1+ P_
dv2 -l f)2\dv+ | dv'dv'  (I—pYadv} 1—w2 dv2

co podstawione w réwnanie (a) da nam w rezultacie:
d2p )
MY g+ P nVy P> e+ 254 S

|1 d2w > fdii®?
<IHSIP - 0 d A @2\dv

0+ S8)20

Yoore72 vE} <4

gdzie analogicznie do poprzedniego przez P oznaczyli$Smy funkcye
nastepujaca:

(Vhis) p=r2ar-

Réwnanie (V) daje nam wiasnie wyrazenie na p w funkcyi w

Poniewaz P i Q sg to pewne szeregi trygonometryczne, wiec
rownania IV i V mie¢ bedg posta¢ nastepujaca:

(@) 0" V a«sin dv—P,,)

@ do (1—Pp= [V cos (Xp—B,).

Zgodnie z oznaczeniami BrendeTa przyjmujemy,ze w réwn.
(1) i (2 wielkosci an b,,\n,Bn, p sg to pewne state wielkosci;
w wielkosciach a,,, b,,, p, (co jest istotne) masa ciata, wywotujace-
go zaburzenia (w tym przypadku masa Jowisza), wystepuje jako
czynnik. Te trzy wieikosSci sg przeto poréwnywalne z masg zakto-
cajgcego ciata.

Catkowanie réwnania (1) da nam odrazu rezultat nastepujacy:

(3 S= a0— " i”cos (X»y— By

gdzie przez a0oznaczyliSmy statg catkowania.
Z réwnania za$ (2) otrzymamy:

) Brendel. Th. d kl. Planeten 1
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(4 p= cos [KI—%—r]-f- Y, }__IZ)" - 2cos(k,—B,)).

Woyrazenia (3) i (4) zawierajg jako dzielnik wielko$¢ zwykle
matg X, rzedu masy zakidcajacej; wskutek catkowania we wszyst-
kich wyrazach zaleznych od X, wystapig wielkosci, w ktérych masa
zaktocajagca zachodzi w mianowniku w wyzszej potedze, wskutek
czego wyrazy zalezne od X, zostang bardzo powigkszone.

W réwn. (1) istniejg wyrazy pomnozone przez mase ciala za-
ktocajacego w pierwszej potedze; te wyrazy w catce (3) juz nie be-
da zawierac tej masy jako czynnika. Podobne wyrazy Gylden
nazywa elementarnymi; poniewaz w przypadku tych wyrazéw
elementarnych spotczynniki X, bedg bardzo mate (masa Jowisza

przeto te wyrazy beda bardzo powolnie zmienne z czasem
i wedtug okreSlenia HarzePal) sg to wyrazy elementarne
dtugookresowe.

Jezeli ruch planetoidy i planety zakicajacej jest tego rodza-
ju, ze stosunek ich ruchdéw S$rednich dziennych jest prawie rowny

prostemu utamkowi * , to wtedy tez w rown. (3) wystapig wyrazy

bedace pierwszego rzedu w stosunku do masy planety zaktdcaja-
cej; w niektorych przypadkach specyalnych moga nawet by¢ rzedu
nizszego od pierwszego, a mianowicie takiego, jak pierwiastek
trzeciego stopnia z masy zaktocajacej. Wyrazy, ktorych rzad jest
zawarty pomiedzy \ i 1—Gylden nazywa charakterystyczny-
mi; poniewaz jednak w tych wyrazach czynnik X, jest bardzo ma-
ty, przeto i te wyrazy bedg charakterystyczne diugookre-
sowe. Wreszcie w rown. (1) moga wystepowac takie wyrazy, dla
ktorych czynniki X nie bedg matemi wielkoSciami, wskutek czego
po zcatkowaniu w (3) wyrazy te nie bedg zwiekszone; podobne
wyrazy sg to wyrazy zwykle.

Oznaczmy przez a, spotczynniki przy v w wyrazeniach wyra-
z6w elementarnych dtugookresowych (o jest rzedu masy zaktoca-
jacej); przez q,te samg wielkos¢ w wyrazach charakterystycznych
dtugookresowych (o, jest wielkoScig matg, jednak znacznie wigk-
szg, niz masa zakldcajaca); wtedy bedziemy mogli napisaé réwn.
(3) w postaci nastepujgcej:2

9 Harzer P. Untersuchugen, p. 3.
2 Brendel. Theor. d. kl. Planoten I. p. 18 et sqg.
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2 COS (X,v — Bu)

i w tem wyrazeniu X, juz nie jest inatg wielkoscia.

Zbadajmy obecnie w analogiczny sposob réwn. (2). Przede-
wszystkiem nalezy tutaj zauwazyé, ze  — p ==X, wskutek czego
w (4) nigdy nie wystapig dzielniki zerowe. Z po$rdd réznych wy-
razéw z X, wchodzacych w réwn. (4), musimy odrdézni¢ przede-
wszystkiem wyrazy, w ktdrych X, r6zni sie od jednosci tylko o wiel-
kosci rzedu masy ciata zaktdcajacego; w tych wyrazach X, bedzie
mie¢ ksztalt 1—o,, gdzie jak i poprzednio, oznacza wielkos¢
rzedu masy zaktdécajacej. W réwn. (4) w odno$nych wyrazach wy-
stapig dzielniki tego samego rzedu, wskutek czego te wyrazy bedg
wyrazami elementarnymi; jednak bedg one elementarnymi
krétkookresowymi. Dalej w rown. (2) wystapiag takze wyrazy,
w ktorych X, rozni sie od 1 o wielkosci rzedu S, tak iz mozemy
napisa¢ X,,=1 —8, w tych wyrazach wystepuja dzielniki rzedu <§;
wyrazy te sg to wyrazy charakterystyczne krétkookre-
sowe.

Wreszcie w rown. (2) sg i takie X, ktore bardzo sie réznig od
jednosci; wyrazy, zawierajace te wielkosci, przy catkowaniu nie
uzyskujg matych dzielnikéw, nie sg wiec one powiekszone: sg to
wyrazy zwykte.

Podobnie, jak to zrobiliSmy dla S, mozemy napisa¢ réwnanie
na pw ten sposob, ze kazdy rodzaj wyrazéw charakterystycznych
wystepowacé bedzie oddzielnie; p zatem mie¢ bedzie posta¢ naste-

pujaca:

(B= Tcos [(1—2) v—T] - X, cos [(1 —anv —fY +
() \ -fS cos [(1—S) v—E]+ £&, cos [Xv—Bn)
gdzie, idac za BrendeTem, oznaczylismy:

() T_e=n-p;fc.= 2--~a _ 3 om0 —e)—(a,2-¢9’

) Harzer. Untcrsuchungen, p. 3.
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Wyrazy charakterystyczne dtugookresowe i krétkookresowe
wyrazy elementarne obydwu kategoryj odgrywajg zasadniczg roli*
w rozwinieciach wielkosci /’ 1 Q, ktére wchodzg w wyrazenia samej
funkcyi perturbacyjne;j.

Harzer £ przejrzyscie oznaczyt w nastepujacy sposéb te
wszystkie wyrazy, wypisujac dla kazdego rodzaju charakterystycz-
ny kat, ktérego sinus lub cosinus zachodzi w naszych wzorach.
Harzer rozrdznia cztery postacie A, B, C, D wyrazow, charaktery-
zujace sie nastepujgcymi argumentami:

o | A)ov A, C) dvme-C,;
1B) l~<inv-r,; D) @1—S,)v—D,,.

Wyrazy A) i B) sg to wyrazy elementarne; C) i D) — chara-
kterystyczne. Woyrazy ksztattu A) i C) sg dtugookresowe; za$ B)
i D) krétkookresowe; wszelkie wyrazy, ktérych argumenty nie sg
ksztattu (8), sa wyrazami zwyklymi. Nalezy zauwazy¢, ze najniz-
szy rzad wzgledem mimosrodéw drogi ciata zaktoconego i zaktdca-
jacego dla wyrazéw ksztattu (A) jest rzad drugi, za$ dla wyra-
zow (B) juz pierwszy. Najnizszy rzad wyrazow ksztattu (C) i (D)
wzgledem mimosrodéw, zalezy od stosunku ruchdw Srednich xpla-
nety zaktoconej i planety zaktdcajgcej. Niech stosunek ten mato
sie rozni od stosunku dwoch liczb catkowitych p i g, wtedy 6w
rzad najnizszy bedzie |p q|alboj| (p—q)—1]|j; w przypad-

ku planetoid typu Thule, dla ktérych P mato sie rézni od s/t, wy-
Q

razy (B), (C) i (D) bedg juz pierwszego rzedu, a wiec bardzo znaczne.
Przy catkowaniu, ktére dato poczatek spotczynnikom b,, mo-

ze sie zdarzyc¢, ze niektdre z tych bn wypadng niezupetnie elemen-
tarne, t. j. takie, ktore nie sg rzedu 0 wzgledem m', lecz wyzszego.
Te wyrazy Gylden nazywa wyrazami podelementarnymi.
Wyrazy elementarne zawierajg w sobie perturbacye wiekowe, w kto-
rych wedtug Klasycznych teoryj czas wystepuje przed znakami
funkcyj sinus i cosinus. Gylden przez wprowadzenie wyrazow
elementarnych uniknat tej niedogodnosci.

Wielkoscig stopnia n-go nazywa¢ bedziemy wyrazenie, ktore
zawiera jako czynniki niektore z wielkosci Vj, € kn, k,,' przyczem
suma wykfadnikow przy tych czynnikach jest rowna n. Brendel

3 Harzer. Untersuchungen, p. 3.
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do teoryi matych planet wprowadza jeszcze okreslenie nastepujace.
Wiadomo, ze wielkoscig rzedu n-go nazywamy wielko$¢, ktéra za-
wiera jako czynnik mase zaktdcajgcg w potedze «-tej. Moze sie je-
dnak zdarzy¢, ze podobny wyraz oprocz masy ciata zakidcajacego
zawiera jeszcze maly dzielnik rzedu S, otd6z BrendelJ) nazywa
wyrazami rzedu istotnie n-go takie wyrazy, ktorych warto$¢ bez-
wzgledna moze by¢ poréwnywalna z «-tg potegg masy m'. Np.
w rown. (7) zwykle wyrazy (a takze ich wspotczynniki bn) sg isto-
tnie 1-go rzedu; charakterystyczne wyrazy (takze i spotczynniki p,,)
nie sg istotnie pierwszego rzedu; natomiast iloczyn bnX P» jest
formalnie drugiego rzedu, ale tylko istotnie pierwszego rzedu;
idac za BrendePem oznacza¢ bedziemy przez litery tacinskiego
alfabetu wielkosci istotnie pierwszego rzedu, za$ przez litery grec-
kiego alfabetu wszystkie te wielkosci, w ktérych wystepujg dziel-
niki rzedu 8

3 Przejdziemy teraz do zbadania ruchu planetoidy w jej
chwilowej plaszczyZnie drogi. Gylden zakfada, ze protometr or-
bity a (w naszym przypadku jest to p6to$ orbity) jest zdefiniowany
prz¢z takie samo réwnanie, ktore daje nam zwigzek w ruchu Ke-
plerowskim pomiedzy a i «, a wiec,

JV1i-\-m

O) « = %

a

wruchu Kepi erowskim. Wedlug Gylden’a a musi tez takie
samo rownanie formalnie spetnié, tylko w tern réwnaniu « nie od-
powiada juz ruchowi Sredniemu po elipsie Keplerowskiej, jest
raczej pewng statg catkowania, ktérg Brend el nazywa statg ruchu
planetoidy, i ktora, jak zobaczymy, pozostaje w zwigzku z wiel-
koscig « i, oznaczajgcg ruch dzienny $redni.

L _
Poniewaz rown, rot’ = KMy danam dt _>-2(+g)

wiec mozemy napisac:
dt _(1 —j2P ,, .
@ “dv (H-pr T
rownanie to bedziemy musieli catkowac.
Wielko$¢ p Gylden rozbija na dwie czesci (p) i R*
©) p—@P-\-R

) Biendel. Theorie d. kl. PL. I, p. 21

e R SR
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Wten sposob, ze w (p) sg objete wszystkie wyrazy typu (B), aR
jest funkcyg pierwszego rzedu izawiera wyrazy charakterysty-
czne oraz najwieksze zwyczajne. Réwnanie na (p) mozemy
napisa¢ w postaci nastepujace;j:
(P = kcos [(—e)v- Tj+ ~cos [(l_onr--r,]
albo
@ (P)= * cos (v—w)-f-S*cos (u—0o3)
gdzie
O=r-fpu to,= r,0,t) ™A
Wprowadzmy do réwn. na (p) funkcye 4 i Il przy pomocy

zwigzkow nastepujgcych:

gcosll = /ccosa) + S/c,,cos <B

Vsin IT= Asin w+ SAnsin @,
z tych zwigzkow z tatwoscig znajdziemy

(5) (p)= fjcos (v—11),

gdzie 711l sg to funkcye zawierajgce wyrazy elementarne dtugo-
okresowe. Gdy funkcye ij, I, R sg juz znane, to mozemy przy po-
mocy nastepujacych zwigzkéw obliczy¢ promieri wodzacy r, mia-
nowicie rownanie str. 4 jest:

(4) r= _ it —< a(- f)
ifFP I+(p) + K 1-(=(]Jcosv-\-R’
gdzie v= v—II.
Z rbéwnania ostatniego wydzielmy znéw pewng cze$¢ r, ana-
logicznie do tego co$my zrobili dla p, mianowicie

_ <172
M= 1+ viasv *

Wielko$¢ (r) w ten sposob zdefiniowana jest to wedtug Gylden’a
,absolutny promien wodzacy*.

Roéwnanie (2) z poprzedniego paragrafu daje nam zwigzek
pomiedzy czasem t i miejscem plauetoidy na jej drodze; to réwnanie
przeksztatca Gy 1den, postugujac sie analogiag wzoréw dla zmien-

(6)

9 P jest rzedu masy zaktocajacej i charakteryzuje ruch apsyd.
O ruchu planetoid. 2
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nych ruchu eliptycznego i tych nowych zmiennych, ktére on wpro-
wadzit jako charakteryzujace ruch planetoidy. W tym celu Gyl-
den wprowadzit nowg zmienng e, analogiczng do anomalii mimo-
Srodowej w ruchu eliptycznym, ktéra jednakze wystepuje nie w wy-
razeniach promienia wodzacego r, lecz absolutnego promienia (r).
Postugujac sie wspomniang analogia ksztattu wzoréw dla ruchu
Keplerowskiego i zaktdconego, znajdziemy

) (= a(—=cos ys)
stad

oraz

)

Podobnie oznaczajgc przez M zmienng analogiczng do ano-
malii $redniej w ruchu eliptycznym, mie¢ bedziemy:

) M=e —7sins.

Postugujgc sie formalnie wzorami ruchu eliptycznego, rozwi-
niemy anomalie M w szeregt):

M = e—7jsins= v-j-ii sinnv, gdzie

R6zniczkujemy pierwsze réwnanie z (10), uwazajac, iz 4 jest
statg:
(h—Tjcoseds =dv-{-)LnBncosnvdv, czyli

(11) 0 — coss) —= 1+ S, Bncosnv;
1—T7cose
rozniczkujmy ten zwigzek wzgledem v:

sinv, lecz sin e

14Hcos v

) Brendel. Th d K. PlL L p. 30
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podstawiajgc te warto$¢ otrzymamy:
fTZTn2 dE = L-J2 _ de n
“dv  (1+7JCOSY)  dV TEE7ees v
Obie strony (11) (a) pomndzmy stronami przez otrzymane réwna-

nie dla otrzymamy

de = 1—
d=0cos9) 40" -j-(7] cos v2)

co zndw podstawiajgc w réwnanie (11) da nam rozwiniecie naste-
pujace:

3
(12) a Ejl--D\c/os)v)?_lJ’ ZnB,, cos nv
Réwnanie (12) jest bardzo wazne a to dlatego, ze dzieki samej defi-
nicyi Gylden osiagnat to,iz po prawej stronie (12) niema zadne-
go wyrazu dlugookresowego, podczas gdy z lewej strony znajduje
sie funkcya o diugim peryodzie.

Zwréémy sie obecnie do zwigzku pomiedzy anomalig v i cza-
sem t: mamy roéwnanie (2), p. 16; w tern rownaniu n jest to tak
zwana stata ruchu planetoidy. Niech L oznacza dtugos$¢ S$rednia,
analogicznie do definicyi w ruchu eliptycznym, bedzie ona okre-
$long w sposob nastepujacy:

(13) L = nt-|-A,
gdzie A oznacza dtugos¢ Srednig w chwili gdy t= 0; wtedy bedzie-

my mogli zdefiniowa¢ nowg zmienng czas zredukowany (t).
.»Czas zredukowany* spetnia zwigzek nastepujacy:

(14) n(i)-j-A = v-(- 21?nsin wv.
Na zasadzie znanego wzoru z trygonometryi mozemy napisac
uwzgledniajac warto$¢ v:
Bnsinnv —B,,sin nvcosn Il —B,,cos nv sinn IT,
skad otrzymamy:

(14a)

gdzie f =y dt d(Bnds;/ln« 1) oS NV
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jest to zresztg mata wielkos¢, ktérg przewaznie mozna zaniedbac
(w naszym przypadku nie mozemy tego zrobi¢). Ostatecznie wiec,
uwzgledniajac poprzednie zwigzki, otrzymamy:

JhK dt) i (1—yf)__ 't
' dv (@-fAcosv)2 dv'

Niech W oznacza réznice pomiedzy katem, odpowiadajagcym
prawdziwemu czasowi nt i kagtem odpowiadajgcym czasowi zredu-
kowanemu n(t)—mie¢ bedziemy:

(16) W =nt—n(t),
a poniewaz )
L =nt-J-A

zas$ )

A= v—n{t)+ £B,sin nv,
wiec .

L -nt —n(t)-{-v-\-"Bnsin?iv,

czyli

L—v +ZBnsin nv-\- W-

Whynika z (16)
dw _ dt  md()
& = "

ale dla n gi/ mamy wyrazenie (2), za$ dla n *wyrazenie (14a),

co uwzgledniajac otrzymamy:

1__+S
dw @-rtftt F

(17) = R \2
dv —(1+tl cos v)2 157 008 V)

Rozwijajac wyrazenie (17) wedtug poteg R i 8, otrzymamy:

dV = s_ 2R- 2RS-f3R2+ 3SR*-4R*-f..e
Vv
+ (677— 2<S— 1272*+ 6.85 -j- —)1j COS V

—3vfi?+ i-| S- 68+... H2cos 2v +...

-j- BP*j3cosv - j - R —Sj rj3cos 3v

gdzie v=v—II.
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Cata metoda Gylden’a jest zawarta we wzorach IV, IVUs, V,
Visi VI.  Zajmiemy sie teraz zcatkowaniem tych rdéwnan i wyzna-
czeniem wyrazéw charakterystych i dlugookresowych w przypad-
ku ruchu planetoidy Thule. Nim jednak do tego przystapimy,
musimy sie zapozna¢ z rozwinieciem funkcyi perturbacyjnej
w spotrzednych Gyldenowskich.

Il. Rozwiniecie funkcyi perturbacyjnej.

W réwnaniach otrzymanych poprzednio dla S i p wystepuja
wielkosci P i Q, ktdre zawierajg pochodne czastkowe funkcyi per-
turbacyjnej Q. W funkcyi perturbacyjnej wystepuje cze$¢

N = (rV2—2rr'cosH) 5,

wskutek tego nie mozemy catkowaé powyzszych wyrazéw bezpo-
Srednio.  Aby catkowanie wykonaé jesteSmy zmuszeni rozwingé
A na taki szereg, ktérego wyrazy mozna catkowaé. Gylden roz-

wija funkcye perturbacyjng na szereg trygonometryczny wedtug
wielokrotnosci kataH i poteg wielkosci r ir'. Gylden zaktada ze:

@ 2 = B0+ 2BICosH+ 2E2cos2H+...

W tern rozwinieciu spétczynnik R,, wyrazi sie przy pomocy
wzoréw nastepujacych:

(QEn= a f  cos a1y cos ntydty
51 Vr2-\~r'2—2rr'cos¢ 1 r'\]i

Oznaczajac a = i wprowadzajagc nowg wielko$¢ zmienng k,
bardzo mata, okre$long przez réwnanie:

otrzymamy
) (y = 1
I zwigzek (2) przejdzie w nastepujacy:
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R _a 1r cos ntydty
"~ %' 11 k2 2kcose

Jezeli do tego ostatniego wzoru zastosujemy znane prze-
ksztatcenie z teoryi catek eliptycznych, to w rezultacie otrzy-
mamy:

£
5 sin2’ tpd
©) Kl —a2 sin2<p-(-a2Xsin2p

W catce (5) wyrazenie pod pierwiastkiem mozna napisac
w sposOb nastepujgcy:

7 oM f sinZ' <pdtp
rc (Kl —a2sin2p+ a2Xsin2p
(6) )
sinZ' prfp
= 0l- a2sin2?//i -f X
V ' 1—akinZp

Gylden, majac juz warto$¢ kazdego R z wyrazeniem (5)
rozwija je wedtug poteg X W ten sposob znajdziemy:

2 K sin2quf .
) Kl—a2sin2p(l—X

gdzie za Gylden”m1), oznaczajac przez
T

® wW—2 i sinnf d(f
" ic,/ jl—aXxin2g*s

otrzymamy

W 1 ® .3 @
Tko= aMiP»J 7« 1= -g'a"+3 P«til fuwe2= g*

9)
1.3.5.. (20—1) Z+»

Fee = 2.4.6...20 a2+ P-t--

* Oylden H. UndersOkningar etc. Il art. 38.

SPH2
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Spétczynniki zalezg wiec tylko od a. Wprowadzmy
otrzymane wyrazenia z (7) i (9) do wzoru (5), wtedy znajdziemy:

(10) Rn vyfa TR A f-T. 282— Tk3X3 N
Rozwiniecie (10) jest jeszcze zbiezne i w przypadku planeto-

idy Thule. Podstawiajac wzor (10) w rown (1) otrzymamy zadane

rozwiniecie tylko czesci " funkcyi perturbacyjnej -wiadomo bo-

wiem, ze cala funkcya perturbacyjnal) ma ksztalt nastepujacy:
1) a(Q)=zm'r—a& cosfr)=m'[-| —® aXl-X)*cos

Rozwinmy w szereg wzor (11); w tym celu uwzgledniajac

a
rozwiniecie dla otrzymamy ze wzoru (11) wzér nastepujacy:

(12) a(@Q)= mji?o-f2|X - “ d-*)* “’jcosif-f2Acoslfl4-..J

mozemy o0g0lnie wiec napisaé, ze szukane przez nas rozwiniecie

funkcyi perturbacyjnej mieC bedzie ksztatt nastepujacy:

13) 0 (R) = it0j-2R1cos H-j- 2ii2cos 2H .,2ii,, cos nH—
) = £D+ SRncos nH,

gdzie

(14) (1-"h«.0-T,,iX +T,2@- T,3X3..j

T»00znacza, ze dla wszystkich wartosci n, z wyjatkiem ra=1,mie¢
bedziemy
To—Tho za$dlan—1 yio—Mo 22

2 -

Otrzymali$my wiec rozwiniecie funkcyi perturbarcyjnej w po-
staci, podanej przez Gylden a. Jest tojednak jeszcze postac
nie ostateczna,lgdyz w rozwiniecie (13) zamiast wielkosci Xmusi-
my wprowadzi¢ wielkosci p, p', 42, 4'2.

Zwigzki pomiedzy r, rli g I1j' sg nastepujace:

a(l--Yj2 a(l-i]'2.
1+P 1+P"

® Z pominieciem zaburzen samej ptaszczyzny drogi.
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a wiec

Podnoszac Xdo potegi od 1-¢f do 3-ej i uwzgledniajgc wyra-
zy trzeciego rzedu wigcznie (a wiec w krorych mamy p8, p'8, p2j,
P27 7Pp, etc.) znajdziemy:

X= 2p—2p'—3p2+ 4pp'—p'2f 21\2— 2y)'2+ 4p8—6p' +
-(- 2pp2—A4pTR-f- 4pji)2-|- 4p7]2—4p™2
(16) X= 4p2—8pp'+ 4p'2—12p8+ 28pP'— 20pp'2+ 4p'8+ 8pv2-f
+ 8p7]2—8PP—8Y]2
X3_ 8p3— 24p8p — 24pp'2— 8p’S.

skad na ™ (1— X2 otrzymamy zwigzek nastepujacy:

aw 1 j i = r 1 ~ ~ 4 b

_n(n-f\)(n+ 2) n{nA- )ap2p,_ n2Aw+ ) pp,2+
6 2 2

A1) WD) figre—n(jd)p-(2—n(>-}-hpr/2f-

-(-w (n+ 1)2p'y2.
Otrzymany zwigzek (17) wprowadZzmy do wzoru (13), wtedy
otrzymamy og6lnie wzOr nastepujacy:

(18) a{Q)—2>n V. Q(n, s, SWPPF*NA/TfA} cos nH.
1s,s, WV

W tym wzorze nalezy pamieta¢, ze dla re= 0 mamy opusci¢
czynnik 2. W ten sposéb ostatecznie otrzymaliSmy rozwiniecie
postepujgce wedtug poteg V2 r{\ pip dla catej funkcyi perturba-
cyjuej.

Spotczynniki it,, wyrazajg sie przy pomocy zwigzku nastepu-
jacego:
(19) =« V PPV
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Te spbtczynniki sg to funkcye liczbowe znanej nam wielko-
ci a, a wiec nietrudne do obliczenia. Harzer) obliczyt licz-
bowe spotczynniki w wyrazeniu za$ Gylden2 podat warto-
Sci tych spotczynnikow dla wielkich planet az do wyrazen zawiera-
jacych a7a takze i liczbowe wartosci statych niezaleznych od a,
ktére wchodzg w wyrazenia na ii.

Sn»*« w funkcyi spotczynnikow liczbowych wyrazajg
sie w sposéb nastepujacy3F

oo = O

inl0 =—=—Wr#—

A ARG QWRI)Yii L+ 4y,

Hji+.ii ——{\~ 1) (n “F 2) YnH-i — 2(2w|-5)y»+i.i — 8ymh22
S«-iiiz=—(N— 1) n ye20— 22wt 1y, u —8ym i2
$4310= —(n+ DY»+.i — 2.
$—2lo— (m Dyw—2l- 3

(20) »$020 = 3yai + 402

04121 — WL DPRE2)2 g — v — v
(-4 (30 4—11)tecHi 2-|- 24y, [ 13
itii20 — — 5 N YoHiPRW-(B)Yrdeid + dyccti2

n2(n — 1) C .
$»—121 = > Yn—o-f~ (3w2-f 4?i-j-2) Yo—ki -(-

-j- 4(310-j- S)y—i2-f- 24y,,,,i 3
) n(n—1) - -
U»—12.0 = Yo.0-0~(2W-j- 1) Ye—ii [ 4ym22 etc.

t

W réwn. rézniczkowych na S i p wchodzg wyrazenia pocho-
dnych czastkowych funkcyi perturbacyjnej wzgledem r i v—a nie
bezposrednio rozwiniecie samej funkcyi przeto obecnie, zna-
jac wyrazenia rozwinietej juz funkcyi perturbacyjnej mozemy zna-

% Harzer P. Untersuchungen pg. 22.

3 Gyldén. Orbites absolues t. I:

3 Brendel. Th. d K. Pl. 1 pg. 52; Harzer.' Untersuch., pg. 29;
Kramer. Th. d. kl. Planeten, pg. 9.
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leZ€ i zwigzek pomiedzy P i Q orazfunkcyami S(tsW); w ten spo-
sob wielkosci P i Q stang sie znanemi funkcyami liczbowemi

co zatem idzie a, a wiec ich obliczenie, cho¢ kiopotliwe, dla danej
planetoidy nie przedstawia zasadniczych trudnosci.

MieliSmy réwn. nastepujgce:

P=r23—'|\orazO: r2 &
dr a(l— YR ‘dv'
Poniewaz _
v a(l—n2
1+P
to znajdziemy:
0 Ly ot

Vo oa\—m'dv  (I-1-p)*'A-
W tern wyrazeniu pierwszy czynnik rozwinmy w szereg po
tegowy, potem zrézniczkujmy wzgledem W otrzymamy wtedy

rdH

Q= _ (1_ 2p+ 3P—...) 21nfl(wFWLpsp'8f vgw sin nH v

(bo wiemy, ze H zalezy od v) co mozemy napisaé:
(21) Q= — 2ijHiQ Ms-\wpsp's/jufja/ sin nPT-(i:;

(dla ra=nO nalezy opusci¢ czynnik 2) — gdzie przez Qn. , , \ ozna-
czyliSmy pewng funkcye £, . , a wiec funkcye wielkosci y;, 3, kto-
rg mozna otrzymac na drodze rachunkowej; postac tej funkcyi jest:

2 " “ QWAL I

Zupetnie analogicznie znajdziemy wyrazenie
fl
&

Po wykonaniu dziatan i podstawieri wskazanych, jak to
zrobiliSmy dla Q, otrzymamy rezultat nastepujacy:

(23) P = 2SP,,.,.,-Wp*. p'4 . yi&s. yj2v' COS NH,
gdzie przez P,,.oznaczyli$my wyrazenie nastepujace:
(24) i Pristw == (S 1 o (8 1Sl YLV e
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Wielkosci P sg tylko funkcyami liczbowemi wielkosci i,
a wiec Yha przez co takze te wielkosci sg znanemi funkcyami a.

Brendell), Harzer2 podali wartosci P,s5i Qxs’e

P «.0.0 B Si«.1.0 §«.0.0 ----- iin.0.0

Pn.i.o — — 2fl«.a.0 §,.1.0 == ji«.1.0 2 iiti.0.0
P«.2.0 - 3 Si«.3.0 §,.2.0 — i« 20 - 2 ii« 1.0+ 2 ii«.0.0
P«+-i.0 i — — Si*+i.i.i §,+1.0.1 — ii»+1.0.1

P«—i.0i — — 8 «-u.i §,—1.01— ii«—10.1

P »-1.0.0= — Si«—1.0.0 §,+i.00 — i«+i.0.0

Po.i0 := — 2 flo.2.0 § 101 = iil01

P1.0.1 —- — Sil.1.1 §1.0.0 ==; iil.0.0

Ploo  — - fll1.0 Qu+iii — Qi«—piii— 2ib,+i.0.i
Pn+l.1.1 = 2 Si«+] 21 §n—111—-ii«—111 — 2ii«_i.0.i
P «—lii— — 2 £i,_12.i §«+ii.o— ii«+i.i.o — 2ii,+i.0.0
P,+1.1.0 = — 29-+1.2.0 §» —110=r ii«—1.1.0— 2 Si«—1.0.0
Pn—110— -—2 ii«_120 § LLL = il — 2iii.0.i

P 0.2.0 — — 3 Q030 §ii.o = - iii.i.o —-e 2iil.o.o
P1.1.1 — -2 iil21

Pl.l.o -2 £i1.20

W wyrazeniach na P i 8 wystepuje kat H.  Musimy obecnie
ten kat wyrazi¢ przy pomocy prawdziwych dtugosci v iv' plane-
toidy i planety zakiocajacej; jak dotad tak iteraz rozpatrujemy
tylko ruch planetoidy w ptaszczyzZnie drogi chwilowej, pozostawia-
jac do dalszej czesci niniejszych rozwazan, wyznaczenie wyrazow
funkcyi perturbacyjnej, zaleznych od nachylenia i zmian potozenia
ptaszczyzny samej drogi. W ten spos6b znajdziemy po zaniedba-
niu drugiej potegi wstawy kata nachylenia pomiedzy drogg plane-
toidy i planety zaktocajacej:

(25)2 H=v—V
Po wprowadzaniu tej wartosci H w wyrazenia na P i§

otrzymamy wzory, w ktorych wystepowaé bedg obecnie dtugosci
prawdziwe v iVv'. W réwnaniach, z ktérych mozemy otrzymac

% Brendel, 1 cit, pg. 56. Harzer, 1 cit, pg. 30, 3L
) Masal H. Formeln u. Tafeln etc., pg. 5.
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S, p, W—zmienng niezalezng jest prawdziwa dtugo$¢ v— wiec aby
modz zcatkowaé réwn. dla P i Q musimy wyrazi¢ v' przez v.
W tym celu zwrdémy sie, idac za BrendeTem, do rownania (13)
pg. 19, z ktérego otrzymamy zwigzek pomiedzy potozeniem plane-
toidy na jej drodze iczasem. Znane wzory ruchu Keplerow-
skiego dadzg nam dla planetoidy:

(@ ntA- A= v—2)sinv-j-figsin 2v—... + W
i analogicznie dla planety zaktdcajacej:
(b) n't-A-A'=v'—2y sin v'-[-9/4 sin 2v'—.
gdzie v—v—Il, za§ V—v'~ H.

Mnozgc wyrazenie (a) przez " otrzymamy:

(26) n’t=p.v— pA—2H] sin V-)-fp-/]2sin 2v-f ... W ji
Zrownan (b) i (26) przez poréwnanie znajdziemy:
V'~ (w—VA —2xj sin v -|-3r M2sin 2 v -j- ... Wp.)
-j-A'+ 2] sin vV j—.. WL
'‘WprowadZmy oznaczenie nastepujgce:
27 B=A'—pA i G—p.*Bnsin nv—12zi?,’ sin nv'
to otrzymamy:

(28) V'=p.V+E+G+\>W — W'
a wiec:
(29) v—Vv'— (\-p)v—B—G— —G.

(Mozemy opusci¢ W' jako matg wielkos$¢, gdyz w tym wyra-
zie jest zawarty wplyw Saturna na ruch Jowisza, zresztg ta wiel-
kos$¢ jest nam znang z teoryi Jowisza), gdzie:

(30) -A=(1—w)v—B—(QW
Potozmy dalej

(31) vi= —Wj-f (r-j-yj J

wtedy

(32) G— —2(.Y)sinv-j-2Y)'sinvI-["1R 3530 2v-(-2Tj'2sin 2v!-j- .

9 Brendel. Th. d k. Pl. 1 pg. 63.
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Aby przedstawi¢ cos n(v —v') jako funkcyg v, rozwinmy
przedewszystkietn, uwzgledniajgc zwigzek (31), wyrazenie Tj sin v,
w szereg wedtug poteg 9:

33 ?Dsinv/=—4gsin Ww—G—vj=—t sin (Wt—vD-{-
-|-7'G cos (WX—VvXY —...
gdy w (32) uwzglednimy wyrazy tylko do pierwszego stopnia
wigcznie, to otrzymamy:
G——2[;7 sin v —2¢' sin (w, — vy).

Podstawiajgc te warto$¢ w (33) znajdziemy:

g sinv/= —7sin (Wx—vX—2(. 474 sin v cos (wWx vX —

—2pig'2sin (w,-Vj) cos (Wx—VvX = —gsin (WXx—VvX—

—litjY sin (v—vx-- WI+iJ-TjTj' sin (Wx—v —v
—T2sin 2wx-- 2vX+ ...

Analogicznie postepujac otrzymany dalej:

— | ?&in2v'E | §2sin 2(wx—vx+ (?).+|F2sin 2(wx—VvX+...

Podstawiajac te wyrazenia we wzdér na G, otrzymamy w re-
zultacie:

G=—2[i7sin v—27] sin (Wx—VvX -F-n-Tj2sin 2v—
(34) _ 2t sin (wx+ v—vD+ 2§84V sin (Wxv —v,)—
—-7ya SIN (2wX- 2v + ...
Poniewaz ze wzoru (29) mamy
—il= Wx—G,
wiec 12GR

cos re (v—v')= cos n wx-|-nG sin ?iwl 2 cos nw, +...

Mozemy wiec, uwzgledniajac wyrazy do Il stopnia wiacznie,
wstawi¢ wyrazenie (34) w to ostatnie rozwinigcie. Ostatecznie
otrzymujemy cos n(v— V') w postaci szeregu, w ktérym zmienng
jest tylko v. Dla sin n(v —vV') analogiczny wzér mie¢ bedziemy
Z tg réznicg, ze zamiast cos wystapi sin.
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Bedzie wiec:

icos . cos . . COs. , ... CoOs. ,
sin<V~V>=s in -**sinW+VW+2sin(nW~ )
+ *sV sink*—DW+ v +ft*V sOS[(«+)Wi—\V]]

cos
+ M* gip W + *f G® (nwxt2v)

@5) | *TResW_ ) + km [(—DWtv-Vij

+ kK v, [(«+tDhw,+v+v]+/iloTVE®* [(n—L)w —v+V,]

+*1HW' sin[(w+ Ywi—V~ ViIH-*uV2&p wwi
+tiny*°% [(w~2)wi+ 2v] +Fcu O [w+ 2wl 2v1

gdzie:
fd= n>; I2= —Wi; *s= —w, /A= =z A= —ri2j2;
[n22 3 1 , 1 nae 1.
8\ k- 2 1 BNV
ka——n(n D[j.; *9—+ «(«+ DM *i0= + »(» - 1)(G
(36)

*Nn= —» (»+i)ik; *I2——»2 *«= |7 — g «|;
7 i»2 ,5 )
*”:{ 2 +T »Je

Gdy juz wykonaliSmy rozwiniecie . nH wedtug poteg v,

to wtedy wyrazenia (21) i (23) pg. 26 napisa¢ bedzie mozna w po-
staci nastepujacej:

(36a) P = 2XP(,,.,swpsp*v'e21cos n (v —i>),
oraz
(37) Q—— 2SQ(,-,, WP PsV ' 4} sin n{v—vVX.

(s oznacza, ze dla n=0 nalezy opusci¢ czynnik 2).
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W tych wzorach wydzielmy z wielkosci p cze$¢ elementarng
ksztaltu B oraz zwyktg wraz z charakterystyczng; pomiedzy temi
roznemi czeSciami p mamy, na zasadzie poprzedniego, zwigzki na-
stepujgce:

(38) p—fcosv-f-R oraz p= (p-HK
gdzie, jak zawsze, (p) oznacza cze$¢ elementarng p postaci B; za$

w R sg zawarte wyrazy zwykle i charakterystyczne.
Poniewaz:

p—t(p)+ #j—(py+sip)*-1e« + (2)0) * & +mum&,

wiec gdy w tym wyrazeniu na p uwzglednimy tylko cze$¢ charakte-
rystyczng i podstawimy w (36a), to otrzymamy rozwiniecie postaci
nastepujacej:

i P=PO0+ PIB+ PP2+ PsP?+ ...PxPx-h..
(39) gdzie *

I PXx—=2SP j*W (p)' * (p"), Y2V 23/ cos (a—i/).

Dla Qx mie¢ bedziemy analogiczne wzory, tylko w tych wzo-
rach zamiast cos (v—V') wszedzie znajdowaé sie bedzie sin (v—V").
Zatem wedtug drugiego wzoru ze zwigzku (39) mie¢ bedziemy:

Po olv " O « P(«.1000 v P AICO ,
Q]J —2 Zj Nw.0.0).00 + 7’|9(».1.0).0.0 P+ Z QW.O.I)O.O P+

J (n2000 P (O P (n0200
y A(nzmo(p)2+ y reﬁi.(.pB.o) P '+ th'oéﬂﬂ i+
| <m OO0 . © P @O0Q

Cos
y QI(V\D@]_O v+ y \/(»0%1 Y2+ oo, sin (((.U_P)

* * 0
g2 2 PO 7 RE2000 oy TR0
& X3 e(».1000 =J V(n2000 JQ«.i.i)o.0
Cos
X E?Sin nwv—v) M d
Aby otrzymac ostateczng posta¢ rozwiniecia funkcyi P i Q —

musimy wykona¢ jeszcze jedno przeksztatcenie. Kazda funkcya
S, R, W, zawiera bowiem cze$¢ zwykla, krétkookresowa, oraz diu-
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gookresowg, wyrazy dtugo i krotkookresowe elementarne, takiez
wyrazy charakterystyczne i wreszcie wyrazy zwykle.

W ten sposéb funkcye W mozemy napisa¢ w postaci naste-
pujacej:
(40) *W = 7fl-j-W<j -)-W,..-)-WE

Czes$¢ 7v jest to cze$¢ wiekowa. W doznacza wyrazy diugo-

okresowe, W ,—wyrazy krotkookresowe, W, za$ wyrazy zwykie.
Wedtug BrendeTa oznaczmy

(41) W*x+ W
to wtedy
(42) W = 7D-j-Wd-\-K,

ale we wzorze (30) pg. 28 mamy
43) wwi=n(l-"v-nB —n"*W =n(\—v)v—nB—n\iWd—n"K,

gdzie dla ktotkosci oznaczyliSmy

i(',(l + T)-:t/\z_
Jezeli jeszcze oznaczymy
@
to wtedy *
v wt= w—pK
Wtedy dla o
sin nivx

otrzymamy wzor:

¢ ; Y . er ?ru2
(44) sin «wx= sin NW —n"K’ €OS N W ------ g,

Jezeli teraz uwzglednimy wszystkie wartosci Pa, I\, P3...
I zkaczymy razem wyrazy zalezne od tego Ssamego argumentu,
oraz uwzglednimy zwigzki (44), to otrzymamy w rezultacie rozwi-
niecie w szereg nieskonczony wedtug poteg ij, t{, R, K czastko-
wej pochodnej P funkcyi perturbacyjnej, w ktorym wystepowaé
beda tylko argumenty v, vx oraz wxi pewne liczbowe spotczynni-

ki (w.s.s")v.vf zalezne jedynie od = — a, ktdre dla kazdego po-

szczegblnego przypadku zawsze bedziemy mogli obliczy¢.

» Brendel, 1 c pg. 69.
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W rezultacie wiec otrzymamy dla P rozwiniecie') podane
przez BrendeTa w postaci nastepujgcej:

(45) P YBnaocos tMD-*"E2? " 9T]cos(m0+v)+SBjrgtjcos w—v)
4-~N"oli4 cos(nw~v\)+ £B ™Il vfcos (nw—v,)
+ EB,,20\2 cos nw
r] cos (nw-\-2v) -f-Y yf cos (nw—2v)
+ §Bia2* §'cos(»M;-(-y+v])-f yjrf cos (ww-fy—Vj)
+ £5idiVcos(ww;—y +yJ+SjB~*cos (w -v-Vv,)
-|-E Pti.o2 YZosww

+X g Zos(mw+ 2y +EBH®y"cos (nw- 2v,)

+ B »-K*0.0 cosww-f-SSM1A0Y cos (ww-fv)

+ SsMN.00 Tc°s (rw—v)+ v fiH-i° T, cos +

+ STA°Y cos (nw—vX + ... }
+ VK { YnBnOO sin nw+ Sn"+JJ ij sin (w j-v)

+ -nS«oTsin (nw—v)4-SnB” 4 sin N +v,)
+ Swjs1@V sin (n»-v,)+... }
- B{Si4“0cos ww4- «md4- ABB {Yn BhOO sin nw-\~.. }

- (2TP{Y~BnOocos nw) *m

) Brendel, 1 c pg. 70. Harzer. Untersuchungen etc., pg. 30.

2 Wskazniki przy spotczynnikach A i B sg tak dobrane, ze u dotu
pierwszy wskaznik odpowiada czynnikowi przy w, nastepny daje nam wykta-
dnik tj, trzeci za$ wyktadnik -g— gérne wskazniki dajg czynniki przy » oraz
wyktadnik przy R (confr. Brendel I c, pg. 71). Dla wartosci n=0 niektd-
re ze spotczynnikow A i B sg zerami (confr. Brendel, 1 c., pg. 71 i 79).

O ruchu planetoid. 3
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Dla Q za$ mie¢ bedziemy analogicznie:

(46) aosin nw-fS AFdsin(»w+v)+S A " gsin(nw V)
-FSA M Y sin (nw + V') + *££ Y sin hw ~ vi)
4-SA,,20 T2sin nw
+ S4 £ *Rsin (xe+ 2V) + S4r@yY sin (nw—2v)
4-SAN2Z%YY sin (mii+v+ vi) -j]-SAMNT4Y sin (nw + v ~ Vi)
4 rrf sin (nw—v+vO +ZA(F\ m' sin (nw- v—V,)
+ N, .02V2sin «w
+ SAN 92sin (nw+ 2vY) + S V25sin (Mo—2v, )+ oo

+ sinnw+ SJ+AMtisinifW +2 + SilMsinifw-Y)
-f SAHI® V sin («w+ vj)+ * < OT fi' cos (nw- vt)+ eee}

—ji.Ki Zn An00 cos nw + ZnA”™ f] cos (nw + V)

.- In A ~fi cos (nw - v)-j-Sw4[Mi>Y cos (nM;+ vi)
-flw A N V cos Vi) + eee}
4-ft2 { SAZ“osinnw-y...} —= {£»”.0cos

- V7K21IS Iz”n.o.o Si.n nW} *).

Wzory (45) i (46 rozwiniete do 3-go rzedu wigcznie postuza
nam do wynalezienia wyrazen analitycznych dla ruchu planetoidy
Thule (279) Wyrazenia (45) i (46) beda wystarczajgce dla nasze-
go celu, poniewaz nachylenie orbity Thule wzgledem orbity Jowi-
sza jest bardzo mate.

We wzorach (45) i (46) wystepujg spotczynniki A i B opa-
trzone wskaznikami; te spdtczynniki sg w do$¢ prostym zwigzku
z wielkosciami Pndi Q™! ktore, jak wiemy, sg to funkcye fi».,'«,’,
przeto spotczynniki A'i 2 ze wskaznikami dadzg sie z tatwoscig

3 1lc pg 33
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obliczy¢ jako funkcye liczbowe czyli wielkosci a, znanej nam
z element6w drogi uwazanej planetoidy i Jowisza.
Zwigzki pomiedzy A i B oraz P i Q sg nastepujace®):

= — 2n Qnao
M0 $«10
»00 2nQ,,.2.0
KIO  ~ W$« 10-j- 2n\l. Qn(0j

M0 —Ai$,,. 10— 2uy.Qnoo\
Ao Ql~ ~ (W(=D)j$,+101— 2 («-j-1)$n+100]

A»0i (e~ 0 i$,—+0i + 2 (n—1) $ i.0.0
AL A E280.2.04)~ W(L S« Lo

"m0 ni2$m20 2W(Je,.10j

MOl ~ (WHO I$»+111  2w-)-1) 10
»oi — (n 1)i%111 + 2(n— 1) $n_i.i.o
BnQ0— 2PnQ0

Bloo= 2P«,.0

N"o.0 = 2P,.20

Bio = BnlO22p.Pnol)

Bn.Il = Pn\.0— 22> Pnao

BUI — i*»+101  2(w-f-1)P»+L00)
Bnol ~ Bn-101-f-2(w—I)P,, t00
Afi.o — 2P ,,20-j- 2n\LprAj)

Bnio — 2P,,2.0 2wjP, jo

bMoi = M+l 2(«-j-1) P,,+1lio

B,ail0= "»~i.u + 2(n-1) P« _u.,, .
) Brendel. Th. d K. Pl. | kap. V sparsim
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Ill. Wyznaczenie wyrazow charakterystycznych
i elementarnych w rozwinieciach odnoszacych sie
do ruchu planetoidy Thule.

Na str. 131 14 podalismy ogdlny ksztatt réwnan rézniczkowych
wyznaczajacych wielkosci S i p; rownanie dajace W jest analogicz-

n
ne do réwn. na S, mianowicie W—Cu-f- £  sin (X,u—Bn).

W powyzszych réwnaniach wielkosci a,, b,, ¢, sg to bardzo
mate state wielkosci; X, jak to wiemy, jest maty dzielnik. Mo-
ze sie zdarzy¢, iz pomimo, ze wielkosci an bn c, sg mate, je-
dnak wskutek catkowania wystapig jako dzielniki X, ktére w nie-
ktorych przypadkach mogg mie¢ takie wartosci, ze dany wyraz,

; . . . 1 :
w ktoérym wystapig po catkowaniu czynniki % albo LK*’ moze

sie sta¢ albo bardzo matym blizkim zera, albo tez bardzo duzym?).

Gdy Xvjest bardzo mate, blizkie zera; wtedy argument cosi-
musa jest bardzo matym katem, z czego wynika, ze okres takiego
wyrazu, zawierajgcego w sobie jako dzielnik bardzo mate X, jest
bardzo znacznym. — Wyrazy zalezne od takiego X, bedg wyra-
zami ditugoo kre sowemi.

Gdy zas$ X, jest blizkie 1, wtedy okres takiego wyrazu jest
niewiele rézny od okresu zmiennosci kata v, a wiec od czasu obie-
gu planetoidy. Te wyrazy nazywac bedziemy wyrazami krotko-
okresowemu

Jest rzeczag oczywisty, iz okresy krotkookresowych wyrazow
sg blizkie okresu obiegu planetoidy. Jak to juz poprzednio wspo-
minaliSmy w wyrazeniach odnoszacych sie do S, wskutek catko-
wania tylko wyrazy dtugookresowe zostang powiekszone, podczas
gdy wyrazy o krétkim okresie nie ulegng zmianie; odwrotnie za$
dzia¢ sie bedzie, gdy catkowac bedziemy wyrazenia dajagce namp—
tam dtugookresowe wyrazy nie zmienig sie, natomiast krotkookre-
sowe bedg powiekszone. Brendel zauwazyt?d, ze w przypadku
wspotmiernosci bardzo blizkiej pomiedzy ruchem planetoidy i pla-
nety zaktocajacej, wyrazy nawet drugiego rzedu bywajg jeszcze
bardzo znaczne. — Z drugiej strony zasadnicza mys$l Gylden’a

Y Brendel. Om amvandningen pg. 6. Ludendorff. Die Jupiter-
stérungen d. kl. Planeten von Hecuba-Typus pg. 4.
2 Brendel. Th. d. kl. Pl. I Kap. VII sparsim.
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polega wiasnie na tem, ze w wyrazeniach przyblizonych, jakie
otrzymujemy na P i Q porzadkujemy wyrazy nie wedtug rzedu ani
stopnia, lecz jedynie wedtug rzeczywistej wartosci tych wyrazen,
ktore one osiagaja w wyrazeniach catkowych.

Dla tego tez przedewszystkiem musimy w rozwinieciach na
8, p, R, W zajac sie wyznaczeniem krotko i dtugookresowych wy-
razow dla specyalnego przypadku ruchu planetoidy Thule (279).
W wielkosciach S, p, W, R, zgodnie z BrendeTem, oddzielmy
cze$¢ dtugookresowa, czesé zwyklg i czes¢ krotkookresowg w ten
sposob, ze pod odnosng liczbg dopisujemy wskazniki d, z, k; przez
(p), zgodnie zresztg z tem co poprzednio pisaliSmy, oznaczymy
w wielkosci p wszystkie wyrazy elementarne postaci B; te wyrazy
zreszty, jak to juz zauwazyt Brendel, sg krotkookresowel) (sg
one oznaczone przez (p)). Mie¢ wiec bedziemy:

(D) + o+ R=Rd+ Rt+B.
p—(p)-)-i7; W= f V-\-Wi + K,
gdzie K— Wu-\- Wz, za$fv oznacza wyraz wiekowy.
PrzejdZzmy do naszego przypadku specyalnego; stosunek ru-

chu dziennego n' Jowisza do ruchu dziennego $redniego n2 plane-
toidy (279) Thule wynosi:

) ALz A= 0-7398= 344

gdzie 02 jest bardzo mata wielkos¢.
Zatem

©)

a poniewaz og6lna posta¢ argumentu, wchodzacego w nasze roz-
winiecie jest
4 nw—n(l —nB —p.nWi= n(1—jidv —nB —np.Wd,

to w wyrazach krétkookresowych spotczynnik przy v w tym argu-
mencie jest blizkim 1, w dlugookresowych zas rézni sie on mato
od zera. Jezeli wiec chcemy znalezé w rozwinieciach na P i Q

) Brendel, 1c, pg. 19



38 J. KRASSOWSKI.

wyrazy krotkookresowe i dtugookresowe, to musimy tak dobraé
czynnik n, mnoznik przy v, aby argument cosinusa, wzglednie si-
nusa odpowiedniego kata byt w pierwszym przypadku blizki je-
dnosci, w drugim za$ blizkim zera. Uwazajmy zatem nasze rozwi-
niecie (45) i (46).

Poniewaz w obu tych wzorach wskazniki odno$nych spot-
czynnikdw sg te same, za$ same spoOtczynniki sg inaczej oznaczo-
ne, przeto chwilowo wystarczy nam w zupetnosci zbadaé tylko
spotczynniki zawarte w rozwinieciu dla P, gdyz spdtczynniki roz-
winiecia dla Q otrzymamy ze spétczynnikéw P, zamieniajac tylko
symbol A na symbol P.

W rozwinieciu (45) nastepujace wyrazy |-go rzedy O, 1i2
stopnia bedg diugookresowe. W 1, 6, 13 wyrazie skfadnik argu-
mentu zalezny od v jest blizki 0 dla n ~ 0, a wiec dlugookresowe
funkcye bedg przy P000, P002, P+7, P j,; dlan= 4 3-ci i5-ty
wyrazy sg diugookresowe. Odnosne tedy spoOtczynniki dla tych
wyrazoéw beda: B~*0, P*oY Podobnie 8, 12, 15 wyraz dla n—8
bedzie blizki zera; spotczynniki tych wyrazow beda odpowiednio
®Yo> im £8o2m Wyrazy krotkookresowe tego samego rzedu
co poprzednie, a wiec I-go, sg te, dla ktoérych argument zalezny od
v bedzie blizki 1; te wyrazy sg nastepujgce: drugi i czwarty wy-
raz dla«= 0. Spotczynniki tych wyrazéw beda; B ~0i P ~ ; da-
lej 3 i 5-ty ktére nam dadzg P~‘0i P“~. Bioragc n—4 otrzymav
my krdétkookresowe wyrazenia dla 1, 6, 9, 10, 12 wyrazu, dla kto-
rych spoétczynniki beda P400, P420, P402, B+”, P”1,, P“D,
PJ41, P42; dla n= 8 argumenty powodujgce wyrazy krotkookre-
sowe wystepuja w wyrazach 3 i 5-ym, dla ktdrych spétczynniki be-
dg P“10i PjfoY wreszcie dla re= 12 takie same wyrazy wystepuja
w 8, 12, 15 wyrazie rozwiniecia, skad otrzymamy: P~20, P“2,,
P-22. WyczerpaliSmy tedy wsrod wyrazéw I-go rzedu juz
wszystkie, ktore dla Thule (279) beda krotko i dtugookresowe.

Wypiszmy te wyrazy:

Wyrazy o dtugim okresie: Wyrazy o krotkim okresie:

B «0« K1, rlcos v

B 020V JYo.lV cos
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02 712
R

ney
~0.1.1

1cos (v—V)

W cos (vx-V)
29 Qcos (4w —a\)
BED v cos (4nj--vI)
<2 Tpcos (Bw--2v)

#.-9 Dlcos Bw  V  vi)

-E(Ta 7 cos v

Rt 1as v,

Cc.O Cos 4w

A20 N2c0s 4w

c 2Y2cos 4

@l 77 OB (4i0-j-V —Y))
Rl 11 @B (4ic-V + V)

39

252 R cos (4w - - 2v)

52 dy2cos (Bw-- 2\)

9 (-2)

$,52) 9'2cos (4w~ 2vy)
Dﬁ_ﬁ i cos (4w —V—vt)
£ Pcos (Bw —V)

B{cD 1T cos (8w —Vj)

Cfo "l2cos (12w—2v)

C mW cos (12w—v -v,)

Coi r'2cos (12w  2vj)
Analogiczne wyrazenia znalezlibySmy dla spotczynnikdw A.
Zajmijmy sie teraz wyszukaniem wyrazéw o dtugim i o krétkim
okresach wsérdd wyrazéw drugiego rzedu. W tym celu, jak to juz
zrobilisSmy poprzednio, wielko$¢ R rozbijmy na dwie czesci, diu-
gookresowg Rd i krotkookresowg Rh, tak ze R — Rd-\-Rk-

Ale. R jest to szereg trygonometryczny, musimy wiec rozwi-
ng¢ oddzielnie czes¢ wyrazéw drugiego rzedu, zalezng od dtugo-
okresowych argumentéw wchodzacych w R, t. j. zawartych w Rd
i czeS¢ w ktorej wystepuje ¢2* Posta¢ tedy tego rozwiniecia,
w ktorym zawarte beda wyrazy drugiego rzedu, bedzie nastepujaca:

Rv,= (Rk+ Ra)iC o cos nw+ C o i cos(mc+ V)+...]j
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Wyrazenie w nawiasie j...j oczywista zawiera wyrazy o krot-
kim i dlugim okresie, a takze wyrazy zwykle. Jak to powiedzie-
liSmy wielko$¢ R jest to szereg trygonometryczny, w Ktorym wy-
stepowac bedag argumenty katéw, analogiczne do tych, ktdre sg
w wyrazeniu wj J. Przez wykonanie mnozenia wskazanego
powstang nowe argumenty, bedace sumami lub roznicami po-
szczegblnych pierwotnych argumentow. Buch ho lz  podat
praktyczne wskazowki, kiedy w wyniku ostatecznym, przy mno-
zeniu dwdch funkeyi réznych (krétko lub dtugookresowych) otrzy-
mamy wyrazy o dtugim lub krétkim okresie lub wreszcie wyrazy
zwykte. Oznaczymy wedlug Buchholz’a przez x « £ funkcye
dtugo lub krotkookresowe, wystepujace w wyrazach szeregu, ktore
mnozymy przez siebie i niech rezultat otrzymany bedzie W, wtedy
mie¢ bedziemy:

Zastosujmy te wzory Buchholza do naszego przypadku
i wyszukajmy wyrazy drugiego rzedu w rozwinieciach (45).

Przedewszystkiem rozwazajmy te cze$¢ iloczynu R,e, w kto-
rym wchodzi jako czynnik wielko$¢ R,,. W tej czesci wynajdziemy
nastepujace wyrazy Il rzedu:

Diugookresowe Krotkookresowe

B-110Ticos 4w- V)
] cos (4«f-v,)

a “° Ycos(Bw - v)
5-1'0V cos Bw v,)

Dalej w iloczynie RM musimy uwzglednic¢ takze wyrazy kry-
tyczne powstate wskutek mnozenia przez R,,. Wyrazy diugo
i krotkookresowe beda przedewszystkiem wszystkie te, ktore juz
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wyznaczyliSmy dla poprzedniej czesci (w ktdrej jako czynnik wy-
stepowato Rd'\ oprocz tych wyrazow wystapig jeszcze wyrazy po-
chodne od wyrazéw zwyktych, szeregu j Jdla ktérych argument
jest rébwny 2v. Te wyrazy musimy uwzgledni¢, gdyz po pomno-
zeniu przez Rkone dadzag nam nowe, wsrod ktorych bedg wy-
razy o krotkim okresie. Oprocz wiec powyzej juz wypisanych
wyrazow (3) w tej drugiej czesci rozwiniecia dla RA wystapia je-
szcze wyrazy zalezne od nastepujacych zwyczajnych wyrazdw, mia-
nowicie:

T, o ©

800 A0S ° W

Btl.o° QS (4w+v)

Cl'"V QS @«+v]

7N cos (12w - v)

Bu.o1 M cos (12Uf-vj)
Wyrazy drugiego rzedu jeszcze powstang z iloczynu
j K jXuBnaosinnw+ ... j.

Roztézmy znow K na czesci sktadowe K = Kd-\-Kk\ na za-
sadzie poprzedniego wiemy, ze Kd—0, a wiec pozostanie rozpa-
trze¢ tylko czes¢

WK JZnBn.o.o sin w- .. j.

W wyrazeniu w j \nastepujagce wyrazy bedg te, ktdre na-

lezy uwzglednic:

Wyrazy dtugookresowe: Wyrazy o krétkim okresie:
4TB[lioysin (4w—\) 4[iB40Qsin 4w
43'®4u Y s'n (4 —vii % sin Bw—vV)

8jB " rfsin Bw—vj
Wyrazy zwykle:
4) 8t"B8a0lsin 8iv

4ftsu 0 Vsin (4w-f-v)

4laM+ Dy sin (4w + v,)
12-B|210 * sin (12w — V)
2B, Y sin (12w—v)

3%
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W ten spos6b wyczerpaliSmy juz wszystkie wyrazy w rozwi-
nieciu funkcyi P az do drugiego rzedu wigcznie. Wyrazy trzeciego
rzedu zwykle sg juz tak mate, ze mozna ich nie uwzglednia¢ —je-
dnak w przypadku ruchu niektérych planet krytycznych bliskich
Jowisza bedziemy musieli uwzgledni¢ jeszcze wyzsze wyrazy
(trzeciego rzedu) w tych rozwinieciach, ato dla tego, ze one nie
beda o wiele mniejsze od wyrazdw nizszych rzedow, ktore uwzgle-
dniamy. Z posrod wyrazéw trzeciego rzedu nalezy uwzglednic
oczywista tylko te, ktdre sg zerowego stopnia.

( B4°0 cos Aw; 4B4°0sin Aw; 8 B400cos 4w

5
©) ( cos 12«;; 12BP00 sin 12w; 62B]20Ccos \2w

te wyrazy przemnozone przez R i K dadzg nam wyrazy o dtugim
i 0 krotkim okresie.

W rezultacie bedziemy mogli ostatecznie napisa¢ nastepujgce
rozwiniecie dla P. W tym rozwinieciu zostaty uwzglednione
wszystkie wyrazy szczegOlne az do 1l-go rzedu, zachodzace
w przypadku ruchu matej planety typu Thule — t. j. takiej, ktorej

ruch dzienny Sredni jest bliski ! ruchu S$redniego dziennego Jo-
wisza.
P = B000+ B4Q0GB 4«; + B~ 1 yjcos v-fB"1y cos v,4-
-fB ("~ 1/ cOS (AW— Yy j+ B ™ yi' cos (Aw—vt) +
+Bg~py) cos (Bw—v) +Bidll rf cos (w - Vj)+
+B020 + BO2-<r+ 55 m' cos (v—v1)+Bi20 Y2cos Aw +
+B402 y}'2 cos 4"B <-V c0os (Aw— 2v)+
+ bla2V2cos (Aw—2v])+B (~1 Ycos (Bw—v) +
+B "~ Yy s (8W V,)+B "N ¥y cos (4w+ v— vt)+
- B4* vivi €COS (4«; — V4-Vt)+ B £*1 yiyy COS (AW— V— Vi)4

+ ") cos Bw—v —uvt)+ B*Z TY cos (12w—v—v,) f
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+47.0 2cos (8Bw- 2 v)-\-Bi*2 72 cos {8w—2v,) +
+ Bma V2cos (12 —2vt) + B[~ Y2 cos (12 m?—2v) +

+ ( BSoo COS 8w + Btl'o® ~ COS (4w + v)+ BtoA°Y COS (AW+ Vij) +
+ B0 "l cos (12w - v)+ B~[0;°y cos (12m>—va) } Bk+

+ { Booo + 4.0° cos 4w+ C '° Yycosv+rul.rV COS V+
+ 2Vilo* Vcos v -f BOgf °yi cos cos (8w — v) +

cos (Bw—v,) } (RHRR+

+ (4+.0.0 SM 4 W+ 8 £lgoosin 8 W+ 4.B<~0) Y sin (4w—) +

+ 4&~'l Yf sin (4W- v+ 45[+0yjsin (4w + vj +

+ 4-BAj V sin (AW+ vt) + 8B{H yisin (Bw—v) +

+ 8-Bf* Ty sin (8m>- vt)+ 128"~ isin (12« - V) +

+ 12B[AXi V Sin (12w—v)} X(Aat+Kk+)

+ (Bloocos 4u,+-BiZao cos 12W )RB+ {4il{"0sin 4W +

+ 12Bi200 sin 12w ) 4 KOB 0— { 8B400 cos 4w+

+ 625200 cos 12w ) * Kl

Analogiczne wyrazenie otrzymamy dla wielkosci Q, tylko od-
powiednio zamieniajac spétczynnik liczbowy B ze wskaZznikami na
odpowiadajacy spotczynnik A

Otrzymamy tedy:

(¢=+.00sin 47+41? Vsin vi+ 47 otJsin (Aw—v)+
+47.0 71sin Bw~ v)+4 7 &)V sin l4«—vi)+7s7x Vsin (Bw—Vj)+
+417? Wsin (v—vil++.20f sin 4™~+A "™ y2sin @x;, - 2v)+
+472+ sin (8w - 2v)+ 47 2o 72sin (12w —2v)-(-

+ 4 4u MY sin (AW-\-V —v )+ + -~ WY sin (Aw—v — Vj)+
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+41? PlI'sin @ w—v—vD4-4m)i In'sin (12w - w- Vj)+
+ A-V il sin (dw—v+ vi)+ W2 sin (Aw —2v1)4-

+4 7™ V2sin 8m~2vD)4-"~0 V3sin (12w - 2v]) +

+ (4.0.0 sin Sw+zk+i.0 ° "I sin (4w +Vv)4-4* To° T Sin (12u>—v)——
+ 44 ° 1 sin (4n>+ vI)+-42200° 7] sin (12w —wt) } Rk\-

+ Vv 40.0 sin 4wJrA7.u,"fisin (Aw—v)+A~10-ri sin <Bw—v )+
+ 41T Vsinvi+ ° V sin (4w —v1)4~

+ Asoi" Vsin (8w —vX) } + fi*) — { 4A400 cos 4w +

+ 848c0cos 8«’+ 44 1 ofj cos (4w+v)+44 + i)Y cos(4w-)-vD)-(-
+44407cos (4w —v) + 8 ‘I cos (8 W—v) +

+ 12440"l cos (12 —Vv)+ 44 di V cos (4w —vi)+

+ 840V cos (8—Yj—12474 V cos (12w—Wl) } p (T4-.S.)4 -
+ (4.0.0 sin 4m>+ 4 2c0sin 12w) ®02' (44 oocos Aw A-

+ 12470 cos 12w }|ARnK,, {8A400sin 4w +

4- 62 Ai200 sin 12w } \P K2\- { Asoocos 8tt?4-4a.0 1j cos (4te-|-v) +
+ 47.w cos (12w—v) + 442/ cos (4i«4-Vi)4-

+ 4 2bi V cos (12w - vX }.

Abysmy jednak mogli ostatecznie obliczy¢ wielkosci P i Q
musimy mie¢ mozno$¢ obliczenia
™ Sd, Sk, Rdi Rk, Kkm

Wielkosci te sg to znéw szeregi trygonometryczne, w ktorych
wystepowac beda wyrazy o ktétkich lub dtugich okresach. Musimy
wiec obecnie, majac rozwiniecie dlaP i Q, wynaleZ¢ jeszcze wartosci
dla wielkosci (*), ktore podstawimy w nasze wzory. Przedewszy-
stkiein nalezy zauwazy¢, ze we wszystkich wielkosciach (*) wyste-
powac bedg wyrazy krotko i dtugookresowe, zalezne od tych sa-
mych argumentow, ktore juz wystepowaty w rozwinieciach dla P
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i Q Mie€ wiec bedziemy w rozwinieciach dla S, R, K wyrazenia

nastepujace:
Diugookresowe. Krotkookresowe.
Wyraz staty
i QBvV
V2 r/ QB VX
rp/cos (v—v,) cos 4w
Y cos (Bw—V)
® 0B (Av -v) vi- 3B (8F—VX)
Vv cos [Aw--vI) Y2cos Aw

©)

Y2 cos (Bw-- 2v)
Y2cos (8tv-- 2vi)

Y OCB (4 WA\—V
WY Q05 (4 WAV

Y cos 8 sv-vl) Y2cos Aw

W2 C0S (4w—2vV)
w2cos (Aw—2vt)
vivik G3B (Aw— V—V))
vi2 €0s (12«;—2V)
vi2 €0S (12«;—2vXY)
vivi €0S (12w—v— v,)

W tych wyrazeniach (9) sg zawarte wszystkie kategorye argu-
mentdw Gylden’owskich, o ktérych wspominaliSmy na str. 15
wzor (8) mianowicie argumenty typu A, B, Cil).

Z tego, coSmy teraz powiedzieli widzimy, ze do typu A na-
leze¢ beda 4 pierwsze wyrazy dtugookresowe, beda one elementar-
ne, gdyz te wyrazy sg drugiego stopnia wzgledem y — wszystkie
za$ pozostate dtugookresowe wyrazy naleze¢ bedg do wyrazen
charakterystycznych ksztattu C. Podobnie, do wyrazéw elemen-
tarnych krotkookresowych naleze¢ bedg dwa pierwsze wyrazy
0 krotkim okresie, reszta za$ naleze¢ bedzie do wyrazow ksztat-
tu D

Aby moéc lepiej zbadac istote wyrazow (9) postarajmy sie
wyrazi¢ wszystkie argumenty w postaci tej, jakg Harzer otrzy-
mat dla kazdego typu charakterystycznego i ktory wypisalisSmy juz
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na str. 15 (8). W tym celu przypomnijmy sobie, ze mieliSmy
zwiazki nastepujace:

3—
™= 4
skad:
41— = 1+53 Aw= (\-\-\)v— 4B — Ay.Wwd,
oraz
Vi+ v—II; %
czyli

v=vVv (l—e—I1I0g VI= r;(l—c)—I10],

(gdzie ITQO stata, za$ Il znamy z teoryi Jowisza, ? ruch apsyd).

WoprowadZzmy te wielkosci do wzordéw (9) wtedy otrzymamy:
Const.
\%

@ 72
m'cos M + (n00—nt)

fi cos [ S¥—AB- 4pWd+ I
V cos[5M-45—4 N +
(c) Y2 cos [28% —8B  8[j.W{-f-2I]
" 42cos [28s?;-85 —8"+2114
YW cos [257-85-8" + 11+114

(B)h QOS[(1 —p)V—n 00.
h'cos [(i —pi)v—n i3

cos [1+ s82v—45—4pWd
(19 < 7 cos [(1+252w—85-8|i.W , + ri]
4 cos [(1+252r;-8 5-8iJ.W d+ n i]
72 cos [14—8)v—45 —4[iW4
W cos[(l+ dv—45—4 Wg—Il—=l4
viyj' cos [L+ 5)v —AB —4p.W(+ lI—Ii!]
(D)< r2cos [1+ p>—45—4(GW4
y2 cos[(l+ szyv +4 5+ 4 N —2A1]
Y2cos [l— a,)0+ 45+ 4 UN—2n ]
r+ cos [l 8)<;+45+ 4j~-11-114
y2 cos [(1+352)r,—125-12p.W d+ 2ri]
y2cos [(14-38)«-125—1 2 N + 2+]
| V] cos [(1+ 382)v—125—12p.WiE+-n+ni]

9 Brendel. 1c, pg 20
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W powyzszem zestawieniu wyrazéw tylko 5 nie zawiera
wielkosci &, jak wiemy, zwigzanej z ruchem pewnej okreslonej
planetoidy; te wyrazy odnosi¢ sie wiec bedg do ruchu dowolnej
planetyl), podczas, gdy reszta wyrazow wypisanych w (10) musi
by¢ obliczona oddzielnie w kazdym przypadku szczeg6lnym, dla-
tego tez Gy lden nazwal te wyrazy wyrazami charakterystyczne-
mi, jako zawierajgce w sobie cechy ruchu pewnej badanej plane-
toidy. Zwrdémy sie do zestawienia tych szczegdlnych postaci
wyrazéw podanych na str. 15, wtedy z fatwoscig w (10) bedziemy
mogli wydzieli¢ wyrazy, odnoszace sie do kazdego rodzaju, co juz
zreszta uczyniliSmy, wydzielajgc klamrami kazdg grupe argu-
mentow.

W wyrazeniach ksztattu (C) i (D) wystepuje Wd, ktore jest
bardzo mato zmienne z czasem, gdyz jest to dtugookresowa czes$¢
wielkosci W —redukcyi czasu. Obecno$é tej wielkosci utrudnia
znacznie catkowanie naszych rownan rézniczkowych. W wyraze-
niach ksztattu A wskutek catkowania wystgpi maty dzielnik ; kto-
ry jest rzedu masy zaklécajacej. W wyrazeniach ksztattu D i C
przez catkowanie w mianownikach wystapi wielkos$¢ 8, ktéra, acz-
kolwiek mata, nie jest jednak rzedu masy zakidcajacej, lecz zawie-
ra mase z wyktadnikiem mniejszym od jednosci: wyrazy wiec te-
go ksztaltu stajg sie zerem wraz z masg. Zgodnie z tym, co juz
poprzednio moéwiliSmy, musimy zauwazy¢, ze gdy catkujemy row-
nanie dajace S, to przez catkowanie wyrazy ksztattu A i C powie-
kszajg sie, podczas gdy przez catkowanie réwnania dajacego p—
sg zwiekszone tylko wyrazy typu B i D. Wskutek tej uwagi skon-

statujemy, ze Sd bedzie rzedu m\ za$ Sk rzedu Rd, Rk, W., sg

rzedu s Wd i Kksg tegoz samego rzedu. Na tej samej zasa-

dzie mozna z tatwoscig stwierdzi¢, ze zwykle wyrazy w S, R, K s3
rzedu masy zaktdcajacej?.

Po tych uwagach, bedziemy mogli napisa¢ nastepujace wy-
razenia 3 dla S (wS wyrazenia ksztattu (A) bedg conajmniej dru-
giego stopnia).

9 Brendel. 1 c, pg. 106.

3 Kramer J. Theorie der kl. Planeten von Hecuba-Typus, pg. 22.

3 Ludendorff. Jupiterstorungen etc. kap. | u. Il sparsim.;
Kramer J, i. c, pg. 43.
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(S—Sd-\-Sk= a04- «j cos Aw- ( - cos v
+ *2 1 cos (4w—w -\-aA\ cos (Bw—vV)
4~ «8V cos Vi
-)-a, rj' cos (4w-v,) 4-fl5 Y cos (Bw—vh)
+ mA)2 cos 4?ii-|-«n7i2 cos (4w— 2V)
—tai4y2 cos {8iv—2v) -4-717 Y2 cos (12u>-2v)
-f-t68YY cos {Aw-\-\—vi)-t-0 1217 cos(4u>—\—Vj)
+ alb Y cos (8Bw—v—Vi)4~ai8 YY cos (12«>—v v,)
1 A-a™' cos (4n—y-j-yj) 4-<*isY 2 cos (4W 2vj)
-f-a16Y/2 cos (BW—2vj) + al9yj2 cos (12W 2vt)
-|-a10v]2cos Aw +
+ SA )
w tem rozwinieciu jest:
Sf= a0+ a2y COS (4mi—vVv )+ a, N2 COS (8tt>— 2v)
asy cos (4w—Vi)4-au YY cos (8w —v —v,)
-j-al6Y|2 cos (8W —2vj)
za$ SAoznacza wszystkie wyrazy w S ksztattu A
Analogicznie mie¢ bedziemy rozwiniecie (2) dla R, zwazy-
wszy, ze wyrazy ksztattu (B) sg juz zawarte w (p):
iR=DbO0-j-p, cos 4ni + PAjcos (4w--v)4-M cos (Bw—v) +
-f p!) cos (ke—vt)d-p» V cos (BW—vX) +
14- p7i2 cos 4n» 4- |Acos(4w-2Vv)+p M cos(87; 2v) 4~
4 -Puyj2cos (\2w -2v)

(12 4-P87Yj Q05 (4ind-v—vl) + PI2YV C0S M-V~ vI) +
4-P16\Y 008 {8w—V—Vi)-|-P18 fY C0S (12«>—v—V4
4-P9vyr cos (Aw—v4~vi)4- Pi3Ya cos (4w —2v,)4-
4-P16/2 cos (BW —2v1])4-p,9Y]2 cos (12mi- 2 v])
4-P109'2005 Aw + Ba
gdzie Ri oznacza cze$¢ R, w ktorej sg ugrupowane wyrazy ksztat
tu (A).

Y Kramer J. 1 c, pg. 28



O KUCHU PLANETOID. 49

Wyrazy dtugookresowe w R czyli Rd sa:
Rd= b0Jr M cos (4w —v )-f- pid2 cos (BW— 2v)
4" Ps4 cos (4m —vt)-)- PISW' cos (8w —v — vx)
-4P16V2 cos (8w — 2vX.

Jak to juz poprzednio zaznaczyliSmy, po zcatkowaniu wtych
wyrazach nie bedzie wystepowa¢ maty dzielnik o.

Poniewaz Kd= 0, przeto wielkos¢ K=KI-\-K,. Niektore wy-
razy zwyczajne bedziemy musieli uwzgledni¢, gdyz one w naszym
rozwinieciu beda juz nawet pierwszego rzedu. Mie¢ wiec be-
dziemy :

K = 7Xsin 4tv -f- 741 sin (8 w—v)-f-Tc A sin (4iv V)

4-TsY sin (Bw—uv4)
-j-Tf7 7i2s°n 4" Th rfsin (4w— 2v)
+ Tic rf sin (12w— 2v)
+ T8M sin (4m>4"v—\j) + T ,2-'Y sin (4m>—v —V,)
(13) 4~Tis7Y sin (12m;—v —vt)
4~TOYN sin (4m—v-j-Vj) 4~Tis Yj2sin(4w — 2v4)
+ T19 g sin (12w — 2v4)
+Tio 4 2sin 4w 4-Tso "i2sin (4w 4-2v)
+ T2 |2sin 8
4-TmY sin (874-v—V))
gdzie jak widaé:
K,= t6} sin (4w—v)
4-TTD sin (4wl -2v)4- 7212 sin 8m; - T T2y Sin (8w + v —V)).

Dla tej samej wielkosci mie¢ bedziemy rozwiniecie naste-
pujace:

(ML = Tan 00S —vV)+ Th72cos (8w— 2v)
(14) 4 - TjyRcos (MM—v" + Tis™'cosiSM;—v—v4)

O ruchu planetoid.
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gdzie znéw przez ( oznaczymy wyrazy ksztattu (A).

Nalezy zauwazy¢, ze spotczynniki a sg rzedu masy zakioca-
jacej, zas$ spotczynniki a i @ sg rzedu (masa zaktécajgca po-
dzielona przez maty dzielnik).

Z wyrazen (12) (13) (14) odrazu widzimy, ktdre rodzaje wy-
razow zachodzg w kazdej z uwazanych wielkosci. Napisane szere-
gi musimy wstawi¢ w wyrazenia wyzej otrzymane dla P i Q iwy-
kona¢ mnozenie, grupujac razem wyrazy zalezne od jednego argu-
mentu. Przy mnozeniu musimy uwaza¢ aby w rezultacie, zgodnie
z zasadnicza mysla Gyldén’a uwzglednia¢ tylko wyrazy o diu-
gim lub krotkim okresie, za$ opuszcza¢ wszystkie zwykte wyrazy,
ktore pozniej w otrzymanym rozwinieciu na P \ Q sprowadzimy,
przez dodanie sumarycznego symbolu. Jednakze, poniewaz w ilo-
czynie zawierajacym K, wystapia, jako rezultat mnozenia wyrazéw
zwyktych w K przez wyrazy krétkookresowe w nawiasie, nietylko
wyrazy zwykle, ktére zwykle pomijamy, lecz takze wyrazy krétko-
okresowe, wiec musielismy takze te wyrazy zwykle uwzglednié
w rozwinieciu K.

Wykdhajmy wiec wskazane podstawienie i mnozenie, korzy-

stajgc z elementarnych zwigzkdw goniometrycznych dwuch katow
Xi ji:

sin X. sin (——  cos (X—4—&)——g- cos (X—Ia
@ sh X. cobiising(X+ |L)- g sin (X—j)
cos 'XcCo0s j. = % cos (Xji) + ~ cos (X—ii).

Otrzymujemy wzér nastepujacy:
P=Bo.n.oJr Bioo COS 4w+ B”"0qgcos v-f Oy cos (4m>—V)-j-
+ B&I cos (Bw —v)+ Ko.iV cos vi+ K.LV cos (4w ~ vi) +
+ 57V COS (8w -yJi-a)20f+B,.,.2v 2+ iieniirf cos(v-Vj)«

-|- Bi02'(2 cos rffi' cos {Aw-\- v —vx)4—
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+ A.2oV cos (4u?—2v) -f B jOy200S (8w—2v) +
4 “~ 1220 cos (12nP— 2v) + i cos (4nP— v+ v,)-f-
4" BALLW COS (4n?— V—Vj) -f- BxyAW 005 (8nd---V— Vj) -j-
“P -®i211 iV cos (12m2—v—V,) -\- Bi02 y'2 cos 4m>-)-
+ Ka@r cos (4m2—2vl)+£~21'2cos (8n?- 2vt) -f
+ 7j.0242cos (12m?-2v]) +
4~*Au0 cos 8n?-f- BM'°Nn cos (4M?2-f-v)+ R~ j0" ?)cos(12i/? v)-f
+ 4 cos (4n?+ Vi) + A-7~10y) cos (12n?- V)) }
{ Bi cos 4M?-j-R4Y cos (8ii?—Vv) + B72cos4w-fBRn Rcos (4ii?—2v)+
4~ Ri7 Y2 cos (12nm>—2v)—§-R3rj' cos (8m2—\j)—-R8rjir/ cos (4mv—V:)
+ Ri2¥4 cos (4n?—v — v -(- RIsYY cos (12m? — v — vt) -|-
+ B9Y)Vcos (4n?— v -f vt) + BlsV2cos (4n?— 2vt) -f
+ B19Y/2cos (12nm?- 2Vj) + RBOy'2 cos 4n? }
+ *5a0+ 400005 4n? -f- yi cos V+
+ A.[.00 Y cos (4ni—v)-)- B~" u \j cos (8nm— V) -j-
+ "L 4 OOSVj-|-B4013 V COCS (4m—wX)-) - °yY COS(8nP—Vj)}
{ bo+ Bicos 4n?4- R2Y cos (4n2—v) -f B4yj cos (8Bm2—V) -)-
R34 cos (4m? Vj) + Rs4 cos (8n?—Vj) -J- B7¥2 cos 4nP-}-
+ RBji4 cos (4ni—2v)4-R14¥2cos (8m2—2v)4-B172cos (12mi—2v)+
4- RsY4 OB (4nP4~V— V) -)- RI2YM COS (4M— V — V) 4%
+ VItTri Q36 (8w —V—Vj) 4- Rj8YY OB (12n—V -V j) -f
+ 1441' cos (4nP- v+ V) -f B, Y» QB (bw- 2vt) +
+ Ri6r/2cos (8n?- 2vj) + Rj,V2cos (12M?-2vj)+ BIOY/2cos 4nm? }

I

"I (4 BAM sin 4n? 4- 8Bhoosin 8W 4- 4 BLi.0 'hsin (4 + v)4~
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+ 4B4N of sin (4w + vt) + 4B~'0yj sin (Aw—v) +
-\-8B~'01j sin (Bw—v) -f 12B~* 0¥ sin (12w—V)

+ 4B“Li{ sin 4w vX+ 86“'A'sin (Bw—vX +
+ 125i2ai V sin (12m>—VvX}

j7, sin 47-)-" Ysin (8w —V) -(- 761 sin (4tt>-j-v) + 75~-
—#S¥F sin (8w —Vj) -)- 7742sin 4w -\- 7TUR sin {4w— 2v)-|-
+ 717fasin (12w 2v) -f- 78YY sin (4w + v—vX) -|-
+ 71AV sin (4w —v -v X - 718y sin (12w—v+ v7) -f
-)-79M' sin (Aw,—v-j-vi) -)- 717Y2sin (4w—2vt) -f-
-(-719y sin (12w —2vX) -)- 710y 2 Sin 4w> (-
+ f20M2sin (4u>-)-2v) + 723sin 8% -f 7i2YY sin Bw+ v—V,) j
+ |B290 cos 4w + B 00 cos 12wj + t Pi2cos 8w<
+ iiABlio sin 4m; + 1270.0 sin 12w i
{iPi7i sin &\ — V|8B 400 cos 4ni-|-62Bi2a0 cos \2w\
HTfi2—4Vi2 cos 8w j](i.
Z powyzszego wyrazenia otrzymujemy ostatecznie:

(15) P =pO0+ Pi cos 4w-\-p2n cos v + B 44 cos (4w—V )-j-
A-Pf,-r\ COS(BW—Yyj+Bio72cos (12w—2v)
\-p3\' cos yj+BsY)' cos (Aw—v,)-{-p7Y cos (Bw —y | -j-
A-pnw It €OS (12w —v - Y]

+B« Y2 +Bu Y2 cos (4w—2v)+
+Bi7rr2cos {8w—:v)-f-ps2V2cos (12w- 2vh)
-j-B9 ifi2 cos A -(-Bis YVt cos (4w—v—vX) +

+ B 18]y cos (8tt>—V— vx)-(-Bas vivj cos (Vv—VX)
+Pw m cos (4«;+v—yjl-j-pjj vi2 cos (dw—2vj)-f
-J-Pis I'2cos (8Bw—2vj)
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—+Pn 17y G5 (AW—V-pV))
~\-Pu V2 cos 4w

A-P\i 2+ +*

Przez (?p oznaczylismy sume wyrazéw zwyktych.

Dla krotko$ci oznaczylisSmy:

Po—Baao+ 5a0.0 Pi + 2;iBi00Tx+ hc o p1
H-A.+ iKio: 10ir1+ Kapl+

+ itC .o+ iC .o+ +t+C jP i2

+ uwic o + 3BilQwp: 11+ ¥2i- 23.00+
A= BoiH iC .oP * + tB410° Pl + iC oP 2 + A

¥ Bu Q0

cilo"PI +

53

+ 2%3.00+ 418 00T+ 2pC o T+ 2tC 2

i 10 PI

A =C i+ icoPs + i< ilOPi+ ic o Po+ iCi'°P .+
+ 4 ¥ 6800T5 + 2~ C CITILE O+ 2[X C I TI

Pi—B4l0+ -c .o P2i i +1.00 Pi+ 1Clo* Pl + ~-Co'°Pi
-2G. A 00r4+ 4 BhooTe + 4(i.C .o Ti

is= ¢ + Cc ps+ i<0 Po+ iC 0 Pob+ 1 C P.+ 1C
+ 2117007, +4(L.C i Ti

ftC io+ B .io OPi+ C o p4+ +C o p2+ iC iC Pr+ ~C .o

«-2 A C oTi

ft=¢C + iceg°pPi+copPbo+t iKiOp +ic ¢
+ Bttco.i Tl — 2¢c 1 TI

"= c.o + ico PT+14co'0p2+ ic .o 'Opr1 + 2840077
+ + C o Th + 2(1COTo+ 4(lCoTi

TI
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+ Al.02V2sin (12W—2v,) +
+ {4*%°0sin BW +ANMysin (4 W+V)+ A~"* Ysin (12»—v)
+ sin 02» — vy }e
j pt cos 4»4~p4Ycos (8» —v)4-p57) cos (Bw—v,)-f-
-|-P772 cos 4»4- j4iyi2 cos (4» — 2v) + pl72 cos (12» —2v)-(-
4-p8YY cos (4» + v—Vj)4-pl2 cos (4» —v - vt) 4-
4-P187Y) cos (12» —v—vD4-p9T/ cos (4» —v+vD4-
4-PisYj'2cos (4»—2v1)4-p19V2cos (12m>—2v1) 4 -pl07'2 cos 4v| +
4-{ 4:;00Sin4»+il““ 0f] sin (4» - v) + A4'.0°" sin Bw—v) +
4-47'° Vsinv, + A“LE0V sin (4» —vX)+
4-~oVi'°V sin (8» —v,) >
i b0-\-$24] cos (4w—v)4-P 14yi2 cos (8«>—2V)+ M cos (4»—vt)-j-
4-PjjYjY cos (8» — v —v4)4~Pi6Yj2Q06 (8 » —2v1)4~
4-P12YY cos (4» —v -v )4-p18Y cos (12 » -v— Vj) 4-
4-p9vjyi cos (4» — v + vj)4-pl3vj2cos (4» — 2v4 +
+ Pi9Y2cos (12» — 2v1)4-P10Y2cos 4»4"Pi cos 4» 4-
4- pdyj cos (8» — V) 4- p6Y cos (8» —VB4- p,vi2 cos 4» 4~
+ P8YY OC6 (4w 4—v —vi) -f-Pi2  cos (4»—V—vl) +
4-pIxYcos (4»—2v)j—
— {44400 cos 4» + 84800 cos 8» + 4A™0yjcos (4»4-v) +
+ 4A+9l y)' cos (4» + v+ 44- 10 yjcos (4» - v) +
+ 8A~'D y) cos (8» — V) -j-12A~* 0y) cos (12» — V) +
+ 4A~IXY cos (4» —v4 + 8 . M cos (8W- vX)4-
+ 127" D0y cos (12» —v,) >(a
JYj sin 4» 4-T4% sin (8» —Vv)4“T6 sin (4»4-v)4~
4-TS+T5Y sin (8» —v4~T7ri2sin 4w-\-in rf sin (4»- 2v)4~
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+T 1772 sin (\2W —2v)-f YOYTj sin (4w-(-v —vt)-f

+ 712M’" sin (AW—v -vJ-phgipj' sin (12«;— v—vEI3—

+ T97 ' sin (Aw—v-f-vO+YijYj3sin (4i0-2\I)-\-

-(-Tii97] sin (12«; —2v1)-j-7i0Y]2sin 4?/>T20ri2 sin (4 «;-[-2Vv)-|-
+ T2172sin 8«;-|~Y2arp) sin (8w-|-v— v j-(-

+ {™o.o sin AMdta\lm sin \2w} {£f2+ $  cos 8W}—

~/N4N loocos 4w + 12" Phocos 12w } - {iRiT, sin 8w }—
~ R{8-4400sin 4w-\-§2Aum sin 12w } {£yi2—|Yi2cos 8w }
+ 7 800cos 8W + 1107 cos (AW-\-V) -f A~\04 cos (12m—v)+
+ M oi V cos (4w + Vj)-j-"~2), il' cos (12«;—vV,) .

Te wyrazenia uporzgdkujemy, uwzgledniajac zwigzek gonio-
metryczny (a) w ten sposéb, abysSmy otrzymali wyrazy jednako-
wych argumentoéw dla wyrazoéw charakterystycznych oraz elemen-
tarnych. Zachowa¢ bedziemy musieli takze i niektore wyrazy
zwykle, zalezne od argumentu 2v, gdyz podobne wyrazy wystapig
poZzniej w wyrazeniach dla W.

Gdy wykonamy wskazane podstawienie oraz przeksztaicenie,
otrzymamy wtedy ostatecznie wzor nastepujacy:

Q—qi sin 4w -\- g21j sin v -f- gdy; sin (4w —V)

+ g6t] sin (8w —v)
+ gsYjsinv] -\-gqrf sin (4w—\1)
sin (8w —v,)
-j-g872sin 4w + ?i27M2sin (4w—2v)-\-gnrf sin (8«;—2v)
-j-e18ij2 sin (12«;—2v)
46)  -{-g*rp]' sin (4w-\-v—v,) -|-g137p/ sin (4w —v—v, )-f
-t-6iem" sin (8«;—\V—vJ-fATp/ sin (12«<;—v—vV,)

-fffio™" sin (4«;— + sin (4«;— 2v7) +
-j-"iji)'2sin (8«; —2vt)-)-e20Y2sin (12«;—2v,)
gn ¥ 2sin 4; + ?22W sin (v—\)

glsin 8«; -\-g2r; sin (4«;+v) -\-gtr; sin (12«;—vV)
-f OsV sin (4w+Vj)-f5Y) sin (12«; vi+ O q.

O ruchu planetoid. 4#
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Przez q oznaczyliSmy spdtczynniki wyrazéw charakterystycz-
nych i elementarnych, za$ g oznacza spétczynniki najwiekszych
wyrazéw zwyktych.

Wartosci dla poszczeg6lnych spétczynnikow sg nastepujace:
?=Ao.o+t<U + 41A.007i+UC o0 -1 170.0! Pi2
— viAllo— 3M200iPiTi+ ~ I—4Ko o— 2K.0.0+ V™20.01ITi2
b = 5A+s* Pi + -4g°o Pi-f-24 40dR2--M-i.lO PI 214 400fi ~t
-4  -j- 2pAii() fi 2-4diofi
Qs=AtL +440.r A+ }+-O0 * + MIilP. - {4m*P. +
+ 4M 8oofb + 2(t AfIATI — 2 |£ M 4Ti
Q—A4in 1000 p4a+M aito'™ Pi — 2P-4400T4+ 4 (a ABOoT6 +
-f* 4R -4810fi
P.+Mao.i'" Pi -*M o.of» +
+ 4|ad QL Ti
98=48V H 4 ulupPi+ M 4ooPa+ M j.o’'0OPi+ M 41210fi "
4iak 101
q7= K .h + iA"1I™pi+ £4i00Ps+ £A £+ p+ 6 RAXOITIi —
2 [0.4401 Ti
2,54 420 4% 2 412J0°p4A h M ft(op? M 310 PA“t~£4810 P2
— 2(a4400T2 “T" 4(AMgoor? 'T" @A4I2i0Ta 2\4410f
q9= A fIA-f-EA -";opd-j-tA 'k p9 | A4AOPS+ £ K il P2—
— 2v-B400f2+ 4[Ad 8ao7a4- 6@A1201 f4 — 2134 411of5
.=, +4"m*“ 1.+ 4-C.P.+ t< " Pi- i P. +

t1C i + ife + «M il, -iM il
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B.-M EiwR +
“I'4 490, R3+4M 8DTi0+ 64120 T 2444UTs

2 Ae20 5410 Bad-4 ~BOOGIT 44400 8u 414800 217 +
+ AVPe00Too —2(-4M0Ta+ 4 (L4 N 6
R S Bi-M U irR, - i< OR 18 -i< ORIS -
—4No: [ 44000t 2lid+/0FE—2M u OF+ 48016

"B Ai02—2 B~ 778Cd¥9 5-M40d36 —4°A'J °R&—
4[.-4go0 T]9 2iA40jt5
QU—"s20+ 4" 400 BN—4440 3n + 4-44il0°RI'— 7). j 400tu —
21 -440.0Tu ™~ ® (w4 12,[.0T6

iie™0a+470.0R2° 440°0Ri8-4”u'0(4+ 4ATI.O™R»+

H- 47400 2?2 2(J-4400 tu 2i4.4 40ut18 -f- 6 (j.41201 tg
9.7===4C + 4 4 i» B 1.-i”" o B i« -4 4 ™~ o0 ,°B5+ 44-:;1°R3-
2tMroo0 Tis — 2 i44 400t19

9i8=4 |220 + 44g'0.0Rn-+ 4™Mo0Ri4 44 41X°(A+ 448H0° (R—
AiMBoOTii  2[4Mj0 t4

19 — 4 14 + 447™0Ri2+44i;0.0Ri5+4;44 ;dolli + 4R7.0° 1% +

+ 4AU0 °1B+ 47M801°1s  4AM Ka0Ti2 — 2 @44 TA—2(J-4~DTs

20 = 4i2D2+ 5" BaORI3 + 44*0.0816 1 4~ 401085 H* i 0 'fARj —

— 47 AB00TiE - 2 i Ts

RN= "0ii 44,008+ 4sso0ls N 410 Bj"p4440jo& —
_44G0I s+ 44110440 To+ 2 yido) s —
41 *g00t2 2{i-440jT6 4j4.4810T6 +~ 44 4s0.i T4
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48.0.0+3+.0.0H '¥'5+20fIP1  "P+00 "B “H ®HL" 120071
["— < 1o+ 5<0.0 p2+ 1< ui0Pitic20.0P i+ 4M aioT i+ 6M 12000
0.= <0.1+i« Pi+ i <?00P*+ t++di °Pi+ 1< °Qopb+
+ 4 7<0.1 T+ 6*4IR2r0K
M=+ M+ iC oR+ i+1010P+ i<00P22M4.0.0R

4t + 10fl+ &}'4160064~GH416101i + ++0,1.0 A
9b— + 200+ 4"a00Ps ‘P i+.0.1 Pl+ 5+0.0P3 Af'+.0.0"i

4.+ 0jTit 8( A 1601 Tit hte.0.i Piv

V. Catkowanie réwnan rézniczkowych,
odnoszgcych sie do ruchu planetoidy (279) Thule.

W rozdziale I, réwn. 1V, V, VI dajg nam wyrazenia roznicz-
kowe spotrzednych Gyldenowskich; w poprzednim rozdziale
zdotalismy juz oddzieli¢ wyrazy typowe odnoszace sie do ruchu pla-
netoid. Brendell) i Kramer podzielili planetoidy wedle cech
ich ruchu na pewne klasy. Wedtug tego podziatu planetoide Thu-
le (279) zalicza sie do planetoid pierwszej klasy. W ruchu tej kla-
sy planetoid wyrazy stopnia 0 w R i K sg znaczne w pordéwnaniu
z masg Jowisza. W tej klasie planetoid wystapi jeden bardzo znacz-
ny wyraz z w rozwinieciu funkcyi R, iten wyraz, jak to wykazat
Brendel? bedzie ksztattu 1), wedtug oznaczen Harzer’a czyli
charakterystycznym krdtkookresowym. Do tej samej
klasy co Thule nalezy takze i planetoida Hekuba, ktorej ruch, jak
wiemy, byt niejednokrotnie badany przy pomocy metod Gylde-
nowskich3), lub ich modyfikacyi. Zasadnicza jednak rdznica po-
miedzy temi dwiema planetoidami polega na tern, ze Thule przybli-
zajac sie znacznie do drogi Jowisza, z jednej strony ulega silnym
perturbacyom, z drugiej za$ dla tej planetoidy wskutek znacznej

3 Brendel Th. d k. Pl. 1 pg. 92; Kramer. Th. d. kl. PL., pg. 20,
str. 199.

2 Brendel. Om amvandningen, str. 26.

3 Patrz prace Harzer’a, Kramer’a Backlund’a
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blizkosci drogi Jowisza i drogi Thule rozwiniecia wedle poteg sto-
sunku osi lub promieni wodzacych sg bardzo powoli zbiezne. Aby
otrzymaé wystarczajaco zbiezne rozwiniecia perturbacyi Thule
(tak, aby potozenie planetoidy byto okres$lone z doktadnos$cig oko-
fo 1' na przeciag jednego stulecia) mozemy w rozwinieciach spot-
rzednych i w rown. IV, V, IV wyzej wymienionego rozdziatu — po-
ming¢ wyrazenia rzedu trzeciej potegi masy Jowisza, zachowac
za$ w wyrazeniach 0 stopnia wielkosSci rzedu trzeciej potegi masy
Jowisza, podzielonej przez maty czynnik e. Natomiast w wyraze-
niach I-go i li-go stopnia wystarczy uwzgledni¢ wyrazenia rzedu
kwadratu masy zaktdcajacej, podzielonej przez maty czynnik e,
a to dlatego, ze wtych wyrazach wystepuje jeszcze bardzo maty
czynnik i) lub ri' w pierwszej i drugiej potedze. W rozdziale VI
pierwszej czesci swojej ,,Theorie der kleinen Planeten* Brendel
podat rownania rozniczkowe, wyrazaﬁqce qv2 i v

Poniewaz w zadaniu naszem postanowilismy sie ograniczy¢
do wielkosci rzedu do trzeciej potegi masy ciata zaktdcajacego,
dlatego tez musimy rozwiniecie Brendel’a jeszcze dopeic
w spos@b analogiczny, jak to zrobit Kramer dla Hekubyl). Gdy
dodamy do wzordw Brendel’a, odnoszacych sie do ruchéw He-
kuby, wyrazy dopetniajgce, otrzymamy wtedy, z wystarczajacg zu-
petnie dla naszego celu doktadnoscia, wzory rdézniczkowe na zwigz-
ki pomiedzy spotrzednemi Gyldénowskiemi dla planetoidy
I klasy.

Ogolnie kazdg funkcye zalezng od v to znaczy Q P, R, S,
K, W it p. napiszemy wten sposéb, ze wydzielimy w oddzielng
grupe wyrazy 0, 1,2 it d. stopnia i kazdg grupe opatrzymy
wskaznikiem, ktory oznacza¢ nam bedzie stopien uwazanego wy-
razu, np.

Q= Qu+ Qi+Q2--

znaczy, ze funkcya Q skkada sie z wyrazéw stopnia 0, 1 2itd.
Na stopien i rzad dwu wyraz6w musimy zwraca¢ baczng uwage
przy mnozeniu odnosnych wielkosci, aby w warto$ciach P,Q ,R...

nie otrzyma¢ bledu wiekszego od j. Zajmijmy sie wyznacze-
niem tych wyrazéw dopetniajagcych.

) Kramer, lh. d. ki. Planeten, |, pg. 44, 46 sqg. sparsim; Bten-
del, 1 c pg. 139.
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Mielismy
P= (p)+
gdzie (p) zawiera w sobie wszystkie wyrazy elementarne ksztattu B,

za$ w R sg zgrupowane wszystkie wyrazy elementarne ksztattu A,
oraz charakterystyczne ksztattu Gi D. Stad otrzymamy:

&>_ d({) . dR
dv dv dv
dJR

mozemy napisa¢ w postaci

dR__IdR\ ,jdR\ , |dS\

dv \dv)i\dv}i
gdzie wskazniki 0, 1, 2 oznaczajg stopien odnosnych czesci w roz-
- %R
fozeniu 3—.
v
Analogicznie bedziemy mogli napisa¢:
Q=Q@+QiJrQ2 5 = + + =

W rozwinieciu R wystepuja spotczynniki p, ktore, jak wiemy,
sg rzedu  (pg. 50) a wiec wyrazy zalezne od + 4+
wejdg w nasze rozwiniecie. Wskutek rézniczkowania wyrazen

. , . dR
dtugookresowych Rxi R2, gdy tworzy¢ bedziemy wielkosci #

i o spotczynniki p w tych wyrazach bedg pomnozone przez maty

czynnik 5X przez co te wyrazenia stang sie rzedu istotnie masy
zaktocajacej. Gdy za$ otrzymane wyrazenia zostang pomnozone
przez funkcye Q, ktora jest rzedu masy zaktdcajgcej, to w rezulta-
cie otrzymamy wielkosci rzedu kwadratu masy zaktocajacej, ktdre
bedziemy musieli jeszcze uwzglednié. Zatem mie¢ bedziemy:

gdzie wskaznik p oznacza, ze w * uwzglednimy tylko niektére

wyrazy, mianowicie te, ktore sg ksztattu C. Podobnie przybedzie
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jeszcze i wyraz — Q0" Poniewaz S jest rzedu m to iloczy-
ny nastepujace beda musiaty by¢ uwzglednione:

IdR\
\dv)0’
i_2AK Q" sinv, + (S,a>0)2,

gdzie przez wskaznik (A, C) zaznaczam, ze tylko tego ksztattu wy-

razy w odnosnem rozwinieciu sg uwzglednione. Poniewaz dalej
ar?,
Jest stopnia 2-go ale rzedu masy zaktdcajacej, przeto bedziemy

250Q0 2StP0i -2A P,; -2 S0SM-<»,

musieli uwzglednié jeszcze wyrazy —2 ~ j~J bedace jeszcze

drugiego stopnia. W ten sposob w wyrazeniu rézniczkowem da-
jacem p jako funkcye v zostang uwzglednione wszystkie wyrazy,
az do rzedu trzeciej potegi masy zaktdcajgcej wigcznie.

Gdy do wyrazéw podanych przez BrendeTa (L c. kap. VII)
dodamy jeszcze wyzej wymienione wyrazy (poréwn. Kramer |,
pg. 42 et sqg.), to otrzymamy poszukiwane rozwiniecie postaci
nastepujgce;j:

+ 2A —PE 2flU, OP04-2S0 +

1) + 2S2- Ps-2 StM P,-2 SX>P0+
+ 2SO0(A (™ + )»+eiij sinv
[dP\ A jdR\ IdR\

Q(dv)rQ dv)ip  Wdvhp+

+l«,*> f) u
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Ograniczajac sie do takiego samego stopnia doktadnosci,
otrzymamy analogicznie drugie rownanie nastepujace: )

@"=-Q0-Qi-Qi-"Q 02~Q a’>Qi-jiét-

Rown. (1) i (2) sa wiasnie réwnaniami szukanemi. Zajmie-
my sie obecnie catkowaniem. Zanim jednak to zrobimy, musimy
rown. (1) i (2) jeszcze cokolwiek przeksztatci¢. Wielkosci P i Q
sktadajg sie z szeregdw, w ktérych wystepujg spotczynniki nie-
oznaczone. Np. w R mieliSmy r6zne spotczynniki p, w drugich
za$ funkcyach spotczynniki a i = Aby sobie ufatwi¢ zadanie, po-
staramy zgodnie z myslg przewodnig BrendeT a2 wyrazi¢ wszy-
stkie spotczynniki a i 7 przez spétczynniki i3 w ten sposéb uzy-
skamy wielkie uproszczenie naszych wzoréw. Poniewaz w tej
pracy ograniczamy sie do rozwinie¢ liczbowych nie idgcych dalej,
niz drugi stopien (Thule posiada bardzo maty mimos$r6d—przeto
w pierwszym przyblizeniu; pomijajac wyrazy wyzszych rzeddw,
niz pierwszy wzgledem mimosrodu, nie popetniamy wielkiej nie-
dokfadnosci), mozemy napisa¢ nastepujace przyblizone wyrazenia,
ktore zawieraC beda wyrazy do I-go stopnia wigcznie, mianowicie:

3 S —a#i] cos (4w —v)-f-asY cos (4w —vX)
(w tej funkcyi S sg znaczne wyrazy typu C)
oraz

(4) R = $lcos 4w-|-B2yj cos (4w —V)-)-R3Y cos (4w-Vj+
-j-B41n) cos (8w —vV)-j-B5Y cos (8® —vVi)-

(Widzimy, ze w R wystepujg wyrazy charakterystyczne typu
Ci D). Alez (1) uwzgledniajac definicye dla R, otrzymamy:
d*R

dv2+ B= 2S..

a poniewaz
dR
dv2

) Ludendorff, 1 c, Kap. Il sparsim.; Kramer, I c., pg. 43, 51
s) Brendel. Th. d. kl. Planeten I. p. 134; Ludendorff, I c., pg. 8;
Kramer id. p. 24; Brendel: Om amvandningen, pg. 29.
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jest co najwyzej rzedu iloczynu masy zaktdcajacej przez maty czyn-
nik, wiec mozemy je opusci¢, wtedy otrzymamy

B = 2S5,
czyli
) R = 2aZj cos (dw—V)-j-2a3yf cos (4w —Vvi).
Uwzgledniajac (4) i (5) jednocze$nie otrzymamy z tatwoscigJ)

a3= 2 N2

Przystagpmy teraz do wyznaczenia spotczynnikéw
T (w=Il, 2, 3 4, ... 6).

MieliSmy na str. 20 wyrazenie VI, dajagce nam -é\wfun-
v
kcyi R i S mianowicie:
A dv~ —2Bo+ &=2i2]-|-6i201 cos v-f- ...
Z drugiej za$ strony mieliSmy na str. 37:

W= Tv+ W.+ Z,
gdzie  oznacza wyrazy wiekowe.
Po zrozniczkowaniu otrzymujemy:
@ dw _ _ dwd dK
dv { dv 'dv ‘7
ale
() (T=Yi sin 4np+ y44 sin (Bw, —v) -f yB1j sin (4w V)
+ 754 sin (8«;—V),

gdzie
Y= T0+ v,
oraz cze$¢ dtugookresowg
, dwd
ic) dv. — cos (4w—v) + 'i3V cos (dw—v)—U..

) Brendel. Th. d. kl. Planeten, p. 134.

O ruchu planetoid. 5
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Wyznaczymy te spdtczynniki wyrazéw z doktadnoscig wiek-
szg, niz a i ,, mianowicie bedziemy musieli poming¢ dopiero
wyrazenia 3-go rzedu, a z wyrazen 2-go rzedu te, ktdre sg istot-
nie rzedu pierwszego lub wyzszego, przeto wyrazenie (6) moze-
my takze napisa¢ w postaci nastepujgcej:

7 (-jx- —2Pj cos 4w + (a2—2p2+ 3pjP4)j cos (dw—v)+

+ (a2—2ps -f 3PjpH7j' cos (Aw—vk) —2p4V cos (Bw—V) -

— 2p50/ COS (Bw—Yj) -t- 3 pxij cos (4w + v).

Z drugiej za$ strony uwzgledniajac (a), (b) i (c) oraz (10)
otrzymamy:
® = t+ (1 + Si)yl cos 4w+ y2qcos (dw—v) +

+ (1+252i4Y cos {8iv v-f-3Y cos (4w—vi) +

+ (1+2SHhyoY cos (Bw vmm2—Sj)yj cos (4ii>-fv).

Z (7) i (8) wynika, ze:

dw \

iW ) = (I+ 8)T»>AS M+ 7alcos (dw—v)-f
(1+2St) \j cos {8iv—vV) (—~3Y cos (4w —v4 +
G 325X Trcos Bw—Vv)+ (24-SHYcTHC:(AM + v) =
9 = —2Pj cos dm+ (s@—2p2-|-3Pipd i cos (Aw—vV)+
-j-(as- 2ps-|-3plpHY cos (4w—v)—2p4Ycos (Bw —v) —
— 2p6m{ cos (Bw —V) §-3pt4 cos (4w + V).

Z (9) z tatwoscig otrzymujemy zwigzki nastepujgce t):

(10) n=- " T=3px|P,+ Plpi;
73= — */273 + 3p!P5; 74= — 1+2?28/'

, .U —
h~ — 1425 Te~ 2+3/

n erendcl I, pg. 142; Ludendorff, 1c §4.
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GdybySmy w wyrazeniu j,, ograniczyli sie do takiego samego
stopnia dokfadnosci, z jaka wyznaczyliSmy an, to otrzymalibys-
my wzory nastepujace:

(11) A= 227 T,=3pt—»faPy;
‘C——V2Rsi ™= —234; ts= — 2p5;
it,= 32Pi+
Na str. 57 mieliSmy wzor dla Q w ktérym wystepowaty
spotczynniki gly g2 ...; napiszmy ten wzor, ograniczajac sie do

wyrazow pierwszego rzedu tylko, mie¢ wtedy bedziemy:

(12 Q= glsin Aw-\-g24isin v-f-e4-esin (Aw —v)—{
% sin (8w —Vv) €373 sin vi—{e5y sin (Aw—vi) +{—
+ 727" sin (8w —v,).

Ale na zasadzie zwigzkéw, wypisanych na str. 58, 59, widzi-
my, ze wszystkie spotczynniki q sg takze funkcyami spotczynni-
kow y i p.

Zamienmy w odno$nych spétczynnikach wszystkie y i i3 po-
stugujac sie zwigzkami (10) i (11) i uporzadkujmy rezultat tak, aby
spotczynnik » wystepowat jako czynnik, wtedy otrzymamy zwigzkKi
nastepujace:

= e P, - 9i(lpR

= Q20+ <A,)Pk+ q2W p2 _|_ q2(4 Pj

2= 930+ 9L+ (B + 93E)B
2= Q0+ ADPI+ %Y P4
i5295<Qr<?5()PL+ 56 F5
96= AOH Pi-f-eqQ P2
OT=2T*»+27 (LPl+ 9H(>P>

Analogicznie mieliSmy takze w owem wyrazeniu dla Q czes$¢
wyrazéw zwyktych w postaci nastepujace;j:

Qi~di s Sw-j-gfjgsin (\w -(-v) @i 7Fsin (\.2w—vV) 44—
+ sin (du>+ M)+ AV osin (12w —vx)
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bedziemy wiec mogli napisa¢ dla spdétczynnikéw g wyrazenia na-

stepujace:

0i=0i(+ 0i(Pi

®= 029+ 9H)Pi+ 0AQP2+ 9tHA
(14) 9i=940+0su)Pi+0s@Rs+ Osw s

9i= 9N +9¢XPi+ 04@QPj + 04M)P4

05=i75(1 W PI1+SAP.+fI"P»

Z (13 i (14) oraz ze zwigzkéw na str. 58 i 59 widzimy, ze

spétczynniki e(m) sa funkcyami wielkosci A i ji, a wiec sg to wiel-
kosci liczbowe, ktore bedziemy mogli bez trudnosci obliczyc.

(15)

Zatem mie¢ bedziemy:
Q°—Ai00; gl* = "Ag0 A800

"A()= i< 00- 14°0.0+1(L°0.0 + V(" 00" 27 Poo)—
4 ji2Ad400 —8A400+ 62 Auoo

®°= 0; 9B)=K~+'00+ ~ e)-(1(3ALD+ 4 4 °0)+4A-‘0
t 2=t 40,; Y= \400- % -4800
9,0= " ; 9= H "-° -
>3 = t 40°0; hm= i "goo~ 8,A D
9/0="i.0; €= 1"7i0° - 2p (4A-1- 3A8(0;

A = 1+ Nioo+ 4p A40O;
2. »=Ai: BO= h(“Toi°- Ali° - 16iiA"L);

70 = —t 400+ 4JA400;
9.0= " C ; + ATi'o°)-4[i(3A-10-2A -:0);
%6 = t40°0;
Q0= "o .i; 71(D)= i(-4i7.0"0+"ro.i-0) “ A"1);

<+>= ul,Q;
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oraz:

(16) = 4800; FU)—\ (44°0+ "j200)+ 4lM.00—" 12200)i
g.r=zA+10; ?2229=iC

fla4) = i<o.0--i2M ,aog;
NBO=A+d + i (<oT + C °)-8M ~; ffs(8="8°.0;
FH= | "i2o- 12MI1i-00;
K" —M22L0> 9 1—5("8LO + ~6IB) + 2.°(A810+
4~87M600 "16.1.0)°
W= Maioo’ S49= i(*lo.o+ &™Mon);
<H0 = 4,000 /o= ifla<u'® + Ae.0.i° +

+ 8§fA.0\~~ 241, ;
b= t(44,0+ 8(4400).

Zupetnie analogicznie postepujac bedziemy mogli napisac
funkcye P w postaci nastepujacej:

P rrlPo4 Pi COS\W |—Py Y COS V-j- jo47 COS (4A7— V)
+Pc Acos (Bw+ v)-f-p3Y cos j + p5Y cos (4w - vb)-f-
-\-p7\' cos (8w —Vj)

gdzie spétczynniki p majg warto$ci nastepujace:
Pn=P 1°+Po (Ifii+Po(0P12
Pi=PiQ+Pi@rii+P1DPi2
P2=P2(0r+ P Y1)5+P2(QP2+P2 (4%
. P4=P3(0:+P3()P1+P2(3Ps+P3(ER
P*—P1(Q+ P 41)PI +P4(2P2+P4(4P4
P5=P Y0+P5 (Ifil+P5@P*+P5F)8
P,~P1iQ+ P6UPI+P6 2p2+P6A4)P4
P7=P7O+P7(Pi-I-Prp3+Pr@En
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(18) iVQ—Boao> PoW= i < 0~ 4 kBi00; =

pi@=A,0; Pi'= Kl.o+4K o - 8w+A.0.0;
Pi()= iCo+i(<, + 5-,) ~2jt(¢C+3,Co)+
+2],2(3170.0-470.0);
IVO= € ; ft@Q=i(s£L + N id0)-K 4pb+D+
+ 45;;,- 3/400);
A* = i<0; ft@d= 4C .0 8 A Q0;
p>w= BtL i p*m=* (<i™-°+ icr)- 4"« : +
+<,); ft"«4Ak p.@®=iC -8 £/ ;
P40C= B"o; iV>= 4flg"™ + 5j:r )- 2tt(4B;i.0-
- 33.00; P<i))=1B ™ o0-"B iodi;
pr=Bilx; a«=4(< 10+ b-19) - 81la-\;
ft@= + C + iC ; tWH= 4<0 - 4MW
V0= Aio; PA=B7"0 + iB-"°- W3b;;,0+ BilO)
ft@= tC ; 4= + Bdag
NO="To,, p (=400 + ) 4(xB5-;,+
+ b7L); pM3= 4< 0; &Vm= < Qe

W ten spos6b mamy wiec juz w granicach przyblizenia, kto-

re zamierzaliSmy osiagna¢, wyznaczone wszystkie spotczynniki
rozwinie¢ P i Q, jako funkcye pewnych arytmetycznych wielkosci,
ktore, jak to pOzniej zobaczymy, mozemy zawsze bez wielkich
trudnosci obliczyd.

Przejdziemy teraz do whasciwego catkowania naszych row-

nan rozniczkowych zasadniczych. Catkowanie tych réwnan wy-
konamy zgodnie z metodg wskazang przez Brendel’al, ktorg

0 Brendel. Th. d k. PL. I kap. Vil; I kap. Il
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z wielkim powodzeniem zastosowali Ludendorff, Buchholz
i Kramer. W niniejszej pracy ograniczymy sie, przy catkowaniu
naszych réwnan, do wielkosci zerowego stopnia az do rzedu trze-
ciego wigcznie.

Zacznijmy od catkowania réwnania dajacego nam ds gdy sie

ograniczymy do wyrazéw rzedu O, wtedy ze wzoru (2) otrzymamy

ds
dv — ~ @7
ale na zasadzie wzoru (12) jest
Q0z=4ql sin 4w,
a zatem
ds .
19 S
(19) o dv 4 sin 4w
a poniewaz

W—(1-hJi-i-HWj

zawiera w sobie wyrazy okresowe rzedu wyzszego, niz zerowy
(a takze i wyraz wiekowy, jak wiemy), to po catkowaniu w S wy-
stapig dzieki tej zmiennoSci argumentu w, wyrazy rzedu conaj-
inniej pierwszego, poniewaz w SO niema wyrazéw zerowego rzedu
ksztattu A i C.

Catkujac (19) otrzymamy:

(20) SQ—aQ}-alcos 4w -{mwyrazy zwykte.

Zastanowmy sie blizej nad otrzymanym rezultatem (20).
Przedewszystkiein wyrazy zwykle, ktore oznaczymy Snaootrzy-
mamy z nastepujgcego wzoru:

|%sv}— —YAn.o.o sin nw

gdzie n ~ 8, 12, ...; po scatkowaniu wyrazéw zwyktych mie¢ be-
dziemy:

(21) Snao— - ‘I'M  cos nw;
4 0+ 9)

W wyrazeniu (20) wyraz a0 jest to pewna stata ’), ktorg pdz

* Brendel. A N, 3346.
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niej okreslimy. Aby wyznaczy¢é spoiczynnik al zwr6¢my sie do
wzoru dajgcego nam Q w funkcyi spotczynnikéw A oraz argumen-
tu w (pg. 55) uwzgledniajgc zwigzki (3) pg. 37 (10) pg. 46 oraz pg.
58 et sqq. przez rézniczkowanie otrzymamy:

4(1- Pi)A0o+ 2(1-iM A™o+ 16n(L- ji)~ .OTi+

+ 1(1.——N M #00+ O - tA)M12°00i PI12— 4~4 (1 H-I)+.0.0 ~

S 12(1-  AMOO\p, 7147*1-24(1- [t IM4MF 6 2 (1-1ii) 41t T i

po scatkowaniu otrzymamy: a, =

0 . .20
oo , B0 4. 80 . j1 ™00
4(i-i.)+8(i--M ‘rAn-V.) 1. 116 (1 4.
10

@) j_-E A%)OO R R I4190 3A120.o | 0i Ti+

+ 1 6 [P *14(1-1»,) 4(1-14) i

N I 31 400 3 +00 j

\ 4 (1-0) O—l) I T
ale 1— = 14«1
oraz _2p,
Ti l-j-81

Uwzglednijmy te zwigzki i uporzadkujmy (a) wedtug poteg
rosngcych p, wtedy otrzymamy:

(22) %=<?"+ <'Pi4-<?"Pi2+
gdzie dla krdtkosci napisaliSmy:
, 4400
9 = 1+ 8.
410
qn — ~8.0.0 ®t*+.0.0
2(1+8),) (1+8,)2
(22bis) A 20 A 20 20 _
q...= A470.0 74.0.0 . 2.0.0 2M lio
2(1+54 41+ 4) + 4(1+8,) ' 0+ 8 +

i6ji.2"4 00 6+ + .00 . 62+ + 200
0 4-5i)2  (l+8+ (L+8+ h (1+ 8+



O RUCHU PLANKTOIN. 73

Wyrazenie (20) po uwzglednieniu (22) przejdzie w naste-
pujace:

(23)  SO= a0+ (@+ 9"Pi-j-e"Pid cos Mp+ &.00°

W wyrazeniu (23) mozemy juz wszystkie wyrazy obliczyc,
z wyjatkiem tylko statej catkowania a0, ktérg na koricu wyznaczy-
my po scatkowaniu réwnan, odnoszacych sie do pozostatych spot-
rzednych Gy 1den’owskich.

Przejdzmy do scatkowania réwnania rdzniczkowego, odno-
szacego sie do spoOtrzednej R.  Poniewaz obecnie chcemy pomi-
na¢ wielkosci stopnia pierwszego, wiec przedewszystkiem musimy
zauwazy¢, ze (p)o= 0, gdyz w (p), jak wiemyl), wystepujg tylko
wyrazy krotkookresowe ksztattu B, ktorych najnizszych stopien jest
pierwszy. Mie¢ wiec bedziemy ze wzoru (1) str. 632:

(24)

gdyz
p=(p)*+-R-
Analogicznie do tego, jak poprzednio pisalisSmy, wielkos¢ QO,
mozemy napisac:

Po—Po+Pi cos 4w.

Suznamy juz ze wzoru (23), zatem w (24) pozostaje nam obli-
czy¢ tylko wielkos¢

ot6z wzor (46) str. 34 daje nam:
(25) Q0= SAnD0 sin nw+ ROS A*00sin nw—y.KLnAnm cos nw,
za$ z (12) str. 48 znajdziemy:

czyli uwzgledniajgc (10) str. 46 znajdziemy:

) Brendel 1 c. pg. 29.
® Brendel 1 c pg. 90
3 Brendel, 1 c pg. 123
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27) (fl="“p<l+s')sing””

Pomnézmy?(25) przez (26), otrzymamy:

) idR\ , ,v.lo . [dR\
(28) «0o M hwid r)+ BeLA-coSmam[ Iv -
ale
RO= —FPi cos 4w,

a wiec
(29) R‘(|——p12(|-j-S,)cos4«i Sin \w— —"Pi2 (I-j-o”sinSw

KO= Tj sin 4w
mie¢ wiec bedziemy:
30) K0 'IR = __74i sin 4w.cos 4w=(cos Bw—1) "’ (L +81) «

W (28) wyrazy krétkookresowe bedg te, dla ktdrych wskaz-
nik n przyjmowaé bedzie wartos¢ 4, 8 lub 12 a wiec mie¢ be-
dziemy:

'dR\
Bl) dv / A "2 5|)74.0.0+°8.0.0 Q05 410)0!-

— u~4 M M400+ AIAQ iPi COS 4iy +

+ wxe(l in.00- 3A200 iPiTIi GB4W
Wskutek tego (24) przejdzie w nastepujace:

(32) + R= 2a0+p'0+ j(V)i+ &>Pi+ 0% Ti+ O>M4Pi2+

+ (")5Piu + CPle Ti2! cos 4to
gdzie dla krotkosci napisalismy:

(33) tP'a— RQMO i-®aooPiH ~2 14 ooP 2P-AaoTl

-t* C oPi2-
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200

ROO*1 4

. 0 I ~8"", 1+ S1.
(3>) = - 2000 g‘[‘ﬁé@OT 1-1 8,/\ 2 800

AN
(5= 4LBEIs psp
®)* = i (C.o- ™ (B2 + jC ,) +
AZ9( 200 i

+ iV Lo o a '1tldoo f%ﬁ@ b

i10

=0 2m loo, 6Mm,

"E=-mC o+ 30 1+ 5 1+8,

—{I(1+81)(+0.0—"12.0.0)
12 QZA_iOO , 36" laoo
1+ 8

= N - i
p= 2 goo- 36(t2BIi00 it sy

Ale ze wzoru (12) str. 48 wynikal):

PR
(35) (dzv + R—b0—[1—(1+S,)3p, cos 4w,
czyli

PR
(36) dv2 + -B= b0—(28,+ 3,2 (3 cos 4w,
gdzie dla krétkosci piszemy:

bO= 2a0-\-po;
@ 282+ 82= _ j(@)+ (V), 3+ (F)3y,+ CP432+ (")5iVvh+
H-("M)eTi2j

zamiast y, napiszmy:

22,
1+ 3,

wtedy analogicznie do réwnania (23) str. 73 bedziemy mogli napi-

) Brendel, 1 ¢, pg. 120. Ludendorff, 1 c, pg. 17. Kramer 1
pg. 45.
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sa¢ spotczynnik przy cos 4w, jako roztozony wedtug poteg p,, w po-
staci nastepujacej:
Pi+i>"Pi+i>"'Pi2
przez poréwnanie z () wynika:

(37) (28,+ V)p,- V'+P”Pi+ /" P*-
gdzie dla krdtkosci napisaliSmy:
2A.m

(38) y = g 00- r~

" — __Ttg.0.0
u_ 0o , R10 |00 1?8, KSOO 8u—Tteoo |

P ~ =000 | 5800 I-j-8, i§_si+
16U A
+ T+1T

PI'= 4¢c 0+ i< 0+i<o0o.0-4°0.0*+ 0 -i<0.0 -

-t4 0.0-i14200-2 *< 0- 6*K°g - + 40°0+
+ I12VAVLO - 22 +.0.0 + 61200— 8t<2B4ao+
+ 72(i25,200 + 48(.2+ 00- 144/t3+ goo.

Uwzgledniajgc (36) i (38) otrzymamy:
(39) 2a0tJ>0- P +|g~tll - cos Aw,
gdzie znéw dla krotkosci napisaliSmy:
(40) pO0——Bo00- 2A.0.0Pi+ 1~ 8L+.00P+ i" +.0.0 Pi

- 10.0.0Pr2-

OtrzymalisSmy wiec wszystkie wyrazy typowe iunkcyi po-
zostaje jeszcze obliczenie tych z wyraz6w zwyktych, ktorych
w naszym przypadku poming¢ nie mozemy.

Mozemy bowiem napisac:

B
A-5--\-R—2S0— Pa— "(2s,,.00 COS WW —i,.0.0 COS N W),

albo, gdy oznaczymy 2&..0.0 — i2,.0.0 Przez .00, to mie¢ bedziemy:
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(41) N2 + R= £7noocos nw.

Catka roéwnan (41) bedzie:
142) R0= gl SiNn Vv—Q2COS V. )
gdzie <€ ig2sa pewne funkcye, ktore nalezy wyznaczyc.

Z fatwoscig otrzymamy zwiazki nastepujace:

= 5S7,00co0s {nw + v) + M¥,.0.0 cos (nw —V

J2=124,00sin (ttw+i) —| XA.0osin {nw —v).

Scatkujmy te rownania wedtug metody podanej przez Gyl-
den’a BrendeTa 2.

Jest:

| cos {nw + sin {nw=v)-{-

n(l—(ij+ 1
, « B f dwA . Ce
n(l—u)rt: 1./ v — z

I sin(nwtv)dv—n—&—_ cos (Fovv+ v)-(

3 Yny+1

+ ;(?-.;Q.}[Jﬁs]i[ruld\évvl sin (nw + tocZy
a poniewaz Wd zawiera tylko wyrazy dtugookresowe ksztattu ~
lub G, a wyrazy ksztattu C moga wystepowaé dopiero gdy uwzgle-
dnimy wielkosci pierwszego stopniab), dla tego tez w naszych wy-
razeniach w catkach zaleznych od W d nie bedzie zadnych wyrazéw
stopnia zerowego. Wstawiajac ostatnie dwie rownosci w dwie po-
przednie, znajdziemy:

y Kramer, I c 1, pg. 48.
3 Brend el. Om Anv8ndningen §. 11,
5 Brendel. Th. d. kl. Pl i, pg. 120.
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. .00 : o) Ll
9j = n(1—nY-|-I sin (nw-\-v) -|
- V0.0 . L
+ *S n(I—B— 1) sin (nw —v)
) 1400
92=— - cos {nw 4-v)-f
n(l—t*)+1
} 1400 cos {nw—v),
»(1 —|AD)—1 { )

gdy (43) wstawimy w (42), otrzymamy:

RO= '£R,,00c0s nw,
gdzie
I »14,0.0 ,
MO0 il 2
ale

»400— 25,00 —Bhoo i (I- ED)2=r(1+6JI)"
wiec ostatecznie otrzymamy:

2000— ;@O

(44) Rn.00=
i /»0+0T

dla wartosci B 24 gdzie <§,0ojest okreSlone przez (21).

Pozostaje nam jeszcze catkowanie rownania dajgcego zwig-
zek pomiedzy W i v Zajmijmy sie obecnie tern rdéwnaniem.
MielisSmy na str. 20 réwn. VI, w ktérem obecnie uwazajmy tylko
wyrazy stopnia zerowego, miec tedy bedziemy:

dw
dv

Wielkosci SO i RO sg nam juz znane, jakoz uwzgledniajac
zwigzki na str. 48 mieC bedziemy:

(45) = 80— 2(RO- 2R(B04-3 + 3ROSO0- 4R,*.

S0— a0-)- «i cos 4w, RO=zb0-\- cos 4w,

z ktorych odrazu znajdziemy :
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SnRO= a0b0-{-albl cos 4w~\-a0fii cos 4 cos2 47
R@®@= 6(2-j- 20,,pt cos 4£>4- p!8 cos2 4mj;
(46)~ R3=Db03+ 3b02'1 cos 4w + 36”2 cos2 4>-[-Pi5 cos3 4w,
SOR&= a0b0 2a0bOp, cos 4w + alpt2 cos2 4w -}
-|-ai6 @ cos 4w + 260axpt cos2 4M>-f-pl2al cos* 4w.

Zbadajmy wyrazenia (46). Wielkosci: a0, b0, ax, bx, sa
istotnie rzedu masy zaktocajacej m', a wiec a® b2 a000 a b2

i
axbx sg istotnie rzedu m'2 — nalezy je pomingcl); pkjest rzedu %
gdzie8 oznacza matg wielkos¢; zatem mieC bedziemy:

R 2— 2bu$x cos 4w-\-$x2 cos2 4w

ale poniewaz

cos24w — cos 4w . cos 4w =z\ cos BwA-%,
to
(47) R®= 260pt cos 4w -\-\ pk2-j- Bj* cos 8w

S{Rg = ttOPi cos 47" f-i aiPi+ iax cos 8te
SOffB= i «,Pi2+ alPi2cos 8w -f-1 axp,2cos 4w -(-\ axpi2cos 12w
R3= 8W -ff &Pi2cos 8w |Pi3cos 4?t>-|-|p13cos 12n»
Gdy uwzglednimy powyzsze zwigzki, otrzymamy ostateczne

rown. rézniczkowe dajace

AW
(47) = c0-f- t-f- («i —2a, pl —2pt-)-6060Pi +
+ 1 «iPi2— 3pl9 cos 4w — (axbx—| pt!-f-
+ 1«0Pi2—6b0ptd cos 8w + (| al[\2—p/) cos 12w,
gdzie dla krotkosci oznaczylismy wielkosci nastepujace:
9 Brendelw przypadku Hekuby i Hildy pomijat wszystkie wyrazy
rzedu wyzszego, niz drugi, a z wyrazéw drugiego rzedu odrzucat te, ktére sg
rzedu istotnie pierwszego lub wyzszego. Poniewaz w moich rachunkach pceu-

wam doktadno$¢ o jeden krok dalej, przeto pomijam dopiero wyrazy rzedu
wyzszego, niz m'3 oraz te, ktére sg rzedu istotnie drugiego lub wyzszego.
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T= IPI*

c0= a0- la0[+ — e&oM2 —220.
W tej wielkosci cOwystepuje jako wspdlny czynnik masa m\ pod-
czas gdy w wyrazie f pb2 wystepuje masa m! podzielona przez ma-

3 wielkos¢ 8X Wykonajmy catkowanie rownania (47). MieliSmy
przedewszystkiem na str. 32 rownanie (42):

W = fV-A-Wd-f K,
rozniczkujmy ten zwigzek wzgledem v, otrzymamy:

aw__ ,, dwd dK.

dv — T dv ' dv’

W oznacza cze$¢ wiekowa, a poniewaz dtugookresowe wyrazy 0
stopnia nie istniejgl) w funkcyi W,, ani tez tembardziej w K, prze-
to bedziemy mogli napisac:

dw - , dK

(48) dv " dv
Poréwnajmy (47) i (48). Otéz widzimy, ze
(49) T= c0+ 7. v

z drugiej za$ strony, uwzgledniajac zwigzek (13) str. 49, oraz (10)
str. 46, przez rézniczkowanie znajdziemy:

(49) “av = TI(I -f Sj cos 4w + 2(1+ 5) K'2cos 8w +
+ 3(1 + 8t) K\ cos 12ny,
gdzie spotczynniki K\ i K\ oznaczajg wyrazy zwykle.
Podstawmy w (48) zwigzek (49) znajdziemy:
(500 ~ = 7 + 7+1 +SHcosd4w+2(1 +3,) K'2cos 8tP +
+ 3(1+ 8)K\ cos 12w.

Poréwnajmy wzér (50) ze wzorem (47) to otrzymamy:

) Patrz wzor 14, str. 49; Brendel. Th. d. kl. PL. I, p. 68.
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7= cO+ 7
_ Q—2ayt- 2pj + 6Hpt+ latpt2- 3p*
T, " T+8, "
m 3p!2—2a, p —3a0pl2+ 12¢,p"
2 4(1+0.)
v, 3alpl2-4S >
3 12(1+8")

Do wyznaczenia statych catkowania jeszcze powrdcimy, tym-
czasem ograniczymy sie do uwagi, ze poniewaz uwazana przez
nas planetoida Thule nalezy do krytycznych planetoid pierwszej
klasy, wedlug podzialu Brendel’al, to dla takiej planetoidy
mie¢ bedziemy:

—Q ale 7=1=0,
a wiec w naszym przypadku 7=7 @ i rown. (48) przejdzie po
scatkowaniu w nastepujace:
(52) W= N+ K

Przypus¢my, ze statg ciOjuz wyznaczylismy, wtedy uwzgled-
niajac zwigzek b0= 2a0-\-p'® na str. 70 i zw. (40) str. 76 bedzie-
my mogli napisa¢ po uporzgdkowaniu rezultatu wedtug poteg pt:

b0— 2«0+ Q@+ ?!'Pi+ e8Pi2

gdzie
Q@——Bos;
53
( ) n - - i At
— 5 "4.00a 2 *4J>.0T 1.p si "4.0,0
/j - 1|RZ)
—_— 5 00.0°®

Zatem, gdy znamy statg a0, to na zasadzie réwn. (51) i (53)
mozemy z tatwoscig obliczyé juz poszczegdlne czesci rownania (52)
i tym samym otrzymac funkcye W, ograniczajac sie ciggle do wiel-
kosci stopnia zerowego. Postepujac zupetnie analogicznie do te-
go, cosmy zrobili gdysmy szukali wyrazéw zwyktych w funkcyi R
(str. 73), znajdziemy z tatwoscig podobne wyrazy i dla W, miano-
wicie bedg one:

) Brendel, 1 c., pg. 92, 100.
2 Brendel, 1c; Kramer I. § 1

O ruchu planetoid 6
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(54) W,,00="00 2R— dla »24.
f-0+8.)

Przejdzmy obecnie do wyznaczenia statych catkowania. Po-
niewaz obecnie ograniczymy sie tylko do badania ruchu planetoi-
dy w samej plaszczyZnie jej drogi, wiec mie¢ bedziemy tylko 4 sta-
te, ktére powinny wystepowac¢ w naszych réwnaniach po ich scat-
kowaniu. Te state catkowania sg, jak to wiemy, %modut mimo-
Srodowy, T diugos¢ perihelium, a potowa osi drogi planetoidy
oraz tak zwana stata ruchu n. Jak widzieliSmy po wykonaniu cat-
kowania wyrazen rozniczkowych spotrzednych Gy ldén’owskich
wystepuje jeszcze jedna nowa stata a0. ktorg, dzieki temu, ze jest
nadliczbowg, mozemy uwaza¢ jako statg dowolng; te stalg a0
okre$lmy za pomoca warunku, ze b0, cze$¢ stata, w wyrazeniu na R
ma by¢ rzedu istotnie pierwszego—wtedy takze i b0 bedzie takiego
samego rzedu (str. 70). Ta stata a0 bedzie tak dobrana, aby cze$¢
stata cO w wyrazeniu (47) przyjmowata warto$¢ zero. Poniewaz
W =W d-j-K, a K skiada sie z funkcyi R i S, to stata czes¢ w W
sktada¢ sie bedzie ze statych czesci funkcyi R oraz S; wskutek te-
go mie¢ bedziemy
(55) c0'4'7= aa—2h0m

Ale Bre ndell) wykazat, ze o ile mamy do czynienia z plane-
toidg charakterystyczng, to musi zachodzi¢ zwigzek nastepujacy:

a0-2bg = O—cO-\- 1,
dla krytycznych planetoid, a takg jest Thule, 7 nie moze by¢ ze-
rem 2; a rownosc¢
ao—20= ¢, j-7
pozostaje wazng i dla planetoid krytycznych, bedziemy wiec miec¢
zwigzki nastepujace:
(56) c0=0; 7+ Q

Z pierwszego zwigzku (53) widzimy, ze b0da si¢ wyrazi¢ ja-
ko funkcya liczbowa wielkosci a0 oraz poteg (i,, a wiec w przypad-
ku ruchu planetoidy typu Thule, nalezgcej do klasy pierwszej,
rownania (53) i (56) najzupetniej okres$la nam warto$¢ statej au.

Y Bren del, 1 c., rozdz. V sparsim.
2 Brendei Astr. Nachr. 3346; id. Tli d kl. Plan. i rozdz. VII spars.
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Wielko$¢ W (str. 37) mozemy napisa¢ w postaci nastepu-
jacej:
(57) W = (c0-j-f)v -f- wyrazy okresowe,

czyli
W = (c0-j—F-J- Yow+ wyrazy okresowe,
gdzie jak zwykle
7= 7+ to,
ale 70jest przynajmniej stopnia drugiego, wiec obecnie mozemy
je opusci¢, zatem
(58) 7= 7-
MieliSmy zwigzek nastepujacy:
wx= w —jiK
i
wl= 1—@{f)v—B — (W,

a wiec
w=wx-\-\iK= (1 —ji)w—B—
ale
W=Wdztiv
W — (1—|1) u—jt7i> -j- wyrazy okresowe =
— (1 — VHi)v -j- wyrazy okresowe,
gdzie
= +7);
zatem cze$¢ wiekowa W jest nastepujgca:
(59) pars sec w= (1-fjidi>

Przypomnijmy sobie okre$lenie wielkosci (Lip.!.
MieliSmy zwigzek nastepujacy:
n' n
n_: it ; oraz n—’
We wzorach (60) jak wiemy z poprzedniego, przez n ozna-
czamy statg catkowania; wielkos$¢, ktorg Brendel nazwat ,statg
ruchu*; nxza$ oznacza rzeczywisty ruch $redni dzienny.
Whprowadzmy dalej wielko$ci 8 i 8t zdefiniowane w sposéb
nastepujacy:

= ik
Il

3-8 33
4-; PH=m4—;
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Z wymienionych przez nas matych wielkosci 8 i S1, wystepu -
je w naszych wyrazeniach, jako dzielnik tylko 8lv

Brendel wykazat, ze  nie moze by¢ zerem w przypadku
Scistej wymiernosci, jest ono rzedu m' o wyktadniku <; § przeto za-
wsze ono jest znacznie wieksze od masy zaktocajacej. Co za$ do
wielkosci 8, to ona jest rzedu m' z wykladnikiem <; 1a w przy-
padku wymiernosci staje sie nawet rowng zeru. Otdz zasadnicza
mys$l metody podanej przez Brendel’a polega wiasnie na tern,
ze w wyrazeniach perturbacyi wystepuja, jako mate dzielniki nie
8lecz 8). Brendel wykazat, ze stosunek Scistej wymiernosci mo-
ze zachodzi¢ tylko pomiedzy wielkoSciami n in' (a nie pomiedzy
% in'), wtedy 8= 0.

Na zasadzie wzoréw poprzedzajacych mie¢ bedziemyl):

m — t~(1-f-1) = "~(l ~h Y+ co>
ale
3-81= (3-8)(1+t+ )

8 = 8c0)r8y—+8—3c0—3";
poniewaz mamy do czynienia z planetoidg krytyczng, dla ktorej

cO= 0 oraz 7=7,

—@§-8—37,
4jI= 3—8, ,
to ostatecznie otrzymamy :
(6i) 8j= 8—A47[+.
Zupetnie analogicznie mozemy napisa¢, ze
n' 33—

to mie¢ bedziemy:

ale poniewaz

gdy uwzglednimy (59), to n2 mozemy uwaza¢ jak ruch S$redni pla-
netoidy w dtugosci. Postepujac zupetnie analogicznie jak poprze-
dnio robilismy, otrzymamy:
(62) 8= 8—4(i7?7=81—A4{70,

Gdy S2staje sie bardzo matem lub nawet zerem, wtedy za-

) Brendel, A. N 3346.
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chodzi przypadek libracyi, ktéry w teoryi GyldetTa jest tatwy do
uwzglednienia. n2wiasnie okre$la nam ten ruch Sredni dzienny,
ktory powoduje libracye; musimy tez zna¢ doktadnie te wielko$¢é n2,
aby modz wyznaczy¢ czas obiegu planetoidy. Nalezy zauwa-
zy¢, ze (A ip2rdznig sie tylko o statg fO. Wielkos¢ 70 jest dru-
giego stopnia, a wiec obecnie jg opuszczamy, podczas gdy 7= 7
jest stale dodatnig i w przypadku planet charakterystycznych
pierwszej klasy, do jakich zreszta nalezy Tliule, jest juz wielko-
$cig stopnia zerowego, a wiec w obecnych warunkach musi by¢
ona uwzgledniong.

V. Zastosowanie liczbowe otrzymanych wzorow
do ruchu planetoidy (279) Thule.

Planetoide Thule (279) jako gwiazde 13.5 odkryt w Wiedniu
J. Palisa dnia 25 pazdziernika 1888 r. Po kilkunastu dniach
obserwacyi, ten astronom odrazu sie zoryentowat po wstepnym ra-
chunku, ze droga tej planetoidy lezy w bardzo znacznej odlegto-
$ci od storica, mianowicie prawie 4 razy dalej niz $rednia odlegto$¢
ziemi od stonca. Przypuszczenia Palis’y byly potwierdzone
przez rachunki Lange’go z Berlina i Halm’a w Kiel. Nieby-
wate dotad wséréd matych planet rozmiary drogi nowo odkrytej
planetoidy wskazywaty, ze ta planetoida, znajdujgca sie na ze-
whnetrznej czesci pierscienia planetoidalnego bedzie bardzo cieka-
wym objektem dla badan teoretycznych. Mozna byto bowiem
przewidywac, ze planetoida Thule z powodu swego znacznego od-
dalenia od Storca oraz z powodu znacznego zblizenia sie do Jowi-
sza — moze podlega¢ okresowo nadzwyczaj silnym zaktoceniom
spowodowanym przez przycigganie Jowisza. Z tych wielkich per-
turbacyi ruchu Thule, znajac dokfadnie jej pierwiastki drogi,
z czasem mozna bedzie obliczy¢ mase uktadu Jowisza, analogicznie
jak to zrobit New co mb, badajgc ruchy (33) Polyhymnii >), ale
uczyni¢ to bedzie mozna, jak to stusznie zauwazyt Bidschof?3),

% S. Newcomb. Astronomical Papers prepared for the use of the
American Ephemeris vol. V, part V.

2 Sitzungsberichte der Alt. der Wissenschaften, Wien Bd. 100:
pg. 937.
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dopiero wtedy, gdy mie¢ bedziemy przynajmniej 25 lat obserwa-
cyi tej planety. Pomimo stabego blasku (1.35—15.5) jakim S$wie-
ci Thule, wskutek czego moze by¢ ona obserwowang jedynie przy
pomocy wielkich narzedzi, obserwowano te planetoide podczas
wszystkich opozycyi, ktére miaty miejsce od chwili odkrycia, t. j.
25/X 1888 r. az do 10/11 1891 r. Te wszystkie obserwacye zostaty
bardzo szczeg6towo opracowane przez Bidschofal), ktory na
ich zasadzie podat wartosSci pierwiastkow drogi tej planetoidy,
oraz efemerydy dla czaséw bliskich opozycyi od czasu odkrycia do
r. 1894. W pracy swej wspomina Bidschof, ze 3 razy w ciagu
stulecia nastepuje znaczne zblizenie pomiedzy Thule i Jowiszem,
w ruchu planetoidy wystepowaé muszg bardzo znaczne pertur-
bacye.

Na zasadzie wszystkich obserwacyi, ktére mu byty dostepne,
wyprowadzit Bidschof nastepujace ostateczne elementy:

Epoka: 1881 Luty 20.0 cz. $r. Beri.
L = 104° 21' 30". 8
M = 155 36 488

T = 308 44 420

ii= 75 26 121
w= 233 18 299 rown. 1890.0
i — 2 22 342 .
P = 4 43 142
log.a — 0.629i 6674
. = 403". 1860,

oraz wyznaczyt wielko$¢ Thule dla $redniej opozycyi, 13m76. We
dtug obliczen Bidschofa, najkorzystniejsze opozycye bywajg
w lipcu i sierpniu; wtedy planetoida osiega 13m3, ale zato, dla
obserwatorydw lezacych w wigkszych szeroko$ciach p6tnocnych,
jest ona wtedy dos¢ niekorzystnie potozona na niebie, gdyz jej
deklinacya wéwczas waha sie pomiedzy —24°. 5 a — 15°. 5. Ele-
menty, ktore wyzej przytoczytem zostaty wyprowadzone na pod'
stawie 8 miejsc normalnych. Te miejsca normalne sg do$¢ do-

) Sitzungsberichted. Ak d Wiss. Wien Bd. 100, pg. 937.
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brze przedstawione przez ostateczne elementy; najwieksze odchy
lenie wynosi dla
cos 8da= + 3". 1;

dd= —3" 0.

Wr. 1908 A Wedemeyer] ogtosit nowe rachunki, odno-
szgce sie do planetoidy Thule. Powodem podjecia na nowo tych
rachunkéw byto z jednej strony to, iz od chwili odkrycia do roku
1906 Thule dwa razy obiegta swojg droge, z drugiej za$ strony,
dzieki pracy Bidschofa, ktory wprawdzie uwzglednit w swych
rachunkach obserwacye do 1891 r. lecz podat efemerydy az do r.
1894 i dalej, zdotano podczas wielu opozycyi zaobserwowaé (279).
Ze wzgledu na ten nagromadzony materyal, A Wedemeyer
zdecydowat sie, wychodzac z elementow Bidschofa, opracowac
wszystkie obserwacye, jakie tylko byly zrobione od r. 1888 dor.
1906 (ogdtem 53), uwzglednié doktadne pozycye gwiazd porow-
nawczych i na podstawie tego catego materyalu ugrupowanego
w 14 miejsc normalnych wyprowadzi¢ nowe elementy.

W swoich rachunkach Wedemeyer postugiwat sie bardzo
dogodng metodg Oppolzer’a obliczania perturbacyi pierwiast-
koéw drogi. Ostateczne elementy, otrzymane po wyréwnaniu
miejsc normalnych, byly nastepujagce?:

Epoka i oskulacya 1907 grudzien 6.5 cz. . B

za$ dla

M = 210° 15 47". 26
w = 234 28 2052

Q= 75 35 5714 19100
i = 2 22 2993

©= 4 37 3594

p = 404" 29204.

Obserwacyi p6zniejszych nie uwzglednionych przez Wede-

* meyer’a wykonano niewiele, mianowicie w 1906 r. dn. 17/X
w Wiedniu i w 1911 r. w dniach 20 i 30 kwietnia fotograficzna
w Heidelbergud. Planetoida coraz bardziej przyblizata sie do Jo-

3 Archiv, der deutschen Seewarte XXXl Jahrgang.
2 Elementy Wedemeyer’a stuzag za podstawe niniejszych rachunkdw.
3 A N. 4591, 4563.
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wiszg przez co perturbacye jej biegu stawaly sie coraz znaczniej-
sze i zgodno$¢ pomiedzy elementami Wedemeyer’a a rzeczy-
wistoscig stawata sie gorszg. Krytyczne zblizenie Thule i Jowisza
nastepowato w r. 1912. W lipcu 1913 r. Viljev] ogtosit nowe
oskulacyjne elementy Thule. Te jednak elementy nie mogg by¢
uwazane za bardzo doktadne, gdyz obliczone zostaty wprost z ele-
mentow Wedemeyer’a przez dodanie tylko perturbacyi od osku-
lacyi 1907 r., ktére obliczyt przy pomocy jednej z metod perturba-
cyi szczeg6lnych bez uwzglednienia obserwacyi z lat 1906 i 1911.
Viljev podat efemerydy na podstawie swoich elementéw. Dla
chwili opozycyi miejsce wskazane przez Viljev'a znacznie sie
réznito od tego, jakie byto podane przez B.J. na podstawie ele-
mentow Wedemeyer’a planetoidy jednak nie zaobserwowano.
Elementy podane przez Viljev’a sg nastepujace:

Epoka i oskulacya 1913 czerwiec 17.5 cz. $r. Beri.
358" 35” 20”. 7

w = 220 43 389
U= 75 20 6.6
2 21 26
3 39 49.0
ii 397". 60002
loga = 0.6337068.

Aby wiec zbada¢ ruch tej ciekawej planetoidy, podle)gaja,cej
tak znacznem zaburzeniom, wydaje mi si¢, ze jedyna droga jaka
nam pozostaje, jest podaé, przynajmniej w przyblizeniu, wyrazenia
analityczne perturbacyi ogdlnych aby umozliwi¢ na dhugi czas
obliczanie efemeryd, pozwalajgcych obserwatorom odnalezienie
tego ciata niebieskiego. Metoda Gylden’a-Bre ndel’a wydaje
mi sie tutaj najodpowiedniejszg ze wzgledu na to, ze odrazu, przy
pierwszem obliczeniu perturbacyi, pozwala uwzgledni¢ wplyw
wyrazow zaleznych od wyzszych poteg masy Jowisza. Gdy nowy
inateryat obserwacyjny zostanie zdobyty, to wtedy okaze sie ko-
nieczno$¢ obliczenia nowych pierwiastkow drogi Thule, a rozpo-
rzadzajac juz calym materyatem obserwacyjnym, obejmujacym}

<
1

1910.0

B
I

9 A N. 4661.
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znaczny przeciag czasu, bedzie mozna dopiero wowczas podjac
zagadnienie wyznaczenia; na zasadzie perturbacyi Thule, masy
uktadu Jowisza.

Do naszych rachunkéw uzyliSmy elementdéw Jowisza wedtug
»Connaissance des Temps pour 1914“. Mase Jowisza m! wzielem
wedtug Newcomb’a, wynosi ona:

1047.355 (Ig m'= 6'9799060-
Poniewaz w niniejszej pracy ograniczymy sie do wyszukania
przerwy (luki) dla planetoid typu R , pozostawiajac do nastepnej

czesci wyrazenia liczbowe spotczynnikéw dajgcych rozwiniecie
perturbacyi Thule, dla tego tez przytoczymy tutaj tylko rachun-
ki, ktore odnoszg sie bezposrednio do tego zagadnienia. W roz-
dziale drugim podali$my, zgodnie z teorya, ktérg do naszego
przypadku stosujemy, wyrazenia analityczne rozwiniecia funkcyi
perturbacyjnej, w ktérych wystepowaty pewne arytmetyczne wiel-
kosci, dajace sie wyrazi¢ przez stosunek a potowy osi drogi Thule
do potowy osi drogi Jowisza. Te spdtczynniki liczbowe byly to
wielkosci p i y zaopatrzone odpowiedniemi wskaznikami.

Przystapmy do ich obliczenia. Z elementéw Jowisza i Thu-
le znajdziemy wielkos¢ a:

lga= 9.912 6572.

Ta wielko$¢ mato sie rézni od jednosci i widzimy, ze spot-
czynniki pi 7, zalezne od tej wielkosci, nie beda sie znajdowaé
ani w tablicach Masalal), w ktéorych mamy tabutowane wartosci
Pi Tdla argumentu Ig a od 9.30 az do 9.60, ani w tablicach Gyl-
dén’a?d, w ktorych jest zawarty Ig a od 9.620 do 9.800.

Musimy wiec bezposrednio z elementéw obliczyé wszystkie p.
Na str. 24 mieliSmy wzor (8):

3 Masal H.:: Tables de lintégrale — slnZ>pd y—~"  Astronomi-
o [1—a2sin2 j5
ska iakttagelser och undersokningar anstalda pa Stockholms Observatorium, Fje-
rde Bandet, Stockholm 1891, pg. 51.

2 Qyldén H.: Astr. Gesell. Publ. 21. Hilfstafeln zur Berechnung der
Hauptungleichheiten der KI. Planeten.
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,S 2 r sin2ipXp
Co /(/{1—«28in20pp

Znajac a mozemy przystapi¢ do obliczenia wszystkich 3.
Gyldenl, Harzer2 obliczali te wielkosci w ten sposob,
ze przedewszystkiem znajdowali wszystkie 3dla » = 1 Przy po-
mocy pewnych wielkosci pomocniczych fn, xn i &, okreslonych
w sposéb nastepujacy:
_ (2»-13)2 az 2»+1 1
"7 @n+ 2j@2n+ 4) (1+ aB?) A1+ 2 taet
_J_ Bn+

f

Wielko$¢ £, mozna rozwing¢ w utamek ciggty:
1

K=
fn
1-A+l
1 /»+2
1—.. t n-\-m—1
1

Uzycie tego wzoru jest nastepujgce: najpierw oblicza sie
z najwiekszem n zachodzacem w naszych wzorach, wprost ze
wzoru:

1
1~/n
1 /mtl ow APNT
b Indm-1 1
a potem przez kolejne stosowanie wzoru redukcyjnego

K=

1 fn ~n-fa
otrzymuje sie wszystkie poprzedzajace th
Woprowadzmy jeszcze wielko$¢ pomocniczg pn=\,,&,,, wte-
dy mie¢ bedziemy wzdr nastepujacy:

2in= 2\pOp Ipi...pn-i,

9 Gyldén H. Orbites absolues I, livre Ill.
2 Harzer P. Untersuchungen etc. p. 26.
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ktéry moze postuzyé do tego, aby po znalezieniu pl, obliczyé
wszystkie 3k. Potem wszystkie inne [® otrzymamy na zasadzie
nastepujgcego wzoru rekurencyjnego:

Trudno$¢ w obliczeniu wielkosci (T polega na tern, ze ula-
mek ciagly, wyrazajacy «,, jest w niektorych przypadkach mato
zbiezny. Harz er zauwazyl, ze dla planetoid zwyklych wystar-
czy przyjaé ostatnie n= 12; ale w naszym przypadku stosunek a
jest mato rozny od 1, wielkosci fn malejg bardzo powoli, nawet
dla « = 30 jeszcze nie mozemy osiggnac tego, aby dwa nastepuja-
ce po sobie przyblizenia w rozwinieciu utamka?, roznity sie od
siebie o wielkosci zaniedbywalne, musimy wiec, aby mddz obli-
czy¢ i3, postagpi¢ inaczej, bez obliczenia wielkosci pomocniczych
\nifn. Wtym celu przedewszystkiem obliczymy spétczynnik pl,
mozemy to zrobi¢ najlepiej przy pomocy metody $redniej arytme-
tyczno-geometrycznej. Na te metode poraz pierwszy wskazat
C. F. Gauss3, jako na praktyczny spos6b obliczania catki elip-
tycznej zupetnej, mamy bowiem:

jako pierwsze przyblizenie kladziemy
x=1, y—
obliczmy z tych dwu wartosci $rednig arytmetyczng i geome-
tryczng :
Xt xzt]tmy'=Vyxy,

nastepnie z x' iy' znowu $rednig arytmetyczng i geometryczna:
X

az przy pewnej wartosci m znajdziemy:

x(m— ym

Y Gylden H. Uudersékningar af theorien for himlakropparnas rorel-
ser. Il, str. 23, (Bihang till sv. Vet.-Ak. Handl. Bd. 6).

2 Hansen zauwazyt, ze dla n duzego U —1 .

3 Gauss C. F. Werke Ill, pg. 352.
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wtenczas:
B .- =
P xy
Ta metoda obliczenia [30 jest bardzo praktyczng i nadzwy-
czaj predko prowadzi do celu.
W naszym przypadku mamy:

lgx=0; IgVi~r? - 9.7600268
@lv= 0.8882366 ylw— 9.8882666

lg Pol = 0.1117634.

Najwyzsza warto$¢ wskaznika n jaka nam jest potrzebna jest
»=12, obliczy¢ wiec musimy p* dla»=1 ..., 12

Te spotczynniki otrzymamy najpredzej przy pomocy metody
podanej przez Ludendorff’ay. Tablice pomocniczg podang
przez Ludendorffa rozszerzylem tak co do rozciggtosci, jak
i stopnia doktadnosci i przy pomocy jego wzoréw znalaztem sto-
sunkowo fatwo pozostate 1,2... 12). Dla kontroli drugi
raz te same spétczynniki @, (»= 0, 1, 2 ... 12) zostaty obliczone
przy pomocy kwadratur mechanicznych. Te metode do obliczenia
spotczynnikdw 3 poraz pierwszy zastosowat Harze r, pozniej za$
O. Callandreau. Dokfadno$¢ w rachunkach jest znaczna i kon-
trola tatwa, gdyz kazdy spétczynnik jest obliczony jako $rednia
arytmetyczna z dwoch sum mato réznigcych sie od siebie; e zgo-
dnosci tych dwoch rezultatdw widzimy, czy nie zostat popetniony
jaki$ gruby btad rachunkowy. W naszym przypadku kat 90° dzie-
litem na przedziaty po 5° i dopiero wykonatem catkowanie. Po-
niewaz caty rachunek wykonatem wedtug wzoréw podanych przez
Harzer’a i O. Callandreau, dlatego tez w blizsze szczegoty,
odnoszace sie do tej metody, nie wdaje sie, odsytam do rozpraw
skad one zostaty wziete.

Wartosci plk obliczone za pomoca kwadratur mechanicznych
wypadty zupetnie zgodne z warto$ciami obliczonemi przy pomocy
powyzszej tablicy. Aby otrzymac pozostate spétczynniki p*, pd2,
P52> P27 PA2i ktére majg postuzy¢ jako punkt wyjscia do uzycia
wzoru I, znéw zastosowatem metode kwadratur mechanicznych,

a wiec

'y Ludendorff. A N. Bd. 160.
2 Callandreau. Journal de I’'Ecole Polytechnique, 1l série, t VII;
Harzer, 1 c; pg. 26.
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oraz kontrole przy pomocy tablicy Ludendorff’a; zaczalem od
obliczenia powyzszych spo6tczynnikow dlatego, poniewaz wedle
uwagi Harzer’a® najkorzystniej obliczy¢ spotczynniki pBnaj-
pierw dla najwyzszej wartosci n, gdyz wten sposéb najlepiej
zmniejszymy wptyw btedéw, pochodzacych od zaokraglen. Gdy
juz spoétczynniki ps zostaty znalezione, zastosowatem wzor I
i wten sposob otrzymatem wszystkie pozostate spotczynniki. Aby
skontrolowa¢ caty rachunek obliczytem kilka dowolnie wzigtych
spotczynnikéw metoda kwadratur. Rezultaty otrzymane réznity sie
tylko o pare jednostek w 7-¢j cyfrze logarytméw, co dla naszego
przypadku, gdzie sie ograniczamy do rachunku 6-cio cyfrowego,
jest najzupetniej obojetne.

W ten sposob znalezione logarytmy spotczynnikow B sg na-
stepujace:

Logarytmy spétczynnikow

n/s 1 3 5 7 9

0 0.111763 0.388660  0.719219  1.092421  1.495190
1 9.887778 0.236762  0.620523  1.027947  1.451216
2 9.761532 0.153599  0.563644  0.986993  1.420154
3 9.693387  0.102476  0.524368  0.955978  1.394980
4 9.642434 0.062590 0.492468 0.929894  1.373181
5 9.601597 0.029631  0.465363 0.907191  1.353821
6 9.567459 0.001428 0.441683 0.887002  1.336327
7 9.538099 9.976724  0.420599 0.868721  1.320326
8 9.512324 9954718 0.401561  0.852056  1.305577
9 9.489344  9.934848 0.384186  0.836699  1.291872
10 9.468604 9.916727 0.368193  0.822446  1.279062
u 0.449703 9.900062  0.353368 0.809138  1.267029

12 0.432337 9.884629 0.339546  0.796650  1.255680

Gdy juz znalezliSmy wszystkie wielkosci I, to na zasadzie
Wwzoru nastepujacego

1.3.5 ... 20- 1) ans2ar| B
i 2.4.6 .. 2a )

otrzymamy spotczynniki

Y Harzer P, I c. pg. 26.
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Te spbtczynniki sg nastepujace:
Logarytmy spétczynnikéw H,s.

n/s 0 1 2 3 4
0.024421  9.673703  9.700962  9.839429  0.023954
9.713092  9.583198 9.574342  9.726002 9.917251
9.499504 9364732  9.455100 9.615956 9.812414
9.344016  9.237503  9.340652  9.508424  9.709071
9.205720  9.117201  9.229629  9.402800 9.606979
9.077540  9.001658  9.121202  9.298793  9.505931
8.956059  8.889613  9.014822  9.196093  9.405778
8.839356  8.780260  8.910104  9.094497  9.306403
8.726239  8.673047 8.806768  8.993846  9.207710

'8.615916  8.567583  8.704600  8.894015

10 8.507834  8.463575  8.603436  8.794901

n 8401590  8.360800  8.503145  8.696416

12 8.296881  8.259083  8.403622  8.598585

Ig 100 = 9.859395.

© oo ~NOoO D WN B O

Znalezlismy w ten sposéb spétczynniki 3Mi mozemy
obecnie przystapi¢ do obliczenia wielkosci A i B opatrzonych od-
powiedniemi wskaznikami u gory i u dotu. Te wielkosci podsta-
wowe A i B moga by¢ obliczone dwoma sposobami. Jeden stano-
wi zastosowanie wzoréw (20) i (24) (str. 26, 27) przy pomocy
wielkosci pomocniczych Q, mp ktore sagfunkcyami y,t,, oraz wiel-
kosci P,, mpi Q, mp, znéw bedacych funkcyami i, mp. Podo-
bne postepowanie Brendel zaleca; jest ono istotnie bardzo prak-
tyczne, gdy chcemy odrazu obliczy¢ wszystkie potrzebne spoét-
czynniki w rozwinieciu funkcyi perturbacyjnej dla danej planetoi-
dy. W naszym jednak przypadku podobny sposob postepowania
nie zalecatby sie, gdyz ograniczajagc sie do wyrazen zerowego
stopnia, daleko pro$ciej odrazu obliczy¢ spdtczynniki A i B wprost
we funkcyi . Wzory stosowne dla takiego rachunku zostaty po-
dane przez Masakal. Sa one wygodne w uzyciu o ile nie posu-¥

% H Masal: Formeln und Tafeln zur Berechnnng der Absoluten Stdr-
gen der Planeten, Kongl. Svenska Yetensk. Ak. Handlingar. Bd. 23.
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wamy sie w rozwinieciach do wyzszych stopni, gdyz wtedy staja
sie one skomplikowane. W granicach doktadnosci przyjetych przez

nas, wzory MasaFa sg nastepujace:

d4Mbo—  2ny,o

Bnoo= -j- 2n tcot 4w

= Tko [(n2+ 2n) —2«29Q-f 2»y,.i

CUO = ThO[— W2+ »)+ 2w2

Nxo — ™O[O*2-f 2n) + 2?i2(f]+ 2« 7.0

-YA[ 4w+ 6)-f4n.-

$ T2

5.u0= 70 f—(™2+ »)—2n29+ T«i[—(@4n -j-6)—4ng—

Co
Co
Co
c ,

=T«.0(2»2+4n)-)-42iTM

= —Two2w (W-f 1—7,i(8n + 12) — 16 y»2

+ 7«0n(n+1) (n+2)+y,i6(n+ 2)2+

—8¥i2

Mo(«3+ 5n2+ 6n) —ymi (4rc2+ 14n) — 8« y«2

+ Y,,.224(wt+3)+48y,3.

gdzie p= r?] m Na zasadzie tych wzoréw otrzymaliSmy nastepu-

jace wartosci logarytmow spétczynnikéw A i B.

n
hQO

)
00
M00
0o
4o
B&do

0 4
0.108810,,

0.275763 0.257352
0.991403

1136647«  1.173232,
1.682 384»

1.906612 1.946349

8
9.930359«

0.017139
1.001 115
1.088907«
1.834 337«
1.945695

12
9.677092«

9.738 837
0.876663
0.931 817«
1.818 637«
1.972880.
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ZnalezliSmy wiec ostatecznie potrzebne spotczynniki rozwi-
niecia funkcyi perturbacyjnej; mozemy obecnie przystapi¢ do wy-
rachowania przerwy dla planetoidy typu Thule w pierscieniu pla-
netoidalnym.

MieliSmy réwnanie (37):

b (25, + 2520, —p -\-p"p, P.2,

ktore zawiera tylko jedng niewiadomg p, (6, wyraza sie przez p,)
przy pomocy zwigzku (61) str. 84 i jest wzgledem tej niewiadomej
stopnia trzeciego; (jak zobaczymy spotczynnik przy p, w tym row-
naniu zawiara 5).

Brendel okazat, ze w celu znalezienia obu granic przerwy
nalezy wyznaczy¢ ten spétczynnik, przez nadanie odpowiedniej
wartosci na 5, w taki sposob, azeby to réwnanie dawato na p, tylko
dwie, od siebie rdézne wartosci, wowczas dwie wartosci 5,, odpo-
wiadajgce tym dwum réznym wartosciom p,, okre$lajg wiasnie gra-
nice przerwy.

Brendell wykazal, ze p, w przypadku planetoidy charak-
terystycznej, nigdy nie moze sie sta¢ wiekszem co do rzedu wiel-
kosci od pierwiastka trzeciego stopnia z masy zakiOcajacej; gdy
mamy do czynienia z planetoidg tego rodzaju, ze stosunek ruchu
Sredniego dziennego planety zaktdcajgcej do takiegoz ruchu dzien-
nego planetoidy wyraza sie Scisle przez prosty utamek, wtedy

5= 0, za$ 5= —4 vy; n
ale jak to juz poprzednio widzielisSmy

Poniewaz p, w przypadku planetoidy charakterystycznej co
S
najwyzej moze by¢ rzedu Vm", przeto najmniejsza wartos¢ (5,)

jest rzedu mniejszego (co do rzedu wielkosci) niz to'é. Jezeli mia-
nowicie ta warto$¢ graniczna bytaby przekroczong, to wtedy nasze
rozwiniecia statyby sie rozbiezne2), ruch planetoidy, ktéraby mia-
fa takie 5 Dbytby niestaly. Dla tych krytycznych wartosci 5,

® Brendel. A N. 3346.

2 Brendel, 1 c; Brendel. Theorie d kl. Pl. 1, Kap. ViI;
Gyldén Acta Math.: t IX
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a wiec i [\ wystepuje (w znaczeniu Brendlowskim) przerwa (la-
kuna) w pierscieniu planetoidalnym; przerwa ta przychodzi do
skutku w ten sposob, ze  zrywa ciagtos¢; wartosci jego po obu
stronach przerwy sg przeciwnego znaku. Poniewaz §,, jak to wy-

nika z poprzedniego, nigdy nie moze by¢ zerem, Przeto ylz n_z

nigdy nie moze sie rownac jakiemu$ prostemu utamkowi. Nato-
miast 8 moze sie sta¢ rdbwnem zeru: ma to miejsce wtedy, gdy j.
jest rowne prostemu utamkowi, dla. tego tez we wszystkich na-
szych dotychczasowych wzorach, gdzie zachodzi maty mianownik
nie wolno zastagpi¢ go przez 8, jakkolwiek 8 moze by¢ bliz-

kie 8X
Stosownie do tego, coSmy wyzej powiedzieli, zajmijmy sie
przedewszystkiem wyznaczeniem wartosci px = W tym celu weZzmy
na uwage przytoczone przed chwilg réwnanie (1). Poniewaz 8X
nie jest rzedu zero, to VPi jest rzedu wyzszego, niz pozostate wy-
razy wtym wzorze, mozemy je wiec opusci€¢. Zamiast S pod-

stawmy

®—4xY= S—6hi.p,2,

wtedy otrzymamy:
2SR — 12— p> -fp - pxa-p piz,

€O mozemy napisac:
PL ,p"-28  pt”

@) o, roi2ji Pli_rag PHPIS= 0,

czyli

3) Pi3~t- GPizM~7P = 0,

gdzie dla krotkosci potozylismy:

(4) p p"— 28 oo
TV J = 12;x 5 C~ 12(1

Z (4) widzimy, ze tylko spotczynniki i oraz k sg niezalazne
od 8 Roéwnanie (2) musimy tak przeksztatci¢, aby sie pozby¢ wy-
razu p2; w tym celu potézmy:

() Pi=*i-T

wtedy znajdziemy:
O ruchu planetoid. 7
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(5) nx’ - d ox-e—0,
gdzie oznaczylismy:

(6)
oraz

Réwnanie (4) bedzie posiadato pierwiastek podwdojny wtedy,
gdy wyr6znik réwnania (5) jest rbwny 0. Po obu stronach przer-
wy, bx ma wartosci przeciwnego znaku; poniewaz @bl jest mate
w poréwnaniu z , przeto takze i wartosci px bedag przeciwnego
znaku.

Wyroznik ten jest

z teoryi réwnan trzeciego stopnia wiemy, ze gdy D > 0, wtedy
mie¢ bedziemy tylko jeden rzeczywisty pierwiastek réwnania (5),
a wiec dla pxotrzymamy tylko jedng warto$¢; gdyD = 0, wtedy
otrzymujemy trzy rozwigzania, z ktorych dwa sg rowne i warto$¢ px
znaleziona z tego warunku daje nam wiasnie krytyczng warto$¢ 8x
wreszcie gdy D < 0 mie¢ bedziemy wszystkie trzy pierwiastki rze-
czywiste, ale tylko jeden, jak to mozemy sie przekona¢ przez pod-
stawienie, spetnia¢ bedzie nasze réwnania.

Aby znalez¢ ten krytyczny warunek, z otrzymanych poprze-
dnio rozwinigé spotczynnikéw spoétrzednych Gyldenowskich
obliczmy state wielkoSci i oraz k; w naszym przypadku znale-
Zlismy:

19iz=8.442234_,0; IgA= 6.672816_1

te wielkosci sg state; wielkos¢ d zalezy odj, a wiec od 3, po sze-
regu préb dokonanych co do wartoscij znajdujemy, ze warunko-
wi 2)= 0 czyni zado$¢ ta warto$¢,/, ktora daje ze wzoru (5)

lgd = 812508, i< . i lge= 7.773160_10,

skad znajdujemy:
Igbi = Ighj"~ 8.824044
zas$
Ig6/"= 9.125074«
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na zasadzie wzoru (a) z tatwoscig otrzymamy:

lg(Pi). = 8.759360; Ig(pD)n = 9.154128,

te wartosci @!sg krytyczne. Znajgc warto$¢ krytyczngj z tatwo-
$cig znajdziemy tej wartosci odpowiadajaca wartos¢ 8 W naszym
przypadku znalezlismy:

) lg 3= 8.559884;
Znajac

(PDi * (Pi)n

otrzymamy dwie wartosci dla 7 na zasadzie nastepujacego wzoru,
doktadniejszego niz ten, ktory poprzednio stosowaliSmyJ):

(7) —1

Wartosci te w przypadku naszym sg nastepujgce:
IgTi= 7.696539; Ig71l= 8.495577.

Teraz ze wzoru (2), rozdziatu poprzedzajacego, znajdziemy
dwie warto$ci 8U odpowiadajgce tem wartosciom 7, mianowicie:

lg”), =8,334772; 1g(84n=8.750883«
dalej ze wzoru
an'
Ul~ 3=87

znajdziemy obie warto$ci prawdziwego ruchu $redniego, ktore
ograniczajg szukang przerwe dla typu 34 Te wartosci sa:

(ni)i —401". 732; (W, = 391485

wreszcie stalg n, dla wartosci krytycznych 8V znajdziemy ze wzoru
nastepujgcego:
4n'
n~ 3—8’
skad:
m= 403". 723.
Rezultaty otrzymane mozemy wiec wystowi¢ w sposéb na-
stepujacy:
Dla planetoid typu 34 warto$¢ p4d musi spetniac
warunek nastepujacy:

) Brendel A. N. 3346 wzér .N 38
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Ig 78.759360 Iub Ig p,>9 154128,

za$
lg S =£8.334772 lub Ig 5”8 750883«

zatem prawdziwy ruch dzienny nl dla typu Thule
musi by¢
nl> 401". 732 lub n,<391". 485.

Pomiedzy temi wartoSciami nl znajduje sie przerwa w zna-
czeniu Brendelowskim w pierscieniu planetoidalnym; planetoida,
ktéra posiadataby ruch S$redni dzienny prawdziwy (w definicyi
Brendelowskiej), zawarty pomiedzy powyzszemi granicznemi war-
tosciami w, poruszataby sie po drodze niestatej.

[Musimy tu zwréci¢ uwage, ze ze wzgledu na definicye  ta
wielko$¢ nie jest bezposrednio poréwnywalng z warto$cig ruchu
Sredniego dziennego oskulacyjnego, jaki znamy z elementéw pla-
netoidy].

W ten sposob otrzymaliSmy wartosci krytyczne prawdziwe-
go ruchu $redniego dziennego, warunkujgcego przerwe dla typu 34;
taka przerwa dotad byla wyznaczong dla Hekuby i Hildy (zrobit
to Brendell. Prace Schwarzschild’a dla Hekuby-) i Dzie-
wulskiego3 dla Hildy, wykonane na zupeinie odmiennej dro-
dze, mianowicie metodg Poincare’go wynajdywania rozwigzan
okresowych, potwierdzajg rezultaty otrzymane przez Brendeka
jego wihasng metoda, co daje nam najlepsze Swiadectwo o war-
tosci tej metody, stosunkowo fatwej w zastosowaniach prak-
tycznych.

Y Brendel. A. N 3396. Buchholz H. Untersuchungen etc.
J Schwarzschild A. N. Bd. 160.
3 Dziewulski. A. N. Bd. 181
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JAN KRASSOWSKI.

Sur e mouvement des petites planétes du type de Thule (J).

Détermination des termes élémentaires et do la lacune
pour le type Thule.

Le nombre croissant des petites planétes a suscité I'appari-
tion des méthodes spéciales en mécanique céleste qui permettent
de calculer plus ou moins rapidement les perturbations.

Gyldén et ses nombreux éléves ont divisé les petites pla-
nétes en groupes, appelés ,,types“ ou la relation de commensura-
bilité entre le mouvement moyen diurne de la petite planéte et ce-
lui de Jupiter joue un rble tres important. On sait que si ce rap-
port peut s’exprimer approximativement par un rapport simple
des deux nombres entiers, les perturbations, causées par la planete
principale, deviennent de plus en plus grandes a mesure que le
rapport de ces deux moyens mouvements diurnes s’approche de
la commensurabilité exacte. Jupiter produit dans I’essaim de
petites planétes en général des grandes perturbations grace a sa
masse énorme. Les perturbations Joviennes deviennent déja tres

sensibles pour les planétoides du grouppe ” (moyen mouvement

diurne ca 900") et du grouppe ~ (moyen mouvement diurne ca

600").

Si la commensurabilité devient trés approchée, les perturba-
tions croissent tres vite et les méthodes ordinaires du calcul des
perturbations deviennent insuffisantes ou trés difficiles et pénibles
dans les applications, surtout s’il s’agit des planétoides-types.
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Cest a Gyldén que nous devons une des méthodes du
calcul approché des perturbations. Cette méthode, remaniée et
perfectionnée par ses éminents éleves (M. M. Backl und, Bren-
de 1 Harzer, Wolf etc.), peut étre méme appliquée dans les
cas les plus difficiles ol la commensurabilité des moyens mouve-
ments de la planéte principale et de la petite planete est a peu
prés exacte.

Cette méthode a fait ses preuves; elle a été déja plusieurs
fois appliquée, avec bon résultat, aux différents cas difficiles du
calcul des perturbations des petites planétes appartenant aux grou-
pes d’Hécube, de Hestia ou Hilda.

M. M. Brendel et Kramer nous ont donné des tables
étendues, qui nous facilitent notablement le calcul des perturba-
tions dans le cas des types Hestia et Hécube et permettent rapide-
ment de déterminer leurs positions géocentriques. Les calculs de
M. Harzer ont été sur une autre voie brillamment contrélés par

M. Simonin pour Hécube. Le cas difficile du type de Hilda

a été commencé d*%tre étudié par M. Buchholz, qui a déterminé
les termes caractéristiques, sans donner I’expression méme des per-
turbations.

La petite planéte Thule (279) appartient au type ¥4 des peti-
tes planétes et jusqu’a présent c’est I'unique représentant de ce
type. Thule peut s’approcher de I'orbite de Jupiter beaucoup
plus que Hilda. M. Bidschof trouve que des grandes proximi-
tés entre Jupiter et Thule arrivent jusqua trois fois dant I’espace
d un siecle. Pendant un pareil rapprochement le mouvement de
Thule est fortement perturbé par la puissante action de Jupiter,
qui produit des variations trés notables dans son orbite. Ainsi
pendant la proximité qui a eu lieu en 1912, les calculs de M. Vil-
jev nous montrent que le moyen mouvement de Thule a subit de
tres fortes variations.

M. Ko bb, en se basant sur les travaux de M. Darwin sur
les orbits périodiques, a cru pouvoir admettre que l'orbite de Thu-
Ie_tpeut devenir instable et s’entrecouper méme avec celle de Ju
piter.

Jusqu’a présent le mouvement de cette petite planete, appar-
tenant a un type planétoidal si intéressant, n’a pas été étudié
d’une maniere générale. Ace que je sais, M. M. Bidschof et
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Wedemeyer ont seulement calculé et corrigé les éléments de
Thule. M. Viljev de son c6té n’a fait que le calcul des pertur-
bations de son mouvement, limité & un court espace de temps en
se basant sur les éléments de M. Wedemeyer.

I m’a semblé intéressant d’essayer d’appliquer a Thule les
méthodes de Gyldén, modifiées et perfectionnées avec tant de
succés par M. Brendel. L’orbite de départ de nos calculs a été
celle de M. Wedemeyer.

Dans le présent mémoire je donne un apergu succint de la
méthode de Gy Id én, modifiée par M. Brendel, je détermine pour
le type Thule les termes caractéristiques ainsi que la lacune (dans
le sens de M. Brendel) dans I’anneau planétoidal, qui jusqu’a
présent n’a pas été déterminée pour ce type.

Pour ne pas étre trop long je me permets de renvoyer le lec-
teur aux formules contenues dans le texte polonais, aux quelles,
du reste, je fais les renvois donnant les numéros des formules et
les pages correspondantes du texte.

L Dans le premier chapitre je me suis attaché d’exposer,
aussi brievement qu’il m’a été possible, les idées générales sur les-
quelles repose la théorie de Gyldén ainsi que les équations les
plus importantes de la théorie qui nous intéresse,

On sait que c’est la méthode de Hansen qui a servi a Gy k-
dén du point de départ. Le équations fondamentales sont: | pg.
4; Il pg. 8, et M pg. 9, texte pol. Dans ces équations v désigne
la longitude vraie de la planéte et r son rayon vecteur.

Les équations de Hansen en coordonnées polaires, Gyl-
dén transforme, en introduisant des nouvelles variables p, 1; S
et v, qu’il appelé ,longitude vraie“ et qui est une variable in-
dépendante. Les équations nouvelles ainsi obtenues sont: 1V,
IVhs pg. 11, V, Vhis pg. 12. Nous introduisons maintenant les no-
tations de M. BrendelX et nous rappelons la définition des ter-
mes élémentaires et caractéristiques a longue et courte
période. Parmi ces termes nous distinguons, suivant M. Harzer?2)
ceux qui appartiennent au genre A,B,G,B et ceux que M. Bren-¥

% Brendel. Théorie d. kl. Planeten 1
-) Harzer P. Untersuchungen etc.: pg. 3.
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del appelle ,rein erster Ordnung“. Avec M. Brendel nous
désignerons par les lettres latines les ternies du premier ordre, et
par les lettres grecques ceux qui contiennent, comme diviseur, la
petite quantité S

Dans le présent mémoire nous nous bornons & ne considérer
que le mouvement de la petite planéte qui s’effectue dans le plan
méme de I’orbite: c’est pour cela que nous laissons de coté les per-
turbations de I’inclinaison

En nous servant des relations connues, données par M. Bren-
del, entre les quantités Gyldéniennes yj Il, R nous obtenons:

(D i) — 1+ TABV

ou (r) c’est le rayon vecteur ,,absolu“.
Apres quelques transformations on parvient a I’équation sui-
vante:

(1 — 1»)*

(2) 1) Q6 V = 1 -hnBncosnv.

Cette équation obtenue par Gyldén est trés importante,
car le second membre ne contient aucun élément a longue période,
tandis que le premier membre de cette équation est formé par une
fonction pareille.

Pour achever toutes les transformations nécessaires on intro-
duit encore le ,,temps réduit®“ (t) qui est donné par I'équation
suivante:
©) n(t)-\-A.==v-\-'&B,, sinnv ou

L = nt-\-k

et la quantité S est définie par:

ds _ Yd -Bncos nqsm nv —1 _9_5_9_51[1__09__(:05”0, ,
dv —dv dv
alors (12) devient:
@ nm _ d dz
dv (1+7j cosv) ' dv

Si W nous donne la différence entre I’angle déterminé par le
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temps vrai nt et celui qui correspond au ,temps réduit”
n(t), nous aurons encore la relation suivante:

(5) W —nt—n(t)

qui enfin nous donnera I’équation différentielle VI pg. 20 ou ent-
rent aussi les quantités R et S.

Pour les applications de la méthode les relations 1V, Vi, V,
VHs et VI sont les plus importantes. Nous allons maintenant ta-
cher d’intégrer ces équations. Ces équations contiennent les quanti-
tés P et Q qui sont des dérivées partielles par rapport av et ar de
la fonction perturbatrice S que nous devons développer en série
suivant les procédés, donnés par Gyldeén.

2. On sait que Gyldén pose:

(6) = RO+ 2RXcos H-\-2R2cos
OU [
2 a' ST sin“tpdip
) R,—— a-H (1-X) Jyl_ a2sin3pt+ a*Xsin2? "

en substituant dans cette expression les coefficients numériques
connus ym, ne dépendant que de a (on se rappelé que a= —Or , le

rapport des demi-axes de la planete troublée et troublante) on
trouve :

(8) Rn= —f( 1Yo I XF-f2V2  Teg  eosi-
Ce développement converge encore dans le cas de Thule.
En introduisant dans (6) I’expression trouvée, nous obtenons
le développement en série seulement de la partie ~ de la fonction

perturbatrice, qui, comme on le sait dailleurs, étant compléte,
s’exprime au moyen de la relation suivante:

9) a@=m"[~ - ~ a2(l —X*cos

Si nous développons cette expression en série, en introdui-
sant les coefficients numériques connus, nous obtenons:
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(10) a(di)—2m’ il(n, s, s")V\WP'D,, 27y A/ cos NH
- I} v
(11) = N B(11.s.s') v.vp» p* Tavijfv .

ng s, vV

Ces coefficients sont des fonctions numériques de a et peu-
vent s’exprimer au moyen des Cette relation est donnée pg.
25 texte pol. (20).

Les quantités P et Q peuvent s’exprimer, apres quelques
transformations, au moyen des relations suivantes:

P=2£P (,S, W, psps-gZY|& cos n(v—V')

Q— 2i>Qinjl.)W psfisTaABIsin n(v—v')

(ot *signifie que pour n= 0 le facteur 2 doit &tre omis).

Les coefficients de ces expressions sont données par les for-
mules pg. 27 — 30 texte pol., qui n’ont pas besoin d’aucune expli-
cation.

Dans les expressions (12) nous écrivons p en séparant la par-
tie élémentaire du genre B et les termes caractéristiques:

(13) P= (P)+/&

ou (p) désigne les termes élémentaires du genre B et P contient
les termes ordinaires et caractéristiques. En ne considérant dans
Pque les termes caractéristiques seuls et les substituant dans P
et Q, nous obtenons I'expression (39) pg. 31 texte pol. pour P et
une expression analogue pour Q

Pour avoir les expressions définitives des quantités P et Q
il est nécessaire d’effectuer encore une transformation, parce que
dans ces quantités entrent les S, E, W, qui de leur c6té contiennent
les termes des genres différents (ordinaires, a courte et longue pé-
riodes, eélémentaires etc.). En effectuant des transformations ana-
logues aux précédentes (pg. 32 texte pol.) on obtient les expres-
sions définitives pour P et Q (pg. 32, 33 texte pol ) 2.

) Brendel, Th. d. kl. Plan. I, pg. 52; Harzer, Untersuch., pg. 49;
Kramer 1 Th. d k. Pl. pg. 9
2 Brendel, 1c pg. 70; Harzer: 1 c. pg. 30.
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3. Nous allons déterminer maintenant les termes caractéri-
stiques et élémentaires dans les cas de Thule (279).

Aux pg. 12 et 14 texte pol. nous avons donné les équations
différentielles qui déterminent les quantités 5et p; I’équation dif-
férentielle en W leur est analogue:

= 0+ -8in (Kv—B,,).
14 ' JE=d0+ 27-8i K B

Dans toutes ces équations a,,, bn, c, sont des petites quan-
tités, X, est un petit diviseur. Quelquefois cependant, aprés avoir
effectué I’intégration, il arrive que malgré que les quantités an, bn,
G, sont petites, les termes renfermant le diviseur XMpeuvent étre
ou peu différents de zéro ou trés grands '), car, aprés cette opéra-

tion, les termes considérés peuvent avoir comme facteury ou

——Hj—~ Si X, est peu différent de zéro, I'argument de la fonction

cosinus est un tres petit angle, ce qui nous donne pour le terme
considéré une période trés longue.

Si K différe peu de 1lalors la période du terme, renfermant
un pareil X est peu différente de la période de la variation de v,
par conséquent elle difféere peu de la durée de révolution de la pla-
nete considérée. Des pareilles expressions nous donneront les ter-
mes a courte période.

Par I’intégration, dans les expressions se rapportant a S, se-
ront agrandis seulement les termes a longue période, tandis que
ceux a courte période vont demeurer sans changement; inverse-
ment dans les expressions de p aprés l’intégration augmenteront
seulement les termes a courte période et ceux qui auront une pé-
riode longue ne seront pas changés.

M. Brendel aremarqué, que dans le cas d’'une commen-
surabilité trés approchée entre les moyens mouvements de la pla-
néte troublée et troublante, il arrive que les termes du second ordre
sont encore trés importants. L’idée de Gyldén répose sur ce
principe que dans les expressions approchées, obtenues pour P
et Q, nous ordonnons les termes non suivant leur ordre ou degréy

¢) Brendel, Om amvandningen etc., pg. 6. Ludendorff, Die Jupi-
terstorungen d. kl. PL von Hecuba-Typus, pg. 4.
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mais selon leur valeur véritable, qu’ils obtiennent aprés I’intégra-
tion. C’est pour cela que nous devons d’abord pour Tliule déter-
miner dans les développements de S, p, R, W les termes a longue
et courte période.

Nous commengerons par séparer avec M. Brendel dans
S, p, W, R les parties a longue et a courte période ainsi que les
termes ordinaires, en souscrivant sous chaque lettre un des indices
d, k, z.  Nous aurons donc ainsi

S§—Sa St S, R =.Rd-)-Rk-|- R,
?7= )+ £ W=iv-\-Wd+ K
K—Wk*W

et yv c’est le terme séculaire.

Dans notre cas spécial le rapport du moyen nouvement
diurne n' de Jupiter au méme mouvement n2 de la planéte Thule
(279) est:

— =(4=0.7398 =

(0, représente une petite quantité) dou :

Geénéralement I’largument des fonctions trigonométriques qui
entrent dans nos développements a la forme suivante:

nw=n(\ —p2v—nB —np.Wd.

Donc, dans les termes a courte période, le coefficient de v sera
peu différent de 1 et dans ceux a longue période ce méme argu-
ment différera peu de 0. Maintenant, dans les expressions prece-
dentes pour P et Q il faut déterminer les termes de ces genres dif-
férents; les expressions de ces deux quantités, données aux pg. 42—
43 texte pol. nous donnent tous les termes particuliers qui cara-
ctérisent le type planétoidal considéré. Nous devons encore trans-
former ces expressions pour pouvoir calculer les différentes par-
ties mentionnées plus haut, des expressions de S, R et W.
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Comme on a remarqué précédemment, ces quantités sont
formées avec des termes a longues et a courtes périodes, qui dail-
leurs dépendent des mémes arguments que dans les expressions
pour P et Q

En introduisant la classification de M. Harzer des diffé-
rents termes particuliers et faisant des transformations nécessaires,
nous obtenons les expressions (10 pg. 40 texte pol.) ou les diffé-
rents termes de chaque catégorie de M. Harzer sont spécifiés
par la majuscule correspondante.

Dans (10) pag. 46 texte pol. cing expressions ne contiennent
point la quantité 8a, qui, comme on le sait, est seule liée avec le
mouvement d’une petite planéte déterminée, ces expressions se-
ront donc appliquables au mouvement d’une petite planéte quel-
conquel, par contre les termes contenus dans (10) 1 c. doivent
étre calculés a nouveau dans chaque cas traité spécialement.
C’est pour cela que Gyldén a appelé ces termes caractéri-
stiques, comme ceux qui nous déterminent dans chaque cas
spécial les conditions du mouvement d’une certaine petite planéte.
Dans les termes de la catégorie (C) et (P) nous trouvons dans
I'argument la quantité Wd, qui est une fonction variant peu avec
le temps; c’est d'ailleurs la partie a longue période de W, qui est,
suivant la nomenclature de M. Brendel, ,la réduction du
temps®. Cette quantité nous rend difficile I'intégration de nos
équations différentielles. Dans les termes de la catégorie (™) I’in-
tégration introduit un petit diviseur 8 de I'ordre de la masse per-
turbatrice. Dans (P), (P) nous avons 8 en dénominateur aprés
avoir intégré |expression pour »§ qui comme on le sait, contient
la masse avec I’exposant moindre que l'unité. Ces termes devien-
nent zéro avec la masse. Nous devons aussi remarquer que I’in-
tégration de I’expression pour S fait augmenter les termes du genre
{A) et (C) tandis que dans p, sont augmentés seulement les termes
de la catégorie (B) et (P). Nous pourrons donc constater que Sd

sera de l'ordre de m' et <& Rk, Rd, Wk, Wd, Kk—de Il'ordre —6—

et que les termes ordinaires qui entrent dans S, R, K seront de
I’ordre de la masse perturbatrice.

'Y Brendel. Théorie d. kl. Plan 1, pg. 106.
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Nous trouverons donc les expressions définitives des diffé-
rentes parties de S, R, K, qui sont données aux pages 48 et 49 du
texte pol. Nous devons encore substituer les séries trouvées
dans les expressions pour R et Q. Les expressions ainsi obtenues
sont données aux pages 50—60 du texte pol. Gvdésigne la somme
des termes ordinaires; pn, gnet g,, sont des coefficients numéri-
ques qu’on peut calculer sans aucune difficulté.

4. Nous allons effectuer maintenant | intégration des
tions différentielles données, (IV pg. 11, V pg. 12, VI pg. 20 texte
pol.). Plus haut nous avons déja séparé les différents termes sin
guliers qui entrent dans les expressions des mouvements des peti
tes planétes. M. M. Brendel et Kramer ont divisé les petites
planétes suivant leur moyen mouvement diurne en certaines clas-
ses. Suivant cette classification la planéte Thule appartient a la
premiére classel). Le mouvement des petites planétes apparte-
nant a cette classe est caractérisé par des termes de degré 0, qui
entrent dans R et K, qui sont grands par rapport a la masse de
Jupiter. Dans cette classe on aura aussi dans le développement
de R un terme important qui, comme I’'a démontré M. Brendel,
appartiendra a la catégorie D de M. Harzer c. a d. caractéri-
stique a courte période.

Comme Thule peut se trouver en grande proximité avec Ju-
piter» les séries développées suivant le rapport des axes ou des
rayons vecteurs, deviennent lentement convergentes, il faut donc
dans les limites d’exactitude? que nous nous sommes assignées,
dans les développements des coordonnées et dans les équat. IV,
V, VI, omettre la troisiéme puissance de la masse de Jupiter, ainsi
que dans, les expressions du degré 0, les quantités qui seront du
troisieme ordre par rapport a la masse perturbatrice, divisée par
une petite quantité ¢, parce qu’elles ont encore en facteur une
petite quantité g ou 4 ou les carrés de ces quantités. Comme
nous poussons nos développements jusqua la troisiéme puissance
de la masse perturbatrice, nous devons a I’exemple de M. Kra-
mer (dans le cas de Hécube) compléter les développements de
M. Brendel. Nous obtenons ainsi les équations (1) pg. 63, (2),

Y Brendel, Th. d. K. Pl. I pg. 92; Kramer 1, pg. 20, 144.

2 Lexactitude que nous nous sommes assignés dans la représenta-
tion du mouvement de Thule est celle quee M. Brendel admet dans sa
»Theor. d. kl. Plan.“

équa-
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(3), @) pg. 64. (5), (6) pg. 65, (9) pg. 66. (12), (13) pg. 67 et les re-
lations (14)—(18) pgs, 68—70. Nous avons donc trouvé, dans les
limites d’exactitude désirée, tous les coefficients de P et Q. Ces
coefficients sont des grandeurs numériques que l’'on peut calcu-
ler sans beaucoup de difficultés.

Maintenant nous pouvons aborder Il’intégration en se ser-
vant de la méthode de M. Brendel, que M M Ludendorff,
Buchholz et Kramer ont appliqué avec tant de succés. Nous

o ot . . dsS
commencerons par intégrer I’équation qui nous donne En se

limitant aux termes du degré 0 nous auronsqs-—Q——4glsin4w

et comme rv— (l—a2v~"B—pTE* contient aussi des termes
périodiques d’un ordre supérieur a zéro (nous savons aussi
que le terme séculaire lui appartient) nous trouverons donc aprés
I’intégration de S des termes qui seront au moins de l’ordre 1,
parceque dans SOil ne peut étre des termes du genre A et G

En intégrant (1) nous trouvons: (2) £,,=«,,4-«! cos 4wfiS,,.0.0
(Shoo designe les termes ordinaires), aprés quelques transforma-
tions nous obtenons I’équation (2) pg. 73 (texte pol.).

3) S0= au+ (?"~fq" + g™ fqd cos 4w+ S,,Q0e

Dans (3) nous pouvons calculer tous les termes, sauf an que
nous déterminerons ultérieurement.

Intégrons maintenant I’équation différentielle qui détermine
la coordonnée R. Comme nous omettons pour le moment les
quantités du premier ordre, nous devons remarquer qu’alors (p)=0,
parceque cette quantité contient seulement les termes a courte pé-
riode du genre £ qui sont au moins du premier degré. L’qua-
tion (1) pg. 63 texte pol. va nous donnerl):

(02> tri 72
(€] av2 + = 2S0- PO- Qo(dv)ocarp—(@P+ R.
Nous pouvons écrire aussi:

pu=P,,-f Pi cos Aid.

# Les indices 0 indiquent que les fonctions correspondantes sont de
I’'ordre 0.

O ruchu planeloid. 8
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80 nous est connue par (3), il faut donc calculer

I’équation 6 pag. 34 nous donne I’équation (25) pag. 73 texte pol.
d'ou, aprés quelques transformations nous obtenons I’équation sui-

vante:
5) -2 + R—2a0+ jpO-fJ($), + ()2 + @»7i+ (P)Pi2+
-h (8sPiYi-h (6T cos 4w

ou les constantes autres que aOsont données par (33) et (34) pg.

74—75 texte pol.
L*équation (12) pg. 48 texte pol. nous donne:

© T4 R=bo-[I-(\+ m iCosaw,
= b0—(28t S,22Pi cos 4w
ou
bO= 2a0+p0et 23, + V = ~ i(®)i+ &>Pi+ (t>).Ti+

+ (>)ePi*+ (S3).Pili+ (>)Ti*l
Au lieu de yxécrivons
2Pt
1+ V
alors aprés quelques transformations nous trouvons:

) A= 2a0+p0 - , COS 4w,

ou les coefficients sont donnés par les (29) (37)—(40) pg. 66 tex. p.
Nous avons donc déterminé tous les termes singuliers de la
fonction R; nous devons encore calculer entre les termes ordinai-

res ceux qui seront grands. Nous pouvons écrire:
r2R
8) + R = s0.0cos nw.

ou ~.0.0 = 25100 — Bn0O-
En appliquant a l'intégration de I’¢quation (8) la méthode de
M. Brendel, nous obtenons:
9) R0O=9i sin v — g2cos v
ou les gx et g2sont donnés par les relations (43) pg. 78 tex. pol.
Apres avoir effectué la substitution dans (9), des valeurs trou-
vées pour les constantes, nous arrivons a la relation (44) pg. 78
tex. pol. qui est:
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_ 25n00—Bn.Q0
©) V0= n(esine

ol, pour «4=4, <§poest donné par (21) pg. 71 tex. pol.

W nous reste encore a intégrer I’équation différentielle qui
nous donne la relation entre W et v. En nous limitant aux termes
de I’ordre 0 nous aurons:

W
(100 "g' = s0- 2R0- 2R0SO+ 3E(a+ 3RO*O- 4RGB.

et les relations (47) pg. 79 tex. pol. En substituant ces relations
dans I’equation (10) nous trouvons enfin:

(11) —er-JW_: c0 t+ (((i—2&0p1—2px-|_6/\/\ 'j'

t L«iPi2— 3Pi3) cos 4w — («i*i— I Pi2+
. + 1«0Pi2—360Pi2 cos 8w + (I «i Pi2—Pi3) cos 1210, *
ou

T= P etc0O= d0—«iPi + 1«0Pi2— 660Pi2 “ 200.
c0 contient m' en facteur; f pxcontient ml divisé par lapetite quan-
tité S,

Nous allons intégrer (11) en se rappelant que

(12) W= Y +W d-\-K,

Mais y c’est la partie séculaire, donc dans W d et a fortiori
dans K les termes a longue période du degré 0 n’existant pas,
nous aurons:
dW_—.dK
(13) dv A'dve
En comparant (11) et (13) nous trouvons

(14) y= 0+ t,

En ayant égard a la relation (13) pg. 49 tex. pol. et différen-
tiant (10) pg. 49 tex. pol., nous trouverons I’équation (49) pg. 80
tex. pol.

En substituant dans (13) cette derniére équation, on trouve
I'équation 50 pg. 80, d’ou nous pourrons conclure les relations
entre les coefficients qui y entrent. Puisque Thule suivant M.
Brende 1 appartient aux petites planétes critiques de la premiére
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classe, il est évident que nous aurons cO= 0 et y4=0. Dans notre
cas spécial y— vy i) et I’équation (13) deviendra
(14) W=yv-\-K.

Si nous connaissons déja la constante a0, nous pouvons, en
se rapportant aux formules (51) et (53) pg. 81 tex. pol., calculer les
membres singuliers de I’équation (14), en se limitant toujours aux
termes du degré zéro.

En effectuant maintenant sur la fonction W les mémes trans-
formations que nous avons appliquées a R, nous obtiendrons sans
peine.

(15) WhO0Oo—""e2 o270+ (« 2 ).

Déterminons a présent les constantes d’intégration. Ces con
stantes se réduiront au nombre de quatre, puisque nous étudions
pour le moment le mouvement de la petite planéte dans le plan
méme de son orbite. Les constantes a déterminer seront: k le mo-
dule de I'excentricité, T —Ila longitude du périhélie, a — le demi-
axe de l’orbite et n la constante du mouvement; a0joue dans nos
formules le role de constante surnuméraire, que nous pouvons
pour cela traiter comme une constante arbitraire.

La constante a0 nous déterminons au moyen de b0, en sup-
posant que dans le développement de R la partie constante doit
étre effectivement du premier ordre (rein erster Ordnung). La fon-
ction W— Wd-\-K et K est formée au moyen des fonctions R et S,
pour cela la partie constante de W se composera des parties con-
stantes de R et de S. Nous aurons donc:

(16) c0-f-Y= a0—2b0.
Mais M. Bren del2? a démontré, que dans le cas d’une pe-
tite planete caractéristique nous avons la relation
d0 2b0= 0= c0-j-7.
Si la planéte considérée est critique (le cas de Thule) y ne
peut étre zéro et dans ce cas I’équation suivante:

a,—2b0= cOH~y

Y Brendel, 1c pg. 92, 100.
2 Bren del, I c. kap. V, sparsim.
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a lieu aussi—c’est pourquoi nous trouvons:
17 co= 0; 7=1-0.

On voit donc que dans le cas qui nous intéresse, I’équation
53 pg. 81 texte pol. et I’6quat. (17) vont nous déterminer la con-
stante a0

La fonction W nous pouvons écrire:
(18) W= (c0-}7 Y)u-)- les termes périodiques
ou 7= Y+ 70
mais 70 est au moins du second degré, alors 7= 7.

On a trouvé la relation suivante:

wl= 1—@)v—B —uW,

et

(19) wi=w—uK

donc w—wl-\-\tIK ={ 1—iji)v - B—[rW-j-iuié,
mais W =W d-f-in

et w—{1— (D -(- les termes périod. [ijg= i1 -j-7)]
De ces relations nous trouvons ainsi la partie séculaire de W:
pars sec w = (L-f- (idv.

Rappelions—nous le définition des quantités ~ et r
On avait les relations suivantes:

(n c’est une constante d’intégration ,la constante du mouvement*
selon M. Brende!, ni c’est le mouvement diurne vrai). Dans
les relations précédentes introduisons 8 et S, (qui sont des petites
guantités) alors nous trouvons:

. 3—d
\ et yi= 4

On voit que dans nos expressions, dont nous avons besoin, in-
tervient maintenant dx seul, qui dans le cas méme de commensu-
rabilité exacte est toujours beaucoup plus grand que la masse per-
turbatrice, tandis que la quantité  dans le cas d’une commensu-
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rabilité exacte, peut devenir 0. L’idée de M. Brendel est que
dans les expressions des perturbations apparaissent, comme petits
diviseurs, non les 8 maisle 81 M. Brendel a démontré aussi
que le rapport de commensurabilité exacte peut avoir lieu seule-
ment entre n et n' et non entre nxet n'. Dans ce cas aussi nous
aurons 8= 0.

Nous aurons maintenant les relations suivantes?):

IHATY + @+ 1)
et

0x= c0S—Sy—S—3c0—3t*

Comme nous étudions le mouvement d’une petite planéte
critique pour laquelle:

c,=0 et y=y
8= S—

nous aurons:

D’une maniére tout a fait analogue nous pouvons écrire:
n' 3—3
4 el s2- S1— 4pTo-

Quand & devient trés petit ou presque zéro, nous aurons
alors & faire a la libration qui, dans la méthode de Gyldén n’est
pas difficile a étudier. La quantité «2nous donne le mouvement
moyen diurne dans le cas de la libration; nous devons aussi con-
naitre exactement cette quantité pour pouvoir déterminer la pé-
riode de révolution de la petite planéte.

Nous devons remarquer encore que " et p2 se distinguent
seulement par la présence de la constante yO Cette quantité est
de second degré et comme telle pour le moment elle n’entre pas
dans nos calculs; 7=7 est toujours positive et, dans le cas des
planetes caractéristiques de premiere classe (auxquelles appar-
tient Thule), étant méme du degré zéro, elle doit étre conservée
dans nos calculs.

5. Passons maintenant aux applications numériques de nos
formules. La petite planéte Thule (279) fut découverte par M. P a-
lisa a Vienne le 25 octobre 1888; au moment de la découverte
elle était de grandeur 135. Les premiers éléments calculés par

Y Brendel, A N. 3346.
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M. M. Lange et Halm ont montré que cette nouvelle planéte
est un astre tres lointain, qui se meut a peu prés a la distance de 4
unités astronomiques du Soleil. Une orbite plus exacte a été cal-
culée a nouveau par M. Bidschoffl, qui a utilisé dans ses cal-
culs toutes les observations de Thule de 25/X 1888 a 10/11 1891.
M. Bfdschof, dans son travail, trouve que Thule se rapproche
beaucoup de Jupiter (en moyenne trois fois pendant un siécle).

Les éléments calculés par M. Bildschof sont donnés pg. 86
texte pol.

Apres M. Bidschof, M Wedemeyer2a calculé une nou-
velle orbite, en utilisant toutes les observations et en leur appli-
quant les perturbations, calculées par la méthode d’Oppolzer.
Les éléments de M. Wedemeyer se trouvent pg. 87 texte pol.
Les observations de Thule, effectuées aprés la correction de son
orbite par M. Wedemeyer, sont trés peu nombreuses, notam-
ment en 1906 Thule fGt observée le 7/X Vienne et en 1911 le 20
et 30 avril photographiée a Heidelberg.

La petite planéte s’approchait de plus en plus de Jupiter, ses
perturbations augmentaient, et sans doute I’accord entre les po-
sitions de Thule effectives et calculées devenait de moins en
moins satisfaisant. La, proximité avec Jupiter arrivait en 1912.
M. Viljev3 a effectué a nouveau les calculs des perturbations
et les a appliqué aux éléments de Thule de M. Wedemeyer; |l
a donné ainsi des nouveaux éléments osculateurs (pg. 88 tex. pol.)
et une éphémeride, déduite de ces éléments. Thule ne fut point
retrouvée en 1913.

Pour nos calculs nous avons utilisé les éléments de M. We-
demeyer (B.J. fir 1914) et les éléments de Jupiter donné par la
»conn. des Temps* pour 1914, en prenant comme valeur de la

1
1047.355 *
le moment & la recherche de la lacune (éjans le sens de M. Bren-

masse m' — Dans ce travail nous nous limitons pour

del) pour les petites planétes du type - , c’est pour cela que nous

donnerons ici seulement les calculs qui sy rattachent. Dans le § 2
Y Sitzungsberichte d. Ak d. Wiss. Wien, Bd. 100, pg. 937.

2 Wedemeyer, Archiv, d. deutschen Seewarte XXXI Jhgg.
3 Astr. Nachr. 4661.
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nous avons donné, conformément a la théorie, que nous appli-
qguons a notre cas spécial, les expressions analytiques du dévelop-
pement de la fonction perturbatrice. Dans ces développements
entre la quantité a, qui s’exprime au moyen du rapport du demi-
axe de l'orbite de Thule a celui de Jupiter. Les coefficients nu-
mériques de ces développements sont exprimés au moyen des quan-
tités pet 7.

Calculons ces coefficients. Avec les éléments de Jupiter et
de Thule nous trouvons:

log a =.9.9156572.

Comme cette quantité differe peu de Ilunité, nous voyons
que les coefficients [, 7 ne se trouvent point ni dans les tables de
M. Masall ni dans celle de Gyldén?2.

Nous devons donc les calculer spécialement en se basant sur
leurs expressions analytiques. Nous calculons d'abord p0 au mo-
yen des formules de la moyenne arithmético-geométrique; nous
trouvons:

log pth) = 0.1117634.

Aprés avoir calculé p0, nous calculons les autres coefficients
pour n= 1 2... 12. Ces coefficients nous obtiendrons le plus
facilement en employant la méthode de M. Ludendorff3).

La table des valeurs auxiliaires, donnée par M. Luden-
dorff fut augmentée et au moyen de cette table ainsi transformée,
j’ai obtenu les [i,, Comme contréle de nos calculs, j’ai obtenu
les mémes coefficients en se servant des quadratures mécaniques.

L’accord des valeurs des coefficients ainsi obtenus a été com-
plet. Les coefficients p312, p5l2, 12, ont été calculés au mo-
yen des quadratures mécaniques, et contr6lés par les tables de M.
Ludendorff. Pour les coéfficients qui nous restent encore a dé-
terminer, j’ai appliqué la relation suivante:

P+ — i
G2 = AR,

) Masal H. Astronomlska iakttagelser och undersokningar anstaida pa
Stockholms Observatorium. Fjerde Bandet. Stockholm, 1891.

2 Gyldén H. Astr. Ges. Publ. 21.

3 Ludendorff H A N. Bd. 160.
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Les résultats obtenus furent contrdlés aussi par la quadrature
mécanique. Ainsi nous avons obtenu les logarithmes de tous les
pN qui sont données pg. 93 texte pol.

Maintenant en appliquant la relation:

1.3.5... Qa—1) . .
2.4.6..2" B

nous avons obtenu les logarithmes de y«.,, qui sont donnés pg. 94
tex. pol. Nous pouvons déja calculer les A et B (avec des indices
différents) qui entrent dans nos formules. Ce calcul peut étre
effectué de deux manieres différentes. On peut appliquer les re-
lations (20) et (24) pg. 27 et 29 tex. pol. et faire le calcul de A et B
moyen_des quantités qui sont des fonctions de yn,,et des

t , fonctions a leur tour des w

Cette facon de procéder est recommandée par M. Brendel,
elle est tres pratique, quand on doit calculer tous les coefficients
nécessaires pour le calcul des perturbations, mais dans notre cas
spécial ou nous nous limitons aux termes du degré zéro, c’est
beaucoup plus pratique de calculer les A et B directement en fonc-
tion de f«,, en se servant des tables tres pratiques deM. M asall).

Le résultat de notre calcul est donné pg. 95 tex. pol.

Nous avons donc trouvé tous les coefficients nécessaires
dans le développement de la fonction perturbatrice, nous pouvons
maintenant calculer pour Thule la lacune correspondante dans
I’anneau planétoidal.

Nous avons eu I’équation suivante, ou ™ est I’inconnue:

VA+ \Qr=p"IrP"Vi+p"'W
(ou § sexprime au moyen de px(67) pg. 84 texte pol.).

M. Brendel a montré que pour trouver les limites de la la-
cune il faut déterminer ~ de cette maniere, qu’en assignant une
certaine valeur pour § cette équation nous donne seulement deux
différentes valeurs pour6n qui correspondent aux deux valeurs
de pj. Ces valeurs particuliéres déterminent les limites de la la-
cune. En se basant sur la théorie de M. Brendel, nous pouvons
déterminer 81de telle maniére que cette fonction devienne discon-

) Masal H. Formeln und Tafeln zur Berechnung der absoluten Sto-
rungen der Planeten. Kongl. Sv. Vet. Ak. Handl. Bd. 23.

O ruchu planetoid.
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tinue, alors suivant M Brendel a ces valeurs de 8Xcorrespon-
dent les pj, qui déterminent la lacune.

Puisque Sxne peut étre zéro donc jiyx= nlll ne peut étre égale
a une fraction simple, tandis que S peut étre égale a zéro, quand (i
devient une fraction simple.

C’est pourquoi dans toutes nos formules ou nous trouvons
en dénominateur Sx, nous ne pouvons le remplacer par 5 méme
dans le cas lorsque ces deux quantités différent trés peu I’'une de
I'autre

Nous avons maintenant a calculer px. Si 8X ne peut étre de
I’ordre 0, alors S 23Xest d’un ordre plus élevé que les autres ter-
mes qui se trouvent dans notre formule. Au lieu de 8Xécrivons

8—4).7= 8—6[ip,2,
nous aurons:
28pi—12[jpBB=y-(-p"pi-|-p R2

p' _"p"—28

12pi 12(j. P,i-llTllQ.r; Pi2H~Pi3=0,

Pi3+ ~.2+iP1+ *= 0 %

ou bien:

ou in
PI pn_ 28 pl
*— -
=W J= 1y © 1~ m
Résolvons I'équation (1)en admettant qu’elle doit avoir une
racine double; nous trouvons pour pxles valeurs suivantes:

log(pXi= 8759360 ; logifcju=9.154128«
Les deux Valeurs de pxainsi obtenues sont justement les va-
leurs critiques. Nous pouvons aussi sans difficulté calculer S

Nous trouvons:
log 8:= 8.559884;

Connaissant et (pXYn nous obtiendrons deux valeurs pour
T en appliquant la formule suivante, donnée par M. Brendel):

v
(1-Pi2

3 Brendel A. N. 3346.
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Les valeurs de y sont:
logii = 7.696539; log 711= 8.495577
et les valeurs correspondantes de 8,.
logCSJ, = 8.334772; log(8,)n=8.750883«
Maintenant de la relation
4n’
W—3=8*

nous trouvons les deux valeurs du moyen mouvement diurne vrai,
qui limitent la lacune pour le type J. Ces valeurs sont:

(Ti,), = 401". 732; (nDn= 391". 485
La constante n pour les valeurs critiques St sera:
4n’
n~ 378"
d’ou :
n= 403". 723.

Les résultats, que nous avons trouvés peuvent s’exprimer de
la maniére suivante:

Pour les petites planetes du type | la quan-
tite doit satisfaire aux conditions suivantes:

. log pxrg8.759360 ou log ~>9.154128«
e

log 878.334772 ou log 3”8 750883«

d’'ou le vrai mouvement diurne«, pour le type Thule
doit étre

% > 401". 732 ou < 391". 485.

Entre ces deux valeurs de n2 se trouve la lacune, dans le
sens de M. Brendel, dans l'anneau planétoidal; une petite pla-
néte avec un moyen mouvement diurne vrai (comme il est défini
par M. Brendel) contenu entre ces limites de nx aurait une or-
bite instable.

(Il faut remarquer qu’on 1le peut comparer nx immédiatement
avec le moyen mouvement diurne osculateur, calculé avec les élé-
ments de l'orbite de la petite planete).
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Nous avons donc obt enu les valeurs critiques du vrai moyen
mouvement diurne qui nous déterminent la lacune dans le type f.
Cette lacune jusqu’a présent n’a point été déterminée.

Cet élément ne fut déterminé par M. Brendel que dans le
cas d’Hécube, par M. Buc hholz dans le cas de Hilda et par
M. M. SchwarzschildetDziewulski dans le cas de Hécube
et Hilda. Les deux derniers auteurs employérent la méthode de
Poincaré et recherchaient les solutions périodiques; les résul-
tats qu'ils ont obtenus, sont en parfait accord avec ceux de M.
Brendel et confirment ainsi la haute valeur de la nouvelle mé-
thode.
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