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PRZEDMOWA

Ksigzka niniejsza jest podrecznikiem przedstawiajgcym wspotczesny stan
logiki w zakresie, jaki jest potrzebny wszystkim pracownikom na polu nauk

faczeniem zagadnien epistemologicznych i metodologicznych w szerszym zna-
czeniu. Zgodnie z wspolczesnym stanem badan logicznych duzy nacisk po-
fozono na ich podstawy semantyczne. Zostalty uwzglednione wszystkie dziaty
wchodzace zwykle w wyktad logiki tgcznie z teorig stosunkéw, a nadto logiczna
teoria prawdopodobieristwa, jako podstawa dla wnioskow prawdopodobien-
stWowych i logik wielowartosciowych. Dotgczono zarys historycznego rozboju
logiki w odwietleniu, jakiego dostarcza jej stan dzisiejszy; dopiero to oswietlenie
pozwala nalezycie rozumieC jej dzieje, jak z drugiej strony znajomo$¢ h;s,orii
logiki jest niezbednym uzupetnieniem znajomosci tej nauki w obecnym jej stanie.
Staratem sie poda¢ wyniki badan zawarte me tylko w dobrze znanych opra-
cowaniach ogoélnych, lecz takze w artykutach drukowanych w czasopismach'
i drobniejszych przyczynkach, zwiaszcza w bogatej pod tym wzgledem polskiej
literaturze logicznej ostatnich czasow. MOoj wkiad osobisty polega na zeoraniu
i zreferowaniu tych. wynikow. Zrodta, z ktérych czerpatem, sg wyrni-aion-
w Przypisach, zbyt trudno jednak bytoby wyszczeg6lni¢ przy kazd.J nowj
mysli, czyja jest ona wiasnoscig. Obeznany ze wspdiczesnym ruchem logicz-
nym, krytyk rozrézni bez trudu, co jest zaczerpniete od innych i skad, a co po-
chodzi ode mnie. Przypisy, oprocz wskazania zrodet, majg za zadanie wskazac¢
studiujgcym literature z dziedziny logiki do dalszej p acy- Dlamgo sta [;-n
sie nie poming¢ zadnej wazniejszej pozycji bibliograficznej z lat Oota.m.n.
Azeby nie przerywaé toku wykladu w tekscie, zebratem Przypisy w cato$¢ na
koncu ksigzki, dzielac je wedtug dyspozycji tekstu. W przypisach i od*ytaz*-
wskazuje cze$¢, rozdziat i paragraf tekstu liczng ztozong z len num-row po
rzadkowych; tak np. ,,321" odsyta do czesci trzecirj, drugiego rozdziatu, p.~r,v-
szego paragrafu; takie same oznaczenia wprowadzitem do pagina.ji. Uu”na
podawania przy tekscie odsytaczy do Przypiséw, by nie przeszkadza¢ Czyn-
nikowi w lekturze. Wedtug wskazanej wyzej zasady sa numerowan.. ta.cz-
twierdzenia i definicje, przy czym definicje odrézniam cytrami rzym>c.mi.
Zdaje sobie sprawe z trudno$ci zadania, ktoérego sie podjatem, i z te,o,
iz sity moje nie zawsze wystarczajg, aby mu podotaé. Totez Leze sie z tym,

ze ksigzka daleka jest od speinienia wymagan catkowitej Scistosci. Zo ow.g



zalem sie do napisania jej pod wptywem zachety z zewnatrz, ktéra mi dodata
otuchy. Bede wdzieczny wszystkim Czytelnikom, ktorzy zechcg wskaza¢ mi
zauwazone usterki i poda¢ swoje uwagi Kkrytyczne.

Ksigzka byfa pisana w czasie wojny i przy pisaniu jej mogtem postugiwac
sie tylko literaturg, ktérg posiadatem na miejscu. Przejscia lat ostatnich oder-
waly mnie réwniez od tej literatury, tak ze przy ostatecznej rewizji tekstu nie-
stety nie wszystkie odsylacze moglem sprawdzi¢ i uzupenic, stad przeto po-
chodzi niejedna luka lub niedokfadnosé.

Jestem winien osobne wyrazy podziekowania Panu prof. dr Maksymilia-
nowi Huberowi, Przewodniczagcemu Komisji Podrecznikow Akademickich,
ktory w r. 1938 dat inicjatywe do napisania tej ksigzki, Panu Koledze prof.
dr Stanistawowi Jaskowskiemu, ktory zechciat przejrze¢ rekopis przed odda-
niem go do druku i udzielit mi cennych wskazéwek, panu dr Franciszkowi
Indanowi, asystentowi Seminarium Filozoficznego w Wilnie, a potem w To-
runiu, ktory poswiecit wiele czasu i trudu na przygotowanie rekopisu do druku
oraz sporzadzenie rysunkéw i indeksu — a wreszcie Panstwowym Zaktadom
Wydawnictw Szkolnych za uprzejme i zyczliwe uwzglednienie dezyderatéw
autora przy wydaniu ksigzki.

Tadeusz Czezowski
Torun, w maju 1948 r.



Zasady semantyczne

Rozdziat 1. O znakach
1. Asocjacyjna teoria znakéw i teoria intencji znaczeniowej

Stosunek oznaczania zachodzacy miedzy dwoma przedmiotami,
z ktorych pierwszy nazywamy znakiem, drugi za$ przedmiotem ozna-
czonym lub desygnatem znaku, charakteryzuje sie pod wzgledem psycholo-
gicznym tak, iz jezeli osoba, dla ktdrej zachodzi stosunek oznaczania, spostrzeze
znak lub w pewien inny sposob o nim pomysli, to mysli zarazem o przedmiocie
oznaczonym. Nazwa ,znak" jest nazwg wzgledng, mianowicie przystuguje
przedmiotom ze wzgledu na tréjcztonowy stosunek oznaczania miedzy znakiem,
przedmiotom oznaczonym i osobg, dla ktorej 6w stosunek zachodzi; innymi
stowy, kazdy znak jest znakiem czego$ dla kogos.

Miedzy znakiem i przedmiotem oznaczonym zachodzi niekiedy stosunek
przyczyny do skutku lub skutku do przyczyny (gdy np. strzat Za sceng jest
znakiem $mierci bohatera sztuki, dym jest znakiem ognia), niekiedy stosunek
podobienstwa (onomatopeje, pismo obrazkowe), niekiedy stosunek ekspresji
psychologicznej (wykrzykniki, gestykulacja, mimika twarzy jako znaki przezyc);
bywa tez, ze pewne przedmioty stajg sie znakami dzieki zwyczajowi (odkrycie
gtowy znakiem powitania lub szacunku) lub wskutek umys$lnie wprowadzonej
umowy (sygnaty kolejowe, znaki telegraficzne). Jednakowoz stosunek ozna-
czania, jezeli nawet powstat w zwigzku z ktérymkolwiek z tamtych stosunkdw,
jest od nich wszystkich rozny.

Istniejg dwie teorie dotyczace psychologicznej natury stosunku oznaczania:
teoria asocjacyjna i teoria intencji znaczeniowej. Wedlug teorii
asocjacyjnej stosunek oznaczania miedzy znakiem i przedmiotem oznaczonym
polega na tym, ze miedzy myslg o znaku i mysla o przedmiocie oznaczonym
istnieje skojarzenie, dzieki ktéremu mys$l o znaku wywotuje mys$l o przedmiocie
oznaczonym. Wedtug teorii asocjacyjnej mysl o znaku jest asocjacyjnym mo-
tywem mysli o przedmiocie oznaczonym; myslenie za pomocg znakéw odbywa
sie niejako w dwdch etapach; najpierw mamy mysl o znaku, potem mysl o przed-
miocie oznaczonym. Liopierc nabywszy wprawy w postugiwaniu sie znakiem
dochodzimy do tzw. myslenia symbolicznego, to jest do zautomatyzowanego



postugiwania sie¢ znakiem, przy ktérym nie uswiadamia sie mysl o przedmiocie
oznaczonym, lecz sama my$l o znaku wystarcza do wiaSciwego postugiwania
sie nim przy mysleniu w rozmaitych zwigzkach o przedmiocie oznaczonym.

Wedtug teorii intencji znaczeniowej skojarzenie miedzy mys$lag o znaku
i myslg o przedmiocie oznaczonym odgrywa role przy powstaniu stosunku
oznaczenia, lecz nie jest z tym stosunkiem identyczne. Stosunek miedzy myslg
0 znaku i myslg o przedmiocie oznaczonym jest, wedtug tej teorii, Scislejszy
anizeli stosunek motywacji skojarzeniowej. Mys$l o przedmiocie za posred-
nictwem znaku nie rozkiada sie na dwa etapy, lecz jest jednolitg catoscia, jak
mysl jakakolwiek. Albowiem mysl kazda jest catoscig, w ktorej sktad wchodzi
pewna tre§¢ zmystowa lub psychiczna oraz intencja, czyli odniesienie tej
tresci do jakiego$ przedmiotu. Gdy mysle np. w tej chwili o Tatrach widzia-
nych z Turbacza, to w skiad tej mysli wchodzi przypomnienie treSci dawniej-
szego spostrzezenia jako pewien widok odtwdrczy oraz intencja odnoszaca ow
widok do pasma gorskiego 7 atr. Gdy mysle o przedmiocie za posrednictwem
znaku, to dana jest mi tre$¢ zmystowa stanowigca widok znaku oraz intencja,
przez ktdra odnosze owg tres¢ do przedmiotu bedacego znakiem; jednakowoz
intencja nie zatrzymuje sie na tym przedmiocie, lecz przenika go niejako i kie-
ruje sie poprzez niego do przedmiotu oznaczonego. Dzieki temu mys$l o znaku
staje sie myslag o przedmiocie oznaczonym, czyli otrzymuje intencje zna-
czeniowg: Trese zmystowa stanowigca widok znaku prezentuje przedmiot
oznaczony, me potrzeba w tym celu odrebnej tresci, widoku jarzedmiotu ozna-
czonego, co zaklada teoria asocjacyjna, gdy przypuszcza, ze mys$l o znaku
1 mysi o przedmiocie oznaczonym sg dwiema odrebnymi mys$lami wystepuja-
cymi facznie dzieki skojarzeniu. Gdy np. postuguje sie stowem las* jako
znakiem dla oznaczonego mm przedmiotu, to tre$¢ zmystowa widoku wzroko-
wego lub stuchowego tego stowa prezentuje przedmiot oznaczony bez wzgledu
na to, czy i jakie widoki lasu nasuwajg sie wskutek skojarzenia (takze teoria
asocjacyjna liczy sie z tym faktem, gdy moéwi o mysleniu symbolicznym, przy
ktorym brak reprodukcji skojarzeniowej). Dzieki wspolnej intencji znaczenio-
wej rézne znaki tego samego przedmiotu stajg sie rdwnoznaczne mimo roznej
tresci prezentujacej; tak np. okrzyk ,,dym*, wydany przez wedrowca w pasz-
czy — jezeli dym jest dian znakiem ognia — jest rownoznaczny z okrzykiem
»pali sie , a zniecierpliwienie czlowieka zwykle spokojnego jako znakzmeczema
jest robwnoznaczne ze stowami ,jestem zmeczony*.

2, Znaki wyrazowe

Oddzielng grupe znakéw tworzg te, ktére powstajg jako wytwory czyjejs
dziatalnosci psychofizycznej. Takimi sg gesty, stowa, napisy, rysunki Itp.
Warunkiem powstania takiego przedmiotu tub zjawiska jest zjawisko psychiczne
jego tworcy, ktore uzewnetrznia sie, czyli wyraza sie, w owym wytworze:
tak np. rado$¢ lub cierpienie wyraza sie w mimice twarzy lub w wykrzykniku,
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mys$l wyraza sie w stowie lub w piSmie, zamiar twolrczy artysty wyraza sie
w dziele sztuki. Wytwor psychofizycznej dziatalnosci, w ktérym wyraza sie
zjawisko psychiczne, jest wyrazem tego zjawiska. Stosunek wyrazania sie
miedzy zjawiskiem psychicznym i odpowiadajagcym mu wyrazem przeksztatca
sie na stosunek oznaczania miedzy wyrazem jako znakiem oraz zjawiskiem psy-
chicznym jako przedmiotem oznaczonym, jezeli istnieje osoba, dla ktorej ow
wyraz staje sie znakiem zjawiska psychicznego. W tym przypadku wyraz
wyraza wobec danej osoby zjawisko psychiczne wyrazajgce sie w nim tj.
komunikuje owo zjawisko psychiczne danej osobie lub informuje jg o nim.
Tak np. okrzyk, w ktérym wyraza sie przerazenie, tylko wtedy bedzie wyrazat
to przerazenie, jezeli styszacy go osobnik pomysli, iz kto$, kto wydat okrzyk,
jest przerazony. Osoba, dla ktorej wyraz pewnego zjawiska psychicznego wy-
raza je, ktéra przeto spostrzegajac lub przypominajac sobie wyraz, mysli za-
razem o owym zjawisku psychicznym, rozumie dany wyraz.

Wyrazami wyrazajgcymi zjawiska psychiczne sg przede wszystkim wypo-
wiedzi stowne jezyka moéwionego lub pisanego, ktére bedziemy nazywaé wy-
razeniami. Sa one znakami zjawisk psychicznych; jezeli za$ zjawisko psy-
chiczne jest mysla, czyli przedstawieniem lub przekonaniem, stajg sie one
zarazem znakami przedmiotéw owych mysli. Stowa ,ulica Zamkowa" wyra-
zajg mysli osoby, ktéra je wypowiada, myslg tg jest przedstawienie ulicy Zam-
kowej; zarazem za$ oznaczajg one ulice Zamkowg jako przedmiot owej mysli —
jedno czy drugie zalezy od kontekstu lub konsytuacji, ktére wskazujg kierunek
skojarzenia lub intencji. Zaréwno teoria asocjacyjna stosunku oznaczania,
jak teoria intencji znaczeniowej kazg rozumie¢ psychologiczny podkiad tego
stosunku jako dyspozycje: pierwsza jako dyspozycje do reprodukcji skojarze-
niowej, druga natomiast jako dyspozycje do uznawania pewnych zdahn o przed-
miocie oznaczonym. Teoria asocjacyjna wigze wyrazenia z przedstawieniami
przedmiotéw oznaczonych, teoria intencji znaczeniowej — z przekonaniami
o tych przedmiotach; pierwsza odpowiada allogenicznej (arystotelesowskiej)
teorii sadéw, traktujagcej je jako potgczenia przedstawien, druga — teorii idio-
genicznej (stoickiej), uwazajacej sady za swoiste elementy mysli. Wspdiczesna
logika pojmuje po stoicku zdania jako elementy logiczne jezyka. Dalsze wy-
wody beda rozwijaty sie przeto w mysl teorii intencji znaczeniowej. Prawo psy-
chologii glosi, Ze przedstawienie przedmiotu staje sie w sprzyjajagcych okolicz-
nosciach motywem przekonania o tym przedmiocie: wyobrazenie spostrze-
gawcze dla przekonania spostrzezeniowego, odtworcze dla przypomnienio-
weS>> pojecie dla przekonan analitycznie wywodzonych z jego treSci. Stosunek
oznaczania polega na tym, ze przedstawienie znaku staje sie w zastepstwie
przedstawienia przedmiotu motywem przekonania, ktére uzewnetrznia sie
przez uznanie wyrazajacego je zdania — lub innymi stowy: intencja znacze-
niowa wyrazenia jest dyspozycjg do uznawania pewnych zdan zawierajacych
to wyrazenie, fak np. odczytanie napisu ,Ulica Zamkowa* na tablicy u po-



czatku ulicy, Zamkowej staje sie motywem dla przekonania uzewnetrznionego
przez uznanie zdania ,,0to jest ulica Zamkowa“, a znak ,,aZ‘ podobnie staje sie
motywem, aby uzna¢ zdanie ,,0to jest iloczyn ,,0-a*. Natomiast te same stowa
»ulica Zanikowa“ wypowiedziane przeze mnie w sytuacji, w ktdérej nie staja
sie one motywem dla stwierdzenia ,,0to jest ulica Zamkowa", sa znakiem mysli
0 ulicy Zamkowej i stajg sie dla mego towarzysza motywem dla stwierdzenia,
ze mysle o ulicy Zamkowej.JN A A >,

Znak oznaczajacy dla pewnej osoby jaki$ przedmiot staje sie znakiem tegoz
przedmiotu dla innej osoby dzieki takiemu mniej wiecej procesowi, jaki sto-
suje metoda bezposrednia przy uczeniu jezyka obcego. Uczenie metodg bez-
posrednig polega na tym, ze wskazuje sie uczniowi fgcznie wyrazenie obcego
jezyka i przedmiot, ktérego owo wyrazenie jest znakiem. Dzieki temu wytwarza
sie w umysle ucznia skojarzenie miedzy wyrazeniem i przedmiotem przez nie
oznaczonym. Jednakze jeszcze nie to jest momentem istotnym dla ustanowienia
stosunku oznaczania. Wskazanie np. deszczu za szybg okna jest sposobem
dla wywotania wyobrazenia spostrzegawczego motywujacego przekonanie
spostrzezeniowe, ze deszcz pada. Jezeli tgcznie z tym poddajemy wyrazenie
»deszcz* lub ,,deszcz pada“, to nabywa ono intencji znaczeniowej, dzieki ktorej
staje sie w zastepstwie wyobrazenia spostrzegawczego deszczu motywem dla
stwierdzenia, ze deszcz pada. Caly proces mozna by w sposéb odpowiedni
poja¢ analogicznie do wytwarzania odruchéw uwarunkowanych metodg Pa-
wiowa: Stowo ,,deszcz* zamiast sposttzezenia deszczu wystarcza do wywo-
fania przekonania, iz deszcz pada, podobnie jak bodziec uwarunkowany wyzwala
odruch uwarunkowany, wchodzac w miejsce pierwotnego bodzca specyficznego
dla danego odruchu. By¢ moze, ze uczen zastosuje znak niewdasciwie? np. dla
oznaczenia chmury deszczowej i kiedykolwiek spostrzezenie nadciagajacej
1h nury przyjmie za motyw do uznania za prawdziwe zdania ,,0to jest deszcz ;
wtedy rzecza nauczyciela jest skorygowanie nieporozumienia przez odrzucenie
owego zdania.

Jezeli przeto pewne osoby uzywaja jakiego$ wyrazenia jako znasu na
oznaczenie tego samego przedmiotu, to osoby owe zgodnie uznajg za prawdziwe
pewne zdania zawierajagce odno$ne wyrazenie i zgodnie odrzucajg inne zawie-
rajgce je zdania. Niezgodno$¢ za$ pod tym wzgledem, jesli me jest spowodo-
wana omytkg przypadkowa u ktdiej$ z oséb, wskazuje niechybnie na roznice
w oznaczonym przedmiocie. Twierdze np., ze widzialem Jana tutaj, kto$
drugi za$ przeczy mi twierdzac, ze w tymze czasie widziat Jana gdzie indziej;
niezgodno$¢ ta kaze uzna¢, ze jeden z nas wzigt inng osobe za Jana, ze ,Jan
w tym przypadku oznacza dla kazdego z nas inny przedmiot.

Aby za$ jakikolwiek przedmiot nie bedacy wyrazeniem sta* 'ue dla kogo$
znakiem innego przedmiotu, trzebc réwniez — jak przy stosu u.uu metody
bezposredniej — wskaza¢ tgcznie przedmiot, ktéry ma by¢ znakiem (np. dym),
i przedmiot, ktéry ma by¢ oznaczony (np. ogien). Spostrzezenie dymu jest

\
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motywem uznania za prav,'dziwe zdania ,,dymi sie“, podobnie spostrzezenie
ognia prowadzi do asercji ,pali sie”; zarazem za$ spostrzezenie dymu staje sie
motywem do uznania za prawdziwe zdania ,pali sie“. Stosunek miedzy zna-
kiem, przedmiotem oznaczonym i wyrazeniem (zdaniem) oznaczajacym ten
sam przedmiot polega na tym, iz spostrzezenie znaku wystarcza zamiast spo-
strzezenia przedmiotu oznaczonego jako motyw do uznania prawdziwosci do-
tyczacego wyrazenia. Dym przeto jest znakiem ognia, a czerwony sygnat
kolejowy znakiem zamknietego toru dla wszystkich osob (i tylko dla tych),
dla ktérych spostrzezenie dymu lub czerwonego sygnatu jest motywem uznania
za prawdziwe zdania pali sie” lub odpowiednio tor jest zamkniety*. Nie jest
dym znakiem pgnia dla kogo$, kto spostrzegajgc dym nie uzna zdania ,,pali sie“
za prawdziwe. Jezeli za$ daleki huk jest dla kogo§ motywem uznania, ze grzmi,
dla kogos$ za$ innego, ze armaty strzelajg, to huk ten w kazdym z obu przypad-
kéw jest znakiem innego przedmiotu.

Mowigc o zwigzku oznaczania miedzy znakiem i przedmiotem oznaczonym
mamy zazwyczaj na mysli nie zwigzek miedzy dwoma przedmiotami indywi-
dualnymi, lecz zwigzek miedzy dwoma zbiorami przedmiotow. Jezeli postu-
gujemy sie pewnym znakiem wielokrotnie lub stale dla oznaczenia przedmio-
tow pewnego rodzaju (jak np. podniesienie ramienia semafora kolejowego jest
znakiem dozwolonego przejazdu), to mamy do czynienia ze zbiorami obejmu-
jacymi tyle indywidualnych znakéw (podniesienie ramienia semafora) i tyle
przedmiotéw oznaczonych (dozwolen przejazdu), ile razy zostat dany znak
zastosowany. Gdy twierdzimy, ze wyraz ,,sosna“ w jezyku polskim jest zna-
kiem oznaczajgcym jedno z drzew szpilkowych, to w istocie rzeczy stosunek
oznaczania zachodzi miedzy dowolnym elementem zbioru napiséw lub dZwie-
kéw ,sosna , odpowiadajgcych zasadom pisania i moéwienia po polsku oraz
dowolnym elementem zbioru drzew bedacych sosnami. Ustalajac przeto
stosunek oznaczania okreslamy zazwyczaj zar6wno znak, jak przedmiot ozna-
czony w spos@b ogolny. Wszystkie znaki indywidualne ceynigce zado$¢ okres-
leniu nazywamy rownoksztattnymi, wszystkie przedmioty, ktore wedtug
okreslenia sg oznaczone przez ktérykolwiek ze znakéw rownoksztattnych,
nazywamy jego desygnatami. Stosunek wyrazania si¢ polega podobnemu
uogo6lnieniu. Mowigc, ze zjawisko psychiczne P wyraza sie wyrazem W, stwier-
dzamy, ze jakiekolwiek zjawisko psychiczne nalezace do zbioru zjawisk P wy-
raza sie pewnym wyra?em spomiedzy wyrazow nalezacych do zbioru wy-
razéw W,

Doniosto$¢ poprzedzajacych rozwazan polega na tym, ze pozwalajg one
na jednolite ujecie proceséw znakotwdrczych w réznych dziedzinach wiedzy
i praktyki, ktorych dotyczyly dotychczas omawiane przyktady, oraz w naukach
dedukcyjnych, w szczegélnosci w tzw. systemach sformalizowanych, to jest
w najbardziej Scistej ich posiaci. StwierdziliSmy, ze jez li jakie$S wyrazenie
jest znakiem pewnego przedmiotu, to mysl o'znaku staje sie zamiast mysli



0 przedmiocie motywem dla uznania okre$lonych zdarh o nim. Lecz i odwrot-
nie, jezeli uznajemy okres$lone zdania o pewnych przedmiotach, to zdania te
nadajag znakom tych przedmiotéw wystepujacym w owych zdaniach wiasciwe
im znaczenie. Tak wiasnie dzieje sie w systemach sformalizowanych nauk de-
dukcyjnych, w ktdrych wprowadza sie terminy pierwotne przez aksjomaty
systemu. Terminy pierwotne sg znakami, ktdre uzyskujg wiasciwe sobie zna-
czenie w ten sposob, iz pewne zdania zawierajace je zostajg uznane za prawdziwe
jako aksjomaty systemu.

Zachodzi jednak réznica miedzy przyktadami znakdw, ktore poprzednio
rozpatrywaliSmy, a wyrazeniami systeméw sformalizowanych. W naszych
przyktadach przyjmowaliSmy domyslnie, ze przedmioty oznaczone przez znaki
sg przedmiotami empirycznymi. Woyrazenia systemow sformalizowanych sg
znakami w szerszym znaczeniu tego wyrazu, albowiem nie podobna wskaza¢
odpowiadajacych im przedmiotow empirycznych. W zwigzku z tym pozostaje
druga rdznica, mianowicie aksjomaty systemow sformalizowanych pzyjmuje
sie wprost, bez oparcia si¢ 0 spostrzezenia, natomiast gdy chodzi q znaki przed-
miotéw empirycznych, uznanie wyrazen decydujacych o roli znaku uzaleznia
sie od sytuacji danej w spostrzezeniu.

Rozdziat 2. O jezyku

1. Stownik, dyrektywy sktadni i dyrektywy sensu

Osoby mdwiace pewnym jezykiem postugujg sie wyrazeniami tego jezyka
jako wspdllnymi dla siebie znakami. WS$réd wyrazeri rozrézniamy proste,
np. ,reka*, ,dobry“, ,tak“, i ztozone np. ,silna reka“, ,pies biegnie przez
pole“. Woyrazenia proste i skladniki proste wyrazen ztozonych nazywamy
wyrazami (takze stowatni lub cze$Sciami mowy, termin ,wyraz jest
dwuznaczny, por. 112), Nie kazdy wyraz jest znakiem, np. wyrazy jezyka
polskiego ,,i“, ,,Lb*, ,starszy“ nie sg znakami, lecz jedynie czeSciami znakdw.
Spis wyrazéw pewnego jezyka tworzy jego stownik.

Sposoby faczenia wyrazéw celem otrzymania wyrazen ztozonych danego
jezyka nie sg dowolne. Winny one stosowac si¢ do dyrektyw syntantycz-
r.ych, czyli do praw sktadni tego jezyka. Wyrazy pewnego jezyki i dozwo-
lone wedtug praw skladni tego jezyka wyrazenia ztozone posiadajg sens w da-
nym jezyku, czyli (jak mowi "Eie czasem) sg wyrazeniami sensownymi
tego jezyka. Wedtug dyrektyw syntaktycznych jezyka polskiego potgczenie
wyrazdw ,,gory sa pokryte lasami“ jest dozwolone, natomiast nie posiata
sensu potaczenie ,,gory albo dobrze“; wedlug dyrektyw syntaktycznych je-
zyku symbolicznego arytmetyki dozwolone jest potgczenie ,, 2 +7 , natomiast
nie majg sensu pofaczenia ,, 2 ------ »2 —nie“ itd. Nacisk potozony na pra-
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widtowg budowe wyrazen oraz na rozréznienie wyrazer sensownych i bez sensu
jest, jak zobaczymy, jednym z najwazniejszych czynnikow w rozwoju logiki
wspotczesne;j.

Stownik i sktadnia jezykéw naturalnych sg w stosunku do ich powstania
i rozwoju poOzZniejsze. Jezyki naturalne powstaly i rozwijajg sie niezaleznie od
badan teoretycznych majacych na celu zinwentaryzowanie ich wyrazéw i sfor-
mutowanie dyrektyw syntaktycznych; stownik ich jest chwiejny, a dyrektywy
syntaktyczne sg tylko przyblizone. Sztuczne jezyki symboliczne nauk deduk-
cyjnych powstajg droga odwrotng, z gory ustala sie stownik i dyrektywy syn-
taktyczne takiego jezyka, stosujac sie nastepnie do nich Scisle i bez wyjatku.

Mowiac o sensie nalezy rozrézni¢ sens wyrazeh bedacych znakami i sens
wyrazOw bedacych jedynie czeSciami znakéw. Sens wyrazen bedacych znakami
pozostaje w zwigzku z ich rolg jako znakdw. Woyrazenie ,,deszcz pada“ staje
sie znakiem deszczu dla 0os6b moéwiacych po polsku przez to, iz kazdy, kto uzywa
tego wyrazenia w sensie whasciwym dlain w jezyku polskim, uznaje zdanie
»deszcz pada“ za prawdziwe w okre$lonej sytuacji, tzn. wtedy i tylko wtedy,
gdy deszcz pada; podobnie ,czerwony“ jest znakiem czerwonego przedmiotu
przez to, iz kazdy kto uzywa tego wyrazu w sensie wiasciwym dlan w jezyku
polskim, uznaje za prawdziwe zdanie ,to jest czerwone* wtedy i tylko wtedy,
gdy wskazuje na czerwony przedmiot. Gdyby kto$ spostrzegajagc deszcz nie
uznat za prawdziwe zdania ,deszcz pada“, to powiedzielibySmy o nim, ze wy-
razenie to nie jest dlan znakiem deszczu, a zarazem, ze nie przypisuje temu
wyrazeniu sensu, jaki ono ma w jezyku polskim. Kazdy, kto uzywa wyrazenia
»deszcz pada w sensie whasciwym dlain w jezyku polskim, stosuje sie jak gdyby
do wymagania, aby uznawa¢ za prawdziwe zdanie ,,deszcz pada“ w razie spo-
strzezenia deszczu, Wymaganie to formutuje sie w postaci reguty: Kazdy kto
uzywa wyrazenia ,,deszcz pada“ w sensie przystugujgcym mu w jezyku polskim,
uznaje wyrazenie to za prawdziwe zawsze i tylko, jezeli deszcz pada. Regule te
nazywamy reguta lub dyrektywg sensu dla wyrazenia ,deszcz pada
w jezyku polskim, W regule powyzszej wyrazenia ,,,,deszcz pada““ (w cudzysto-
wie, in suppositione materiali) i ,,deszcz pada“ (bez cudzystowu, in suppositione
simplici) sg réznymi wyrazeniami (por. nizej 123).

Rozwazania powyzsze dajg sie rozszerzy¢ takze na wyrazy nie bedace
znakami, lecz jedynie czeSciami znakéw. Wyrazy takie otrzymujg sens w drodze
niejako posredniej, za posrednictwem znakow, ktorych sg czesciami. Rogala
sensu dla pewnego wyrazenia jest zarazem regulg sensu dla wyrazéw bedacych
czeSciami tego wyrazenia. Np. dla wyrazéw ,starszy od“ regula sensu moze
mie¢ mniej wiecej nastepujace brzmienie: Kazdy, kto uzywa wyrazdw ,starszy
od w sensie przystugujagcym im w jezyku polskim, uznaje za prawdziwe wy-
razenie ,,A jest starszy od B zawsze i tylko, jezeli A urodzit sie wcze$niej niz B.

W roznych jezykach istniejg wyrazenia, dla ktorych reguty sensu dajg sie
tak sformutowac, iz wymaga sie uznania stosownego wyrazenia bez wzgledu



na taka lub inng sytuacje, w kazdym niejako przypadku. Formulujac takg re-
gule sensu, nie wymieniamy przeto warunku uznania odno$nego wyrazenia za
prawdziwe, winno ono by¢ uznane za prawdziwe wprost przez kazdego, kto
uzywa owego wyrazenia zgodnie z sensem przystugujgcym mu w danym je-
zyku. Przykladem niech bedzie nastepujgca reguta sensu dla wyrazenia ,,jest” :
Kazdy, kto uzywa wyrazu ,jest“ w sensie, jaki posiada on w jezyku polskim,
uznaje za prawdziwe zdanie ,,a jest a“, jezeli ,,a* oznacza jakikolwiek przedmiot.
Tzw. najwyzsze prawa myslenia logiki klasycznej (zasada identycznosci, zasada
sprzecznosci), aksjomaty logiki matematycznej i matematyki moga by¢ formuto-
wane w postaci tego rodzaju dyrektyw sensu dla wystepujgcych w owych
aksjomatach wyrazen.

Mozna wreszcie budowaé reguly sensu w ten sposéb, iz uzalezniamy
w nich uznanie pewnych wyrazen od uznania innych wyrazen o poprzednio
ustalonym sensie. Np. regufa sensu dla wyrazu ,kwadrat” otrzyma w mysl
powyzszego brzmienie nastepujagce: Kazdy, kto uzywa wyrazu ,kwadrat®
w sensie, jaki wyraz ten posiada w jezyku polskim, uznaje za prawdziwe wyra-
zenie ,,powierzchnia ABCD jest kwadratem* zawsze i tylko, jezeli uznaje za
prawdziwe wyrazenie ,powierzchnia ABCD jest prostokgtem réwnobocznym
na plaszczyznie*.

Stosownie do powyzszych wyjasnien dzielimy reguty sensu na trzy ro-
dzaje: empiryczne, aksjomatyczne i dedukcyjne.

Empiryczne reguly sensu Zzadajg uznania pewnych wyrazen w za-
leznosci od empirycznie danej sytuacji; empirycznymi regutami sensu sg,
przytoczone wyzej jako przyklady, reguly sensu dla wyrazen ,deszcz pada |,
»czerwony*, ,starszy od".

Aksjomatyczne reguty sensu zadajg uznania pewnych wyrazen
wprost, nie uzalezniajac tego uznania od zadnych warunkéw. Przykladem jest
przytoczona wyzej reguta sensu dla wyrazu ,jest”.

Dedukcyjne reguty sensu zadajg uznania pewnych wyraze w zalez-
nosci od uznania innych wyrazen. Nalezy tu przytoczony uprzednio przykiad
reguty sensu dla wyrazu ,kwadrat“. Podobnie np. sens wyrazenia ,p i q ,
czyli koniunkcji zdan ,,p“, ,,q“, mozna ustali¢ za pomocg reguly: Kazdy,
kto postuguje sie wyrazeniem ,.p i q“ zgodnie z jego sensem w teorii zdan,
uznaje za prawdziwe wyrazenie ,,p i q" zawsze i tylko, jezeli uznaje za prawdziwe
kazde ze zdan ,,p“ i ,,9“ z osobna.

Jezyki symboliczne, ktorymi postuguja sie rdzne dziaty matematyki i logiki,
opierajg sie na aksjomatycznych i dedukcyjnych regutach sensu z wytgczeniem
regut empirycznych. Jezyk potoczny oraz jezyki nauk empirycznych wymagajg
regut sensu wszystkich trzech rodzajow.

Stownik, dyrektywy syntaktyczne i dyrektywy sensu sg niezbedne, a za-
razem wystarczajg do scharakteryzowania jakiegokolwiek jezyka.
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2. Kategorie semantyczne

Klasyfikacje wyrazenn pewnego jezyka, obejmujaca zardwno wyrazenia
proste jego stownika, jak tez ich potaczenia czynigce zado$¢ dyrektywom syn-
taktycznym, uzyskujemy drogg nastepujaca: Wezmy pod uwage wyrazenie
sensowne jezyka polskiego ,,prawdg jest, ze Krakdéw lezy nad Wistg" i prze-
ksztatcajmy je w ten sposOb, iz wyrazenie bedace jego czescig ,,Krakéw lezy
nad Wistg"“ zastepowal bedziemy kolejno przez inne wyrazenia. Kladac tak
po stowach ,prawda jest, ze* np. wyrazenia ,,Krakéw lezy nad morzem*,
.2+ 3=5 | otrzymujemy wyrazenia sensowne (prawdziwe lub fatszywe),
natomiast wyrazenia ,0ajwyzszy szczyt Tatr“, ,i owszem*, ,3 + 2“ itp.
w tej samej sytuacji dajg cato$¢ bezsensowng. Kazde wyrazenie, ktore potozone
po stowach ,prawdg jest, ze daje wraz z nimi calo$¢ sensowng, nazywa sie
zdaniem lub powiedzeniem. Termin ,zuarue* uzyty jest tu w sensie
logicznym, zatem inaczej, niz uzywa si¢ go w gramatyce; zdanie rozkazujgce
»Nnie ogladaj sie , zdanie pytajne ,czy dzi§ jest pogoda?“, zdanie wzgledne
»Ktory jest zielony potozone po stowach ,prawda jest, ze* nie dajg catosci
sensownej, nie sa wiec zdaniami wedtug przyjetego wyzej sposobu uzycia tego
terminu, jakkolwiek sg zdaniami w gramatyce.

Zdania ,,jezeli dzi$ jest pigtek, to jutro jest sobota“ oraz ,Krakéw lezy
nad Wis"g roznig sie miedzy innymi tym, ze pierwsze z nich posiada czesc,
ktora jest zdaniem (,,azi$ jest piatek”, ,jutro jest sobota“), nafomiast zadna
cze$¢ drugiego nie jest zdaniem. Zdanie, ktérego zadna czes$¢ nie jes™ zdaniem,
nazywamy zdaniem prostym; zdanie, ktdre posiada cze$¢ bedacag zdaniem,
jest zdaniem ziozonym. Woyrazenie ,prawda jest, ze Krakdéw lezy nad
Wistg jest zdaniem ztozonym; jest .zdaniem, poniewaz napisane po stowach
»~prawda jest, ze daje wraz z nimi cato$¢ sensowna, jest zdaniem ztozonym,
poniewaz posiada cze$¢, ktdéra jest zdaniem. Zdanie to mozna przeto rozbic¢
na czes¢, ktdra jest zdaniem.(w zdaniu ztozonym moze by¢ wiecej takich czesci),
i na czesc, ktdra nie jest zdaniem an: tez nie zawiera zdania jako czesci; cze$¢
zdania ztozonego, ktora nie jest zdaniem i nie zawiera zdania jako czesci, nosi
nazwe funktdra zdan iotwdrczego, dokladniej tutaj: fun ktéra zdanio-
tworczego argumentu zdaniowego. W zdaniu ,nie péjde do lasu*
»nie jest funktorem zdaniotwdrczym argumentu zdaniowego ,,péjde do lasu®;
w zdaniu ,przyjde, jezeli zdagze — ,jezeli“ jest funktorem zdaniotworczym
dw,ch argumentéw zdaniowych ,,przyjde* i ,zdaze*“. Funktor zdaniotworczy
p zeksztatca lub 1gczy zdania proste, wystepujagce jako jego argumenty,

na zdania ztozone; jest przeto jak gdyby znakiem dziatania dokonywanego
na argumentach.

Funktor tworzy wraz ze swymi argumentami zdanie zlozone, sam jest
natomiast wyrazeniem niezupetnym, podobnie jak symbole matematyczne
»— . .), ,log iin. Niezupeinos¢ funktora zaznaczamy piszac na miejscu
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jego argumentéw symbole nieoznaczone ,,p, ,,q\ ,.r\ .
a“. Symbole ,,p", ,,q"\ (mate litery alfabetu tacinskiego poczynajac
od ,£%) wypisane na miejscu argumentow funktora zdamotworczego argu-
mentéw zdaniowych nazywamy zmiennymi zdaniowymi; reprezentujg
one dowolne zdania, ktére tagcznie z funktorem dajg wyrazenie sensowne, miano-
wicie zdanie ztozone. Symbol ztozony z funktora zdamotworczego . zmiennych
zdaniowych wystepujacych na miejscu jego argumentéw nazywamy fun cja
zdaniowa zmiennych zdaniowych. Funkcja zdaniowa reprezentuje do-
wolne zdanie zbioru zdan, ktére powstajg, .gdy zamiast zmiennych potozymy

.. np. ,me p ,,,P jezeli

WSs$rdd zdan prostych wyrdzniajg sie zdania elementarne o faktach, zwane
zdaniami atomowymi, jak zdania, ktére uznajemy na podstawie empirycz-
nych dyrektyw sensu. Zdania atomowe moge by¢ zdefiniowane ne”tywnie
jako zdania proste, me zawierajgce terminow ,wszystkie (lub ,kazde ) an,

pewne" (lub ,niektére"). Zdaniami prostymi procz zdan atomowych sg
zdania uzyskane przez generalizacje funkcji propozycjonalnych o ktorych
bedzie mowa p6zniej (311), podobnie jak o zdaniach jednostkowych nie

bedacych atomowymi (424). Przyktadami zdan atomowych mech beda zdania
,to Swieci"”, ,Warszawa jest wieksza od Poznania"

.tamto jest czerwone ;
Natomiast nie jest atomowe

zdanie ,kwiat maku polnego jest czerwony |,
poniewaz jest ono domys$inie poprzedzone stowem ,Lkazdy ani zdanie ,roze

bywajg czerwone"”, poniewaz jest ono skrétem zdania ,niektore roze sg czer-
wone". ani wreszcie, zdanie ,najwyzsza gora Swiata lezy w Himalajac
niewaz, jak okaze sie (424), nie jest to zdanie proste.

Zastepujac ,to" w przykladzie pierwszym przez inne wyraienle jezy a

polskiego, otrzymujemy badz nowe zdanie atomowe, praw ziwe u
np. ,,stonce Swieci", bagdz wyrazenie nie bedgce zdaniem atomowym
zdaniem prostym nieatomowym, np. ,diament S$wieci
ment Swieci", albo zdaniem ztozonym, np. ,nieprawda, ze co$ tam Swiecy,
albo wyrazeniem bez sensu, np. ,,p0js¢ Swieci". Wpyrazenia ,to , ,tamto
»stonce" i wszystkie inne, ktére zastepujg ,,to" w ten sposoD, iz tworzg w a
z ,Swieci" zdanie atomowe prawdziwe lub fatszywe, sg nazwami.
nazywajg przedmioty indywidualne (indywidua).

W zdaniu atomowym wystepuje badZz jedna nazwa, jak w P°P"ze n*
przyktadzie, badz dwie lub nawet wiecej nazw, jak w przyktadzie ,, Warsza

jest wieksza od Poznania"; w kazdym jednak zdaniu atomowym wyS
przynajmniej jedna nazwa, czasem tylko domyslnie, *np. z anie

»grzmi" jest réwnoznaczne zdaniu ,to jest grzmotem Wyzy”~aazie
jest czerwone" wystepuje nazwa ,to oraz wyraz ,czerwone , xto‘y n
nazwag; zastagpmy bowiem w zc.aniu ,,to Swieci nazwe ,to Pizez "c
a otrzymamy wyrazenie ,czerwone Swieci", nie bedace zdaniem atomowym,
poniewaz znaczy ono to samo, co ,kazdy przedmiot czeiwony Swieci

» po-

a y*”°
, lecz al o
, zamiast ,,.a Yy A

.Naz
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»pewien przedmiot czerwony S$wieci“. Wyraz ,czerwony“ oraz wszystkie
wyrazenia, ktére zastepujg go w zdaniu atomowym ,to jest czerwone* w ten
spos6b, iz powstaje zndéw zdanie atomowe, nazywamy orzecznikami (pre-,.
dykatami). Orzeczniki bywajg nazywane nazwami og6lnymi lub gene-
ralnymi, w przeciwstawieniu do nich nazwami jednostkowymi lub
indywidualnymi sg wyrazenia, ktore okresliliSmy wyzej jako nazwy bez
zadnej przydawki.

Zastepujmy z kolei w zdaniu ,to Swieci wyrazenie ,$wieci“ przez inne
wyrazenia jezyka polskiego, np. ,pali“, ,grzeje*, ,jest czerwone“, ,i“, ,na-
przéd“. Woyrazenie ,Swieci“ oraz wszystkie i tylko te, ktére wraz z nazwg
tworza zdanie atomowe, sg funktorami zdaniotwdrczymi argumentu
nazwo wego. Funktor taki przeksztatca nazwe, przy ktd'ej stoi, na zdanie ato-
mowe, jest przeto jak gdyby znakiem dokonanego na niej dziatania. Tworzac
Z nazwg zdanie elementarne, jest on sam dla siebie wziety wyrazeniem niezu-
petnym, podobnie jak funktor zdaniotworezy argumentéw zdaniowych. Nie-
zupetnos¢ jego zaznaczamy przez symbole nieokreslone WY oz, ktore
wpisujemy w miejsce jego argumentdéw, np. ,,x Swieci* i analogicznie ,,x jest
wiegksze od y* itp. Symbole ,,x\ ,y“, ,,z*... wpisane w miejsce argumentow
nazwowych funktora zdaniotworczego nazywamy zmiennymi nazw owymi.
Catos¢ ztozona z funktora.zdaniotworczego i nalezacych dori zmiennych nazwo-
wych jest funkcjg zdaniowg argumentow nazwowych (lub krétko:
funkcjag propozycjonalng). W zdaniu ,to jest czerwone argumentami
funktora ,jest“ sg nazwa i orzecznik. ,Jest* lub ,s3“, ktére tworzy zdanie
wraz z dwoma orzecznikami, np. ,,wieloryb jest ssakiem*, , koty sg drapiezcami ,
nazywamy (w tej roli owych wyrazéw) funktorami zdaniotwdrczymi dwdch ar-
gumentéw orzecznikowych. ,Kazdy“, ,wszystkie“, ,niektore” (np. ,kazdy
wieloryb jest ssakiem*) przed orzecznikiem w podmiocie zdania me jest
funktorem, ktdry by przeksztatcat argumenty na funkcje owych argumentéw;
rola tych dodatkdw jest inna: gcza one desygnaty argumentéw zdania, przed
ktorymi stojg, w grupy, klasy, zbiory: zdanie ,wieloryb jest ssakiem“ jest zda-
niem o tym lub tamtym wielorybie (lub wedtug innej interpretacji o wielorybie
abstrakcyjnym), natomiast zdanie ,kazdy wieloryb jest ssakiem* orzeka
0 zbiorze, klasie, zakresie wielorybow; podobnie zdanie ,,niektore ssaki sg dra-
piezcami  wydziela pewng grupe z zakresu ssakOw. Omawiane wyrazy na-
zywamy kwantyfikatorami. .

W mys$l powyzszych rozréznien przeprowadzamy podziat wyrazen na
kategorie semantyczne. Dwa wyrazenia, ktére moga wzajemnie wy-
mienia¢ sie w pewnym wyrazeniu sensownym w ten sposob, iz po wymianie
sens pozostaje zachowany, nalezg do tej samej kategorii semantycznej ze
wzgledu na owo wyrazenie.

W jezykach potocznych moze byé rzecza watpliwg, czy dwa wyrazenia,
nalezace ze wzgledu na pewne wyrazenie do jednej kategorii semantycznej



_ 16 —

lub do roznych kategorii semantycznych, pozostajg do siebie w tym samym
stosunku takze ze wzgledu na wszystkie inne wyrazenia, w ktérych moga za-
wiera¢ sie stosownie do praw sktadni. Watpliwo$¢ ma swe zrodto w tym, ze
zarowno stownik, jak i dyrektywy syntaktyczne lezace u podstawy jezykdw
potocznych sg chwiejne. Tak np. wyrazenie jezyka potocznego ,prawda“
jest wieloznaczne 1 w zwigzku z tym trzeba rozdzieli¢ zdania r6znych kategorii
semantycznych (por. 324). W sztucznych jezykach naukowych okresla sie
kategorie semantyczne w ten sposéb, iz nie sg one odniesione do jakiego$
szczeg6lnego wyrazenia. Dwa wyrazenia nalezace do jednej kategorii seman-
tycznej ze wzgledu na pewne wyrazenie nalezg do jednej kategorii semantycz-
nej takze ze wzgledu na dowolne inne wyrazenie danego jezyka. Zmienng
zaliczamy do tej samej kategorii semantycznej, do ktdrej nalezg reprezentowane
przez nig wyrazenia.

Rozroznienie kategorii semantycznych wskazuje sposob rozwigzania za-
gadnienia zwanego paradoksem Kklas, zwigzanego z uzywaniem wyrazéw
»zbior* lub ,klasa“. Dyrektywa sensu dla wyrazenia ,klasa K ‘ nakazuje
uznawa¢ za prawdziwe zdanie ,,x nalezy do klasy K" (,,K* czytamy w dopet-
niaczu liczby mnogiej) zawsze i tylko, jezeli prawdziwe jest zdanie ,* jest
K" (,Af“ czytamy w narzedniku liczby pojedynczej), tak np. Adam nalezy do
klasy ludzi, bo prawdziwe jest zdanie ,Adam jest cztowiekiem*, podobnie
7 nalezy do klasy liczb catkowitych itd. Traktujagc wyrazenia postaci ,klasg
K jako nazwy, skionni jesteSmy uzna¢ za prawdziwe zdania ,klasa ludzi
me jest cztowiekiem*, czyli ,klasa ludzi nie nalezy do siebie” (j. do klasy
ludzi) oraz ,klasa klas jest klasa“, czyli ,klasa klas nalezy do siebie* (tj. do
klasy klas). Paradoks powstaje, gdy zapytamy, czy klasa klas, ktdre nie nalezg
do siebie, nalezy do siebie. Jezeli przypuscimy, ze klasa klas, ktore nie nalezg
do siebie, nalezy do siebie, to wynika stad, Ze jest ona jedng z klas, ktére nie
naleza do siebie. Jezeli za$ przypuscimy, ze nie nalezy do siebie, to jest jedna
z klas, ktore nie naleza do siebie, a zatem wedtug definicji musi do siebie na-
leze¢. Dochodzimy wiec do sprzecznosci, okazuje sie bowiem, ze klasa owa
zaréwno nalezy, jak nie nalezy do siebie.

Powstanie sprzecznosci ma swe zrodto w tym, iz popetnia sie blad, trak-
tujac wyrazenia postaci ,klasa K" jako wyrazenia tej samej kategorii seman-
tycznej co nazwy i uwazajac potgczenie wyrazéw ,klasa ludzi me jest cztowie-
kiem itp. za wyrazenie sensowne. Wyrazenie postaci ,klasa K nalezy do
innej kategorii semantycznej niz nazwy i nie moze by¢ podstawione za zmienng
nazwowg W funkcji proporcjonalnej: x jest K, przez ktdrg wyrazenie ,klasa K
jest okreslone. Natomiast podobnie jak od kategorii semantycznej nazw prze-
chodzi sie za posrednictwem funkcji: x jest K rownowaznej z: x nalezy do
klasy K, do odrebnej kategorii semantycznej wyrazen postaci ,klasa K , tak
znow funkcja proporcjonalna X jest klasa, réwnowazna z: X nalezy do klasy
klas, w ktdrej za zmienng X podstawiamy wyrazenia postaci ,,klasa K , prowadzi
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do stworzenia nowej kategorii semantycznej, obejmujacej wyrazenia takie,
jak ,klasa klas“, czyli ,klasa drugiego rzedu“; jest widoczne, Ze w ten sposab,
tworzac klasy coraz wyzszych rzeddéw, mozna mnozy¢ dowolnie liczbe kate-
gorii semantycznych.

Celem usuniecia sprzecznosci zawartej w paradoksie klas i innych po-
dobnych Russell utworzyt teorie typdw logicznych, ktéra rozréznia przed-
mioty réznych typéw. Oznaczone przez nazwy indywidua sa przedmiotami
typu najnizszego, klasy indywidudéw sg przedmiotami typu wyzszego w sto-
sunku do indywidudw, klasy klas sg przedmiotami typu wyzszego w stosunku
do klas indywiduéw itp. Otrzymuje sie hierarchie typéw zbudowang w ten
sposob, iz kazda klasa posiada typ wyzszy od typu wszystkich nalezacych do niej
elementow. Odpowiednio klasyfikuje sie takze wyrazenia dotyczace przed-
miotdw roznych typow, oddzielajac wyrazenia o indywiduach od wyrazen
o klasach indywidudw itd. Teoria typéw oddziela przeto zdania o przedmio-
tach roéznych typow od siebie, nie pozwalajac na zastepowanie w zdaniach
0 indywiduach nazw indywiduéw przez wyrazenia o klasach tych indywidudw
1 na rozszerzanie w ten sposob zdan o indywiduach na przedmioty wyzszego
typu.

Teoria typow logicznych usuwa paradoksy metodg analogiczng do tej,
jaka stosuje sie, wprowadzajagc rozroznienie kategorii semantycznych, to jest
przez ograniczenie zakresu wartosci, ktore mozna podstawia¢ za zmienne w funk-
cjach propozycjonalnych. Bedac teorig ad koc utworzong i nie wigzac sie ponadto
z niczym innym, staje sie ona zbedna wobec tego, ze rozrdznienie kategorii
semantycznych i stopni jezyka (o czym bedzie mowa w dalszym ciggu) nie tylko
usuwa paradoksy, lecz zarazem uzasadnia ograniczenie zakresu warto$ci zmien-
nych niezbedne w tym celu wskazujgc, Ze jest ono szczeg6lnym przypadkiem
zastosowania istotnych wiasciwosci jezyka. W dalszym ciggu wyrazenie ,,przed-
miot pewnego typu“ bedzie uzywane jedynie jako skr6t zamiast ,,przedmiot
oznaczony przez wyrazenie pewnej Kkategorii semantycznej“, podobnie: ,,dwa
przedmioty nalezg do réznych typdw* zamiast ,,dwa przedmioty sg oznaczone
przez wyrazenia nalezace do roznych kategorii semantycznych® itd.

3. Stopien jezyka

Jezyk jest systemem znakdw, ktorym odpowiadajg przedmioty owymi
znakami oznaczone. Np. jezyk symboliczny arytmetyki jest systemem zna-
kéw oznaczajgcych liczby i zwigzki miedzy nimi; jezykom potocznym odpo-
wiadajg w podobny sposob przedmioty Swiata empirycznego itd. Nazwijmy
jezyki rozpatrywane z tego punktu widzenia jezykami pierwszego stopnia.
Zbidr wyrazen jakiego$ jezyka p.erwszego stopnia mozna z kolei rozpatrywac
jako zbiér przedmiotéw oznaczonych przez wyrazenia nalezace do systemu
innego jezyka. len nowry jezyk nazwiemy jezykiem drugiego stopnia



w stosunku do tamtego jezyka pierwszego stopnia. Jezyki drugiego stopnia
stuzg zatem do badania i opisywania jezykOw pierwszego stopnia, tak jak jezyki
pierwszego stopnia stuza do badania i opisywania przedmiotéw nie bedacych
wyrazeniami jezyka. Chcac za$ badac¢ i opisywac jezyki drugiego stopnia musie-
libySmy utworzy¢ jezyki trzeciego stopnia itd.

Jezyki potoczne nie sg z powyzszego punktu widzenia jednolite, zawierajg
bowiem wyrazenia nalezgce do jezykéw roznego stopnia. Jezeli jakie$ wyra-
zenie nalezy do jezyka pierwszego stopnia, to nazwa tego wyrazenia nalezy do
jezyka stopnia drugiego; jezyki za$ potoczne postugujg sie swymi wyrazeniami
nie tylko w roli im wiaSciwej w danym jezyku pierwszego stopnia, ale takze
w roli nazw dfa nich samych. Te dwa sposoby uzycia wyrazen rozrdznia logika
klasyczna jako uzycie wyrazenia w supozycji zwykiej/supfMsiiio sim&lez) i w supo-
zycji materialnej fsupposi/ro materialh). Wyrazenie pewnego jezyka potocznego
swziete w supozycji zwyklej posiada wiasciwy sobie sens w danym jezyku;
uzyte natomiast w supozycji materialnej, sens ten traci. Wyraz ,zwierze*
uzyty w supozycji zwyklej jest nazwg zwierzecia i nalezy do jezyka pierwszego
stopnia, wyraz ten uzyty w supozycji materialnej nalezy do jezyka drugiego
stopnia. Wyrazenia uzyte w supozycji materialnej piszemy w cudzystowach,
dlatego bywajg one okre$lane jako nazwy cudzystowowe, jak wyraz ,zwie-
rZe=* na pierwszym miejscu w podanym wyzej przyktadzie, ten sam wyraz na
drugim miejscu zostat uzyty w supozycji zwyklej. Taki sposdb ozycia cudzy-
stowow jest uog6lnieniem sposobu stosowanego w jezykach potocznych, gdzie
wprowadzamy je przy cytowaniu slow cudzych,; oznaczamy wdwczas nimi nie
rzeczy, lecz cwe cudze wypowiedzi.

Wyrazenia pewnego jezyka, zawierajace wyrazy zaczerpniete ze stownika
nie tego.jezyka, lecz jezyka innego stopnia, sg z punktu widzenia logiki bez
sensu. Ckazuje sie to dowodnie w fakcie, ze charakterystyczne dla jezykdéw po-
tocznych zatarcie rdznicy miedzy wyrazeniami réznych stopni jezykowych
jest zrodiem antynomii logicznych podobnych do paradoksu klas, w ktorych
pozornie poprawne zatozenia i rozumowania prowadzg do sprzecznosci. Naj-
czesciej przytaczany spomiedzy nich jest paradoks Epimenidesa, czyli
antynomia kiamcy, przypisywany Eubulidesowi, uczniowi Euklidesa, za-
tozyciela szkcly filozoficznej megarejskiej z IV w. przed Chr.: Epimemdas
Kretenczyk (Kretenczykdw wysmiewano jako klamcéw) mowi ,klamie .
Jezeli méwigc tak, méwi prawde, czyli nie kltamie, to prawdg jest, ze klamie —
jezeli przeto nie klamie, to klamie. A jezeli ktamie, to méwi nieprawde; nie-
prawda jest, ze klamie, wiec nie klamie — jezeli przeto klamie, to nie klamie.
W cbu przypadkach kiamie i nie klamie zarazem.

Wyrazenie ,ktamie“ jest wyrazeniem z jezyka drugiego stopnia, w ktorym
stwierdza sie nieprawdziwo$¢ jakiego§ wyrazenia nalezacego do jezyka pierw-
szego stopnia. W paradoksie Epimenidesa wyrazenie ,kfamie* ma stwierdzic¢
nieprawdziwos¢ siebie samego, jest wiec wziete jednoczesnie jako nieprawdziwe
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wyrazenie z jezyka pierwszego stopnia (wyrazenie, ktérego nieprawdziwo$¢
zostaje stwierdzona) i prawdziwe wyrazenie z jezyka stopnia drugiego (ktdre
owa nieprawdziwo$¢ prawdziwie stwierdza). To wilasnie pomieszanie rodzi
antynomie.

Jako inny przyktad bywa przytaczany paradoks orzecznikdéw (nazw)
heterosemantycznych. Dzieli sie orzeczniki jezyka potocznego na auto-
semantyczne i heterosemantyczne. Autosemantyczny jest orzecznik, ktory
orzeka si¢ prawdziwie 0 nim samym, np. wyraz ,rzeczownik“ jest rzeczowni-
kiem, wyraz ,polski** jest wyrazem polskim. Natomiast orzeczniki hetero-
semantyczne nie posiadajg tej wkasnosci, np. nie jest prawda, ze wyraz ,,nie-
ztozony* jest nie ztozony. Paradoks polega na stwierdzeniu, ze wyraz ,,hetero-
semantyczny* jest zarazem autosemantyczny i heterosemantyczny. Albowiem
jezeli zatozymy, ze jest autosemantyczny, to w mysl definicji orzeka sie praw-
dziwie o sobie samym, czyli jest heterosemantyczny. Jezeli za$ przypusci sie,
ze jest heterosemantyczny, to w mys$l definicji nieprawda jest, ze wyraz ,,hetero-
semantyczny* jest heterosemantyczny, czyli jest autosemantyczny.

Powyzszy wywod wykracza przeciwko postulatowi rozréznienia jezykdéw
réznych stopni podobnie, jak antymonia klamcy. Wyraz ,heterosemantyczny*
nalezy do jezyka drugiego stopnia i jest w tym jezyku nazwg wyrazer o pewnej
wlasnosci z jezyka pierwszego stopnia. Natomiast w przytoczonej antynomii
wyraz ten ma by¢ nazwg dla samego siebie. Jest wiec uzyty jako oznaczony
przez te nazwe i posiadajacy wiasncs$ heterosemantycznosci wyraz z jezyka
drugiego stopnia, a jednoczes$nie jako autosemantyczny, bo nazywajacy sam
siebie, wyraz z jezyka trzeciego stopnia.

Rozréznienie jezykéw pierwszego j drugiego stopnia pozwala na rozdzie-
lenie rozwazan dotyczacych przedmiotéw pewnego badania naukowego oraz
rozwazan dotyczacych jezyka, w ktorych tamte badania sg formutowane, Jest
to szczeg6lnie wazne dla logiki i innych nauk postugujacych sie sztucznymi
jezykami symbolicznymi. Utworzenie jezyka symbolicznego, jakkolwiek histo-
rycznie dzieje sie w obrebie jednolitego procesu rozwojowego danej nauki,
jest teoretycznie sprawg odrebng i nalezyte oddzielenie twierdzeri pewnej nauki,
ktore dotycza przedmiotow jej badania, od twierdzen dotyczacych jezyka jej
nauki jest rzecza wielkiego znaczenia z punktu widzenia metodologicznego,
dopiero bowiem po dokonaniu takiego rozdzielenia potrafimy osiggngé catko-
witg $cisto$¢ w budowaniu nauki, czego wyrazem jest jej sformalizowanie (231).
Takie oddzielenie zostato dokonane dla logiki w ostatnim lat dziesigtku, dajac
w wyniku rozroznienie logiki oraz metalogiki, czyli nauki o jezyku logiki.
W szczegdlnosci nalezg do metalogiki ustalenia dotyczace stownika symboli
logicznych, dyrektyw syntaktycznych oraz dyrektyw sensu, stanowigcych za-
razem dyrektywy uznawania twierdzen logicznych.



Czes¢ 2
Teoria zdan

Rozdziat 1. Podstawy metalogiczne

1. Funkcje prawdziwosciowe

Podstawowg czeScig logiki jest ta, ktora zajmuje sie zwigzkami miedzy-
zdaniowymi. Jest to teoria zdan lub teoria dedukcji, tak nazwana dlatego,
iz wszelkie wnioskowanie (deductio) dzieje sie wedtug zwigzkéw w niej roz-
patrywanych. Zwigzki miedzyzdaniowe powstajg przez taczenie zdan za pomocg
funktoréw zdaniotworezych argumentdéw zdaniowych, ktorych przyktady po-
znaliSmy juz poprzednio (122). Rezultatem potgczenia jest zdanie ztozone.
Nie kazde jednak zdanie pozornie ztozone w jezyku potocznym jest zwigzkiem
miedzyzdaniowym; charakterystyczne bowiem dla jezyka potocznego nieroz-
réznianie stopni jezykowych sprawia, ze nie odrozniamy zdan od ich nazw
cudzystowowych i uwazamy mylnie nazwy cudzyst w we zdan, wystepujace
jako czedci innych zdan, za zdania. Np. w zdaniu (1) ,,Jan sadzi, ze dzi$ jest
sobota“ wyrazenie ,,dzi$ jest sobota* nie jest zdaniem, lecz nazwg cudzystowows
zdania. Nie stwierdza sie tu bowiem, ktéry mamy dzien tygodnia, lec? tylko,
jaka jest mysl Jana, a zdanie ,,dzi$ jest sobota“ jest wyrazem tej mysli. Zdanie
(1) w doktadnym sformutowaniu brzmie¢ przeto powinno: Jan zywi przeko-
nanie, ktérego wyrazem jest zdanie ,dzi$ jest sobota“. Tak sformutowane
zdanie nie jest zdaniem ztozonym. Innym typem zdania w jezyku potocznym
pozornie ztozonego, ktore nie jest zwigzkiem miedzyzdaniowym, jest zdanie
(2) ,,niewatpliwie, ze p* (albo ,,zdaje sie, ze p“, ,mozliwe, ze p itp.). Zdania
tego typu sg zdaniami nie o fakcie, ktdrego dotyczy zdanie p, lecz o samym tym
zdaniu i znacza tyle, co ,,zdanie p jest niewatpliwe” (lub: dostatecznie uzasa-
dnione, mozliwe itp.). Nie nalezy tez do teorii zdah zdanie postaci (3) ,,p
przeto q". Wyraz ,przeto* wskazuje dziatanie odrywania (212), ktére zostato
wykonane, aby uzna¢ zdanie g, gdy zostato uznane zdanie p. Zdania dotyczace
dokonywania dziatan logicznych na zdaniach sg zdaniami o zdaniach logiki
i nalezg do jezyka wyzszego stopnia, takze zatem zdanie ,p przeto g jest
zdaniem, w ktdrym p i q wystepujg nie jako zdarna bedace czedciami zdania
ztozonego, lecz jako nazwy cudzystowowe zdan, na ktorych zostato dokonane
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dziatanie, wskazane przez wyraz ,przeto”. Powyzsze zdanie jest wyrazeniem
metalogicznym i znaczy to samo, co ,.zdanie p implikuje zdanie q i oba s3
prawdziwe."

W teorii zdarh operujemy me okre$lonymi indywidualnie zdaniami, lecz
funkcjami zdaniowymi zmiennych zdaniowych, dgzymy bowiem do uzyskania
wynikéw ogolnych, waznych dla zwigzkéw miedzy jakimikolwiek zdaniami,
bez wzgledu na tres¢ tych zdan. Charakteryzujemy funkcje zdaniowe wyste-
pujace w teorii zdan przez warto$¢ logiczng, jakg przybiera funkcja dla
okreslonych warto$ci logicznych argumentéw. WartoSciami logicznymi sg
prawda (czyli zdanie prawdziwe lub zdanie, ktére uznajemy) i fatsz (czyli
zdanie falszywe lub zdanie, ktére odrzucamy). Logika rozrozniajgca te dwie
wartosci nazywa sie logikg dwuwarto$ciowa. Funkcje zdaniowe logiki
zdan sg jednoznacznie zalezne od swoich argumentéw, tzn. dla okre$lonej
wartosci logicznej argumentdw istnieje jedna i tylko jedna warto$¢ logiczna
funkcji zdaniowej. Funkcja zdaniowa zmiennych zdaniowych, ktorej wartos¢
logiczna zalezy jedynie pd wartosci logicznej argumentow, nie zalezy za$ od ich
treSci, nazywa sie funkcjg prawdziwos$ciowg. Wszystkie funkcje zdaniowe
logiki zdan sg funkcjami prawdziwoSciowymi.

Najprostszymi funkcjami prawdziwosSciowymi sg funkcje, w ktoérych wy-
stepuje jeden tylko argument p. Sg to funkcja p zwana asercjg i funkcja
nie-p zwana negacjg. Wartos¢ logiczna asercji jest identyczna z wartoscig
logiczng argumentu, warto$¢ logiczna negacji jest przeciwna wartosci logicz-
nej argumentu. Przykladami funkcji prawdziwo$ciowych dwdch argumentow
w sformutowaniu stownym jezyka potocznego sg ,,p i g“, ,p lub 3", ,,p albo
q", ,jezeli p, to g“ (lub: ,,q jezeli p“). Z funkcji prawdziwo$ciowych dwdch
argumentow mozna skonstruowac¢ funkcje prawdziwosciowe wigkszej liczby
argumentow, jak np. ,p lub qir“, ,jezeli pto qi r* itp.

Sposéb uzywania przytoczonych wyzej potaczen jest w jezyku potocznym
niekiedy chwiejny. Funkcje prawdziwosciowe teorii zdan muszg by¢ okreslone
Sciéle, przeto jakkolwiek zgodne sg na og6t co do swych wihasnosci z potaczeniami
zdan w mowie potocznej, to jednak zgodno$¢ nie jest catkowita. W szczegol-
nosci wymaga objasnienia sposéb, w jaki uzywa sie w logice potgczenia ,,jezeli
P to g , a mianowicie: 1) uzywa si¢ go tu nie tylko w przypadkach, ktore gra-
matyka nazywa okresem warunkowym rzeczywistym, lecz takze na oznaczenie
okresu warunkowego mozliwego i okresu warunkowego nierzeczywistego, tj.
w przypadkach, w ktérych mowa potoczna uzywa potaczenia przez ,jezeliby
lub ,,gdyby' dla zaznaczenia, ze warunek wymieniony w poprzedniku nie jest
spetniony — innymi stowy ,jezeli p, to g obejmuje w rozumieniu teorii zdan
zarowno przypadki, w ktorych p jest prawdziwe, jak i przypadki, w ktérych
p nie jest prawdziwe; 2) gdy uzywamy w mewie potocznej okresu warunkowego,
to zazwyczaj mamy na mysli zwigzek tresciowy, wedtug ktérego znajac poprzed-
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nik poznajemy réwniez nastepnik, np. ,jezeli kazde S jest P, to pewne S jest
P, .jezeli dzi§ jest $roda, to jutro jest czwartek* itp. W niektdrych jednak
zwrotach jezyka potocznego tgczymy ze sobg w okres warunkowy nawet zdania
nie zwigzane tresciowo, aby podkresli¢ jedynie ich niewatpliwg prawdziwosc¢
lub fatszywos$¢. Np. zdanie ,jezeli dwa razy dwa jest cztery, to wygramy w tym
sporze* moze stuzyé za zapewnienie o prawdziwosci nastepnika: tak sarno
niemozliwa jest przegrana, jak niemozliwe, by dwa razy dwa nie byto cztery,
prawdziwo$¢ poprzednika gwarantuje tu niejako prawdziwo$¢ nastepnika, cho-
ciaz poza tym nic innego nie tgczy obu zdan ze sobg. Podobnie zdanie ,,jezeli
ci sie uda, to chyba mi wiosy na dtoni wyrosng" jest zapewnieniem o niemoz-
liwosci udania sie zamiaru; jak niemozliwe jest, by wiosy na dloni wyrosty,
tak niemozliwe jest spetnienie zamiaru; falszywos¢ nastepnika gwarantuje
fatszywos$¢ poprzednika, niepotrzebny jest w tym celu zwigzek tresciowy miedzy
zdaniami, natomiast wazna jest tylko prawdziwo$¢ obu zdan w pierwszym
oraz fatszywosc ich w drugim przykfadzie. Potgczenie ,jezeli p, to q ‘ rozumiemy
w teorii zdan tak, iz obejmuje ono takze przykiady tego rodzaju; nie zwracamy
przeto uwagi na zwigzek tresciowy zdan, lecz jedynie na to, by przy prawdziwym
poprzedniku wykluczony byt fatszywy nastepnik, a przy fatszywym nastep-
niku — prawdziwy poprzednik.

Jako przykiad funkcji zdaniowych argumentéw zdaniowych, ktére nie sg
funkcjami prawdziwo$ciowymi, przytacza sie wyrazenia postaci (1), (2), (3),
jakie rozpatrywaliSmy poprzednio, dochodzac do wyniku, ze nie sg to funkcje
argumentow zdaniowych, gdyz wystepujace w nich jako argumenty rzekome
zdania sg nazwami cudzystowowymi zdan. Nie sg rdwniez funkcjami prawdzi-
wosciowymi zdania jezyka potocznego, ztozone przy pomocy spojnikéw ,,cho-
ciaz“, ,bo (bowiem)“, ,poniewaz“, ,aby“, lecz dajg sie one sprowadzi¢ do
funkcji prawdziwosciowych z domys$inymi dodatkami treSciowymi: 1) ,p
chociaz q" jest skrdtem zdania ztozonego ,,q i p i jezeli g, to watpliwe, ze p
2) ,,p bo g“ znaczy ,,q i jezeli g to, p, przeto p ; 3) ,,p poniewaz g , to tyle, co
spiqito, ze q, jest przyczyng, ze p“; 4) ,,p aby q znaczy ,niech q i p, bo
jezeli p, to g“. Woydaje sie uzasadnione przypuszczenie, ze kazde zdanie zio-
zone jezyka potocznego potrafimy, analizujac jego logiczng strukture, pojac
albo jako przypadek ktorej$ spomiedzy funkcji prawdziwosciowych albo jako
ztozone jedynie pozornie.

2. Jezyk teorii zdan

Stownik teorii zdan sktada sie z dwoch rodzajow wyrazoéw: funktorow
zdaniotwdrczych argumentdéw zdaniowych, czyli statych logicznych ,C ,
SNA A KE .E“ — oraz zmiennych zdaniowych ,.p , ,,q , ..r ,

>»

.M »r



, 23 —

Reguty sktadni. Nastepujace wyrazenia posiadajg sens w teorii zdan:

a) Zmienne zdaniowe.

b) ,,N" z nastepujgcym po nim wyrazeniem sensownym.

c) ,,C“ lub ,A“ lub ,K*“ lub ,,D* lub z nastepujacymi po nim dwoma
wyrazeniami sensownymi.

Wyrazenia sensowne logiki zdan reprezentujg zdania, a w szczego6lnosci:

,.Np" czytamy ,nie p“ i nazywamy negacjag.

»Cpqg“ czytamy .jezeli p, to 9" i nazywamy implikacjg.

,Apg" czytamy ,,p lub g" i nazywamy alternatywa.

»Kpg“ czytamy ,/>i q" i nazywamy koniunkcjg.

,.Dpq" czytamy albo €* i nazywamy dysjunkcja.

»EpQ"“ czytamy ,,zawsze i tytko, jezeli p, to q" i nazywamy ekwiwalencjg
lub rbwnowaznoscig.

Wymienionych sze$¢ funkcji prawdziwosciowych nie wyczerpuje wszyst-
kich ich rodzajow, ktorych jest dla dwoch argumentow szesnascie (por. 241).
To, ze wihasnie one sg oznaczone osobnymi symbolami, a nie pozostate, jest
spowodowane okolicznoscia, ze sg one zwigzane najblizej ze zdaniami ztozo-
nymi jezyka potocznego 1ze w historii badar logicznych one przede wszystkim
zwrécity na siebie uwage.

Reguty sensu. Historyczny rozwoj logiki w najwiekszym skrdcie prze-
biega tak mniej wiecej, iz pewne, twierdzenia logiczne, sformutowane w jezyku
potocznym i pojmowane zgodnie z potocznym sposobem rozumienia wyrazow
(rp. zasada sprzecznosci, zasada podwdjnego przeczenia, zasady opozycji zdan
1 sylcgizrru), zostaly uznane dzieki swej oczywistosci za aksjomaty logiczne,
wyrazne sformulowane lub domys$lne, a na ich podstawie, wedtug roéwnie
oczywistych sposobow rozumowana, byly dowodzone inne twierdzenia logiki
(rp. prawa przeksztatcenia sylogizméw). Zbudowany w ten spos6b system
logiki klasycznej stat sie z kolei rzeczy przedmiotem analizy majacej na celu
skontrolowane jego wewnetrznej budowy, wykrycie zatozen domysinych,
uzupetnienie luk wsréd wywodow 1twuerdzen, a zarazem uproszczenie 1upo-
rzagdkowane catosci w jednolity system. W miejsce oczywistosci jako kryterium
dla przyjecia twierdzen podstawowych wprowadzono Kkryteria inne, mnigj
zawxdne, Sciste. Zarazem zdano sobie sprawe z tego, ze twierdzenia oczywiste
me majg jakiego$ bezwzglednego pierwszeristwa przed innymi, Ze nieuzasadnione
jest przypuszczenie, jakoby byly one jakimi$ prawdami logicznie koniecznymi,
wobec ktérych zatozenia pozbawione oczywistosci me majg wartosci logicznej.
Poznano, ze zalezno$¢ miedzy aksjomatami 1innymi twierdzeniami jest dwu-
stronna: przyjecie jakiego$ twierdzenia jest uwarunkowane przez aksjomaty,
ktore je uzasadniaja, lecz i odwrotnie, przyjecie takich lub innych aksjomatow
zalezy od tego, jakie majg by¢ uzyskane z nich twierdzenia. Podobnie jak geo-
metrie nieeuklidesowe, oprdcz geometrii Euklidesa, okazaty sie mozliwe logiki
inne, prdécz logiki Kklasycznej. Dawne, wyjatkowe stanowisko aksjomatéw lo-
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gicznych ulegto nadto pod drugim jeszcze wzgledem modyfikacji. Okazato sig,
ze stosunek miedzy aksjomatami i pozostatymi twierdzeniami mozna odwrdcic,
ze aksjomaty moga by¢ dowodzone, jezeli przyjmiemy jako zalozenia
pewne inne twierdzenia logiki. Co wiecej, okazato sie, ze pewne inne twierdze-
nia nadajg sie nawet lepiej od dawnych oczywistych aksjomatéw dla udowodnie-
nia catoksztattu twierdzern logicznych, Ze wystarcza ich mniej w tym celu,
a logika staje sie bogatsza, bardziej zwarta, jednoczesnie za$ bardziej przeje
rzysta.

Amienito si¢ wiec zasadniczo znaczenie aksjomatéw w logice (i nie tylko
w logice, lecz to samo dotyczy wszelkich w ogéle nauk dedukcyjnych), a nadto
ulegt catkowitej zmianie poglad na drugi sktadnik podstawowy tychze nauk,
mianowicie na tzw. pojecia pierwotne. Panowal w pogladach na budowe
nauk dedukcyjnych wraz z logika pewnego rodzaju dualizm. Rozrézniano
w nich dwojakiego rodzaju elementy pierwotne: pierwotne pojecia, tj. zastany —
potoczny — sens wyrazOw wystepujacych w aksjomatach, i pierwotne twierdze-
nia, czyli aksjomaty. Jak twierdzenia pochodne uzyskiwato sie przez rozumowanie
z aksjomatow, tak z poje¢ pierwotnych przez definicje powstawaly pojecia
pochodne, zdefiniowane. Dualizm ten nie utrzymat sig¢, prymat otrzymaty
twierdzenia. Sens twierdzen decyduje o sensie wystepujgcych w nich wyrazen,
a definicje przestaly by¢ elementem nauki, ktérej wyrazen dotycza, zostaty
przeniesione niejako poza jej margines, jako wyrazenia nalezace do jezyka
wyzszego stopnia. Dyrektywy sensu nakazujg uznawanie pewnych zdah za
prawdziwe, sens za$ zawartych w owych zdaniach wyrazéw zostaje dzieki temu
ustalony tak, aby wiasnie owe zdania byty prawdziwe. Skiadniki zdania otrzy-
muja sens przez uznanie jego prawdziwos$ci w sposob analogiczny, jak niewiado-
ma X w réwnaniu 2x —.4 zostaje okreslona przez to, iz wymagamy, aby spraw-
dzita ona to réwnanie.

W teorii zdanh wystepujg dyrektywy sensu aksjomatyczne i deduk-
cyjne; pierwsze dotyczg uznawania aksjomatow, drugie — uznawania twier-
dzefh pochodnych (teorematéw) systemu logiki zdan. W aksjomatach wyste-
pujg niektore tylko sposrdd wyrazéw statych i tylko te otrzymujg sens przez
aksjomaty; nazywamy je wyrazami pierwotnymi teorii zdan. Pozostate
spomiedzy wyrazOw statych otrzymujg sens w zalezno$ci od wyrazow pierwot-
nych w ten sposdb, iz dyrektywy zastepowania (definicyjne), stanowigce
odmiane dyrektyw dedukcyjnych, pozwalajg na wprowadzanie ich w teorematy
jako skréty w miejsce wyrazen ztozonych z wyrazéw pierwotnych i zmiennych;
przez owe teorematy otrzymujg one swdj sens, podobnie jak wyrazy pierwotne
otrzymujg sens przez aksjomaty.

Aby nalezycie zrozumieé, co kieruje nami przy wyborze i formutowaniu
dyrektyw sensu, nalezy pamietaé, ze mamy przy tym na oku nie heureze (tzn.
odkrywanie nowych twierdzen), lecz systematyke. Dyrektywy sensu dobierane
sg tak, aby nam pomogly przy analizie i porzagdkowaniu zastanych, na takich
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lub innych intuicjach opartych, termindéw i twierdzen; abysSmy wydobyli
wszystko, co w owych intuicjach byto niedostatecznie uprzytomnione. Owe
niedostatecznie uprzytomnione elementy mozna rozmaicie rozwing¢ wysuwajac
jedno lub drugie na plan pierwszy. Mozna dobra¢ aksjomaty a wraz z nimi
wyrazy pierwotne na rpzmaite sposoby, zawsze jednak tak, aby wystarczalty
dla zbudowania jednej i tej samej teorii zdan jako catosci. Dobdr dyrektyw
dedukcyjnych stosuje sie do doboru dyrektyw aksjomatycznych.

Dyrektywy aksjomatyczne. Aksjomaty wprowadzone przez dyrektywy
aksjomatyczne teprii zdan winny czyni¢ zado$¢ trzem wymaganiom, ktére stawia
sie wszelkim ukladom aksjomatéw: 1. niesprzecznosci, 2) niezaleznosci,
3) zupetnosci.

Wymaganie niesprzecznos$ci jest wymaganiem, by twierdzenia fatszywe
pozostawaty poza obrebem nauki. Odrzucenie go pociggnetoby za sobg te
konsekwencje, iz wszystkie zdania fatszywe jezyka logiki musiatyby zosta¢
uznane za twierdzenia logiczne, tak jak zdania prawdziwe. Z pary zdan sprzecz-
nych wynika bowiem jakiekolwiek zdanie (por. tw. 222,5), przyjecie przeto
sprzecznych miedzy sobg aksjomatéw teorii zdan pozwolitoby udowodnié
kazde zdanie jako twierdzenie tej teorii.

System aksjomatow spetnia warunek niezaleznos$ci, jezeli zaden z aksjo-
matdw nie daje sie udowodni¢ pfzy przyjeciu pozostatych aksjomatow i dyrektyw
dedukcyjnych.  Wymaganie niezaleznosci aksjomatow ma zatem na celu,
w mysl dawnej zasady entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem, uniknie-
cie tego, by przyjmowaé za aksjomaty zdania, ktére moga by¢ udowodnione;
pokrywa sie ono z zadaniem, by wszystko, co moze by¢ udowodnione, udo-
wodnione zostato.

System aksjomatéw winien by¢ wreszcie zupetny. Wymaganie to jest
spetnione, jezeli kazde zdar ie prawdziwe w jezyku danej teorii wynika z jej
aksjomatow, lub inaczej: jezeli z dwoch zdan sprzecznych w jezyku danej
teorii jedno wynika z jej aksjomatdw, lub wreszcie: jezeli kazde zdanie sensowne
w jezyku danej teorii badZz wynika z jej aksjomatéw, badZ dotgczone do nich
daje sprzeczno$¢. Dla podanych nizej uktadéw aksjomatycznych teorii zdan
istniejg dowody niesprzecznos$ci, niezaleznosci i zupetnosci. Natomiast dla
wszelkich systeméw aksjomatycznych, obejmujgcych pewne czesci arytmetyki
(np. dodawanie i mnozenie) liczb naturalnych, istnieje ogélna metoda budowania
takich zdan, ktore w obrebie danego systemu sg nierozstrzygalne, zaden przeto

taki system nie jest zupetny. Wspomniane twierdzenia stajg sie rozstrzygalne
dopiero w teorii obszerniejszej.

Dotgczenie do utworzonego we wiasciwy sposob ukladu aksjomatoéw pewnej
nauki dedukcyjnej jakiego$ zdania zbudowanego z wystepujacych w owych
aksjomatach wyrazéw sprawitoby, ze przestatby on czyni¢ zado$¢ wymaganiu
niezaleznosci Gezeli dotgczone zdanie byloby prawdziwe) lub niesprzecznosci



(jezeli dofaczone zdanie byloby falszywe); odiaczenie natomiast ktdregos$
z aksjomatdéw spowodowatoby, ze ich uklad przestatby byé zupeiny.

Niezaleznie od powyzszych wymagan, ktérych zachowanie stanowi o po-
prawnosci systemu aksjomatdw, dazy sie do uproszczenia w dwdch jeszcze
kierunkach. Aksjomaty nie obejmujg wszystkich wyrazéw stownika danej
nauki, lecz jedynie wyrazy pierwotne. Niejednokrotnie przeto dobiera sie
aksjomaty w ten sposob, aby jak najmniej bylo wyrazéw pierwotnych. Dazy
sie wreszcie do tego, by aksjomaty wystepowaty w najmniejszej liczbie. W obu
tych kierunkach osiggnieto w logice zdan granicg, budujac jedyny aksjomat
logiki zdan, zawierajacy jeden tylko wyraz pierwotny — chodzi jeszcze o to,
aby 6w aksjomat uczyni¢ jak najkrotszym,

Przed wszystkimi tymi wymaganiami systematyki naukowej musi ustgpi¢
wymaganie oczywistosci aksjomatéw, wazne w heurystyce, Na ogo6t przeto
zdania, ktdre ustala sie jako aksjomaty teorii zdan, sg mniej oczywiste od wielu
innych, ktére za pompca tamtych sg dowodzone.

Najbardziej znane w chwili obecnej uklady aksjomatdéw teorii zdan sg
nastepujace:

a) Uklad implikacyjno-negacyjny, stworzony przez Fregego a wydoskona-
lony przez tukasiewicza, w ktorym jako wyrazy pierwotne wystepujg impli-
kacja i negacja. Aksjomatami w tym ukladzie sg tezy (numery przy tezach
wskazujg miejsca z rozdz. 2 Wybrane tezy teorii zdan, w ktérych tezy te sg ob-
jasnione):

221,7 CCpgCCqrCpr
222.3 CCNppp
222,5 CpCNpq

Ukfad powyzszy daje sie zastgpi¢ przez jedyny aksjomat:
222,20 CCCpgCCCNTrNitrCuCCrpCsp

b) Uklad alternatywno-negacyjny, stworzony przez Whiteheada i Russella,
poprawiony przez Bernaysa. Wyrazami pierwotnymi sg alternatywa i negacja,
lecz aksjomaty otrzymujg posta¢ prostsza, jezeli wprowadzi sie w nie zamiast
negacji implikacje wedtug definicji opartej o rownowazno$¢ ECpgANpq (223,20
i 223,21). Aksjomatami w tak uzupetnionym systemie sg tezy:

223.1 CAppp

223.2 CpApq

223.4 CApgAgp
223.13  CCqrCApgApr

Inng szczegblnie przejrzysta posta¢ alternatywno-negacyjnego uktadu

aksjomatow podat Lukasiewicz; uklad ten sklada sie z tez:
223.11 CCApqrCpr
223.12  CCApgrCar
223.14  CCprCCqrCApgr



(negacja zastgpiona przez implikacje, jak wyzej). Wszystkie trzy aksjomaty
facznie stwierdzaja, ze wyrazenie CApqgr jest rdbwnowazne uktadowi zdar Cpr
i Cor.
C) Ukiad dysjunkcyjny, skladajacy sie z jedynego aksjomatu z dysjunkcja
jako jedynym terminem pierwotnym, odkryty przez Nicoda a udoskonalony
i uproszczony przez tukasiewicza. Aksjomatem Nicoda—tukasiewicza jest
teza:
225,12 DDpDqgrDDpDrpDDsgDDpsDps

Dyrektywy dedukcyjne. Wedtug dyrektyw dedukcyjnych sg uznawane
w zalezno$ci od uznania pewnych zdan zdania inne. Sg to przeto dyrektywy
rpzumowania, rozumowanie bowiem jest procesem, w ktérym wychodzac
od uznania pewnych zdan (przestanek) — uznajemy inne zdania (wynik rozumo-
wania, konkluzja). Dzielimy owe dyrektywy na dwa rodzaje wedtug rodzaju
zdan, ktdérych dotycza. Dyrektywy pierwszego rodzaju — to dyrektywy,
ktore prowadza do uznawania zdan zbudowanych jedynie z wyrazow wystepu-
jacych w przestankach. Dyrektywy drugiego rodzaju dotyczg uznawania
zdan, ktoére zawierajg jakiS wyraz nie wystepujacy w przestankach. Zdania
przeto uznawane na podstawie dyrektyw pierwszego rodzaju rozwijajg sens
wyrazOw zawartych w przestankach; zdania uznawane na podstawie dyrektyw
drugiego rodzaju okre$lajg sens wyrazow nowowprowadzonych. Rozrézniamy
nadto dedukcyjne dyrektywy pierwotne i dyrektywy wtdrne; dyrektywy
wtdrne sg dyrektywami rozumowan skrdconych, w ktére wchodzg pewne twier-
dzenia logiczne jako zasady rozumowania i dyrektywy pierwotne. Dyrektywy
pierwotne musza by¢ dostosowane do wyrazéw pierwotnych wystepujacych
w aksjomatach. Roznym ukladom aksjomatéw odpowiadajg rdzne zespoty
dyrektyw. Dla implikacyjno-negacyjnego uktadu aksjomatow, przy uwzglednie-
niu nadto czterech funktoréw ,A“, ,,K", ,, 2", nie wystepujacych w aksjo-
matach, przyja¢ nalezy dwie dyrektywy pierwotne pierwszego rodzaju:
podstawiania i odrywania, oraz cztery dyrektywy drugiego rodzaju
zwane dyrektywami zastepowania.

Podstawianiem nazywa sie czynno$¢ zamiany pewnej zmiennej, wszedzie
gdzie ona w danym wyrazeniu wystepuje, na inne wyrazenie sensowne. W te-
orii zdan podstawia¢ mozna za zmienne zdaniowe p, g, r,... nie tylko a) inne
zmienne zdaniowe, nie wystepujgce w danym wyrazeniu (co by nie miato
wiekszej doniostosci), ale takze b) zmienne, ktore wystepujg w danym wyraze-
niu gdzie indziej, oraz c) wyrazenia sensowne ztozone ze statych i ze zmien-
nych. Podstawianie wyrazenia W za zmienng Z bedziemy oznaczaé symbolem
»ZI'W . Np. a) podstawiajgc p/r w wyrazeniu CNpp (jezeli nie p, to p), otrzymu-
jemy CNrr (jezeli nie r, to r), b) podstawiajac q/p w wyrazeniu Cpq otrzymujemy
Cpp> ¢) podstawiajac w tym samym wyrazeniu g/CNpgq, otrzymujemy CpCNpq
(jezeli p, to jezeli nie p, to g, por. wyzej aksjomat 222,5).



Dyrektywa podstawiania nakazuje uzna¢ kazde zdanie uzyskane
przez podstawienie ze zdania uznanego. Kazde wyrazenie, ktore uzyskamy
przez podstawienie z tezy teorii zdan, jest rowniez jej tezg (tezami teorii zdan
nazywamy jej aksjomaty i teorematy).

Rozrézni¢ nalezy podstawienia i interpretacje wyrazen logiki. Inter-
pretacja rozni sie tym od podstawienia, iz zamieniamy zmienng nie na wyraze-
nie sensowne teorii zdan, lecz na okreSlone zdanie jakiej$ innej nauki (np. na
zdanie matematyczne ,2 + 3 = 5) lub na zdanie mowy potocznej (np. ,,dzi$
jest wtorek™). Interpretacje, podobnie jak podstawienia, dokonane na zdaniach
prawdziwych dajg zdania prawdziwe. Jednakowoz gdy przez podstawienie
dokonane na tezie teorii zdan otrzymujemy znéw teze teorii zdan, to przez
interpretacje przechodzimy do zdania tej dziedziny, z ktorej zaczerpneliSmy
zdanie zamieniajgce zmienng. Interpretacje stuzg przeto do uzyskania zastoso-
wan twierdzen logicznych w réznych dziedzinach wiedzy i Zycia potocznego.

Zar6wno podstawienia w przypadkach b) i c¢), jak i interpretacje moga
by¢ uwazane za procesy, w ktorych przechodzimy od twierdzenia ogdlnego
do jego szczegotowego przypadku. Sa wiec pod tym wzgledem analogiczne
do rozumowania wedtug reguty zwanej Dictum, de omni i gtoszacej: Quidquid
de omnibus valet, valet etiam de quibusdam et de singulis. Dictum de omni wystepuje
w logice klasycznej jako zasada arystotelesowskiego sylogizmu kategorycznego.
Barbara, ktory rozumiano w ten sposob, iz w konkluzji sylogizmu widziano
zastosowanie twierdzenia ogoélnego wystepujacego w przestance wiekszej do
przypadkdw szczegdtowych wymienionych w przestance mniejsze;j.

Odrywaniem (domyslnie: nastepnika implikacji) nazywa sie czynnosé
przeksztatcania implikacji na dwa oddzielne zdania przez odrzucenie funktora
»jezeli to" faczacego jej poprzednik i nastepnik, przy czym warunkiem tego
przeksztatcenia jest uznanie zardwno implikacji jako catosci, jak i jej poprzednika,
Funktor wigze dwa zdania w cato$¢ implikacji, przez jego odrzucenie odrywamy
niejako jedno od drugiego. Aby zaznaczy¢, ze wyrazenia p i g otrzymaliSmy
przez oderwanie z implikacji: jezeli p, to g, faczymy je przez ,przeto , ,wiec :
»p przeto (wiec) q", lub,,bo™: ,,g bop\ Dyrektywa odry wania nakazuje
uzna¢ zdanie bedace nastepnikiem implikacji, na ktdrej dokonano oderwania.
Nastepnik implikacji, ktora jest tezg teorii zdan i ktorej poprzednik jest tezg
teorii zdan, staje sie przez oderwanie réwniez teza teorii zdan.

Dyrektywa odrywania odpowiada stoickiemu sylogizmowi hipotetycznemu
modus ponens, w ktérym z prawdziwosci zdania warunkowego i jego poprzednika
whnioskujemy, ze prawdziwy jest jego nastepnik. Odrywanie nie jest procesem,
w ktorym przechodzilibySmy od twierdzenia og6lnego do podporzadkowanego
pod to twierdzenie przypadku szczegOtowego. Mylne zatem jest zdanie tych,
ktorzy nie zdajgc sobie sprawy z réznicy miedzy sylogizmem arystotelesowskim
i stoickim sadza, ze dedukcja jest zawsze rozumowaniem z og6tu o szczegdle.
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Zastepowaniem nazywa si¢ czynno$¢ zamiany sensownej czesci wyraze-
nia na okreslone inne wyrazenie sensowne. Zastepowanie rozni sie od podsta-
wiania w trzech punktach: |. Podstawia¢ wolno jedynie za zmienne zdaniowe,
zastepuje sie natomiast czesci wyrazen ztozone z wyrazéw statych i zmiennych;
2. za zmienng wolno podstawi¢ jakiekolwiek wyrazenie sensowne ztozone ze
statych i ze zmiennych, zastgpi¢ czes¢ wyrazenia wolno tytko przez wyrazenie
wskazane w odnos$nej dyrektywie; 3. przy podstawianiu jesteSmy obowigzani
zamieni¢ zmienng poddang tej operacji na jej podstawienie wszedzie, gdzie
ona wystepuje w danym wyrazeniu; przy zastepowaniu dokonujemy tej czynnosci
na wyraznie wskazanej czesci wyrazenia i choéby w nim byla druga czes¢ takiej
samej postaci, zastepowanie nie rozcigga sie na nig (ate moze byc takze do nigj
odrebnie zastosowane).

| dyrektywa zastepowania: Kazde wyrazenie, ktore uzyskamy z tezy
teorii zdan, jezeli zastapimy w niej ,,CiApg" przez ,,Apq", jest teza teorii zdan.

Dla przyktadu przeksztatémy teze 221,1 Cpp, podstawiajgc p/CNpq, co
da jako rezultat CCNpgCNpg, a nastepnie zastgpmy ,,CNpg‘“ na pierwszym
od lewej miejscu przez ,,Apq". Otrzymamy teze 223,18 CApqCNpq (jezeli
p lub g, to jezeli nie p to q), ktdrg stosujemy przy wnioskowaniu wedtug sylo-
gizmu alternatywnego modo tollendo ponente; przy interpretacji p jako ,,dzi$
jest pigtek* i q jako ,,dzi$ jest sobota“ zdanie ostatnie brzmi: ,,jezeli dzi$ pigtek
lub sobota, to jezeli dzi$ nie pigtek, to dzi$ sobota“.

Il dyrektywa zastepowania: Kazde wyrazenie, ktore uzyskamy z tezy
teorii zdan, jezeli zastgpimy w niej ,,NCpNqg“ przez ,,Kpg", jest teza teorii
zdan.

Il dyrektywa zastepowan la: Kazde wyrazenie, ktore uzyskamy z tezy
teorii zdan, jezeli zastagpimy w niej ,,CpNQg*“ przez ,,Dpq'\ jest tezg teorii zdan.

IV dyrektywa zastepowania: Kazde wyrazenie, ktdre uzyskamy z tezy
teorii zdan, jezeli zastgpimy w niej ,,NCCpgNCqp“ przez ,,Epq", jest teza
teorii zdan.

Kazda z dyrektyw zastepowania prowadzi do tez, przez ktdre zostaje usta-
lony i rozwiniety sens jednej z czterech, statych logicznych nie wystepujacych
w aksjomatach. Wyrazenie W, ktore wedtug dyrektywy zastepowania moze
zastgpie jakie$ inne wyrazenie W, nazywamy réwnoznacznym z WL Wyra-
zenie stwierdzajgce rébwnoznaczno$¢ wyrazenia W z wyrazeniem Wx nazywamy
definicja semantyczng (lub nominalna) wyrazenia W (dfiniendum)
przez wyrazenie W, (drfiniens). Odpowiednio przeto do czterech dyre.-ctyw
zastepowania napiszemy cztery definicje (réwnoznaczno$¢ oznaczamy znakiem

umieszczonym miedzy nazwami cudzystowowymi W i 1\W)-

212-1 »Apq‘ = ,,CNpg"\
czyli: ,,p lub g * znaczy to samo, co ,jezeli nie p, to g*.
212-11  ,Kpg" = ,,NCpNq\



30 —

ezyli: ,,p i g“ znaczy to samo, co ,nieprawda, ze jezeli p, to nieprawda ze ‘.
212-111 ,,Dpqg‘ =,,CpNqg\
czyli ,,p albo 4 znaczy to samo, co ,jezeli p, to nieprawda, ze q'\
212-1IvV  .Epg" = ,,NCCpgNCqp\
czyli: ,,zawsze i tylko jezeli p, to €' znaczy to samo, co ,nieprawda, ze jezeli
Cpq, to nieprawda, ze Cqp“.

Powiedziane zostato, ze tylko tezy logiki uzyskane wedtug dyrektyw zaste-
powania ustalajg w tecrii zdan sens termindw, ktérych owe dyrektywy dotycza,
nie za$ same dyrektywy ani definicje, albowiem ani dyrektywy, ani definicje
nie nalezg do logiki, lecz sg wyrazeniami metalogiki.

Réwnoznacznosci, o ktorych wyzej byla mowa, nalezatloby oznaczy¢
doktadniej jako réwnoznacznosci w jezyku systemu implikacyjno-negacyjnego,
gdyz sg one ustalone przez dyrektywy ukladu implikacyjno-negacyjnego aksjo-
matéw, podobnie mozna moéwi¢ o rownoznacznosci wyrazen w jezyku systemu
alternatywno-negacyjnego i kazdego innego. Wyrazen rownoznacznychwktérym-
kolwiek z powyzszych sposobdw uzycia tego terminu na ogot nie nazwaliby$my
moze réwnoznacznymi w jezyku potocznym (lecz co najwyzej réwnowaznymi),
jednakze dyrektywy zastepowania przestrzegajg tej przynajmniej zasady, by
wszelkie zdania, ktore uznajemy wedtug dyrektyw zastepowania, mogly byc
uznane takze wedfug potocznego sposobu rozumienia odnosnych wyrazen.

Dyrektywy zastepowania moga by¢ kombinowane z dyrektywa podstawia-
nia w ten sposob, iz wolno stosowaé dyrektywy zastepowania nie tylko w brzmie-
niu, ktére wyzej zostato przytoczone, lecz takze w brzmieniu, ktére one otrzy-
muja, gdy wyrazenia sensowne w nich zawarte przeksztatcimy wedtug dyrektywy
podstawiania. Np. wedtug | dyrektywy zastepowania uznajemy zdania, ktore
uzyskamy z tez teorii zdan, zastepujac nie tylko ,,CNpqg“ przez ,,Apq“, lecz
takze ,,CNqgp“ przez ,,Aqp‘ itp.

Wsréd dyrektyw pochodnych pierwszego rodzaju istnieje analogiczna
do dyrektyw zastepowania dyrektywa nakazujagca uznanie kazdego zdania,
ktore powstaje z tezy teorii zdan, jezeli jej cze$¢ stanowigca wyrazenie sensowne
zostanie zastgpiona przez wyrazenie z czescig ta rownowazne. Ta dyrektywa
zastepowania wyrazen rownowaznych jest konsekwencjg zatozenia,
ze wszystkie funkcje logiki zdan sg funkcjami prawdziwosSciowymi. Albowiem
z dwoéch wyrazen réwnowaznych jedno posiada zawsze (tj. dla wszelkich war-
tosci wystepujacych w nim zmiennych) te samag wartos¢ logiczng, co drugie
dla tych samych wartosci zmiennych; zastgpienie przeto jednego przez drugie
nie wplywa na warto$¢ wyrazenia, w ktérym go dokonano. Dyrektywa zastepo-
wania wyrazen rownowaznych zasadniczo rézni sie od wszelkich dyrektyw
zastepowania wyrazen réwnoznacznych tym, iz sens obu wyrazen réwno-
waznych jest ustalony poprzednio, gdy tymczasem wyrazenie réwnoznaczne
innemu wedlug dyrektywy pierwotnej zastepowania nie posiada poprzednio
ustalonego sensu. Zmieniajac ukfad dyrektyw aksjomatycznych 1 pierwotnych



dyrektyw zastepowania (a wraz z nimi ukfad aksjomatéw i definicyj) sprawimy,
ze pewne wyrazy, w poprzednim ukfadzie pierwotne, stracg ten charakter
w nowym ukfadzie. W tym nowym ukladzie trzeba przeto wprowadzi¢ dyrek-
tywy zastepowania dla ustalenia sensu owych wyrazdw, co dzieje sie w ten sposéb,
iz odpowiednie zwigzki rdwnowaznosci z poprzedniego ukladu przeksztatlcamy
na zwigzki réwnoznacznosci. Tak np. wystepujagce w ukladzie implikacyjno-
negacyjnym twierdzenie (223,7—223,8) ECpgANpqg stuzy w ukiadzie alter-
natywno-negacyjnym do zbudowania definicji ,,Cpg“ = ,,ANpq

Rozdziat 2. Wybrane tezy teorii zdanh
1 Implikacja (»C*)

Rozdziat niniejszy podaje wybrane tezy teorii zdan wedtug uktadu implika-
cyjno-negacyjnego bez dowoddw; ich porzadek jest ustanowiony dowolnie
z zachowaniem na ogot zasady, by postepowaé cd tez prostszych do bardziej
ztozonych. Porzadek logiczny wymagatby pcdania na czele aksjomatéw, na-
stepnie za$ innych tez w kolejnosci, w ktdrej zostajg udowodnione, tak by
tezy bedace przestankami dla innych znalazty sie przed nimi w owej kolejnosci.

Do poszczeg6lnych tez dotgcza sie dla objasnienia: a) nazwe tezy, jezeli
istnieje; b) brzmienie tezy w wyrazach jezyka potocznego, przy tezach diuz-
szych, dla ktérych Ltzmienie to L;.loby zbyt ciezkie, czesci ich sg pozostawione
w symbolach jezyka teorii zdan; c) jej cp:s w wyrazach metalogiki; d) przykfad
interpretacji; e) komentarz wskazujacy analogie, zastosowanie, niektore zwigzki
inferencyjne miedzy tezami itp. Dla Scistosci nalezy zauwazy¢, ze postugujac
sie tymi samymi symbolami ,,p“, ,,e*itd. w objasnieniach b) i c) uzywamy
ich dwuznacznie, w a) sa to zmienne zdaniowe, w b) zmienne, ktore reprezen-
tujg nazwy zdan; analogiczna dwuznaczno$¢ obcigza symbole funktoréw.

2211 Cpp

a) prawo tozsamosci lub identycznos$ci (gdyz dotyczy zdan iden-
tycznych);

b) jezeli p, to p;

c) p implikuje p, poniewaz za$ p reprezentuje jakiekolwiek zdanie, przeto
teza ta stwierdza, ze miedzy kazdym zdaniem a nim samym zachodzi
impl kacja;

d) jezeli dzi$ jest niedziela, to dzi$ jest niedziela;

e) tezy teorii zdan sg przewaznie implikacjami i z tego wzgledu role
implikacji w teorii zdan mozna przyréwnac¢ do roli réwnosci w aryt-
metyce, ktorej twierdzenia majg zazwyczaj forme réwnan — jakkol-
wiek implikacja me jest zwigzkiem symetrycznym, jak réwno$¢. Prawo
tozsamosci jest jakby logicznym odpowiednikiem twierdzenia aryt
metyki, wedlug ktérego kazda wielko$¢ jest sobie rowna.



a)

221.2 CqCpq
prawo syipplifikacji,;

b) jezeli g, to jezeli p, to ;.

c)
d)
e)

a)
b)
c)
d)

e)

a)
b)
c)
d)

q implikuje, ze p implikuje q;

jezeli dzi$ jest niedziela, to — cokolwiek by bylo — dzi$ niedziela;.
teza ta podaje warunek wystarczajacy, aby implikacja byla prawdziwa':
mianowicie przypusémy, ze q jest prawdziwe, i zastosujmy dyrektywe
odrywania, to otrzymamy jako konkluzje zdanie prawdziwe Cpqg.
jakimkolwiek bytoby zdanie p. Innymi stowy: jezeli prawdziwy jest
nastepnik implikacji g, to implikacja jest prawdziwa przy jakimkolwiek
poprzedniku p. Teza ta bywa takze nazywana charakterystyka zdania
prawdziwego, albowiem mozna jg rozumie¢ jako stwierdzenie tej
charakterystycznej dla zdania prawdziwego wiasciwosci, iz jest ono
implikowane przez kazde znanie, prawdziwe albo fatszywe.

221.3 CCpaCpq

prawo asercji lub prawo sytogizmu hipotetyczno-ka.tego-
rycznego modus ponens;

jezeli Cpg, to jezeli p to q;

jezeli p implikuje g, to jezeli p jest prawdziwe, takze q jest praw-
dziwe;

jezeli x podzielne przez a jest podzielne przez b, to jezeli x jest po-
dzielne przez a, x jest podzielne przez b;

teza 221,3 przedstawia wiasnos¢ implikacji, z ktorej czyni uzytek
dyrektywa odrywania, gdyz teza ta stwierdza prawdziwos$¢ zJi.. q,
jezeli jest ono w prawdziwej implikacji nastepnikiem praw Idw r,0
poprzeanika. Nazywa si¢ ona prawem asercji, poniewaz podaje wa-
rumri pozwalajagce na uznanie, czyli asercje, zdania g. Otrzymujemy
ja z tezy 2z,1,1 przez podstawienia p/Cpg, Inng posta¢ prawa asercji
podaje teza nastepujgca:

221.4 CpCCpqa,

ktora rozni sie od tezy 221,3 porzadkiem poprzednikdéw Cpq i p,

221.5 CCCpagpp

twierdzenie Peirce’a;

jezeli: jezeli Cpg, to p — to p;

jezeli implikacja Cpq implikuje p, to p jest prawdziwe;

twierdzenie powyzsze, w przeciwienstwie do poprzednich, nie jest
oczywiste i trudno je zilustrowa¢ konkretnym przykifadem. Jego sens
stanie sie jasny, gdy zwazymy, ze przy p prawdziwym takze CCpgp
jest prawdziwe, jako implikacja o prawdziwym nastepniku p; nato-
miast przy p fatlszywym Cpq jest prawdziwe, jako implikacja o falszy-



a)

wym poprzedniku, a zatem CCpap. j-sfc friszywe, bo jest imp’?kacja,
w ktdrej poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik fatszywy. Wyrazenie
CCpap jest zatem roéwnowazne z p i twierdzenie CCCpgpp wynika
z tezy 221,1 Cpp w mysl dyrektyw}' zastepowania wyrazef rdwnowaz-
nych, gdy zastagpimy p w p-przed .iku implikacji przez CCpagp. Teza
221,5 wystepuje jako aksjomat w pewnej teorii funkcji propozycjo-
nalnych z kwantyfikatorami (zob. nizej 321,4).

221.6 CCpCarCaCpr
prawo kommutacji, czyli przemienno$ci hipotez (hipoteza

i teza w klasycznej terminologii logicznej poprzednik i nastepnik okresu
warunkowego);

b) jezeli CpCar, to CqCpr;

c)
d)

a)
c)

d)

jezeli p implikuje, ze q implikuje r, to g implik je, ze p implikuje r;
zdanie ,jezeli x jest podzielne przez 2, to jezeli jest nadto podzielne
przez 3, jest podzielne takze przez 6, implikuje ,jezeli x jest po-
dzielne przez 3, to jezeli jest nadto pcdzicine przez 2, jest podzielne
takze przez 6“;

prawo kommutacji pozwala na sformutowanie bardzo waznej dyrektywy
wtérnej rozumowania, mianowicie dyrektywy kommatacj', wedtug
ktérej mozna przeksztatcaC tezy teorii zdan, przenoszac w sposob
wskazany przez prawo kommutacji poprzedniki implikacyj. Tak np.

stosujac dyrektywe kommutacji do tezy 221,3 przeksztatcamy jg na
teze 221,4.

221.7 CCpaCCarCpr

prawo syloglzmu hipotetycznego;

jezeli Cpq to, jezeli Cqgr, Cpr;

zdanie; p implikuje q—iir ptikuje, ze zdanie; qimplikuje, r —implikuje
zdanie: p implikuje r;

jezeli (prawda jest, ze) jezeli dzi$ jest piagtek, to jutro jest sebeta —
to jezeli (nadto prawdg jest, ic) jezeli jutro jest sobota, to jutro po
potudniu banki sg nieczynne — to (prawdg jest, ic) jezeli dzi$ jest
pigtek, to jutro po potudniu banki sg nieczynne;

teza 221,7 wystepuje jakc pierwszy z aksjé matéw ukladu implikacyjno-
negacyjnego. Dyrektywa kommutacji pozwala na nadanie tezie 221,7
postaci odmiennej, mianowicie:

221.8 CCqrCCpqCpr

Prawa sylogizmu hipotetycznego w obu postaciach 221,7 i 221,8 dajg
wtorng dyrektywe rozumowania o bardzo szerokim zastosowaniu;
wedtug tej dyrektywy sylogizmu wolno p;zeksztalcic Cpg na Cprt



jezeli Cpq jest tezg teorii zdan, albo tez Cqr na Cpr, jezeli Gfq jest
tezag teorii zdan; mowigc ogolnie dyrektywa sylogizmu pozwala
w danych warunkach na zmiane poprzednika lub nastepnika impli-
kacji, co jest zabiegiem czesto stosowanym przy dowodzeniu.

2219 CCCpqgrCCrpCsp

a) jedyny aksjomat implikacyjnej teorii zdan;

c) jezeli Cpqg implikuje r, to Crp implikuje Csp;

e) teza 221,9 znaleziona przez ktukasiewicza jest jednym, najkrotszym

z dotychczas znanych, spomiedzy twierdzen, ktére mogg by¢ jedynym
aksjomatem implikacyjnej teorii zdan, tzn. wystarcza ona dla uzyskania
wszystkich tez teorii zdan, zbudowanych za pomocg jedynego funktora
»,C“.
W teze 221,9 sg uwikiane tezy 221,2 CqCpg, 221,5 CCCpqgpp i 221,7
CCpgCCqrCpr. Mianowicie z CCpgr i Crp wynika wedlug 2217
CCpgp, z tego wyrazenia wedlug 2215 wynika p, a wreszcie
z p wedtug 221,2 wynika Csp. Wspomniane za$ trzy tezy tworzg, jak
wiadomo byto juz dawniej, uklad zepetW aksjomatéw implikacyjnej
teorii zdan.

2. Negacja (,,C* ,,N*)
222,1 CpNNp
a) prawo podwOjnego przeczenia;
b) jezeli p, to nieprawda, ze nie p;
c) prawdziwo$¢ zdania p implikuje, Ze jego zaprzeczenie jest falszywe;
d) jezeli deszcz pacia, to nieprawda, ze deszcz nie pada.

222,2 CNNpp

a) odwrotne prawo podwdjnego przeczenia,

b) jezeli nieprawda, ze nie p, to p;

c) jezeli falszywe zaprzeczenie zdania p, to p prawdziwe;

d) jezeli nieprawda, ze deszcz nie pada, to deszcz pada;

€) oba prawa podwoOjnego przeczenia sa odwrotnymi wzgledem siebie
implikacjami; para odwrotnych implikacji daje réwnowazno$¢ miedzy
obu cztonami owych implikacji (por. 226,6). Oba prawa podwdjnego
przeczenia prowadzag przeto do wtérnej dyrektywy podwOjnego
przeczenia, bedacej szczegblnym przypadkiem dyrektywy zastepo-
wania wyrazen réwnowaznych; wspomniana dyrektywa nakazuje
uznawac za tezy teorii zdan zdania, ktére otrzymamy, gdy w jakiej$
tezie teorii zdan zastgpimy jej czeS€¢ bedaca podwdjng negacjg wyra-
Zenia sensownego przez samo to wyrazenie lub odwrotnie. Np. zaste-
pujac w 222,1 tub 222,2 ,NNp*“ przez ,,p“, otrzymamy teze 221,1.



222.3 CCNppp

a) odwrotne pfawo redukcji do absurdu;

b)

jezeli: jezeli nie p to p, to p;

c) jezeli Np implikuje p, to p jest prawdziwe;

d)

a)
b)
c)
d)

b)

c)
d)

€)

wiadomo, ze jezeli iloczyn dwaoch liczb catkowitych ab jest podzielny
przez liczbe pierwszg n oraz o nie jest podzielne przez n, to b jest po-
dzielne przez n. Zatézmy, ze a a — a2 jest podzielne przez n; jezeliby
przy tym a (pierwszy czynnik) nie bylo podzielne przez n (Np), to a
(drugi czynnik) jest podzielne przez n (p), przeto wniosek, ze a jest
podzielne przez n (p) (przyktad z Euklidesa);

teza 222,3 zostata przytoczong juz poprzednio jako drugi aksjomat
uktadu implikacyjno-negacyjnego. Posiada ona znaczenie historyczne
przez to, ze dawno zwrécita ng siebie uwage jako zasada dla pewnego
sposobu rozungowania niewprost (reductio ad absurdum), tzn. przez
zaprzeczenie teorematu, ktory ma by¢ dowiedziony.

222.4 CCpNpNp

prawo redukcji do absurdu;

jezeli: jezeli p to nie p, to nie p;

jezeli p implikuje Np, to p falszywe;

przypus¢my, ze réwnanie Ax + B — 0 ma dwa réwne pierwiastki g
oraz b, mamy przeto Aa+ 5=0 = Ab + 5 i po wyrachowaniu
a —b; okazato sie, ze jezeliby rownanie Ax + 5 = 0 miato dwa rdzne
pierwiastki, to oba pierwiastki nie bylyby rézne, przeto ni'prawda™
Ze wymienione réwnanie ma dwa rézne pierwiastki (Sleszynski);
stosujac do tezy 222,4 podstawienie p/Np, otrzymamy z niej wedtug
dyrektywy podwdjnego przeczenia teze 222,3 i podobnie z tezy 222,3
otrzymujemy teze 222,4.

222.5 CpCNpq
prawo Dunsa Szkota;

jezeli P, to jezeli nie p, to (,

p implikuje, ze nie p implikuje g;

jezeli to jest czerwone to — jezeli to nie jest czerwone — to wszystko
jest mozliwe (oba przypuszczenia, ze to jest czerwone i ze to nie
jest czerwone, dajg sprzeczno$¢, jezeliby za$ przyja¢, ze zachodzi
naprawde sprzeczno$¢, to nic nie przeszkadza, by i cokolwiek innego
uzna¢ za réwnie mozliwe);

teza ta zostata podana poprzednio (212) jako trzeci aksjomat implika-
cyjno-negacyjnego ukfadu aksjomatéw. Stosujac do niej dyrektywe
kommutacji otrzymujemy teze



222.6 CNpCpg

b) jezeli nie P to. je?eli P, to (i

c)
d)

Np implikuje, ze p implikuje g;

obie tezy 222,51 222,6 moga stuzy¢ za charakterystyke zdania fatszy-
wego. Mianowicie, jezeli zatozymy w 222,5, ze p prawdziwe, to po,
oderwaniu otrzymamy implikacje CNoq, ktorej poprzednik Np jest
fatszywy, nastepnik za$ q jest zdaniem jakimkolwiek; podobnie teza
222,6, gdy zatozymy, ze Np jest prawdziwe, prowadzi do konkluzji
Cpg o falszywym poprzedniku, przy tym za$ zdanie g jest zdaniem ja-
kimkolwiek. Zdanie falszywe charakteryzuje sie przeto tym, ze implikuje
ono jakiekolwiek inne zdanie. Zarazem kazda z obu tez podaje, podobnie

"[111.W jak teza 221,2, warunek wystarczajacy, abyjmpli kacja byfa prawdziwa:

a)
b)
c)
d)

prawdziwa jest kazda implikacja, ktorej poprzednik jest falszywy.
Mowiac o niesprzecznosci aksjomatéw (212) nadmieniliSmy, ze 'wyma-
ganie niesprzecznosei ma na celu, aby wsrdd tez systemu nie bylo zda-
nia falszywego. Mys$l te mozpa tepaz przedstawi¢ dokfadniej. Przy-,
pusémy, ze w obrebie teorii zdan znalazty sie jako tezy dwa zdania
sprzeczne z i Nz; podstawmy w tezie 2225 p/z i zastosujmy dwu-
krotnie dyrektywe odrywania, to otrzymamy q jako teze. jednakze
g jest zmienng reprezentujacy jakiekolwiek zdanie prawdziwe lub fal-
szywe, byle sensowne, w jezyku teorii zdan. A jatem w systemie
teorii zdan, Kktory by zawierat pape zdan sprzecznych jako tezy,
jakiekolwiek zdanie bytoby teza. Zatartaby sie catkowicie réznica
miedzy falszywoscig i prawdziwoscig wyrazen sensownych.

222.7 CCpgCNgNp

prawo transpozycji;
jezeli: jezeli p, to g, to jezeli nie g, to nie p;
jezeli p implikuje g, to Ng implikuje Np;
jezeli prawdg jest, ze jezeli x jest podzielne przez 6, to x jest podzielne
przez 3, to prawda jest, ze jezeli x nie jest podzielne przez 3, to me
jest podzielne przez 6;

prawo transpozycji wskazuje sposéb odwracania implikacji przez zane-
gowanie jej cztondw i jest podstawg dla wtdrnej dyrektywy trans-
pozycji, wedtug ktdrej przeksztatcenie tezy teorii zdan gnajacej po-
staC implikacji przez przestawienie i zaprzeczenie obu jej czionow
daje nowg teze teorii zdan. Stosujgc odpowiednio podstawienia, p fNp
oraz g/Ng otrzymujemy za pomocg dyrektywy podwoéjnej negacji tezy:
222.8 CCpNgCagNp

222.9 CCNpgCNgp

22210  CCNpNqgCap

ktore przedstawiaja trzy inne postaci prawa transpozycji.



a)
b)
c)
d)

e)

b)
c)
d)

b)
c)
d)

e)
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222.11 CCpgCCNpqq

prawo dylematu konstrukcyjnego;
jezeli Cpg, to, jezeli CNpq, q;

jezeli p implikuje < to, jezeli takze Np implikuje g. q jest prawdziwe,
Kalif Omar tak miat rozumowaé, nakazujac spali¢ biblioteke alek-
sandryjska: Jezeli te ksiegi zawierajg to samo, co Koran, to sg nie-
potrzebne i nalezy je spali¢; jezeli nieprawda, ze zawierajg to samo,
co Koran, to sg szkodliwe i na'ez, je spali¢ — przeto w kazdym razie
nalezy je spalic;

dla zrozumienia tezy 222,11 nalezy wzig¢ pod uwage, ze jedno z dwobch
zdan p lub Np jest prawdziwe, przeto w jednej z cbu implikacji Cpq
i CNpg do q jako nastepnika nalezy prawdziwy poprzednik; jezeli
za$ implikacja o prawdziwym poprzedniku jest prawdziwa, to nastepnik
rowniez jest prawdziwy.

222.12  CCpqCCpNgNp

prawo dylematu destrukcyjnego;

jezeli Cpqg, to, jezeli CpNg, Np;

jezeli p implikuje g, to, jezeli p implikuje takze Nq, p jest fatszywe;
dowdd, ze przedmiot sprzeczny, np_ drewniane Zzelazo, me istnieje,
odbywa sie wedlug te,go prawa: Jezeli co$ jest drewnianym zelazem,
to jest cialem palnym (drzewo), lecz jezeli co$ jest drewnianym zelaze n,
to nie jest ciatem palnym (zelazo), przeto nieprawda, ze co$ jest drew-
nianym zelazem;

jedno z dwdch zdan, g lub Ng, jest fatszywe, w jednej z obu implikacji
do p jako poprzednika nalezy przeto fatszywy nastepnik; jezeli praw-
dziwa jest implikacja o falszywym nastepniku, to poprzednik )est
réwniez falszywy.

222.13  CpCNgNCpq

jezeli p, to, jezeli nie g, nieprawda, ¢e Cpg;

jezeli p prawdziwe, to, jezeli g falszywe, niepiawda, ze pi implikuje q.
Jezeli Jan jest oszczedny, to — jezeli Jan nie jest skapy — nie prawda,
ze jezeli Jan jest oszczedny, to Jan jest skapy;

teza 222,13 podaje warunek wystarczajacy falszywosm ~implikacji:
implikacja jest falszywa, jezeli jej poprzedni j"st prawdziwy i na-
stepnik fatszywy.

Teza 222,13 wynika z tezy 221,4 przez zastosowani: iyczkt} <wy tran
spozycji do wyrazenia CCpqq bedacego czescig tezy dzl,
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222.14  CNCpgNg
222.15  CNCpgp

b) jezeli nieprawda, ze jezeli p, to g, to nie g (222,14) i jezeli nieprawda,
ze jezeli p, to g, to p (222,15),

d) jezeli nieprawda, ze jezeli pierwsze czerwone, to drugie zielone, to
nieprawda, ze drugie zielone; jezeli nieprawda, ze jezeli pierwsze czer-
wone, to drugie zielone, to pierwsze czerwone;

e) tezy 222,14 i 222,15 podajg warunki konieczne falszywosci impli-
kacji, mianowicie jezeli implikacja fatszywa, to jej poprzednik prawdziwy
a nastepnik fatszywy. Teze 222,14 otrzymujemy stosujac dyrektywe
transpozycji do tezy 221,2; teza 222,15 wynika z tezy 222,6 przez
zastosowanie dyrektywy transpozycji i dyrektywy podwojnego prze-
czenia.

222.16 CNCpaCpNg
222.17  CNCpgCNpg
222.18 CNCpgCNpNg

a) pierwsze, drugie i trzecie prawo negowania implikacji;

b) jezeli nieprawda, ze jezeli p to < to jezeli p, to nie g (222,16) i jezeli
nie p, to g (222,17) i jezeli nie p, to nie g (222,18);

d) jezeli nieprawda, ze jezeli jedno czerwone (prawda), to drugie zielone
(falsz), to prawda, ze jezeli jedno czerwone (prawda), to drugie nie
zielone (prawda) — i prawda, ze jezeli jedno nie czerwone (falsz) to
drugie zielone (falsz) — i prawda, ze jezeli jedno nie czerwone
(fatsz), to drugie nie zielone (prawda);

e) Cpg jest fatszem tylko w przypadku, gdy p prawdziwe i q falszywe;
Ng jest wtedy prawdziwe, Np za$ falszywe; zatem CpNq jest prawda
jako implikacja o prawdziwym poprzedniku i prawdziwym nastepniku,
CNpq jest prawdg jako implikacja o fatszywym poprzedniku i falszy-
wym nastepniku oraz CNpNg jest prawdg jako implikacja o fatszywym
poprzedniku i prawdziwym nastepniku.

222,19  CCCpgrCNpr

b) jezeli: r jezeli p to g, to jezeli nie p to r;

c) jezeli implikacja Cpq implikuje r, to Np implikuje r;

d) jezeli okreslony stan ukladu materialnego w pewnej chwili (p) impli-
kuje réwniez okreSlony stan tegoz uktadu w chwili nastepnej (g), to
zostaje zachowana zasada determinizmu przyrodniczego (r); stad wy-
nika, ze jezeli stan ukladu materialnego w pewnej chwili nie jest okre-
Slony (Np), to zasada determinizmu nadal zostaje zachowana (r);

e) wedlug tezy 222,6 Np implikuje Cpq, jezeli przeto Cpq implikuje r,
to wedlug dyrektywy sylogizmu takie Np implikuje r.
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zg posrednictwem dyrektywy sylogizmu i 1 dyrektywy zastepowania
teze 223,8 (odpowiednie podstawienie w 221,7 daje bowiem CCNp
CpgCCCpqqCNpQ). fi fin ~ -r A

223.9 Cpller/tlpar
223.10  Cd/lpar/lp/Jar

a) prawa tacznosci dla alternatywy;

b) jezeli p lub: glub r, to p lub q — lub r; jezeli p lub g — lub r, to
p lub: g lub r;

c) alternatywa wyrazen p oraz Agr implikuje alternatywe wyrazen Apq
oraz r — i odwrotnie;

e) prawa facznosci dla alternatywy sg analogiczne do arytmetycznego - p cC
prawa tgcznosci dla dodawania: a-f (b + ¢)= (a+ b) + c. Opierg ‘ f
sie na nich wtérna dyrektywa #tgcznosci, pozwalajgca dowolnie gtj,» . /("
sktada¢ wyrazy wielocztonowej alternatywy. Prawa tgcznosci dajg sie
uzyska¢ z prawa kcmmutacji przez zastosowanie | dyrektywy zastepo- /CvV4\da-
wania i prawa przemiennos$ci alternatywy. T

g.1 SIiii: c a "
a) odwrotne prawa kompozycji (por. 223,14); ARV
b) jezeli: jezeli p lub g to r, to jezeli p to r; jezeli: jezeli p lub ? to r, . D2,
to jezeli €to r;
c) jezeli alternatywa dwdch zdan /tpg implikuje trzecie z lanie r, to kazdy
z czlondw alternatywy z osobna implikuje r;
d) jezeli w piatek lub sobote Jan przyjedzje, po6jdziemy w niedziele na
wycieczke; wynika stad, ze jezeli w pigtek Jan przyjedzie, péjdziemy
w niedziele na wycieczke, a takze — jezeli w sobote Jan przyjedzie,
péjdziemy w niedziele na wycieczke;
e) tezy 223,11 i 223,12 wynikajg z tez 223,2 i 223,6 wedtug prawa sylo-
gizmu 221,7: daje ono bowiem CCpApqCCApqgrCpr i CCqApqCCApgrCqr
skad przez oderwanie 223,2 i 223,6 otrzymuje sie 223,11 i 223,12. r(y
223,13  CCqrCApgApr
a) prawo sumacji lub prawo dodajnika (alternatywe nazywano
w algebrze logiki sumg logiczna, a jej cztony dodaj."likami);
b) jezeli: jezeli g, to r, to: jezeli p lub g, to p lub r;
c) jezeli g implikuje r, to p lub q implikuje: p lub r]
d) skoro jezeli dzi$ jest piatek, to dzi$ jest dzieri postny, w takim razie,
jezeli dzi$ jest czwartek lub pigtek, to dzi$ jest czwartek lub dzian ft/Afo

postny;

eeV *0M3
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e) teza 223,13 przypomina twierdzenie arytmetyki, wedlug ktérego (dla

a)

liczb catkowitych dodatnich), jezeli c, to a+6 = g+c. Jest ono
podstawg dla wtornej dyrektywy rozumowania, dyrektywy dodaje
nika, pozwalajacej przeksztatcaé tezy teorii zdan postaci ,,Cqr‘ na
tezy postaci CApgApr, co jest nieraz przydatne w dowodzeniu.

223.14 CCprCCqrCApar
prawo kompozycji poprzednikéw dla alternatywy;

b) jezeli Cpr to, jezeli Cqr, takze CApqr]

c)

d)

€)

a)
c)

d)

a)

c)
d)

jezeli p implikuje r, to — jezeli q implikuje r — takze p lub q—*im-
plikuje r;

jezeli wtorek dzieh Swiateczny, to jezeli sroda dzier Swigteczny, wtorek
lub $roda dzien Swigteczny;

teza 223,14 daje wtorng dyrektywe kompozycji poprzednikdw
alternatywy pozwalajgcg z dwoch implikacji o roznych poprzedni-
kach i wspdlnym nastepniku utworzy¢é nowg implikacje, w ktorej po-
przedniku jest alternatywa obu poprzednikdw, a ktdrej nastepnikiem
jest wspdlny nastepnik. W ten sposéb np. z tez 223,6 i 223,2 mozna
otrzymac 223,5.

223.15 CCprCCqgsCApgArs

0g6lne prawo kompozycji dla alternatywy;

jezeli Cpr, to, jezeli Cgs, takze CApgArs\

jezeli p implikuje r, to — jezeli g implikuje s+ alternatywa poprzed-
nikow Apq implikuje alternatywe nastepnikow Ars',

jezeli pojechawszy na lewo pojade przez pole, to  jezeli pojechawszy
na prawo, pojade przez las — pojechawszy na lewo lub na prawo,
pojade przez pole lub przez las;

teza 223,15 posiada swoj arytmetyczny odpowiednik w regule aryt-
metyki pozwalajagcej dodawac stronami roéwnosci lub nieréwnosci,
jezeli a—bic—d to aAc~ b-rd Tworzy ona podstawe dla
wtornej dyrektywy rozumowania, mianowicie ogolnej dyrektywy
kompozycji dla alternatywy pozwalajagcej na tgczenie dwoch
implikacji w jedng o alternatywnych cztonach. Teza 223,14 jest szcze-
golnym przypadkiem tezy 223,15, ktdrg otrzymamy podstawiajac s/r.

223,16 CCApgArsACprCas

prawo wytaczania znaku alternatywy przed implikacjg,
jezeli: jezeli p lub g, to r lub s, to: jezeli p, to r lub jezeli g to s,
jezeli p lub g implikuje r lub s, to p implikuje r lub q implikuje s,
jezeli przyjecie trucizny lub spozycie zepsutego miesa powoduje cho-
robe lub $mieré, to przyjecie trucizny powoduje chorobe lub spozycie
zepsutego miesa powoduje Smier¢; fii&Cf «Cej-K.
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,») prawo odwrotne (wylgczania znaku implikacji przed alternatywe) nie.
jest prawdziwe, albowiem CApgArs jest prawdziwe tylko pod warun-
kiem, ze obie implikacje Cpr i Cgs sg prawdziwe, nie tylko ich alter-
natywa. (por. 223,15).

223.17  ApNp

a) prawo wytgczonego $rodka;

b) p lub nie p;

c) p jest prawdziwe lub Np jest prawdziwe; inaczej: p jest prawdziwe
lub p jest falszywe;

d) dzi$ jest $roda lub dzi$ nie jest $roda;

e) teza 223,17 jest jedng z niewielu, ktdre nie majg postaci implikacji.
Otrzymuje sie jg z tezy 221,1 przez podstawienie p/Np i zastosowanie
1 dyrektywy zastepowania tgcznie z podstawieniem g Np.

223.18 CApgCNpq
a) prawo sylogizmu alternatywnego (modus tollendo ponensj;
b) jezeli p lub g, to jezeli nie p, to q;
c) jezeli prawda jest: p lub g, to jezeli p falszywe, to q jest prawdziwe;
d) jezeli sg 1« porzfetzki czerwone lub biale, to, jezeli nie-pzerwone, s
biate; ..
e) teze te wyprowadza sie z tezy 221,1 podstawiajagc p/CNpq i stosujac
I dyrektywe zastepowania.

223.19  CCNpgApq

a) odwrotne prawo sylogizmu alternatywnego,

b) jezeli CNpqg, to Apq;

c) jezeli nie p implikuje g, to p jest prawdziwe lub q jest prawdziwe,
(bo jezeli p falszywe, to nie p prawdziwe, a wiec i q prawdziwe, a jezeli
q falszywe, to wobec zatozenia CNpq takze nie p falszywe, czyli p
prawdziwe); .. wla

e) teze te wyprowadza sie z tezy 221,1 w sposob analogiczny, jak 223,10.
Tezy 223,18 i 223,19 okazuja, ze wyrazenia ,,Apg“ i ,,CNpg\ wedtug
1 dyrektywy zastepowania réwnoznaczne, wzajemnie implikujg sie,
czyli s takze réwnowazne.

223.20 CCpgANpq
223.21 CANpqCpa.

e) obie te tezy wzgledem siebie odwrotne stanowig przeksztatcenie tez
223,18 i 223,19 uzyskane przez podstawienie p/Np i zastosowanie
nastepnie dyrektywy podwdjnego przeczenia. Dajg one podstawe 0
oprowadzenia dyrektywy bedacej szczegétowym przypadkiem dyrek-



tywy zastepowania wyrazen réwnowaznych i zezwalajacej na zastgpie-
nie alternatywy ANpqg przez implikacje Cpq i odwrotnie. W aiterna-
tywno-negacyjnym ukiadzie aksjomatow zwigzek powyzszy" stuzy za
definicje wyrazenia ,,Cpq": ,,jezeli p, to q", to tyle, co ,nie p lub q";
»jezeli dzi$ $roda, to jutro czwartek” to, tyle, co ,,bgdZ dzi$ nie-$roda,
badZz jutro czwartek*.

223.22 CCpAgrCNgArNp
223.23  CCpAqrCNrAgNp

a) rozszerzone prawo transpozycji dla alternatywy;

b) jezeli: skoro p, to q lub r, to skoro nie g, to badz r, badz nie p\

c) jezeli p implikuje Agr, to nie-¢ implikuje ArNp;

d) jezeli ryzykujac zyskam lub strace, to skoro nie zyskatlem, badz stra-
citem, badZ nie ryzykowatem;

e) tezy 223,22, 223,23 dajg wtdrng dyrektywe transponowania
implikacji, w ktorej nastepniku wystepuje alternatywa. Negacja
jednego z cztondw alternatywy implikuje alternatywe drugiego cztonu
i zanegowanego poprzednika implikacji.

223.24 CNCApgArsANCprNCqs

a) drugie prawo wytaczenia znaku alternatywy przed impli-
kacje (dla zaprzeczonej implikacji — por. 223,16),

b) jezeli nieprawda, ze jezeli p lub g to r lub s, to badz nieprawda, ze
jezeli p, to r, badz nieprawda, ze jezeli g, to s.

4. Koniunkcja (,,0, ,,N% ,,A“ ,, K

2241 CpKpp

a) prawo tautologii dla koniunkcji;

b) jezeli p, to p i p;

) teza 224,1 wynika z tezy 222,4 CCpNpNp po przeksztatceniu jej we-
dtug dyrektywy transpozycji i podwdjnego przeczenia na CpNCpNp;
w tym za$ wyrazeniu zastepuje sie ,,NCpNp" przez ,,Kpp“ wediug
Il dyrektywy zastepowania wraz z podstawieniem ¢ p.

2242 CKpgp
a) prawo symplifikacji dla koniunkcji;
b) jezeli p i g to p;
c) jezeli Kpg prawdziwe, to p prawdziwe;
d) jezeli dzi$ jest $roda 3 maia, to dzi$ jest $roda;

LA/fp AN f*
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a)
b)
e)

e)
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teza 224,2 pozwala za pomocg dyrektywy sylogizmu przeksztatcic
implikacje, ktdrej nastepnikiem jest koniunkcja, na implikacje, ktorej
nastepnikiem jest pierwszy czton tej koniunkcji. Podstawiajgc w 224,2
g/p otrzymujemy:

224.3 CKppp

odwroOcenie prawa tautologii 224,1.

224.4 CKpgKgp

prawo przemicnno$ci dla koniunkcji;

jezeli p i g to qip;

prawo przemiennosci dla koniunkcji jest jedng z analogii miedzy ko-
rilunkcjg i mnozeniem w arytmetyce (ab —ba). Teza 224,4 przechodzi
przez podstawienie p/q, g/p w teze odwrotng
224.5 CKgpKpq

obie tezy 224,4 i 224,5 sg podstawg dla dyrektywy przemiennos$ci
koniunkcji analogicznej do dyrektywy przemienno$ci alternatywy

Podstawiajgc w tezie 224,2 p/q, g/p i stosujagc wymieniong dyrektywe
otrzymamy teze

224.6 CKpqq

tezy 224,2 i 224,6 stwierdzajg tacznie warunek konieczny prawdziwosci
koniunkcji: jezeli prawdziwa jest koniunkcja dwoch zdan, to prawdziwe
jest kazde z tych zdan z osobna.

224.7 CKpKqgrKKpgr

224.8 CKKpqgrKpKqgr

prawo tgcznosci dla koniunkcji;

koniunkcja wyrazeA p i Kgr implikuje koniunkcje Kpg i r a tak
samo odwrotnie;

jezeli pies jest czarny ijest kundysem brzydkim, to jest czarnym kur.dysem
i jest brzydki — i odwrotnie;

prawa ftacznosci dla koniunkcji sg analogiczne do arytmetycznego
prawa tgcznosci dla mnozenia a-(bc) = (ab)-c. Opiera sie na nich
wtérna dyrektywa tgcznosci dla koniunkcji, pozwalajaca do-
wolnie skladaé wyrazy wielocztonowej koniunkciji.

2249 CCpqCKprKar

a) prawo mnoznika;

b)

jezeli Cpg, to jezeli pir, to qir;
jezeli p implikuje g, to Kpr implikuje Kqr
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d) jezeli stad, ze * jest podzielne przez a, wynika, ze jr jest podzielne
przez b. to stad, ze * jest podzielne przez a i ¢, wynika, -ze jest po-
dzielne przez b i c;

e) teza 224,9 jest analogiczna do twierdzenia arytmetyki, wedtug ktérego,
jezeli a< b, to ac< bc (@, b, c liczby catkowite dodatnie). Jest ona
podstawg dla waznej dyrektywy mnoznika, pozwalajacej prze-
ksztatca¢ tezy logiki zdan postaci ,,Cpg“ na tezy postaci ,,CKprKgr”

224,10  CCpgCCprCpKgr

a) prawo kompozycji nastepnikéw dla koniunkcji;

b) jezeli Cpqg, to— jezeli Cpr— CpKar;

c) jezeli p implikuje g, to, jezeli P implikuje r, p implikuje Kqr',

€) zwigzana z tezg 224,10 wtérna dyrektywa kompozycji nastepni-
kéw dla koniunkcji pozwala tgczy¢ implikacje o wspdlnym po-
przedniku.

224,11 CCprCCqgsCKpgKrs

a) ogOlne prawo kompozycji dla koniunkcji;

b) jezeli Cpr, to jezeli Cgs — CKpgKrs;

c) jezeli p implikuje r, to, jezeli nadto g implikuje s— koniunkcja po-
przednikow Kpq implikuje koniunkcje nastepnikdéw Krs;

e) uwagi dotgczone do tezy 223,13 pod e) dajg sie z odpowiednimi mo-
dyfikacjami zastosowaC do tezy 224,11 wraz z nalezaca do niej og6lng
dyrektywg kompozycji dla koniunkcji.

224.12 CCpCqrCKpqr

a) prawo witgczania (importacji);

b) jezeli CpCqr, to CKpgr;

c) jezeli p implikuje, ze q implikuje r, to Kpg implikuje r\

e na *fzle t&J °P)era SI? dyrektywa wigczania, ktéra pozwala ,,wia-
cza¢ zdanie p implikujace jaka$ implikacje do jej poprzednika,
przez co ten poprzednik q przeksztatca sie na koniunkcje obu po-
prze inikow Kpg. Wedtug dyrektywy wigczania otrzymuje nowsg postac
3zeie_g twierdzen omdwionych poprzednio — a mianowicie twier-
zenia:

pravzvzoliylogizmu kategoryczno-hipotetycznego modus ponens

22413  CKpCpqq

prawo sylogizmu hipotetycznego 221,7
224.14  CKCpqCqrCpr

N\ o H /\O
, Pra 224!1§/Ien(1ﬁ28pql&anSqtqrukcy|ne 222-n



prawo dylematu destrukcyjnego 222,12
224,16 ' CKCpgCpNgNp

prawo kompozycji poprzednikow alternatywy 223,12

og6lne prawo kompozycji dla alternatywy 223,13

CCfiWIl+eAiS' 247 PR KA'r
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U 224,18 CKCprCqgsCApgArs

prawo kompozycji nastepnikow koniunkcji 224,10
224,19  CKCpqCprCpKar

ogélne prawo kompozycji dla koniunkcji 224,11
224,20  CKCprCqsCKpgKrs

Tezy powyzsze sg tatwiejsze do wypowiedzenia w jezyku potocznym od
tez w postaci pierwotnej (brzmig one ,jezeli p i g, to r*, zamiast jak w postaci
pierwotnej — ,jezeli p, to jezeli g, to r*); jednakze nie sg odpowiednie dla ro-
zumowan wedtug dyrektywy odrywania. Dyrektywa ta moze by¢ bowiem za-
stosowana jedynie do implikacji, ktorej poprzednikiem jest teza logiki zdan;
moze by¢ zastosowana wielokrotnie, ale odrywamy zawsze tylko od tezy logiki
zdan jej nastepnik: tak w wyrazeniu CpCqr, jezeli p, q sg tezami logiki zdan,
stosujemy dyrektywe odrywania dwukrotnie, aby otrzymaé teze r. Jezeli
natomiast teze CpCqr przeksztalcimy wedtug dyrektywy wigczania na CKpqr,
to poprzednikiem tej tezy jest koniunkcja dwoch zdan Kpqg, i jezeli nawet oba
te zdania z osobna wzigte sg tezami, to brak nam dotad dyrektywy, ktdra by
gwarantowata, ze takze ich koniunkcja jest tezg — i uprawniata tym samym

do zastosowania dyrektywy odrywania (dyrektywy takiej dostarczy dopiero
teza 224,22.

224.21 CCKpqrCpCaqr
a) prawo wytgczania (eksportacji);
b) jezeli CKpgr, to CpCaqr;
c) jezeli koniunkcja zdan p i g implikuje r, to p implikuje, ze q implikuje r;
d) stad, ze jezeli x jest podzielne przez 2 iprzez 3, to jest podzielne przez 6,
wynika, Ze jezeli x jest podzielne przez 2, to jezeli jest podzielne przez 3,
fo jest podzielne przez 6;

e) prawo wylgczania jest odwrotnoscig prawa wiaczania i stanowi pod-
stawe dla dyrektywy wytgczania zezwalajgcej na rozbicie impli-
kacji, ktéra zawiera koniunkcje w poprzedniku na podwojng impli-
kacje.

Podstawmy w tezie 224,21 r/Kpg, to otrzymamy w poprzedniku
teze 221,1, w ktorej p/Kpq; mozna wiec zastosowaé dyrektywe odry-'
wania, aby uzyska teze



c)
e)

a)

c)
d)

€)

b)

c)
d)

b)
c)
d)
e)

b)

c)
d)

224,22  CpCgKpq

jezeli p prawdziwe, to, jezeli q prawdziwe, prawdziwa jest koniunkcja
Kpa;

tegg 224.2.7 jest podstawy dla dyrektywy wtérnej, wedtug ktérej wolno
uzna¢ koniunkcje Kpqg za teze logiki zdan, jezeli p i g sa tezami. Za-
razem tezs. ta wraz z 224,2 i 224,6 charakteryzuje koniu: jkeje jako funkcje
prawdziwosciowa, ktorej wartoscig jest prawda zawsze i tylko, jezeli
oba argumenty sg prawdziwe.

224,23 NKpNp

prawo sprzecznosci;

nieprawda, ze p i Np;

nieprawda, ze p prawdziwe i p fatszywe (lub Np prawdziwe);
nieprawda, ze dzi$ jest wtorek i dzi$ nie jest wtorek;

teza 224,23 wraz z teza 223,15 (prawem wylgczonego $rodka) moze
stuzy¢ do scharakteryzowania negacji jako funkcji prawdziwosciowej,
mianowicie wedtug 224,23 stwierdzamy, ze jezeli p prawdziwe, to Np
jest fatszywe; wedtug za$ 223,15, jezeli p fatszywe, to N> jest prawdziwe.
Teze 224,23 mozna, podobnie jak teze 223,15, otrzymaé z tezy 221,1
Trzeba w tym celu teze 221,1 przeksztalci¢é za pomocag dyrektywy
podwdjnego przeczenia na wyrazenie NNCpNNp, a nastepnie zasco-
sowaC Il dyrektywe zastepowania tgcznie z podstawieniem g/Np.

224,24  CKpgNCpNqg
jezeli p i g, to nieprawda, ze jezeli p to Nq;
Kpg implikuje, ze CpNq jest falszywe;
jezeli Sroda jest 3 maja, to nieprawda, ze jezeli $roda, to nie jest 3 maja;

224,25 CNCpNgKpq

jezeli nieprawda, ze jezeli p, to Ng, to p i <,

fatszywos¢ zdania CpNq implikuje Kpg\

jezeli nieprawda, Ze jezeli $roda, to nie jest 3 maja, to Sroda jest 3 mija;
tezy 224,24 i 224,25, analogicznie jak poprzednio tezy 223,16 i 223,17,
mozna uzyskaé z tezy 221,1 wedtug Il dyrektywy zastepowania. Okazu-
ja one rownowaznos$¢ koniunkcji Kpg z wyrazeniem NCpNg.

22426  CCpgNKpNg

jezeli prawda, ze jezeli p, to g, to nieprawda, ze p i Ng\

Cpq implikuje, ze nieprawda, by p bylo prawdziwe i "  srywr;

jezeli prawda, ze jezeli dzi$ Sroda, to jutro czwarte,., to nieprawi*,
ze dzi$ $roda i jutro nie czwartek.
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b)

22427  CNKpNqCpq
jezeli nieprawda, ze p i Nq, to jezeli p, to q;

c) zaprzeczenie KpNq implikuje Cpg;
d) jezeli nieprawda, ze dzi$ $Sroda i jutro nie czwartek, to prawda,ze

€)

b)

c)

a)
b)

jezeli dzi$ $roda, to jutro czwartek;

tezy 224,26 i 224,27 wynikajg odpowiednio z 224,24 i 224 25 przez
zastosowanie podstawienia q/Nq oraz dyrektyw transpozycji i podwdj-
nego przeczenia. Jak tezy 224,24 i 224,25 pozwalajg na wyrazenie
koniunkcji przez implikacje i negacje (p i g, zawsze i tylko, jezeli nie-
prawda, ze jezeli p, to nie ¢), tak tezy 224,26 i 224,27 pozwalajg wyrazi¢
implikacje przez kcniunkcje i negacje (jezeli p to g zawsze i tylko,
jezeli nieprawda, ze p i NQg): zwigzek ten stuzy czesto do scharaktery-
zowania implikacji i byt znany juz w logice stoickiej.

¢ ALZT VrVUpjVC.p«pvpi/
jezeli p i g, to nieprawda, ze jezeli p, to nieprawda, ze jezeli p to e,
jezeli nieprawda, ze jezeli p, to nieprawda, ze jezeli p, to g, to pi q\
Kpq implikuje zaprzeczenie implikacji miedzy p i zaprzeczeniem Cpg,
zaprzeczenie implikacji miedzy p i zaprzeczeniem Cpg implikuje Kpg\
tezy 224,28 i 224,29 prowadza do dyrektywy, ktdra pozwala zastapi¢
., Kpqg" przez wyrazenie ,,NCpN”pq zbudowane z wyrazéw pierwot
nych inaczej, niz podaje Il dyrektywa zastepowania; sg one pod tym
wzgledem pokrewne z tezami 223,7 i 223,8, ktore daja analogiczng
swobode dla alternatywy w stosunku do | dyrektywy zastepowania,

22430 CCKpgrCKpNrNg

224,31 CCKpqrCKNrgNp

rozszerzone prawo transpozycji;

jezeli: jezdiipii g to r, to jElipiinie m, to mie g;
jezeli: jpAlipii g, to r, to jpzadli mee riiqy, to mie p,;

of jezeli keniuhkea zdah B i g impHRue ¥, to koniunkcja p i Nr implikuje

d) jezeli: Kazde M jest P

Ng, a koniunkcja Nr i g implikuje Np:
to Kazde M jest P
Niektore S nie sg P (Baroco)

: : Niektore S nie sg M
Kazde S jest M (Barbara) lub: Niektore S nie ?a P

Kazde S jest P Kazde S j"St M {Bocardo)
Nieictére M nie sg P



e) Tezy 224,30 i 22431 dajg wtorng dyrektywe transponowania
implikacji, w ktdrej poprzedniku wystepuje koniunkcja dwoch zdan:
jeden z poprzednikéw wraz z negacjg nastepnika implikuje negacje
drugiego z poprzednikow. Dyrektywg tg postugiwata sie logika kla-
syczna przy redukcji trybow sylogistycznych Baroco i Bocardo do
Barbara.

22432  CKNCprNCgsNCKpgKrs HtUj oftGfisfyZZjft Kn
a) drugie prawo kompozycji dla koniunkcji (wzgledem za-

przeczenia implikacji — por. 224,20);
b) jezeli nieprawda, ze jezeli p, to r i nieprawda, ze jezeli g to 3 to nie-

prawda, ze jezelipig toris

"udcd —
224.33 CKpAgrAKpgKpr
a) prawo rozdzielnoS$ci (dystrybucji) dla koniunkcji wzgledem
alternatywy:
b) jezeli p i nadto qlub r,topiqglub pir;
d) jezeli bede nieobecny dzi$ i jutro lub pojutrze, to bede nieobecny
dzi$ i jutro lub dzi$ i pojutrze.
224,34  CAKpgKprKpAgr
a) odwrotne prawo rozdzielnosci dla koniunkcji wzgledem
alternatywy;
b) jezeli piglub pir topinadto qlub r;
d) jezeli bede nieobecny dzi$ i jutro lub dzi$ i pojutrze, to bede nieobecny
dzi$ i jutro lub pojutrze;
e) oba ostatnie prawa przypominajg arytmetyczne prawo rozdzielnosci
dla mnozenia wzgledem dodawania a (b + ¢) = ab + ac (koniunkcja
odpowiada mnozeniu, alternatywa dodawaniu).
22435  CApKqrKApgApr
a) prawo rozdzielnosci dla alternatywy wzgledem koniun-
keji;
b) jezeliplub (gir), toplubg—iplubr;
d) jezeli pojde na spacer — lub zostane w domu i bede czytal, to pojde
na spacer lub zostane w domu — i p6jde na spacer lub bede czytat )
22436 CKApgAprApKagr M telfa+c.}
a) odwrotne prawo rozdzielnosci dla alternatywy wzgledem *-0 f
koniunkcji; H
b) jezeli p lub qip lubr, to p lub (q i 1); “!f'”ttp
d) jezeli p6jde na spacer lub zostane w domu — i p6jde na spacer lub <% O

b$d tat, to pojd — lub zost d i bed tat
$de czytat, to pojde na spacer ub zostane w domu i bede czytat, & -6=0i c- 1



e) arytmetyczny odpowiednik praw 224,35 i 224,36 posiadatby posta¢
a+ bc—(a+ h) (a+ c); prawo takie jednak w arytmetyce nie jest
wazne, brak bowiem w arytmetyce odpowiednikéw dla praw tauto-
logii i symplifikacji, ktére umozliwiajg uzyskanie praw 224,35 i 224,36.

224.37 CAKprKgsKApgArs

a) prawo wytaczania znaku koniunkcji przed, alternatywe;

b) jezeli pirlub gis toplub girlubs;

c) alternatywa dwdch koniunkcji implikuje koniunkcje alternatywy ich
poprzednikdw z alternatywg nastepnikow;

d) jezeli jutro bedzie pogodnie i ciepto lub chmurno 1chtodno, to, bedzie
pogodnie lub chmurno i ciepto lub chlodno;

e) prawo odwrotne wylgczania alternatywy przed koniunkcje nie jest
wazne (nie mozna wnioskowaé: jezeli jutro bedzie pogodnie lub
chmurno i ciepto lub chtodno, to bedzie pogodnie i ciepto lub chmurno
i chtodno — mogtoby bowiem tez by¢ pogodnie i chtodno tub chmurno
i ciepto).

22438  CNKpgANpNq

a) prawo negowania koniunkcji;

b) jezeli nieprawda, ze p i g, to nieprawda, ze p, lub nieprawda, ze q\

c) negacja koniunkcji implikuje alternatywe zaprzeczonych jej cztonow;

d) jezeli nieprawda, ze dzi$ jest srodg 3 maja, to badz dzi$ nie jest $rode,
badZ dzi$ nie jest 3 maja.

224.39 CANpNgNKpq

a) odwrocenie tezy 224,38;

b) jezeli Np lub Nqg, to nieprawda, ze p i g;

c) negacja koniunkcji jest implikowana przez alternatywe zaprzeczonych
jej cziondw;

d) jezeli badZ dzi$ nie jest Sroda, badZz dzi$ nie jest 3 maja, to nieprawda,
ze dzi$ jest Sroda 3 maja;

e) obie tezy 224,38 i 224,39 iacznie noszg nazwe prawa De Morgana
dla koniunkcji. Sa one podstawg bardzo waznej dyrektywy
negowania koniunkcji, wedlug ktoérej negacja koniunkcji jest
alternatywg zaprzeczonych jej cztondw.

22440 CNApgKNpNqg
a) prawo negowania alternatywy;
b) jezeli nieprawda, ze p lub @, to nie p i me q;
c) negacja alternatywy implikuje koniunkcje zaprzeczonych jej cztonow;
d) jezeli nieprawda, Ze otrzymam list dzi$ lub jutro, to ani dzi§ me otray-
rnam listu, ani jutro.



g(ii.ecyre

a)
b)
c)

d)

22441 CKNpNgNApqg

odwrdcenie tezy 224,40;
jezeli Np i Ng, to nieprawda, ze p lub q,
negacja alternatywy jest implikowana przez koniunkcje zaprzeczonych
jej cziondw;
jezeli ani dzi$ nie otrzymam listu, ani jutro, to nieprawda, ze otrzymam
list dzi$ lub jutro;
obie tezy 224,40 i 224,41 acznie nosza nazwe prawa De Morgana
dla alternatywy. Sg one podstawg dyrektywy negowania
alternatywy analogicznej z wymieniong poprzednio dyrektyws
negowania koniunkgji.

Za pomocg podstawien p/Np, q/Ng oraz dyrektyw transpozycji,
i podwadjnego przeczenia mozna prawa De Morgana przerobi¢ tak:
aby pozwolity na wyrazenie koniunkcji przez alternatywe i odwrotnie
224.42 CKpgNANpNg
224.43 CNANpNgKpq
224.44 CApgNKNpNq
22445  CNKNpNgApq
Tezy powyzsze sa zbudowane symetrycznie ze wzgledu na funktory A
i K; zawarte w nich zwigzki powoduja, iz miedzy tezami dotyczacymi
alternatywy i koniunkcji zachodzi pokrewiefistwo ujete w zasadzie
dualnego odpowiadania sobie alternatywy i koniunkcji. Zasada
ta powiada, ze przez:
a) zastgpienie ,,Kpq" przez ,,NANpNQ" oraz ,,Apq przez ,,NKNpNq ,
b) zastosowanie transpozycji dla unikniecia znaku negacji przed
koniunkcjg lub alternatywa i c) podstawienie za zmienne, przy ktérych
wystepuja znaki negacji, ich negacyj, aby (wedtug dyrektywy podwoj-
nej negacji) pozby¢ sie negacji przy zmiennych, przechodzimy od
tezy zawierajacej jedng z funkcyj alternatywy lub koniunkcji do tezy
zawierajgcej druga z tych funkcyj i odpowiadajgcej dualnie
tezie pierwotnej. W ten spos6b odpowiadajg sobie dualnie tezy 223,3
i 224,3, mianowicie wychodzac od tezy 223,3 CpApp i stosujac wymie-
nione przeksztatcenia, mamy kolejno: a)CpNKNpNp, b) CKNpNpNp,
c) CKppp, tj. teze 224,3. .
Odpowiadajg sobie dualnie:
prawa tautologii 223,3 — 224,3, 2231 — 224,1
prawa symplifikacji 223,2 — 224,6, 223,6 — 224,2 A 3fi
prawa przemienno$ci 223,4 — 2245, 2235 — 2244 | 3<V C
prawa dodajnika i mnoznika 223,13 — 2249
prawa kompozycji poprzednikéw i nastepnikow 223,14 224,10
prawa kompozycji 223,15 - 224,11, 223,16 — 224,32

N



b)

c)
d)

b)
c)
d)

e)

b)

c)
d)

b)
c)

d)

53

prawa wylaczonego $rodka i sprzecznosci 223,17 — 224,23

prawa 223,19 - 224,24, 223,18 - 224,25, 223,20 - 224,26, 223,21 -
224,27, 223,24 - 224,20, 223,7 - 224,29, 223,8 - 224,28

rozszerzone prawo transpozycji 223,22 — 224,30, 223,23 — 224,31

prawa rozdzielnosci 224,33 — 224,36, 224,34 — 224,35

prawa De Morgana 224,38 - 224,41, 224,39 - 224,40.

Twierdzenia, ktére jak 224,g, nie posiadajg symetrycznego odpowiedz

nika, przechodzg po przeksztatceniu dualnym same w siebie.

5. Dysjunkcja (,,C“, ,,N“, ,A“ , K% ,D% Ifi

225.1 CDpgCpNqg
jezeli p albo g, to jezeli p, to Nq',
jezeli p wyklucza g, to p implikuje Nq;
jezeli mam wybra¢ miedzy lewym a prawym, to jezeli wybiore lewe,
to nie wybiore prawego. .

225.2 CCpNgDpq

jezeli prawda, ze jezeli p, to Ng, to p albo <

jezeli p implikuje Ng, to p wyklucza g;

jezeli wybierajac to, nie wybiore owego, to wybieram miedzy tym
a owym;

tezy 225,1 i 225,2 okazuja, ze wyrazenia ,,Dpq“ i, CpNg*“, ktdre wedtug
111 dyrektywy zastepowania sg réwnoznaczne, wzajemnie implikujg
sig, czyli sg rownowazne.

225.3 CDpoANpNq

jezeli p albo g, to Np lub Ng;

dysjunkcja dwoch zdan implikuje alternatywe ich zaprzeczen;

jezeli zajdzie to albo t<m.o (tylko jedno z dwojga), to zarazem nie
zajdzie to lub tamto (przynajmniej jedno z dwojga).

2254 CANpNgDpq

jezeli Np lub Ng, to p albo g

dysjunkcja dwdch zdan jest implikowana przez alternatywe ich za-
przeczen;

jezeli badZz nie zobacze sie z Janem, badz nie napisze listu do Piotra,
to mam do wyboru jedno z dwojga: zobaczy¢ sie z Janem albo napisa¢
list do Piotra;

tezy 225,3 i 225,4 majg za przedmiot stosunek dysjunkcji do alterna-
tywy. Sa one podstawg dyrektywy wtornej, ktora pozwala zastgpic
dysjunkcje ,,Dpg“ (p wyklucza q) przez wyrazenie ,.ANpNQg“ (p jest
fatszywe lub q jest falszywe).

%
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2255 CDpgNKpq

b) jezeli p albo g, to nieprawda, ze p i g;
c) dysjunkcja zdahn p, g implikuje negacje ich koniunkgcji.

225.6 CNKpqgDpq

b) jezeli nieprawda, ze p i g, to p albo ¢;
c) dysjunkcja zdan p, g jest implikowana przez negacje ich koniunkcji-
e) tezy 225,5 i 225,6 majg za przedmiot stosunek dysjunkcji do koniunkcji.

Sa one podstawa dyrektywy wtornej, ktdéra pozwala zastgpic
dysjunkcje przez zaprzeczenie koniunkcji.

225.7 CDppNp

b) jezeli p albo p, to nie p;
c) jezeli p wyklucza p, to p falszywe;
e) teze 225,7 otrzymujemy z tezy 222,4 stosujgc Il dyrektywe zastepo-

wania z podstawieniem g/p. Jezeli jakie$ zdanie wyklucza siebie,
czyli implikuje, ze jest falszywe, to jest falszywe.

225,8 CNpDpp

b) jezeli Np, to p albo p;
c) jezeli p falszywe, to p wyklucza p\
e) teze 225,8 otrzymujemy z tezy 222,6, jezeli podstawimy w niej q/Np

i zastosujemy 11l dyrektywe zastepowania z podstawieniem g/p.
Tezy 225,7 i 225,8 pozwalajg na wprowadzenie wtdrnej dyrektywy
zastepowania miedzy wyrazeniami ,,Np i ,Dpp oraz wskazuja,

w jaki sposob mozliwy jest ukfad aksjomatyczny o dysjunkcji jako
jedynym wyrazie pierwotnym. Widzimy, ze przez dysjunkcje moze

by¢ zdefiniowana negacja, i dalej, podstawiajac w 225,1 i 225,2 i/Nf-ip:

i stosujgc dyrektywe podwojnego przeczenia oraz dyrektywe zastepo-
wania ,,Np" przez ,,Dpp". dochodzimy do tez:

225.9 CCpgDpDqq

225.10  CDpDgqCpq,

ktore pozwalajg zastapic i zdefiniowa¢ wyrazenie ,,.Cpq przez ,,DpDqq ;
majgc za$ zdefiniowane wyrazenia ,,Np" i ,,Cpq‘, umiemy za ich pgo
moca zdefiniowa¢ wszelkie inne funkcje zdaniowe logiki zdan-

225,11 CDpgDgp

a) prawo przemienno$ci dla dysjunkcji;
b) jezeli p albo g to g albo p;
c) jezeli p wyklucza g, to g wyklucza p.

ry
ep.[/}"
g-typ £
- { y 'fC
mprp p

CA™lUJotap>>*/



225,12 DDpDqrDDpDrpDDsgDDpsDps

a) aksjomat Nicoda-tukasiewicza;
«) teza powyzsza tworzy jedyny aksjomat teorii zdari oparty na dys-

junkcji jako jedynym'wyrazie pierwotnym. Napiszmy dla skrdcenia:
,DpDgr* — ,,a“, ,,DpDrp“ = ,,DDsgDDpsDps “ =,,y*“; wskutek
tego aksjomat otrzymuje posta¢ ,,DaDfty". Stosujac dyrektywe za-
stepowania wyrazen rownowaznych mozna napisa¢ wedtug tez 225,7
i 225,8 ,/Vp* zamiast ,,Dpp‘\ wedlug tez 225,5 i 225,6 ,,NKpq* za-
miast ,,Dpq“, wedtug za$ tez 225,1 i 225,2, ,,CpNg*“ zamiast ,,Dpg*“.
W ten sposob ,,DaDfiy" przeksztatca sie na ,,CaNDPy* i nastepnie
na ,,CaNNKfiy", i wreszcie wedlug dyrektywy podwaéjnej negacji
na ,,CaKfty". Podobnie przeksztatca sie ,a“ na ,,CpKgr“, ,/?* na
,,CpKrp" oraz ,,y“ na ,,CDsqNDDpsDps* i kolejno na ,,CNKsqNNDps
B ,,.CNKsqNKps" < ,,CKpsKsq", tak iz wreszcie teza 225,12 otrzy-
muje posta¢ ,,CCpKgrKCpKrpCKpsKsq'\ co odczytuje sie stowami:
Jezeli p implikuje Kar, to p implikuje Krp i Kps implikuje
Ksg. W tej postaci staje sie widoczne, ze w tezie 225,12 sg uwiklane
tezy 221,1 Cpp, 224,2 CKpgp oraz 224,9 CCpqCKprKar.

6. Réwnowaznos$é (,,C*, 2AY HE®).

226.1 Epp

a) prawo tautologii dla réwnowaznosci:
b) zawsze i tylko, jezefi p to p;
c) p jest rbwnowazne p.

226.2 CEpgEqp

a) prawo przemienno$ci dla réwnowaznosci;
b) jezeli: zawsze i tylko jezeli p to g, to zawsze i tylko jezeli g, to p;

cj

jezeli p réwnowazne ¢,to < réwnowazne p.

226.3 CEpEQrEEpqr
226.4 CEEpqrEpEqr

a) prawa tacznosei dlardéwnowaznosci;

b)

jezeli: zawsze 1tylko jezeli p, to: zawsze i tylko jezeli g to r — to
zawsze ltylko jezeli: zawsze i tylko jezeli p, to € to r — 1odwrotnie,

c) jezeli p jest rdbwnowazne zdaniu: ¢ jest rbwnowazne r, to zdanie:

p jest rownowazne g — jest réwnowazne zdaniu r;

d) jezeli ,po pigtku nastepuje sobota *jest rbwnowazne ze stwierdzeniem:

»zawsze i tylko jezeli dzi$ jest pigtek, to jutro jest sobota , to stwier-
dzenie, ze ,,dzi$ jest pigtek” jest rownowazne stwierdzeniu ,,po pigtku
nastepuje sobota“ —jest rownowazne stwierdzeniu ,,jutro jest sobota |,
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a)

c)

b)

c)
e)

(bo ,dzi§ jest pigtek” jest réwnowazne zdaniu prawdziwemu ,,po
piatku nastepuje sobota“ tylko w przypadku, w ktérym ,dzi§ jest
pigtek” jest zdaniem prawdziwym; wymieniona réwnowaznos¢
pocigga wiec za sobg takze prawdziwo$¢ zdania ,jutro jest sobota“;
jezeli, przeciwnie, rownowaznos¢ nie jest prawdziwa, to nie jest prawda,
ze dzi$ jest pigtek” i nie jest tez prawdga ,,jutro jest sobota“);

prawo tacznosci dla rownowaznosci EEpEQrEEpqgr jest jednym z dwdch
aksjomatéw, na ktérych mozna zbudowac system obejmujacy wszystkie
twierdzenia teorii dedukcji, zawierajace ,,£“ jako jedyny wyraz staty.

226,5 CEpqCEqrEpr

prawo sylogizmu dla réwnowaznosci;

jezeli: zawsze i tylko jezeli p, to g, to jezeli zawsze i tylko jezeli g,
to r, to zawsze i tylko jezeli p, to r;

jezeli p rébwnowazne g, to jezeli g rownowazne r, to p rdwnowazne”r.

226,6 . CCpqCCagpEpq

jezeli prawda, ze jezeli p, to g, to jezeli prawda, ze jezeli € to p, to

zawsze i tylko jezeli p, to ¢

jezeli p implikuje g, to jezeli q implikuje p, to p jest rbwnowazne z. q:

teza 226,6 jest podstawg dla dyrektywy wtornej, ktéra pozwala

na uznanie roéwnowaznosci dwoch wyrazen, jezeli zachodzi miedzy

nimi obustronna implikacja. Zwiazek ten najdoktadniej oddaje po-

toczny sens réwnowaznosci zawarty w stowach ,,zawsze i tylko jezeli .

Wedtug powyzszej dyrektywy nastepujgce prawa moga by¢ wyrazone

w postaci réwnowaznosci:

prawo tozsamosci (teza 221,1 — por. teze 226,1)

prawo komutacji hipotez (teza 221,6)

prawo podwdjnego przeczenia (tezy 222,1 i 222,2)

prawo transpozycji (teza 222,7)

prawo tautologii dla alternatywy (tezy 2231 i 223,3)

prawo przemiennosci dla alternatywy (teza 223,4)

prawo tacznosci dla alternatywy (tezy 223,9 i 223,10)

prawo zwigzku miedzy alternatywa i implikacjg (tezy 223,7 i 220,8)

prawo zwigzku miedzy alternatywa oraz implikacja i negacjg (tezy
223,18 i 223,19 oraz 223,20 i 223,21)

prawo tautologii dla koniunkcji (tezy 224,1 i 224,3)

prawo przemiennosci dla koniunkcji (teza 224,4)

prawo tgcznosci dla koniunkcji (tezy 224,7 i 224,8)

prawo wigczania i wylaczania (tezy 224,12 i 224,21)

prawo zwigzku miedzy komunkcjg oraz implikacjg i negacjg (tezV
22424 i 22425 oraz 224,26'i 224,27)
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prawo rozdzielnosci dla koniunkcji wzgledem, alternatywy (tezy
224,33 i 224,34)

prawo rozdzielnosci dla alternatywy wzgledem koniunkcji (tezy
224,35 i 224,36)

prawo De Morgana dla koniunkcji (tezy 224,38 i 224,39 oraz 224,42
i 224,43)

prawo De Morgana dla alternatywy (tezy 224,40 i 224,41 oraz 224,44
i 224,45)

prawo zwigzku miedzy dysjunkcja oraz implikacja i negacjg (tezy
2251 i 225,2)

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz alternatywa i negacjg (tezy
2253 i 225/4)

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz koniunkcjg i negacjg (tezy
2255 i 225,6)

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz negacjg (tezy 225,7 i 225,8)

prawo przemienno$ci dla dysjunkcji (teza 225,11)

prawo przemiennosci dla réwnowaznosci (teza 226,2)

prawo tgcznosci dla rdwnowaznosci (teza 226,3 i 226,4)

prawo zwigzku miedzy réwnowaznoscig oraz koniunkcjg i implikacja
(tezy 226,8 i 226,9).

226.7 EEpgNCCpgNCqp
c) Epq jest rownowazne zanegowanej implikacji miedzy Cpg i NCqp\

e) teza 226,7 odpowiada IV dyrektywie zastepowania; wedtug Il dy-
rektywy zastepowania wyrazenie ,,NCpNQg" jest rébwnoznaczne z wy-
razeniem ,,Kpg“; jezeli w tym zwigzku réwnoznacznosci potozymy
p/Cpqg oraz g/Cqp, to teza 226,7 przeksztatca sie na zwigzek miedzy
rownowaznoscig a koniunkcjg odwrotnych implikacyj, wyrazony
ponizej w tezach 226,8 i 226,9:

226.8 CKCpqCapEpq
c) teza 226,8 jest przeksztatceniem tezy 22 6 ,wedtug dyrektywy wia-
czania;

226.9 CEpgKCpgCqgp

e) tezy 226,8 i 226,9 odwrotne wzgledem siebie ujmujg potoczny sens
wyrazenia ,,zawsze i tylko jezeli p, to ", jako ,jezeli p\ to q i jezeli
g to p“. Wedtug dyrektywy wtdrnej, opartej na tezie 226,6, tgczymy
je w teze



a)
©)

d)

a)
b)
d)

226,10 EEpgKCpgCqp

“ZZSTIT  ECpaEpKpi

226.12 ECpgEgApq

prawa przeksztatcania implikacji na rdéwnowaznosc,
Cpg jest rownowazne EpKpa lub EgApg\

inaczej: poprzednik implikacji jest rownowazny koniunkcji poprzed-
nika z nastepnikiem, jej za$ nastepnik jest réwnowazny alternatywie
poprzednika i nastepnika;

»jezeli pierwsze, to drugie, to tyle, co ,pierwsze i drugie zawsze
i tylko, jezeli pierwsze“ oraz ,pierwsze lub drugie zawsze i tylko,
jezeli drugie". >

tezy 226,11 i 226,12 pozwalajg przeksztatca¢ wszelkie twierdzenia
majace posta¢ implikacji na réwnowaznosci. Obie pne odpowiadajg
sobie dualnie.

226.13 EpApKpq

226.14 EpKpApQ

prawa absorbcji;

p lub facznie p i q zawsze i tylko, jezeli p; pi alternatywnie p Ipb g
zawsze i tylko, jezeli p;

p zawsze i tylko, jezeli p lub tgcznie p i cokolwiek, oraz zawsze i tylko,
jezeli p i alternatywnie p lub cokolwiek;

obie tezy odpowiadajg sobie dualnie i dajg dyrektywy wtorne,
pozwalajgce badz zredukowal wyrazenia postaci ,,ApKpgq °raz
.KpApg“ do ,,p“, badZ rozwinac na wymienione wyrazenia.

226,15 EpAKpgKpNqg

prawo rozwiniecia zdania;

p zawsze i tylko, jezeli p i g lub p i nie y;

jest czwartek zawsze i tylko, jezeli jest czwartek i Swieto lub czwartek
i dzien powszedni,

e) prawo rozwiniecia zdania pozwala rozwina¢ kazde zdanie na alterna-

tywe wylaczajacych sie przypadkéw. Takie rozwiniecie jest niejedno-
krotnie dogodne, np. przy dowodach twierdzenn ogélnych, gdy roz-
rézniamy rozne przypadki podpadajgce pod dane twierdzenie i prze-
prowadzamy dowdd dla kazdego z tych przypadkéw z osobna. Dowdd
tezy 226,15 przeprowadza sie osobno dla kazdej z obu skladowych
implikacji. taczac wedtug prawa kompozycji 224,11 tezy Cpp i CpAgqN(,
otrzymujemy implikacje CpAKpgKpNg. Potgczenie zas tez CKpgp
i CKpNgp wedtug prawa 223,13 daje CAKpgKpNgp.
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226.16 EApgAKpgAKpNgKNpqg
a) Prawo rozwinigcia alternatywy;

c) alternatywa: p lub g — jest rownowazna alternatywie trojcztonowej: 7 ajfil.

e— Kpqg lub KpNg lub KNpq;

e) prawo rozwinigcia alternatywy pozwala przeksztatci¢ dowolng alterna-
tywe, ktorej cztony nie wylgczajg sie, na alternatywe o czionach wyla-
czajacych sie (kazde bowiem z wyrazen Kpg, KpNg, KNpqg wyigcza
sie z dwoma innymi). Dowdd tezy 226,16 otrzymuje sie tgczac wedtug
tezy 223,13 teze 226,15 i jej podstawienia dla p g

226.17 EEpgAKpgKNpN(g

prawo réwnowaznosci;

p zawsze i tylko, jezeli g: zawsze i tylko jezeli p i qlub tez nie-p i nie-g,
wedtug tezy 226,17 zdaniami réwnowaznymi sg dwa zdania zawsze
i jedynie wtedy, gdy badz oba sg prawdziwe, badz oba s fatszywe.

Rozdziat 3. Dowodzenie tez teorii zdan

1. Dowody zupeine

Omawiajac tezy teorii zdan w poprzednim rozdziale, zwracaliSmy w wielu
miejscach uwage na sposoby uzyskiwania tych tez i przeksztatcania ich za po-
mocg pierwotnych i wtérnych dyrektyw rozumowania. To uzyskiwanie i prze-
ksztatcanie tez teorii zdan jest rozumowaniem, ktdrego rezultatem jest uznanie
nowej tezy. Wszelkie rozumowanie prowadzace do uznania nowej tezy w teorii
zdan (bez wzgledu na to, czy jest zarazem ,,odkrywaniem* tej tezy) bedziemy
w tym rozdziale nazywali krétko dowodzeniem lub dowodem.

Dowody, ktore szkicowaliSmy omawiajac tezy teorii zdan, me byly wy-
starczajgco opracowane z punktu widzenia wymagan dokfadnosci w logice
wspotczesnej. Poznamy przyklady dowodéw odpowiadajacych tym wyma-
ganiom, tzw. dowodow zupeinych, aby zdaé¢ sobie sprawe z tego, jakie sg
owe wymagania.

Zupetnos¢ dowodu polega na takim jego rozwinieciu, by zadem jego
szczeg6t nie pozostat ukryty lub domysiny, lecz kazdy byt wyraznie wypo-
wiedziany celem stwierdzenia, na jakich zasadach i przestankach opiera sie
dowdd i jakie stosuje reguly rozumowania. Wolno nam mianowicie opiera¢
sie w dowodach w ogole tylko na aksjomatach i tezach poprzednio udowodnio-
nych; w dowodach zupetnych za$ stosuje sie tylko pierwotne dyrektywy rozu-
mowania: podstawianie, odrywanie i zastepowanie. Zastosowanie dyrektyw
Wtérnych odbiera dowodowi charakter zupetnosci.

Najprostsza formg dowodu jest zastosowanie do jakiej$ tezy jednej z dy-

rozumowania; tak np. podstawiajac w tezie Cpp — p/EJp, dowodzimy
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tezy ONpNp jako szczeg6lnego przypadku tamtej tezy. Tego rodzaju dowody
rzadko jedynie dajg rezultaty godne uwagi i zwykle dowdd skiada sie z kilku
cztonéw, z ktdrych kazdy jest zastosowaniem dyrektyw rozumowania do tezy
uzyskanej w cztonie poprzednim. W dowodach, ktdre bedziemy rozpatrywac,
element dowodu skiada sie zazwyczaj z dwdch czysci: pierwsza z nich jest
podstawianiem, druga — odrywaniem lub zastepowaniem. Cato$¢ dowodu
jakiego$ twierdzenia moze skiadaC sie z kilku takich elementow.

WezZmy pod uwage element dowodu, w ktérym wystepuje podstawianie
i odrywanie. Na tezie, ktora jest punktem wyjscia dowodu, dokonywamy
podstawienia tak, aby otrzymaé, jako jej szczeg6lny przypadek (212), impli-
kacje pozwalajgcg na zastosowanie oderwania, tzn. posiadajacag w poprzedniku
uznang poprzednio teze logiki zdan. Oderwanie prowadzi do uznania na-
stepnika implikacji jako tezy udowodnionej. Odwotujemy sie przeto do dwoch
tez, z ktérych kazda petni w dowodzie inng role; jedna stuzy do podstawienia
(nazwijmy ja zasadg rozumowania), druga (niech nazywa sie przestankg)
umozliwia oderwanie. Konstruujgc dowdd szukamy przede wszystkim prze-
stanki i odpowiednio do niej dobieramy zasade rozumowania. Ujmujemy to
w stowach: z przestanki wedtug zasady rozumowania otrzymujemy teze dowo-

dzona. Czasem wyrazamy sie w ten sposob, ~ do tezzt"dzona jest ~przeksztat- /-/ (Z ce& 00 "r="

ceniem przestanki wedlug zasady rozumowania. Tak np. teze 221,4 otrzy-
muiemy z tezy 221,3 wedtug tezy 221,6 (prawa komutacji) jako zasady rozu-

' mowania: do tezy 221,6 trzeba zastosowal podstawienie p/Cpq, q/p, r/q, aby

otrzymac implikacje, w ktorej poprzedniku mamy teze 221,3, w nastepniku 221,4.

Element dowodu, o jakim wyzej byla mowa, przedstawiamy w postaci
wiersza dowodowego. Odpowiednio do dwdch czesci elementu dowodu,
tflkze wiersz dowodowy skiada sie z dwoch czesci, ktore przedzielamy $redni-
kiem. W pierwszej zaznaczamy podstawienie, w drugiej — oderwanie lub
zastepowanie. W pierwszej czesci wiersza dowodowego podajemy najpierw
numer zasady rozumowania, nastepnie zaznaczamy podstawienie; jezeli w pew-
nym przypadku podstawienia nie ma, lecz oderwanie lub zastepowanie ma by¢
dokonane wprost na ktérej§ poprzednio uznanej tezie, to w pierwszej czesci
wiersza dowodowego podajemy jedynie numer owej tezy. Jezeli w drugiej
czesci dowodu wystepuje oderwanie, druga cze$¢ wiersza dowodowego roz-
poczyna sie od znaku ,,C“, po tym znaku piszemy numer przestanki (poprzed-
nika implikacji), pauze i numer, ktory nadajemy tezie dowodzonej (hastepnik
implikacji). Jezeli natomiast w drugiej czesci wiersza dowodowego mamy
zaznaczyC zastepowanie, to czynimy to, podajac rzymski numer dyrektywy
zastepowania, pauze i numer, ktdry nadajemy tezie uznanej w wyniku zastepo-
wania.

Powyzszy opis uzupetnimy uwagami przy omawianiu poszczegolnych
przyktadow.
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Tezy nalezace do teorii zdan dzielg sie na dwie grupy: do pierwszej naleza
aksjomaty, ktére uznajemy wedtug dyrektyw aksjomatycznych, do drugiej —
tezy pozostate, ktore uznajemy wedtug dyrektyw dedukcyjnych. Dyrektywy
obu tych rodzajow sg jedynymi elementami, ktdére wnosimy do logiki spoza
niej (mianowicie Z metalogiki — 123). Dzieki temu za$, ze opieramy tezy logiki
na owych dyrektywach, nie potrzebujemy odwotywac sie do czynnikéw innego
rodzaju celem uznania tez za prawdziwe. Takim za$ czynnikiem jest sens
wyrazen, z ktorych zdania sg zbudowane; rozstrzygajac wedtug sensu wy-
razen, czy mozna uzna¢ zdanie z nich zbudowane za prawdziwe, odwotujemy
sie do oczywistosci treSciowej jako kryterium prawdy; tezy oczywiste wedtug
sensu wystepujacych w nich wyrazen nosza nazwe pewnikow. Aksjomaty
przyjete wedtug dyrektyw aksjomatycznych nie majg charakteru pewnikow,
albowiem przy uznawaniu aksjomatéw nie wchodzi w gre sens ich sktadnikow,
przeciwnie, sens wchodzacych w nie wyrazef zostaje ustalony przez to, ze
zostaly one uznane za aksjomaty (21,2). Takze o uznaniu tez nie bedacych
aksjomatami decydujg dyrektywy rozumowania, nie za$ sens wyrazdw wyste-
pujacych w owych tezach; takze przeto w dowodach teorii zdan me odwotu-
jemy sie do tresci tez i oczywistosci zwigzkéw wynikania miedzy nimi, lecz tylko
do ich formy (postaci, ksztattu), gdyz tylko o formie wyrazen jest mowa w dy-
rektywach rozumowania; do formy za$ wyrazen logiki nalezg te i tylko te ich
wihasnosci, ktore sg okreSlone przez stownik i dyrektywy skiadni. Dowody
potrafimy przeprowadza¢ stosujagc podstawienie, odrywanie i zastepowanie
w sposob zupetnie mechaniczny; sens dokonywanych operacji i ich wynikéw
uswiadamiamy sobie dopiero po6zniej po ich dokonaniu, jako ich rezultat.
Teoria, w ktorej o uznaniu zaréwno aksjomatéw, jak tez pochodnych rozstrzy-
gamy wytgcznie wedtug uprzednio sformulowanych dyrektyw sensu (uksjo-
matycznych i dedukcyjnych) i to dopiero decyduje o tym, jaki jest sens wy-
razen. nosi nazwe systemu sformalizowanego; podobnie dowody poste-
pujace wytacznie wedtug dyrektyw rozumowania, bez odwolywania sie do
jakiego$ przyjetego z gory sensu dokonywanych operacji i ich wynikéw, noszg
nazwe dowodow sformalizowanych. Takim systemem sformalizowanym
jest teoria zdan w postaci wspdiczesnej.

2. Przykiady dowodzenia
Przyktad . Dowod tezy 221,4. Wiersz dowodowy:
221,6 p/Cpq, q/p,r/q; C 221,3 — 2214

Po wykonaniu wskazanego podstawienia otrzymujemy teze: CCCpqCpq
CpCCpqq, tj. implikacje, ktorej poprzednikiem jest wyrazenie CCpg~pq, czyli
teza 221,3, a nastepnikiem wyrazenia CpCCpqq, czyli teza 221,4.
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Przyktad 2. Dowdd tezy 222,6 ma podobng strukture, jak przyktad
poprzedni. Wiersz dowodowy ma postac:
2216 q/Np,r/q;C 2225 - 2226
Teze 222,6 otrzymaliSmy z tezy 222,5 wedtug prawa komutacji hipotez.

Przyktad 3. Dowdd tezy 222,4 jest bardziej skomplikowany. Dowod ten
sktada sie z dwoch elementow (wierszy dowodowych), w wyniku pierwszego
otrzymujemy teze pomocnicza |, a dopiero drugi daje teze 222,4;

221.7  p/NNp, a/p, r/INp; C 2222 - |
I CCpNpCNNpNp

221.7  p/CpNp, g/CNNPNp, r/Np; C I - C 222,3 p/Wp
2224

2224  CCpNpNp

Teza |, ktorg uzyskaliSmy z tezy 222,2 (prawa podwdjnego przeczenia)
wedbug tezy 221,7 (prawa sylogizmu) jako zasady rozumowania, glosi, ze jezeli
p implikuje Np, to NNp implikuje Np. Z dwdch hipotez prawa sylogizmu
oderwalismy tylko pierwsza (zazwyczaj, gdy rozumujemy wedtug tego prawa,
t° dgzymy do uznania konkluzji Cpr przez kolejne oderwanie obu hipotez Cpq
i Cgr), dlatego teza | jest implikacjag miedzy dwiema implikacjami: CpNp
i CNNpNp. W drugim wierszu dowodowym zasadg rozumowania jest rowniez
prawo sylogizmu, wedtug ktérego rozumujemy z tez | i 222,3 (przy podsta-
wieniu w niej p/Np) jako przestanek. Odrywanie stosujemy dwukrotnie,
odrywajac kolejno obie te przestanki. Mys$l dowodu wyraza sie sto-
wami, jak nastepuje: Wedtug tezy I: CpNp implikuje CNNpNp, wedlug tezy
222.3 (z podstawieniem p/Np): CNNpNp implikuje Np, przeto CpNp
implikuje Np, co nalezato udowodni¢. PowiedzieliSmy wyzej (222,4), iz teze
222.4 otrzymujemy z tezy 222,3 przez podstawienie p/Np i przy odwotaniu
sie do dyrektywy podwojnego przeczenia; jak widzimy .obecnie w dowodzie
zupeilnym teza 222,3 i prawo podwojnego przeczenia wystepuja jako przestanki,
zasadg rozumowania jest 221,7, dyrektywami za$ rozumowania sg wylgcznie
dyrektywy pierwotne podstawiania i odrywania.

Przyktad 4. Dowod tezy 223,6:
221.7  plq, g/Atfj, r/Apg; C 223,2 p/q, g/p  C 223,4 p/q, a/p -
223,6
2236  CgApq

lezy 223,6 dowodzimy na podstawie tez 223,2 i 223,4 (prawo przemien-
nosci dla alternatywy), jako przestanek, wedtug prawa sylogizmu, jako zasady
rozumowania.

J)Orf
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223,1*. CApqCNpq
Przyktad ten jest typowy dla wszystkich przypadkéw, w ktorych dowo-

dzimy, ze wyrazenia réwnoznaczne ze sobg wedtug jednej z dyrektyw zaste-
powania pozostajg wzgledem siebie w zwigzku imphkacyjnym.

At
, a*A A Ac n Przykiad 6 0 8
. 221-7  P/Apq,q/CNpg,r/QiqqiC223.1fi- C 22211 - 2237
It* 2237 G4pflCCpw
Przyktad 7
} £CjSut&a 221,7  p/Wp, q/Cpqg; C 222,6 — 222,19
222’19 CCCpqgrCNpr f
<17 221,7  p/CCpqq, q/CNpq, r/Apq; C 222,19 r/p - C 223,1/ —223,8
3, ty 223'8 CCCpggApq
CCJJfi
* lod a [ISW Przyktad 8
r 224,12 p/Cpp, g/Cqr, r/Cpr; C 221,7 224,14
224,14  CKCpqCqrCpr
Teze 221,7 (prawo sylogizmu) przeksztatcilismy wedtug prawa wigczania,
nadajac jej posta¢ koniunkcyjna.
4-7 epMijfp Przyktad 9. Dowod tezy 224,42
221.7 p/AWp, r/Wp; ¢ 2221 - 1
I CCNNpNgCpNq
W sposob podobny, jak przy tezie |, udowodniliSmy na podstawie tezy
222,1 (prawa podwdjnego przeczenia)-teze pomocniczg Il: jezeli NNp impli-
kuje Ng, to p implikuje Ng. $
(i# [*me 221.7  p/ANpNa, g/CNNpNg, r/CpNg; C 223,1/ p/7Vp, q/Ng -
C - 11l

f 111 CANpNgCp.Nqg

Teze 223,1”z podstawieniem p'Np, ¢:Nqg przeksztatciliSmy wedtug prawa
sylogizmu za pomocg tezy pomocniczej Il na teze pomocniczg 111, zmieniajac
nastepnik tezy wyzej wspomnianej CNNpNg ng CpNg (por. 221,7e).

/7 22217 plzIWpMj, p/CpAh?; C III - IV
IV  CNCpNgNA NpNg

Teze Il przeksztatcilismy wedlug prawa transpozycji na teze pomocni-
czg IV,



IV; 11— 224,42
224,42  CKpqNANpNqg
teze IV przeksztatcilismy za pomocg Il dyrektywy zastepowania (212)
Otrzymujac teze 224,42. Catkowity dowdd sklada sie w tym przyktadzie z czte-
rech wierszy dowodowych.

Przyktad 10. Dowdd tezy 224,43 (odwrotnej wzgledem 224,42)
221.7  p/NNp, a/p, rINg; C 2222 —V
V CCpNgCNNpNq
pomocnicza teza V jest odwrotna wzgledem tezy Il z przykfadu poprzedniego;
221.7  p/CpNg, q/CNNpNg, r/ANpNg; C V - C 223,17 p/Np,
g/Ng — VI
VI CCpNgANpNq
Teze 223,17 z podstawieniem p/Np, q,Nq przeksztatciliSmy z pomoca
tezy V zmieniajac poprzednik CNNpNg na Cpi\g,
222.7  p/CpNdg, g/ANpNqg; C VI — VII
VII CNANpNgNCpNqg
VI, - 22443
'224,43 CNANpNgKpq
Pomocniczg teze VIl przeksztatciliSmy przy pomocy Il dyrektywy zaste-
powania na teze 224,43.

Przyktad 11

2261  p/NCCpgNCqp; IV —II p/Cpq, q,Cpg — 226,8

226,8 EEpgKCpqCap
teza 226,8 stwierdza réwnowazno$¢ miedzy wyrazeniami tpq i KLpgLap,
faczy przeto tezy 226,6 i 226,7; otrzymujemy jg z tezy 226,1 przy podstawieniu
p/NCCpgNCqp, zastepujac wyrazenie podstawione raz wedtug IV dyrektywy
zastepowania przez ,,Epq"\ a drugi raz wedtug Il dyrektywy zastepowania
przy podstawieniu p/Cpqg, g/Cgp — przez ,,KCpqCqgp .

Przyktad 12
221.7  g/CNpqg', C 2225 VIII
VIIl. CCCNpqrCpr
VI g/p, r/pi C2223- 2211
2211 Cpp
Teza 221,1 zostata udowodniona z powolaniem sie na trzy aksjomaty

uktadu implikacyjno-negacyjnego, za pomocg tezy pomocniczej V , tora
przechodzi w 223,11 przez zastosowanie | dyrektywy zastepowania.
Dalsze przyktady dowodoéw otrzyma Czytelnik, przerabiajgc na owo y

zupetne wedtug powyzszych wzoréw, wskazéwki o zwigzkach in erencyjnyc
miedzy tezami, wymienione w rubryce €) objasnienn przy poszczego nyc
tezach.
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Rozdziat 4. Matryce

1 Wiasnosci matrycowi funkcji prawdziwosciowych

OmawialisSmy funkcje prawdziwosciowe (211) jako zwigzki miedzyzda-
niowe, ktérych warto$¢ logiczna zalezy od wartosci logicznej argumentow.
Terminy ,warto$¢ logiczna“, «.prawdalj lub zdanie prawdziwe*, ,fatsz* lub
»Zdanie falszywe", ktorymi operowaliSmy wowczas, nalezg do jezyka meta-
logiki (sg bowiem terminami, w ktorych opisujemy zdania), totez w tezach
i dowodach teorii zdan nie sikaliSmy sie z nimi. Powracajac do rozwazan
metalogicznych stawiamy sobig obecnie za zadanie zbada¢ z oparciem sie
0 tezy teorii zdan wiasnosci fynkcyj prawdziwosciowych

i innych, objawiajace sie w zaleznosci ich wartosci logicznej od war-
tosci ich argumentéw.

Wprowadzamy skroty: ,,V* (\HUT) zamiast ,,prawda“ i ,,/“ (
zamiast ,fatsz*. Zdania ,0—v4\ ,,q=/" czytamy ,P jest prawda“, ,{]jest
falszem* ; sa to zdania metalogiczne, bedace ttumaczeniami_na jezyk meta-
logiki asercji zdania p lub negacji zdania q Wyrazenia , ' n itp.
sg zdaniami otrzymanymi z funkcji przez podstawienie w miejsce zmien-
nych p, q odpowiednio wartosm Vlub /;_przy tym dla funkcji jednego argu-
mentu istniejg dwa rozne adki ,£ dla funijI za$ dwoch argumentow
cztery rozne przypadkl \ =V znaczy tyle, co ,,
jest prawdziwe*, ,,FA=/* znaczy tyle co ,,FVf jest fatszywe itp.

%wed%ug tezy 2211 uznajemy za zdanie prawdziwe w przypadkach
Gwv GV — oraz Cff—v Wedlug tezy 221,2, gdy zalozymy, ze C]Jest
zdaniem prawdziwym i zastosujemy dyrektywe odrywania, uznajemy za
zdanie O{)/rawdmwe w przypadkach (ktéry data nam juz poprzednia teza)
oraz (sa to bowiem dwa przypadkéw ktérych Qjest zdaniem prawdziwym).
Aby wreszcie uzyska¢ wartos¢ dla , odwotlujemy sie do tezy 222,13: jezeli
poprzednik prawdziwy, a nastepnik fatszywy, to implikacja falszywa. Nalezy
przeto napisac: Glfy—-/

Ujmujemy te wyniki w tablicy skiadajacej sie z trzech kolumn: w kolej-
nych wierszach pierwszej i drugiej wypisujemy wartosci argumentu pi aigu-
mentu q,w trzeciej odpowiednie wartosci funkcji Tablica taka nazywa
sie matryca dla funkcji

T
\
f
\
g

p

v v
241,1 v
/
/

,Z
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Matryca dla Np sktada sie z dwoch kolumn : w pierwszej wypisujemy wartosci
argumentu, w drugiej w odnosnych wic :h odpowiednie wartosci funkcji.
Aby je znaleZ¢, trzeba wzigé pod uwage tezy 222,3 i 222,5; sg to dwa zawiera-
jace funktor ,,N“ aksjomaty systemu implikacyjno-negacyjnego. Zatdézmy,
ze w tezie 222,3 p ma wartos$¢/; \yobe¢ tego takze CNff = / (inaczej bowiem
teza 222,3 musiataby stac sie fatszywa), to zas mozliwe jest tylko, jezeli Nf ~ v.
Zatbézmy, ze w tezie 222,5 argumenty przyjmujg wartosci p = v, q /, stosu-
jac odrywanie przy;m jemy CNvf— v, to za$ zachodzi jedynie pod warun-
kiem, ze Nv ~ /. Matryca dla ,,Np" jest przeto nastepujaca:

pAb
241,2 p /
i Vv

Matryce dla Hq obliczamy z definicji 2li

P 9 |Clpg
Vv P p

2413 v / p
/ u p
/ / /

Fodobnie z dc-finicyj (212) otrzymamy ma

Jopr- SNONDT * P 2 KO
PV

\%

2414 y / /
/ P /
/ / /

p ¢ D¥

V P /
2415 o D

/ P p

/ / p

--pi — ,NOQUNTp

P g £pa

0 p P
241,6 u' y /

/ /

2t 5



Kazda z funkcji prawdziwosciowych, o ktorych mowiliSmy dotychczas,
posiada charakterystyczng dla siebie matryce, rézng od matrycy dla kazdej
innej spomiedzy tych funkcji. Odwracajac te zalezno$¢ zatézmy, ze do kazdej
matrycy nalezy pewna scharakteryzowana przez nig funkcja prawdziwosciowa,
ze zatem rozrozniamy tyle funkcji prawdziwosciowych, ile jest r6znych od
siebie matryc tatwo obliczy¢, uwzgledniajgc wszystkie mozliwe zestawienia
wartosci funkcji z wartosciami argumentéw, ze dla funkcji jednego argumentu
zbudowaé mozna 4 rézne matryce, dla funkcji dwdch argumentéw 16.

Matryce dla funkcji jednego argumentu (w kolumnie pierwszej
sg wypisane wartosci argumentu, w dalszych kolejno odpowiednie wartosci
funkcji, ktére oznaczamy ,F, p“, ,,Fo p‘, ,,F3p*‘, ,,F4p .

p Fip Fop |FS !'Fip
% v ] i« i
/ / vV /
Fxp jest asercjg p (211)
F2p jest negacjg p (211)
Fgp jest funkcja, ktorej réznymi postaciami sg tezy 221,1, 222,1 2222
222,3, 222,4, 223,1, 223,3 i inne zawierajgce jeden tylko argument.
Fip jest negacjg funkcji F3p.

Matryce dla funkcji dwéch argumentéw (w kolumnach pierwszej
i drugiej podane sg wartosci argumentdéw p, g, w dalszych kolejno odpowiednie
wartosci funkcji: Gipg, .......... GJR<7; przy kazdej funkcji podane jest nadto
wyrazenie, ktérego wartos¢ logiczna jest dla wszelkich wartosci argumentow
identyczna z wartos$cig tej funkcji).

Gipq G 2pq G3rq Gt -q Ghpg G"g G:pg Gipg
P ApNp Arq CN'Ng Cpg | Dpa p Q NEpq
VAR v v Vv / v \Y; f
Voof v » v f Vv v / \%
/] v v v / v / v v
[ 1 v / v v / i /
G G GE o B 38y O R
s N
v f f v o1 / f T
/ v / / v / / /
/ f v / / v / f
t) v v / / / i v i f
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Funkcje Gtpg, G2uq, Gvipg, Glpg, Gypag, sa nam juz znane jako Cpg, Apg.
Kpg, Dpg, Epq; funkcje G'pa, G?pg, Gjopg, Gu pg, przybierajg wartosci identyczne
z jednym z argumentéw lub jego negacjg, niezaleznie od wartosci drugiego
argumentu. Sag wiec réwnowazne z funkcjami Fjp, F{q, F2q, F,p.

Fu kej’ Glbpg oraz Ghpg (czyliDpq) s3 jedynymi funkcjami prawdziwoscio-
wymi p. lad ;gcymi te wihasnos¢, iz kazda z nich moze by¢ jedynym wyrazem
pierwc' nym teorii zdan. Albowiem tezy 225,7 i 225,8 pozwalajg zastgpic¢ ,,Np"
przez ,,Opp", a tezy 225,9 oraz 225,10 pozwalajg zastapic ,,Cpq*“ przez ,,DpDqq* ;
Podobng za$ wiasnos¢ posiada takze jeszcze tylko funkcja Glbpg, czyli Hpg.
,».Np" mozna zastgpi¢ przez ,,Hpp", a ,,Cpq" przez ,,HHHppgHHppq", co
Yatwo sprawdzi¢ poréwnujac wedtug matryc przebieg wartosci tych wyrazen
dla kolejnych warto$ci ich argumentow.

Na szczegblng uwage zastuguje funkcja G,pg. Jest to funkcja, ktora jest
prawdziwa dla wszelkich wartosci zmiennych p, q. Nazywa sie jg wraz z Fap,
ktéra ma analogiczng wlasnos¢, funkcjg tautologicznag lub tautologia,
ze wzgledu na zmienne p, g Innymi stowy, przez tautologie ze wzgledu na
zmienne zdaniowe rozumie sie funkcje prawdziwosciowsa, ktorej wartoscig jest
v dla wszelkich wartosci argumentéw zdaniowych. Tautologie me dajg zadnej
informacji o prawdziwos$ci swoich argumentéw, gdy natomiast np. z prawdzi-
wosci alternatywy mozna wnioskowaé, ze prawdziwy jest przynajmniej jeden
z jej cztondw. Wszystkie tezy logiki zdan sg w tym sensie tautologiami.
Negacja tautologii, czyli funkcja tautologicznie fatszywa, jest funkcja ,,Gulpq",
ktére wartoscig jest / dla wszelkich wartosci argumentow.

Twierdzenie, ze wszystkie tezy logiki zdan sg tautologiami, dostarcza
metody sprawdzania, czy jakie$ wyrazenie sensowne logiki zdan jest jej teza
(sprawdzanie matrycowe). Mianowicie nalezy z matryc obliczy¢, jaka jest
warto$¢ tego wyrazenia dla wszelkich wartosci argumentow; jezeli wartoscig ta

jest zawsze v, to badane wyrazenie jest tezg logiki zdan. Sprawdzmy np. w ten
sposob tezy 226,9 i 226,10 (prawa absorbeji):

226.9 EpApKpq
226.10 EpKpApq

ASprawdzenie zapiszemy w skrdtach (w wyrazeniach potgczonych znakiem

>dac od strony lewej ku prawej zastepujemy kolejno ostatnie od konca
funkcje przez ich wartosci):

226,9 EVAVKwW — EVAW ~ Ew = v
EVAVKvf EVAVf —Ew =V
EfAfKfv EfAff ~ BEJf ~ v
EfAfKfl = F/Aff - Eff = u

3(V



2610 BKAV= BV~ Brn=V
BKAF- BMv—Bv—y
HdXNo - Biko —Hf - v
BHiAf - BT - B8f

2. Logiki wielowartosSciowe tukasiewicza i Brouwera

Uktadajagc matryce dla funkcji prawdziwosciowych, wyszliSmy z zato-
zenia, iz istniejg dwie warto$ci logiczne, prawda i falsz. Zalozenie to, zwane
zasadg dwuwarto$ciowosci, charakteryzuje logike dwuwartosciowg (211).
Pewne rozwazania prowadza do zastgpienia zasady dwuwartoSciowosci przez
inne zatozenia dotyczace wartosci logicznych. Otrzymujemy wtedy w miejsce
logiki dwuwarto$ciowej inne systemy logiczne, scharakteryzowane przez ipne
matryce dla funkcji prawdziwosciowych.

Jeden z tych systeméw, opracowany przez J. tukasiewicza, wychodzi od
rozwazan dotyczacych modalnosci zdan. Zdaniami modalnymi nazywamy zda-
nia postaci ,,jest konieczne, ze p“, ,,jest mozliwe, ze p i ich zaprzeczenia, przy
czym ,nie jest konieczne, ze p" jest rownowazne ze zdaniem ,jest mozliwe, ze
nie p*“, za$ ,,niejest mozliwe, ze p' jest rbwnowazne ze zdaniem ,,jest konieczne,
ze nie p“ (,,p** jest zmienng zdaniowg). Powstaje watpliwo$¢ co do wartosci
logicznej zdan p, dla ktérych prawdziwe jest zdanie modalne ,,jest mozliwe,
ze p", jezeli zdania te dotyczg faktow mozliwych w przysztosci. Co jest bowiem
mozliwe w przysztosci, to moze zdarzy¢ sig, lecz takze moze nie zdarzy¢ sie.
Dla zdan takich obowigzuje przeto prawo w postaci koniunkcji: ,,Mozliwe, ze p,
i mozliwe, ze nie p“. Gdyby zdanie p bylo z gory prawdziwe, to nie bytby
prawdziwy drugi czion koniunkcji, tj. zdanie ,,mozliwe, ze nie p ; gdyby
natomiast bylo ono z gory falszywe, to nie bylby prawdziwy pierwszy czion
komukcji: ,,mozliwe, ze p“. Obie zatem wartoSci p prowadzg do fatszywosci
koniunkcji. Chcac jg zachowaé, trzeba zatozy¢, ze oprécz zdan prawdziwych

i falszywych istniejg zdania o trzeciej wartosci logicznej, mianowicie zdania
dotyczace mozliwosci.

W mysél takich rozwazan powstaje tréjwarto$ciowa logika mozli-
wosci, oparta na zatozeniu, iz istniejg trzy wartosci logiczne: prawda, falsz
i mozliwo$¢ (termin ,mozliwo$¢” jest tu uzyty w znaczeniu przenosnym,
W znaczeniu pierwotnym bowiem mozliwe jest to, o czym w zdaniu mowa,
nie za$ zdanie). Matryce funkcji prawdziwosciowych dla owych wartosci
logicznych sg okreslone, jak nastepuje:

Dla wartosci argumentow v i/ matryce pozostajg takie same, jak w logice
dwuwartosciowej, tak iz nalezy je tylko uzupetni¢ wartosciami dla mozliwosci (m) .
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Matryca dla NI p N)
\
P
m m

Matryca dla
(wartosci dla v m
na lewo, dla g
u gory) o Vv 1M
/ % % %
m v m
Matryca dla AI]:
(wedtug definicji AP = ,GJpf, v f M
por. tezy 223,7 i 223, 8 ! v
\ \%
242,3 / ¢ m
m v m mj
Matryca dla Kpq: \ a
(wedtug definicji ,,Kpg" = NANpNg*® wy Y m
—,,NCCNpNgNq", por. tezy 22443 ' vooom

i 224,42) 2424
{’ﬂ f f /

m . ;m

Tezami tréjwartosciowej logiki mozliwosci sa, podobnie ‘'jak w logice
dwuwartosciowej, jedynie funkcje tautojogiczne, a zatem spomiedzy tez logiki
dwuwartosciowej tylko te pozostajg tezami tréjwartosciowej logiki mozliwosci,
tore wedlug matryc pozostajg prawdtiwe takze wtedy, gdy wartoscig argumen-
tow jest mozliwosé. Miedzy innymi nastepujace tezy logiki dwuwarto$Sciowej
nie sg tezami trojwartoSciowej logiki mozliwosci:

222,3 N albowiem CINTIMM= M

222,4 albowiem C0YINTNI—M

22212 albowiem A0MOOMNYNTFGGmM=
222,13 AFNJ albowiem ATNN~mM

224,23 Nﬁd\h albowiem N<OKIN= M

A logice dwuwartosciowej wyrazenia m:l CNI] G:pﬂsq réwnowazne
sobie (wedtug tez 223,7, 223,8, 223,17, 223,18), dzieki czemu mozna zdr-
iniowa¢ badZ przez badz Qrzez Cﬁ[ﬂ W logice_mozliwosci réwno-
wazno$¢ ta nie istnieje, gdyz , hatomiast . Trzeba
wiec wybra¢ miedzy dwoma sposobami defir.io ana alternatywy, a takze

niunkcji, ktorg zdefiniowaliSmy przy pomocy alternatywy. Jezeli, jak zo-
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stalo wyzej podane, definiujemy alternatywe przez CCpqg, to zachowujemy
w logice trojwartosciowej prawa tautologii dla alternatywy EAppp (tezy 223.!
i 223,3) i dla koniunkcji EKppp (tezy 224,1 i 224,3), natomiast odrzucamy (jak
okazato sie wyzej) prawa sprzecznosci i wylgczonego Srodka (tezy 224,23
i 222,13). JezelibySmy jednak zdefiniowali alternatywe i koniunkcje przyj-
mujac do tego celu CNpg zamiast CCpqg, to musielibySmy “mieni¢ matryce
dla Apg i Kpg w mysl zwigzkdbw Amm —v, Kmm =/, w nastepstwie czego
mieliby$Smy dla praw tautologii CAmmm = m, Crn®mm —m, dla prawa wyla-
czonego $rodka Amfim = v, dla prawa sprzecznosci NKmNm = V, tzn. odpa
dajg prawa tautologii, natomiast pozostajg prawg wytgczonego $rodka i sprzecz-
nosci. Rozwazanie to okazuje, ze prawa sprzecznosci i wytgczonego srodka nie
sg zwigzane z zasada dwuwartosciowosci w ten sposdb, by jej odrzucenie pocia-
gato za sobg takze ich niewazno$¢, mimo ze przy niescistym sposobie wyrazenia
sie mozna te prawa uwazaC za réwnowazne z zasadg dwuwarto$ciowosci.
Termin ,mozliwy*“ wystepuje w rozwazaniach Arystotelesa dotyczacych
modalnosci zdan w dwdch znaczeniach. W znaczeniu wezszym mozliwe ies'
to i tylko tp, co nie jest konieczne i nie jegt niemozliwe: w tym znaczeniu
zawsze i tylko jezeli mozliwe, ze p, to zarazem mozliwe, ze nie p. W zna-
czeniu szergzym mozliwos$¢ przeciwstawig sie tylko niemozliwosci, mozliwe
jest bowjem zaréwno to, co konieczne, jak i to, co bedgc mozliwe jest nieko-
nieczne; w tym znaczeniu, jezeli nie jest mozliwe, ze p, to mozliwe, ze me p

Stpsunki te unaocznia ponizszy wykres:

P
K M N
N M K
nie p
K — konieczne, M — mozliwe, N *—niemozliwe. W wezszym znaczeniu

mozliwosci, gdy p konieczne (K), to nie p jest niemozliwe (N), gdy p mozliwe
(A/), to mozliwe (M) takze nie-p, gdy p niemozliwe (N), to nie-p konieczne (K) —~
i na odwrdt, W szerszym znaczeniu mozliwosci mozliwosé obejmuje tacznie
dziatki K i M, Zatem, gdy p mozliwe (K lub M), to nie p jest niemozliwe lub
mozliwe (/\VV lub M), gdy za$ nie p mozliwe (A/ lub K), to p mozliwe lub nie-
mozliwe (M lub N).

Wykres poucza, ze przy wezszym znaczeniu mozliwosci zdania p i nie p,
jezeli oba sg mozliwe, nie spetniajg ani zasady sprzecznosci, ani zasady wyta-
czonego $rodka, gdyz a) moze by¢ falszem zaréwno , mozliwe, zep , jak i ,,mo-
zliwe, ze nie p* (mianowicie gdy p konieczne, a nie p niemozliwe lub p niemozliwe,
a nie p konieczne); b) moze by¢ prawdg ,mozliwe, ze p i wtedy prawdg jest
tez ,mozliwe, ze nie p*“. W szerszym znaczeniu mozliwosci, dla zdan takich
zachowana jest zasada wytgczonego Srodka, jezeli bowiem zdanie ,,mozliwe,
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ze p" jest falszywe (tzn. w dziatlce N dla p), zdanie ,mozliwe, ze nie p*
jest prawdziwe, gdyz dziatka K dla ,,nie p" lezy w zakresie jego mozliwosci;
analogicznie, jezeli zdanie ,,mozliwe, ze nie-p“ jest fatszywe, to zdanie ,,mozli-
we, ze p“ jest prawdziwe.

Tréjwartosciowa logika tukasiewicza w ujeciu, w ktérym odrzuca zasade
wylaczonego $rodka i zasade sprzecznosci, odpowiada mozliwosci w znaczeniu
wezszym, w drugim ujeciu, w ktorym obie zasady zachowuje, nie zgadza sie
z 7adng z arystoteleeowskich interpretacji mozliwosci.

Ir.ng postacig logiki trojwartosciowej jest logika intuicjonistyczna,
stworzona przez matematykow holenderskich L. E. J. Brouwera i A. Heytinga
w zwigzku z badaniami nad zagadnieniem istnienia przedmiotéw matematyki.

Istnienie w matematyce zwigzane jest z niesprzecznoscig w ten sposob,
ze gdy mamy wykaza¢, iz jakis przedmiot matematyczny, jaka$ liczba, jaki$
zbidr, nie istnieje, to dzieje sje to przez wykazanie, ze bytby on sprzeczny.
Gdy sprzeczny, to nie istnieje, ale czy istnieje, gdy niesprzeczny?

Na tak postawione pytanje odpowiadajg jedni, zwani idealistami Jub
formalistarni (Kilbert), twierdzaco, gloszac teze, iz jezeli wykazemy, ze
jakie$ okreSlenie nie zawiera sprzecznosci, to wolno stwierdzi¢, ze istniejg
przedmioty matematyczne (liczby, zbiory), podpadajace pod to okreslenie.
Tak np. dowodzi sie¢ w matematycznej teorii zbioréw, ze zbiér liczb rzeczy-
wistych (obejmujacy liczby wymierne i niewymierne) jest nieprzeliczalny, tzn.
jest liczniejszy od zbioru liczb catkowitych. Lecz z drugiej strony dowodzi sie,
ze zbidr liczb rzeczywistych, dla ktérych mozna poda¢ definicje i ktére mozna
wedtug tych definicji skonstruowac, jest tylko przeliczalny (tak, jak zbior liczb
catkowitych), a wiec nie wszystkie liczby dadzg sie zdefiniowaé i wediug tych
definicji skonstruowac, czyli utworzy¢. Mimo to — twierdzg formaliSci — istniejg
owe nie dajace sie skonstruowaé liczby rzeczywiste, bo istnienie ich jest zagwa-
rantowane niesprzeczng definicjg nieprzeliczalnego zbioru liczb rzeczywistych.

Przeciwnicy formalizmu zajmujg stanowisko badZ bardziej skrajne, badZ
bardziej umiarkowane. Kierunek skrajny bywa nazywany empiryzmem lub
pragmatyzmem, kierunkiem umiarkowanym jest intuicjonizm. Empi-
rycy (K. Poincare) zaprzeczaja, jakoby wykazanie niesprzecznosci definicji
bjto réwnowazne z wykazaniem falszywosci twierdzenia, ze przedmiot defi-
niowany nie istnieje, i zarazem dowodem twierdzenia, ze 6w przedmiot istnieje.
Niesprzeczncs¢ definicji jest warunkiem koniecznym przedmiotu definiowanego,
nie jest jednak warunkiem wystarczajagcym. Aby wykaza¢, ze pr-  niot istnigje,
trzeba go skonstruowac; a wiec — w podanym wyzej przykfadzie — tylko wtedy
Wolno nam stwierdzi¢, ze jaka$ liczba rzeczywista istnieje, jezeli znamy przepis
obliczenia jej z dowolng doktadnoscia.

Intuicjcnizm przyjmuje, Ze jezeli przedmiot niesprzeczny, to nieprawda,
ze nie istnieje; jednakze odizuca zdanie, ze jezeli nieprawda, ze co$ nie istnieje,
to owo co$ istnieje. Woykazanie niesprzecznosci definicji pozwala nam przeto
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odrzuci¢ twierdzenie, ze przedmiot nie istnieje. Jezeli jednak nie potrafimy
przedmiotu skonstruowac, pozostaje istnienie jego niejako w stanie zawieszenia.
Intuicjonizm rozréznia przeto dwa przypadki, ktdre empiryzm matematyczny
traktuje jednakowo. Dla empiryzmu przedmiot nie istnieje, jezeli nie zostat
skonstruowany, zarébwno w przypadku sprzecznosci, jak niesprzecznosci definicji.
Dla intuicjonizmu nie istnieje przedmiot sprzeczny, natomiast przedmiot
niesprzeczny, jezeli nie moze by¢ skonstruowany, jest niezdeterminowany w tym
sensie, ze nieprawda jest zarbwno, Zze nie istnieje, jak tez, Zze istnieje. Zarazem
za$ owo niezdeterminowanie jest jakby blizsze istnienia niz nieistnienia wobec
tego, ze moze przejs¢ w istnienie (przez skonstruowanie przedmiotu), lecz nie
moze przej$s¢ w nieistnienie, bo nie istniejg tylko przedmioty, ktorych definicje
zawierajg sprzeczno$¢. Ten ostatni moment rdzni intuicjonizm od stanowiska
logiki mozliwosci, omawianej poprzednio, w ktorej mozliwos¢ moze przejs¢
zarbwno w istnienie, jak w nieistnienie.

Stosownie do powyzszych rozwazan muszg by¢ ustalone matryce dla
funkcji prawdziwosciowych. Podstawowym zatozeniem intuicjonizmu jest
odrzucenie odwrotnej zasady podwoOjnego przeczenia (teza 222,2: nie jest
prawda, ze jezeli nieprawda, ze nieprawda, ze p, to p). Pozostaje to bowiem
w bezposrednim zwigzku z kwestig istnienia: niech ,,p*“ znaczy ,,A istnieje” —
nie wystarcza, zdaniem intuicjonizmu, dowie$¢, ze zdanie Np, czyli ,,A nie
istnieje , jest falszywe (dowod taki dzieje sie przez okazanie, iz zdanie p nie
zawiera sprzecznosci), aby uzna¢ prawdziwo$¢é p. Gdy Np falszywe, NNp
prawdziwe; nie wynika stad jednak, Ze p prawdziwe — p posiada trzecig war-
tos¢ logiczng, rézng zaréwno od wartosci Np, jak od wartosci NNp. Jednakowoz
jest ta trzecia wartos¢ niejako blizsza prawdy niz falszu, bo moze zamienié
sie w prawde (gdy mianowicie potrafimy pozytywnie dowies¢ zdania p —e np.
przez konstrukcje przedmiotu A, jezeli p znaczy ,,A istnieje”), nigdy za$ nie
zamienia sie w falsz. Tak przeto matryca dla negacji ma posta¢ nastepujaca

(symbole ,,v i majg to samo znaczenie, co poprzednio, ,,n“ oznacza trzecig
wartosé):
242,5 Np p Np
v f
/ \Y
I'n i

tzn. Nv i Nf nie roznig si¢ od tychze wartosci dla logiki dwuwarto$ciowej,
Nn jest takie, jak Nv.

Matryca implikacji dla wartosci argumentow v i/ nie rézni sie od matrycy
W logice dwuwarto$ciowej. Jezeli n wystepuje w poprzedniku implikacji, ktorej
nastepnikiem jest/, to implikacja przybiera wartos¢/ (bo n blizsze prawdy niz



fatszu); gdy n jest nastepnikiem przy poprzedniku v, implikacja ma warto$¢ n.
Oto omawiana matryca:

242,6 Cfiq: }3? v |
n
v % f
/ v Ve
n v f
V

Funkcje Apq oraz Kpgq w logice intuicjonistycznej sa terminami pier-
wotnymi, wprowadzonymi przez aksjomaty, podobnie jak Np i Cpg, matryce
dla nich majg posta¢ nastepujaca:

242,7  Apq lo / n
\ \% \ \
/ u i n
n v n n
2428  Kpq Vo n
v v / «
f / / /
n n / n j

Nastepujace prawidla ujmujg zwiazki miedzy prawdziwoscig zdan w lo-
gice klasycznej i intuicjonistycznej:
Jezeli w logice klasycznej zdanie p jest prawdziwe, to w logice intuicjo-
nistycznej p nie jest fatszywe (czyli ma warto$¢ v albo n).
Jezeli zdanie q jest w logice klasycznej fatszywe, to jest fatszywe takze
w logice intuicjonistycznej.
Miedzy innymi nastepujace tezy logiki zdan nie sg prawdziwe w logice
intuicjonistyczne;j:
222,2 CNNpp, albowiem CNNnn — CNfn ~ C)n — n,
223,8 CCCpqggApq, albowiem CCCnffAnf = CCffn = Cvn —n,
wobec powyzszego nie mozna definiowa¢ Apq przez CCpqq, jak w tréjwartoscio-
wej logice mozliwosci. Teza 223,7 odwrotna do 223,8 jest prawdziwa takze
w logice intuicjonistyczne;j.
223,15  ApNp, albowiem AnNn — Anf —n,
223,17 CCNpgApg, albowiem CCNnnAnn ~ Cvn = n,

me mozna przeto definiowa¢ Apq przez CNpq; teza odwrotna 223.16 pozostaje
prawdziwa.
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223,18  CCpgANpq, albowiem CCnnANnn ~ CvAfn = Cvn ~

odwrotna teza 223,19 jest prawdziwa.

224,25 CNCpNgKpqg, albowiem CNCvNnKvn —Cvn —n,
nie mozna przeto definiowac /Cpg przez NCpNqg. Teza odwrotna 224,24 pozo-
staje prawdziwa.

224,43  CNANpNgKpg, albowiem CNANnNnKnn ~ CNAfjn —

= G>n —n,

nie mozna przeto definiowaé Kpg przez NANpNQ; teza odwrotna 224,42
pozostaje prawdziwa.

Oba systemy trojwartosciowej logiki zdan, scharakteryzowane powyzej
za pomocg matryc, tzn. w obrebie rozwazan metalogicznych, dajg sie skon-
struowa¢ w obrebie samej logiki jako systemy sformalizowane, oparte na aksjo-
matach i dyrektywach rozumowania. Dla trojwarto$ciowej logiki mozliwosc¢
ukfad aksjomatdéw sklada sie z tez nastepujacych:

1A/ CqCpq
2./11fCCpgCCqrCpr

, .
4A,IrCCNgNpCpq
Aksjomaty 1, 2, 4 znamy jakp tezy 221.2, 221,7 222,10
Aksjomat 3 jest modyfikacjg tezy 222,3., ktéra sama, jak wiemy, nije
jest tautologicznie prawdziwa w logice mozliwosci.

Uktad aksjomatéw logiki intuicjonistycznej podany przez Heytinga jest
bardziej skomplikowany. Tworzg go tezy, ktore przytoczyliSmy w logice zdan
jako 224.1, 224,4, 2249, 224,14 2212, 224,13. 223,2, 223.4, 224,17, 2226,
224,16. Dyrektywy rozumowania sg sformutowane nieco inaczej, niz to uczy-
nilismy w logice zdan.

Inny przejrzysty uklad aksjomatéw, réwnowazny iThdcv: }
podat tukasiewicz; uktad jego jest nastepujacy:

1>

A, Z I. 1CpCqgp
2. CCpCCpqCpq -tel.
Jf 3. CCpgCCqrCpr
I{f2, U. 4.CKpgp
5. CKpqq
Pf,/o 6. CCpqCCprCpKqr
3,7- 1.  7.CpApq
3, £ 8- CqgApq
w 9. CCprCCqrCApqr
L,f IV. 10. CCpNgCqNp
2,G I1. CNpCpq

cgcr

(*)

*
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Do uktadu nalezg dwie dyrektywy rozumowania, mianowicie zwykte dyrektyw”
podstawiania i odrywania. Posiada on jeszcze te szczeg6lng wiasnos¢, ze zmie-
nia sie w zupetny ukiad aksjomatéw dwuwartosciowej teorii zdan przez do-
faczenie don aksjomatu

12. CCCpNpgCCpqq

Systemy tréjwartosciowe dajg sie przeksztatci¢ na systemy logiki wiecej
wartosciowej. Podane wyzej matryce logiki intuicjonistycznej sa, jak okazaty
bardziej szczegotowe badania, tylko przyblizonymi matrycami dla systemu
twierdzen opartych na zatozeniach intuicjonizmu. Woprawdzie wszystkie tezy
intuicjonistycznej teorii zdan sg prawdziwe wedlug tych matryc, lecz istnieja
twierdzenia spetniajace te matryce, a nie uznawane przez intuicjonistow. Taka
jest teza ACpqCqp prawdziwa, jak fatwo sprawdzi¢, w logice dwuwarto$ciowej
i spetniajgca takze wyzej podane matryce logiki intuicjonistycznej. Mozna utwo-
rzy¢ matryce pieciowartoSciowe, ktdre bedg doktadniejszym przyblizeniem
intuicjonizmu i ktére wykaza, ze teza ACpqCqgp nie jest intuicjonistyczna.
Podstawg dla nich jest rozwazanie nastepujace: Niech trzecig wartoscig procz
prawdy i falszu bedzie warto$¢ zdania p, ktére stwierdza ,,A istnieje*, nazwijmy
ja .2 . Negacja zdania p mech posiada warto$¢ b rézng rowniez od prawdy i od
falszu, a wreszcie alternatywa ApNp rowniez rézna od prawdy, jak od fatszu,
niech bedzie pigta wartoScig n. Zwigzki miedzy tymi wartosciami okreslajg
matryce:

Cpq Apq Kpq
p Np Vnab/ vhapf Vnabf
V/ vOnab/ V VVVVYV VVnab/
n J/ n 0OVaby n Vnnnn n nUaby
a b a VVVh b a Vnana a aaaj/|/
b a » VVayvVva b Vnnbb bbby by
|V + VVVVYV f Vnapf i ff /7 f 1/

Wedtug tych matryc wszystkie tezy intuicjonizmu sg prawdziwe, natomiast
teza ACpqCgp otrzymuje warto$¢ ACabChba = Aba —n. Zbjor tez prawdzi-
wych wedlug podanych matryc pieciowarto$ciowych jest réwniez obszerniejszy
od logiki intuicjonistycznej. Znalezione przez Jaskowskiego matryce adekwatne
dla intuicjonistycznej teorii zdan, tzn. odpowiadajace dokfadnie aksjomatyce
Heytinga, posiadajg nieskonczenie wiele wartosci.

Rozwazania dotyczace matryc dla funkcji prawdziwosciowych pozwalaja,
jak widzieliSmy powyzej, na daleko siegajace uogdlnienia logiki zdan Rrzez two-
rzenie roznych systeméw logiki wielowarto$ciowej. Rozwazania te nie sg je-
dyng droga wiodacg ku takiemu uogdlnieniu. Inna jeszcze, ogdlniejsza me-
tpda tworzenia logiki wielowarto$ciowej wychodzi od pojecia prawdopodor
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" biefAstwa i przymuje, ze prawda i falsz sg dwiema wartosciami krancowymi,
miedzy ktorymi mieszczg sie jako wartosci posrednie r6zne wartosci prawdopo-
dobienstwa. Poznanie tej metody wymaga zaznajomienia sie z zasadami logiki
prawdopodobienstwa.

3. Matrycowa metoda badania niesprzecznosci i niezaleznosci aksjo-
matow

Metoda sprawdzania matrycowego posiada jeszcze jedno wazne .zastoso-
wanie, mianowicie jest narzedziem dla dowodzenia niesprzecznosci i nieza-
leznosci ukfadu aksjomatow (212). Wezmy dla przykladu ukiad implikacyjno-
negacyjny dwuwarto$cjowej logiki zdan (212) skladajacy sie z trzech aksjo-
matow:

2217 CCpgCCqrCpr
222.3 CCNppp
222,5 CpCNpe

Dowody polegajg na tej mysli zasadniczej, ze jezeli uklad aksjomatow jest
ze wzgledu na przyjete matryce tautologiczme prawdziwy, to ta sama wiasnosé
jest dziedziczna w danym systemie, tzn. przystuguje wszystkim wyraze-
niom, ktore wynikaja z owego ukladu przez zastosowanie przyjetych wraz z tym
uktadem dyrektyw rozumowania.

Dowdd niesprzecznosci aksjomatéw uktadu implikacyjno-negacyjnego
powotuje sie na to, ze wszystkie jego aksjomaty sg tautologicznie prawdziwe
ze wzgledu na matryce logiki dwuwartoSciowej i ze jezeli jakie$ dwa wyra-
zenia sg wzgledem siebie sprzeczne, to nie moga by¢ oba tautologicznie prawdziwe
ze wzgledu na te matryce (bo wedtug matrycy dla negacji Nv —f). Poniewaz
Za$ prawdziwo$¢ przechodzi dziedzicznie na wszystkie twierdzenia wynikajace
z aksjomatéw wedblug przyjetych dyrektyw rozumowania, przeto ani miedzy
aksjomatami, ani miedzy innymi tezami logiki zdan nie mogg znalezé sie dwa
zdania sprzeczne.

Dowdd niezaleznosci pewnego aksjomatu naszego uktadu od innych aksjo-
matéw tego ukladu wymaga skonstruowania takich matryc dla implikacji i ne-
gacji, wzgledem ktdrych dw jedynie aksjomat — przeciwnie niz wszystkie inne
nie bylby tautologicznie prawdziwy. Jezeli za$ wszystkie tezy wynikajgce
z aksjomatdw tautologicznie prawdziwych przy danych matrycach owa prawdzi-
wos¢ dziedzicznie posiadaja, odpowiedni za$ aksjomat jej nie posiada, przeto nie
wynika on z pozostatych aksjomatéw.

W mys$l powyzszego schematu dla wykazania niezaleznosci aksjomatu

221,7 od pozostatych trzeba zalozy¢ nastepujagce matryce trojwartoscjowe
(warto$ci oznaczamy literami v, /, t):
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Aksjomaty 222,3 i 222,5 pozostajg prawdziwe przy wszelkich podstawieniach,
aksjomat 221,7 — jezeli argumentom p, g, r, nadamy odpowiednio wartosci
t,/, t, — otrzymuje wartos¢ /: CCtfCCHICH — CvCv{ ~ Cvf =/.

Dla wykazania niezaleznosci aksjomatu222, 3 od pozostatych przyjmuje sie
nastepujace matryce:

Np: » 1/ Cpa: « 1/

/11 Y

/
Aksjomaty 221,7 i 222,5 pozostajg tautologicznie prawdziwe,
nie posiada tej wiasnosci, albowiem CCNfff — Cvf = /.

Wreszcie dla wykazania niezaleznosci aksjomatu 2225 od pozostatych
stuzg matryce:

v o Cpa: vl
I\p v | v [ vioooov ]

| v v

Wit

aksjomat 222,3

przy ktérych pozostajg tautologicznie prawdziwe aksjomaty 221,7 i 222,3, aksjo-

mat 222,5 natomiast jest falszywy przy wartosciach argmentéw v, /, CvCNvf ~
- CcCvf = Cvf- [.
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|
Teoria kwantyfikatorow

Rozdziat 1, .Teoria funkcji zdaniowych z kwantyfikatorami

I. Funkcje propozycjonalne — Gsneralizacja i specjalizacja

W logice zdan zajmowalismy sie zwigzkami miedzyzdaniowymi, zdanie
za$ proste (122) bylo elementem, ktérego budowy wewnetrznej nie bralismy
pod uwage. Wiemy jednak, ze zdanie proste atomowe ma swoistg strukture,
w skfad ktorej wchodzg nazwy i funktory zdaniotworcze argumentdéw nazwowych
(122). Niech wyrazenia ,fx,,gx", ,,hx“ ....fxy*, ,,oxy'\ , hxy"... oznaczajg
funkcje zdaniowe argumentéw nazwowych; sg funktorami
zdaniotworczymi argumentow nazwowych; L., sg zmiennymi nazwo-
wymi. Symboli ,,a , ,b, ,c“.. uzywa¢ bedziemy jako nazw jakichkolwiek,
lecz okre$lonych; wyrazenie przeto fx jest funkcjg propozycjonalna, natomiast
ja jest zdaniem otrzymanym z funkcji jx przez podstawienie za zmienng ja-
kiejkolwiek wartosci a. W dalszym ciggu bedziemy pisaé krdtko funkcja pro-
pozycjonalna zamiast funkcja zdaniowa argumentéw nazwowych. Funkcje
propozycjonalne reprezentujg zdania tak, jak zmienne zdaniowe. Funkcje
prawdziwosciowe funkcji propozycjonalnych sg przeto wyrazeniami sensow-
nymi teorii zdan, zarazem za$ sg one — ze wzgledu na wystepujace w nich
zmienne nazwowe — funkcjami propozycjonalnymi, np. Cfxgx, Njxy Itp.

Funkcja propozycjonalna zamienia sie w zdanie przez interpretacje ana-
logiczng, jak dla funkcji argumentoéw zdaniowych (212), tzn. przez zamiane
W niej zmiennych nazwowych na nazwy. Jest to droga specjalizacji. Ale
takze otrzymujemy zdania drogg generalizacji funkcji zdaniowych za
pomocg kwantyfikator6w. A mianowicie sg zdaniami wyrazenia, ktore
otrzymujemy poprzedzajac funkcje zdaniowg argumentu x zwrotem ,dla kaz-
dego x (lub obszerniej ,,dla kazdej wartosci x prawdg jest, ze“) albo ,dla
pewnego X (lub obszerniej ,,dla pewnej wartoSci x prawdg jest, ze) i analo-
gicznie dla innych argumentow. Woyrazenia takie bowiem sg prawdziwe lub
falszywe, np. falszem jest: ,dla kazdego Jt: x jest zwierzeciem ssagcym na-
tomiast prawdg jest: ,dla pewnego *: x jest zwierzeciem ssagcym . Symbol
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nazywamy kwantyfikatorem ogdélnym (generalizatorem), symbol za$
HEF)Y lub ,(Ey)“ itp., ktory czytamy ,dla pewnego x\ ,dla pewnego y
itp** nosi nazwe kwantyfikatora szczegdétowego (partykularyzatora).
Kwantyfikator ogolny przeksztatca funkcje propozycjonalng na zdanie ogdlne,
kwantyfikator szczegOtowy za$ przeksztalca jg na zdanie szczegGtowe lub
egzystencjalne, gdyz wyrazenie ,,dla pewnego * :/*“ uwazamy za rdwnoznaczne
z wyrazeniem ,dla niektorych x:fx" lub ,,istniejg takie *, iz /**“. Kwantyfi-
kator tworzy wyrazenie sensowne wraz z nastepujacg po nim funkcjg propo-
zycjonalng, np. ,,()fx\ J(EX)Nfxy“, ,,(X)(y)Afxygxy" itp. Kwantyfikatory
nie sg funktorami zdaniotworczymi, jak symbole ,,C*, .,N“ i inne, albowiem
nie tworzag ze zmienng zdaniowg (funkcjg propozycjonalng) nastepujaca po
kwantyfikatorze funkcji zdaniowej, jak tamte, lecz zdanie o wszystkich lub
pewnych indywiduach x, y..., tak iz tezy zbudowane z funkcji propozycjonal-
nych i kwantyfikatorow mozemy interpretowac z jednej strony jako tezy o wia-
snosciach tychze funkcji i kwantyfikatorow, z drugiej jednak strony takze jako
tezy charakteryzujgce wiasnosci zbioréw indywiduéw, W odrdznieniu od
funktoréw zdaniotworczych nazywa sie kwantyfikatory operatorami, tak
jak matematyczne znaki sumy ,27“, iloczynu ,,77* i catki Wyrazenie opa-
trzone kwantyfikatorem, jako zdanie prawdziwe lub fatszywe, przestaje byc
funkcja wystepujacej w nim a wyszczegolnionej pod kwantyfikatorem zmiennegj.
Kwantyfikator wigze zmienng: zmienna pod znakiem kwantyfikatora na-
zywa sie zmienng zwigzang lub pozorng, w przeciwienstwie do zmiennej
wolnej (lub rzeczywistej), tzn. nie zwigzanej kwantyfikatorem. Genera-
lizacja za pomocg funktorbw moze by¢ zastosowana takze do funkcji propo-
zycjonalnych dwdch lub wiecej zmiennych, przy czym kazda ze zmiennych
moze by¢ zwigzana osobno. Np. wigzac zmienng y w funkcji fxy kwan-
tyfikatorem szczeg6tlowym, otrzymujemy wyrazenie ,,(Ey)fxy", w ktorym
X pozostaje zmienng wolng; otrzymane wyrazenie jest przeto funkcjg pro-
pozycjonalr.g zmiennej x; z kolei moze by¢ takze ta zmienna zwigzana np.
kwantyfikatorem ogdlnym, tak iz w rezultacie otrzymujemy zdanie ,,(X)
( y)jxy . Stosujgc inne sposoby generalizacji do tej samej funkcji /ary,
otrzymaliby$Smy inne zdania, na ogét roézne od wyzej wypisanego,
SBE)WXYT, L )W)Ixy®, L (EX)(EY) fxy\n
Istnieje analogia miedzy kwantyfikatorem ogdlnym i koniunkcjg oraz
wantyfikatorem szczegétowym i alternatywa. Analogia ta jest widoczna,
g y zakres zmiennosci zmiennej pod kwantyfikatorem obejmuje jedynie skon-
czong liczbe wartosci. Wtedy bowiem mozemy utworzy¢ komunkcje lub
a tematywe wartosci funkcji dla wszystkich wartosci argumentu i tatwo przeko-
na¢ sie, ze wyrazenie ,,(x)/x“ jest prawdziwe zawsze i tylko, jezeli prawdziwa
jest komunkcja wartosci funkcji dla wszystkich warto$ci argumentu (tzn. gdy
lub ,,(y) itp.,, ktory czytamy ,dla kazdego v lub ,dla kazdngo H—
a kazdej wartosci argumentu warto$”*/funkcji jest v), wyrazenie za$ ,,(Ex)Jx

» fr



Potrzebe tego ograniczenia wyjasni nastepujacy przykdad: Funkcja prop#zy-
cj-onalna 1) C(X)CFfxgxgx staje sie zdaniem prawdziwym dla wartosci x, dla kto
rych gx staje sie zdaniem prawdziwym. Podstawmy w niej gx/Cgxfx, otrzymamy ja
ke wynik podstawienia 2) C(X)CFxCgxtxCgxfx. Poprzednikiem implikacji 2) jest
zdanie (X)CFxCgxfx, w ktérym zmienna wolna X z wyrazenia podstawionego zosta-
+a zwigzana kwantyfikatorem. Przypusémy, ze dla pewnej wartosci x, dla ktérej
gx jest zdaniem prawdziwym, Tx staje &ie- zdaniem fakszywym. W tym przypadku
implikacja CFfxCgxfx pozostaje prawdziwy, nie narusza przeto prawdziwosci zda-

jest prawdziwe zawsze™1 tylko, gdy prawdziwa jest alternatywa wartosci funkcji

dla wszystkich wartosci argumentu (tzn. gdy dla pewnej przynajmniej dla
jednej — wartosci argumentu warto$¢ funkcji jest v).

2. Aksjomaty i dyrektywy rozumowania

Teoria funkcji propozycjonalnych z kwantyfikatorami ma posta¢ systemu
sformalizowanego (231). W systemie tym na czele stojg aksjomaty i dyrektywy
rozumowania teorii zdan, dwa aksjomaty przytoczone ponizej i nastepujace dy-
rektywy rozumowania, dotyczace zmiennych nazwowych i kwantyfikatorow:

la) Dyrektywa podstawiania dla zmiennych nazwowych: Pod-
stawia si¢ jedynie za zmienne wolne. Za zmienng nazwowg wolno podstawic
inng zmienng nazwowg 0 tym samym zakresie zmiennos$ci albo tez nazwe z za-
kresu zmiennosci zmiennej

Ib) Dyrektywa podstawiania dla funkcji propozycjonalnych: .
Wolno podstawi¢ za funkcje propozycjonalng argumentéw X, y... inng funkcje (k je fa /t
propozycjonalng tych samych argumentdéw i ewentualnie jeszcze innych zmien- o %
nych wolnych z tym jednak ograniczeniem, ze kazda zmienna wolna wyraze- fotz ™}
nia podstawionego po podstawieniu ma nadal pozosta¢ zmienng wolng.”

2) Dyrektywa dotaczania kwantyfikatorow: Niech bedzie U wy-
razeniem nie zawierajacym zmiennej wolnej x. Majgc teze postaci CUfx,
wolno uzna¢ réwniez CU(x)fx, a majagc teze CfxU, wolno uzna¢ réwniez
C(Ex)fxU. Np. z tezy 223,2 teorii zdan przez podstawienie g/jx otrzymuje
sie wyrazenie CpApfx, a stad przez zastosowanie reguty dotgczania kwantyfi-
katora — teze Cp(x)Apfx; na podstavie za$ tezy CFxN(x)Nfx (jezeli fx, to nie-
prawda, ze dla kazdego x :Nfx), ktora nie zawiera w nastepniku zmiennej
wolnej, cho¢ wystepuje tam zmienna zwigzana, uznajemy teze C(Ex)fXN{x)Nfx
(jezeli dla pewnego x :fx, to nieprawda, ze dla kazdego x : Nfx).

2 ) Dyrektywa dotgczania kwantyfikatoréw pozwala utworzyé dyrektywe
wtdrng: Jezeli wyrazenie Fx, ktore zawiera zmienng wolng x, jest tezg logiki,
to takze (X)Fx jest teza logiki. Albowiem wedtug prawa symphfikacji (221,2) Ccici
mozna teze Fx przeksztatci¢ na teze CpFx, w ktorej p dobieramy tak, by byto
prawdziwe i nie zawierato zmiennej wolnej x — i z ktorej, wedtug dyrektywy
dotgczania kwantyfikatora ogélnego, otrzymuje sie Cp(x)Fx, stad za$ przez
oderwanie ostatecznie (x)Fx.

Ponizej sg podane wazniejsze tezy teorii funkcji propozycjonalnych z kwanty-
fikatorami. Do poszczegblnych tez dotgcza sie: a) sformutowanie tezy w wyra-
zach jezyka potocznego, b) przykiad, c) inne objasnienia. Dobdr przyktadow
utatwiamy sobie przyjmujac, ze sens tez daje sie przedstawi¢ nalezycie, jezeli
bedziemy ilustrowac: (x)fx zdaniem og6lnym twierdzagcym, (x)Nfx zdaniem
ogélnym przeczacym, (Ex)fx i (Ex)Nfx zdaniami szczegOtowymi twierdzacymi
i przeczacymi, fa (a jest nazwg) zdaniami jednostkowymi.

nia (X)CFxCgxfx, natomiast fatszywy staje sie nastepnik w 2), tj. Cgxfx 1 cat
wyrazenie 2); skad wniosek, ze podstawienie byd# niepoprawne.
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Aksjomaty:

a)
b)

c)

a)
b)

c)

312.1 C(x)fxfa
jezeli dla kazdego x :jx, to ja;
jezeli dla kazdej liczby naturalnej n :2n—1 jest liczbg nieparzysts, to,
2.3—1 jest liczbg nieparzysta,

w tezie 32,1 x jest zmienng zwigzana, natomiast a nie jest zmienna,
lecz dowolng wartoscig zmiennej, ja nie jest przeto funkcjg prcpo-
zycjonalng, lecz jednym, ktérymkolwiek ze zdan otrzymanych z funkcji
jX przez podstawienie za x nazwy a z zakresu zmiennosci X, czyli przez
specjalizacje (@LD). Sens prawa 312,1 mozna odda¢ stowami: Co jest
prawdg o kazdym przedmiocie pewnego rodzaju, to jest tez prawda
p ktorymkolwiek przedmiocie tego rodzaju. Jest to zatem jedno
z uje¢ dictum de omni (212) i pozwala wnioskowaé z prawdziwosci
zdania ogoélnego o prawdziwosci podpadajacych pod nie zdan jedno
stkowych.

312.2 Cja(Ex)jx

jezeli ja, to dla pewnego x :jx;

jezeli 72= [, to dla pewnego x :x2= X;

prawo 312,2 pozwala wnioskowa¢ z przyktadu (zdania jednostkowego)
0 prawdziwosci zdania szczegdtowego. Przy rozumieniu zdania ogélnego
(x)jx jako zdania o tym, co jest konieczne, zdania jednostkowego ja
jako zdanig o tym, co jest faktycznie, a zdania szczegétomego (Ex)jx
jako zdania o tym, co jest mozliwe, teza 312,1 odpowiada regule ab

oportet ad esse valet comequentia, teza 312,2 za$ regule ab esse ad passe
valet comequentia.

3. Kwantyfikator ogélny ()9
3131 C(X)NFxN(x)fx

jezeli dla kazdego x : nieprawda, ze jx, to nieprawda, ze dla kazdego
X :fx;

jezeli zaden Eskimos nie lubi upatéw, to nieprawda, ze kazdy Eskimos
lubi upaty;

teza 313,1 daje sie interpretowaé jako prawo przeciwieAstwa;
zdanie ogolne przeczace implikuje negacje zdania ogélnego twierdzacego.
Zwigzek odwrotny nie zachodzi, tzn. negacja zdania ogdlnego twierdza-
cego nie implikuje zdania ogolnego przeczacego. Inaczej: kwantyfi-

kator ogolny moze by¢ przeniesiony pod znak negacji, lecz nie od
wrotnie.

3*1,4a; €Cy-A ate*?ail x
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a)

313.2 (x)AfxNfx
dla kazdego x :fx lub Nfx;

b) dla kazdej liczby naturalnej x : x jest parzyste lub nieparzyste (inaczej:

e)

a)

b)

a)

a)

b)

c)

kazda liczba naturalna jest parzysta lub nieparzysta);

prawo wytaczonego $srodka d'a funkcji propozycjonalnych: z dwoch
funkcji propozycjonalnych jx i Njx zawsze, tj. dla kazdego x, jedna
staje sie zdaniem prawdziwym. Prawo to stuzy zarazem do scharaktery-
zowania przedmiotu indywidualnego x; przedmiot indywidualny x
charakteryzuje sie tym mianowicie, ze jezeli wypowiadamy o nim dwa
zdania sprzeczne, to jedno z nich jest prawdziwe. Te wiasciwos$¢ przed-
miotu indywidualnego ujmuje sie tez stowami: przedmiot indywidualny
jest catkowicie zdeterminowany.

313.3 C(x)KfxgxK(x)Mx)gx
jezeli dla kazdegp x:fx i gx, to dla kazdego x:/x i dla kazdego
* X
jezeli kazda liczba podzielna przez 6 jest podzielna przez 2 i przez 3,
to kazda liczba podzielna przez 6 jest podzielna przez 2 i kazda liczba
podzielna przez 6 jest podzielna przez 3.

3134 CK(X)fx(x)gx(x)Kfxgx

jezeli dla kazdego x:fx i dla kazdego x:gx, to dla kazdego x:fx
pamietajac o pokrewienstwie miedzy kwantyfikatorem og6lnym i ko-
niunkcjg mozemy tezy 313,3 i 313,4 uwazac za uogoOlnienie prawa prze-
mienno$ci dla koniunkcji (teza 224,4). Przypu$émy bowiem, ze zakres
zmiennos$ci zmiennej x obejmuje dwie wartosci a, b i ze (x) fx jest
réwnowazne iloczynowi Kfc.fb itp., to 313,3 przyjmie postaé
CKKfagaKfbgbKKfafbKgagh,3 i3,4 zas posta¢ CKKfcfbKgaghKKfagaKfbgh

313,5 CACO)fx(x)gx(x)Afxgx

jezeli dla kazdego x :fx lub dla kazdego x :gx, to dla kazdego x :fx
lub gx;

jezeli w obrebie okre$lonego zbioru liczb naturalnych x :kazde x
jest liczbg parzysta lub kazde x jest liczbg nieparzysta, to kazde x
jest liczbg parzystg lub nieparzysta;

przyktad b) wykazuje, ze teza 313,5 nie moze by¢ odwrécona. Teza
ta rézni sie od 313,4 znakiem alternatywy wystepujagcym zamiast ko-
niunkcji, jej analogicznym odpowiednikiem w logice zdan jest teza
224,3" Pozwala ona wytgczy¢ znajdujgcy sie pizy obu cztonach
alternatywy kwantyfikator ogélny przed znak alternatywy.

ty*- fcyi 7/



a)
b)

c)
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313.6 C(X)CfxgxC{x)Ix(x)gx
jezeli dla kazdego a:jezeli/jg to gx, to jezeli dla kazdego x:fx, to
dla kazdego x:gx;

jezeli kazdy, kto by wsiadt do starej t6dki, zatonagtby wraz z nig, to
jezelibysScie wszyscy trzej wsiedli do starej t6dki, wszyscy trzej zatone-
libyscie (lecz nie na odwrdt: stad, ze jezelibyScie wszyscy trzej wsiedli do
starej todki, to wszyscy trzej zatonelibyscie, nie wynika, ze kazdy z was,
kto by (pojedynczo) wsiadt w te todke, zatonatby;

teza 313,6 nie moze by¢ odwrdcona, podobnie jak teza 224,20 teorii
zdan, (ogolne prawo kompozycji dla koniunkcji), ktérej uogolnieniem
jest teza 313,6 (jezeli teze (-24,20 przeksztatlcimy podstawiajac w niej
p/fa, g/fb, r/ga, s/gbf to otrzymane wyrazenie bedzie rozwinigciem
tezy 313,6 przy zatozeniu, ze zakres zmiennosci zmiennej x obejmuje
dwie wartosci a b). Teza 313,6 pozwala wiaczy¢ stojacy przed znakiem
implikacji kwantyfikator og6lny do jej wnetrza przez skwantyfikowanie
obu jej czionow.

313.7 COAMIixy(y) () fxy

313.8 C(y) () fxy(x)(y)fxy

tezy 313,7 i 313,8, ktdrych odczytanie nie przedstawia trudnosci, moga
by¢ uwazane, podobnie jak tezy 313,3 i 313,4, za uogo6lnienie prawa
przemienno$ci dla koniunkcji, a to z uwagi na analogie miedzy tg
funkcja prawdziwosSciowg i kwantyfikatorem og6lnym; mianowicie
jezeli dla przykfadu przyjmiemy, ze x przybiera wartosci a, b, zas$ 'y
wartosci ¢, d, kwantyfikator ogolny rozwiniemy za$ jako koniunkcje,
to 313,7 przechodzi w wyrazenie CKKfacfadKfbcfbdKKjacfbchfacfbd,
313.8 na odwrotng implikacje.

4. Kwantyfikator szczegétowy (Ex)
314,1 CN{Ex)jx(Ex)Nfx

a) jezeli nieprawda, ze dla pewnego x: fx, to dla pewnego x: nieprawda,

b)

ze fx;

jezeli nieprawda, ze niektore koty szczekaja, to niektére koty nie
szczekaja;

teza 314,1 daje sie interpretowac jako prawo podprzeciwienstwa,
negacja zdania szczegdtowego twierdzacego implikuje zdanie szczeg6towe
przeczace, zwigzek odwrotny nie zachodzi, tzn. zdanie szczeg6towe
przeczace nie implikuje negacji zdania szczegdtowego twierdzacego.
Kwantyfikator szczegbtowy moze by¢ wytgczony jrrzed znak negacii,
lecz nie odwrotnie. Wedtug analogu, jaka istnieje miedzy kwantyfika-
torem og6lnym i koniunkcjg oraz kwantyfikatorem szczegétowym
i alternatywa, teza 314,1 odpowiada dualnie (223) tezie 3'3,1-



a)

314.2 N(Ex)KfxNfx
nieprawda, ze dla pewnego x:fx \ AJfx;

b) nieprawda, ze dia pewnych liczb naturalnych ar x jest parzyste i x

c)

a)

b)

a)

c)

a)
b)

jest nieparzyste;

teza 34,2 przedstawia prawo sprzecznos$ci dla funkcji prawdzi-
wosciowych i odpowiada dualnie tezie 313,2; uzupetnia ono charaktery-
styke indywiduéw dang przez teze 313,2 stwierdzajac, iz nie ma takiego
przedmiotu indywidualnego, aby z dwéch zdan o nim sprzecznych oba
bylty prawdziwe — Zaden przedmiot indywidualny nie posiada cech
sprzecznych.

314.3 C(Ex)AfxgxA(Ex)fx(Ex)gx

jezeli dla pewnego x:/x lub gx, to dla pewnego ar;fx lub dla pewnego
X 1gx\

jezeli niektdére koty sg czarne lub biate, to niektére koty sg czarne lub
niektore koty sg biate.

314,4 CA(EX)fX{Ex)gx(Ex)Afxgx

tezy 314,3 i 314,4 sa odwrotne wzgledem siebie, przy czym teza 314,3
odpowiada dualnie tezie 313,4, teza 314,4 — tezie 313,3. Analogicznie
do tamtych tezy 314,3 i 314,4 moga by¢ uwazane za uogdlnienia prawa
przemienno$ci dla alternatywy (tezy 223,4); przy analogicznym zato-
zeniu, jak to, ktore uczyniliSmy dla ilustracji stanu rzeczy przy tezie
313,3, teza 314,3 przyjmie posta¢ CAAfagaAfbgbAAjafbAgagb.

314,5 C(Ex)KfxgxK(Ex)fx(Ex)gx

jezeli dla pewnego x:fx igx, to dla pewnego x: fx i dla pewnego a; gx;
jezeli niektérzy mieszkancy Péinocy sg ponurzy i matomoéwni, to nie-
ktorzy mieszkancy Potnocy sg ponurzy i niektdrzy mieszkancy Potnocy
sg matomowni;

teza ta odpowiada dualnie tezie 313,5 i, podobnie jak tarrta, nie moze
by¢ odwrocona. Mozemy ja uwazacj pcdchnie jak teze 313,5, za uogol-
nienie tezy 224,37 teorii zdan, ktéra dualnie odpowiada sama sobie.
Teza 314,5 pozwala wiaczy¢ kwantyfikator szczegdtowy pod znak ko-
niunkcji podobnie, jak teza 314,3 czyni to dla alternatywy.

314,6 CC(Ex)fx(Ex)gx(Ex)Cfxgx
jezeli prawda jest, ze jezeli dla pewnego x:fx, to dla pewnego Xx: gx,
to prawda jest dla pewnego x: ze jezeli fx, to gx;

przypusémy, ze w pewnym towarzystwu grajg w karty; jezeli prawda
jest, iz jezeli kto$ gra w karty, tc kto$ (ten lub inny) przegra, to prawda
jest tez o kims, iz jezeli gra w karty, to przegra;

jtli-u* obuty VA
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) teza ta odpowiada dualnie tezie 313,6 i jest uogdlnieniem tezy 223,14

teorii zdan. Pozwala ona wylgczy¢ kwantyfikator szczeg6towy z obu
cztonéw implikacji przed znak implikacji.
Tezy 314,6 nie mozna odwr6ci¢, co objasnia nastepujacy przykiad:
niech zbiér x-6w zawiera tylko trzy przedmioty; czerwony, zoky
i niebieski. Zdanie ,jezeli d a pewnego x :x jest czerwone, to dla
pewnego o X jest zielone“ jest falszywe, bo istnieje x czerwone, lecz
nie ma a zielonego. Natomiast zdanie ,dla pewnego ar: jezeli x jest
czerwone, to jest zielone* jest prawdziwe, mianowicie zaréwno zOke,
jak i niebieskie a sg takie, iz nie spetniajg ani jego poprzednika,
ani jego nastepnika, implikacja zc$ przy falszywym poprzedniku i fat-
szywym nastepniku jest prawdziwa. Implikacja, w ktorej pierwsze z obu
zdan (fatszywe) jest poprzednikiem, a drugie (prawdziwe) — nastep-
nikiem, jest prawdziv/a i jest przyktadem dla tezy 314,6; implikacja
odwrotna, jako przykfad dla odwrdcenia tej tezy, jest fatszywa.

314.7 C(Ex)(Ey)fxy(Ey)(Ex)fxy

314.8 C(Ey) (ExX)fxy(EX)(Ei,-)fxy

odczytanie tych tez nie przedsi&wia trudnosci, mozemy je uwazac,
podobnie jak tezy 314,3 i 314,4, za uogOlnienia prawa przemiennosci
dla alternatywy z teorii zdan; mianowicie, jezeli — dla przykfadu —
a przyjmuje wartosci a, b, za$ y wartosci ¢, d, to levca strona implikacja
314,7 (i prawa strona implikacji 314,8) porzadkuje wartosci funkcji
fxy w kolejnosci fac, jad, jbc, fbd, strona za$ prawa implikacji 314,7
(i lewa 314,8) w kolejnosci fac, jbc, jad, fbd.

5. Zwiazki miedzy obu kwantyfikaterami (ar), (£ar)

\3$ cVXfy4/pA ) 3151 CN(X)PX(EX)NfX

h<* P SIAtAIEST,. A

jezeli nieprawda, ze dla kazdego a :/far, to dla pewnego x:Nfx;

b) jezeli nieprawda, ze wszystkie koty sg szare, to niektdre koty nie sg

szare.
315,2 C(EX)NfXN(x)jx

c) tezy 3151 i 315,2 tworzg tagcznie prawo negacji zdania ogolnego

twierdzgcego: negacjg zdania ogolnego twierdzacego jest zdanie
szczegbtowe przeczace.

315.3 CN(Ex)fx(x)Nfx
315.4 C(X)NfXN(Ex)fx

C) prawo negacji zdania szczeg6towego twierdzacego: negacjg

zdania szczegdtowego twierdzacego jest zdanie ogolne pizeczace.

rtli.
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a)
b)

b)

a)

b)

c>
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3155 C{x)fx(Ex)fx

jezeli dla kazdego * :fx, to dla pewnego x :fx;

prawo subalternaCJl (podporzadkowania) zdan,a szczegbtowego
twierdzacego pod zdanie ogolne twierdzace.
315,6 C{x)CjxgxC(Ex)fx{Ex)gx

jezeli dla kazdego x: jezeli fx, to gx, to jezeli dla pewnego X :/x. to
dla pewnego X :gx;

jezeli o kazdym zwierzeciu parzystokopytnym jest prawda, ze jest
zwierzeciem przezuwajacym, to jezeli pewne zwierze jest parzysto-
kcpytne, to takze pewne zwierze jest przezuwajace;

teza ta jest uogoélnieniem tezy 224,18, czyli og6lnego prawa kompo-
zycji dla alternatywy, podobnie jak teza 313,6 jest uogOlnieniem tezy
224,20, a teza 314,6 uogOlnieniem tezy 223,14. taczy sie w mej prawo
wigczania kwantyfikatora pod znak implikacji (teza 313.6) z prawem
subalternacji (teza 315.5).

315,7 C(Ey) (x)fxy(x)(Ey)fxy

jezeli dla pewnego y: przy kazdym x:fxy.'to dla kazdego Xx. przy
pewnym vy :fxy; .,
niech x, y reprezentujg liczby naturalne wraz z liczbg O fxy
znaczy nie jest mniejsze od y"i otrzymujemy przyklad dla tezy
315,7: jezeli dla pewnego y, przy kazdym X, * me jest mniejsze 0 y
(takim y jest O), to dla kazdego x przy pewnym y, X me jest mniejsze
od y (inaczej: jezeli istnieje liczba, od ktdérej zadna me jest mniejsza,
to dla kazdej liczby mozna dobra¢ taka, od ktorej me bedzie ona
mniejsza);

tcza 315’7 jeSt u°86lnieniem tezy 313’5 (kwantyfikator szczegoiowy
uvvazamy za uogo6lnienie alternatywy); podobnie jak teza 313,5, me daje
sie ona odwroci¢. Jezeli w przyktadzie b) funkcji fxy nadamy znaczenie
X jest mniejsze od y , to poprzednik implikacji staje sie as y y’
fatlszem mianowicie jest, ze dla pewnego y przy kazdem X, X jest mniejsze
od y, albowiem nie ma w szeregu naturalnym liczby najwiekszej, na-
tomiast nastepnik pozostaje prawdziwy: dla kazdego x przy p-wny vy,
X jest mniejsze od y, poniewaz dla kazdej liczby natuia ncj x P'tr
dobra¢ wiekszg od niej y. Przyklad ten sprawdza przeto teze
natomiast teza odwrotna bylaby w tym przypadku fatszywa” Kwanty-
fikator ogolny i kwantyfikator szczegbtowy me sg wzgledem sie le
przemienne, tak jak przemienne sg kwantyfikrtory ogélne miedzy sobg
(tezy 313,7 i 313,8) i kwantyfikatory szczeg6towe miedzy sobg t ezy
314,7 i 314,8); porzadek ich mozna zmieni¢ tylko wtedy, jezeli kwan-
tyfikator ogolny nastepuje po szczegdtowym.
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6. Implikacja materialna i formalna

W teorii funkcji propozycjonalnych z kwantyfikatorami oprocz implikacji
miedzyzdaniowej Cpg, zwanej materialng lub indywidualng, wystepuje
implikacja miedzyfunkcyjna (x)Cfxgx, zwang formalng, w przeciwstawieniu
do materialnej, lub generalng, w przeciwstawieniu do indywidualnej. Impli-
kacja formalna zachodzi miedzy funkcjami propozycjonalnymi /* i gx zawsze
i tylko, jezeli dla kazdego x zachodzi jeden z trzech przypadkéw charakteryzu-
jacych implikacje, mianowicie jezeli a) wartoscig fx jest v, wartoscig gx jest v;
b) wartoscig/* jest/, wartoscig gx jest v; c) wartoscig fx jest/, wartoscig gx jest
/; — wykluczony jest natomiast przypadek, w ktorym wartosciag/* jest v, warto-
§cig gx jest/. Zgodnie z tym przypadki, w ktorych zachodzi miedzy funkcjami
fx i gx implikacja formalna, klasyfikujg sie w sposob nastepujacy:

I) Wartoscig fx jest/ dla kazdej wartosci *, wobec czego gx moze by¢
funkcja jakakolwiek, np. dla kazdego *: jezeli * jest rozne od *, to * jest kwa-
dratem,

II) Wartoscig gx jest v dla kazdej wartosci *, wobec czego/* moze by¢
funkcjg jakakolwiek, np. dla kazdego *: jezeli * jest kwadratem, to * nie jest
rézne od *.

HI) Funkcje/* i gx sg tego rodzaju, iz implikacja formalna miedzy nimi
zachodzi tautologicznie, tzn. jest tezg teorii funkcji propozycjonalnych, np.
przypus¢my, ze gx jest alternatywg dwoch funkcji propozycjonalnych fxx oraz
f2x, to (x)CfIxAfIxf2x.

IV) Nie zachodzi zaden z przypadkéw I—II1, natomiast spetnienie wa-
runkow implikacji jest gwarantowane przez sens funkcyj /* i gx, np. dla
kazdego *: jezeli * jest wielorybem, to * jest zwierzeciem ssagcym.

W ostatnim przypadku dla stwierdzenia, ze zachodzi implikacja formalna,
musimy wyjs¢ poza logike, siegna¢ do wiedzy specjalnej, najczesciej do praw
og6lnych w naukach empirycznych. Ale tez dlatego wiasnie ten ostatni przy-
padek wchodzi w gre przy wszelkich zastosowaniach tez logiki do wnioskowania
w naukach specjalnych i najblizszy jest temu rozumieniu wyrazu ,jezeli*,
przy ktorym mowimy o ,wynikaniu“ miedzy zdaniami w jednym ze znaczen
tego wyrazu: Zdanie p wynika w tym rozumieniu ze zdania q wedtug jakiego$
prawa ogoélnego, ktére jest implikacjg formalng laka, iz zdania p i g sg interpre-
tacjami funkcji propozycjonalnych w poprzedniku i nastepniku tej implikacji.
Dlatego wiasnie, ze wazna jest implikacja formalna: jezeli * jest nauczycielem vy,
to y jest uczniem *, moéwimy, ze ze zdania ,,Flaton byt nauczycielem Arysto-
telesa wynika zdanie ,,Arystoteles byt uczniem Platona“. Od wynikania
imphkacyjnego, o ktérym tutaj mowa i ktore jest zwigzane z implikacja,
odroznia sie wynikanie inferencyjne pomiedzy tezami pewnej teorii:
mianowicie teza T wynika inferencyjnie z tezy T', znaczy, ze teza T (ewen-
tualnie wraz z innymi tezami) wystepuje w ktérymkolwiek z dowodéw tezy
T, jakie mozna zbudowa¢ w danej teorii.



Dwie funkcje propozycjonalne, miedzy ktérymi obustronnie zachodzi
implikacja formalna, sg formalnie (lub generalnie) rbwnowazne: (X)Ejxgx.
Dwie funkcje propozycjonalne formalnie réwnowazne przybierajg dla kazdej
wartosci x identyczne wartosci logiczne. Zbior przedmiotow a okre$lony przez
to, ze fa, tj. przez to, ze zdanie otrzymane przez podstawienie wartosci a za
zmienng x w funkcji fx jest zdaniem prawdziwym, nazywa si¢ zakresem (lub
ekstens jg) tej funkcji. Dwie funkcje propozycjonalne formalnie réwnowazne
majg identyczne zakresy, takimi sg rp. funkcje: x jest tréjkgtem rownokagtnym —
oraz: x jest trojkatem réwnobocznym. Jezeli przeto utworzymy funkcje prawdzi-
wosciowg funkcji prcpozycjonalnych, np. Cfxgx, to przebieg wartosci funkcji
prawdziwosciowej dla wartosci zmiennej x nie ulegtby zmianie, gdybySmy za
fx lujb gx podstawili inne funkcje propozycjonalne, formalnie tamtym roéwno-
wazne, czyli inne funkcje o takiej samej ekstensji. Funkcje prawdziwosciowe»
funkcji propozycjonalnych zalezg przeto wytgcznie od ekstensji swoich argumen-
tow, nie zalezg natomiast od innych ich wiasciwosci (tresci tub sensu). Wyraze-
nia zbudowane z funkcji prcpozycjonalnych w ten sposob, iz ich warto$¢ logiczna
zalezy jedynie od ekstensji funkcji propozycjonalnych, nazywajg sie funkcjami
ekstensjonalnymi. Funkcje prawdziwo$ciowe funkcji propozycjonalnych sg
przeto funkcjami ekstensjonalnymi. Zasada ekstensjonalnos$ci dla pewnej
teorii gtosi, ze w obrebie tej teorii wszystkie funkcje zdaniowe sg funkcjami
ekstensjonalnymi. Jezeli przyjmiemy, jak to przypusciliSmy (211), ze w teorii
zdan rzekome funkcje zdaniowe argumentow zdaniowych, nie bedgce funkcjami
prawdziwosciowymi, sg takimi tylko pozornie, to w teorii tej obowigzuje zasada
ekstensjonalnosci.

Rozdziat 2, Inne teorie funkcji logicznych z kwantyfikatorami

1. Teoria zdan z kwantyfikatorami

Logika zdan moze by¢ uogdlniona przez wprowadzenie kwantyfikatoréw
jeszcze inaczej. Mianowicie mozna wigza¢ kwantyfikatorami nie zmienne
nazwowe w funkcjach propozycjonalnych wystep jacych jako argumenty funkcji
prawdziwosciowych (jak to czynilisny wyzej), lecz wprost argumenty zdaniowe
funkcji prawdziwosciowych. Powstaje w ten sposob teoria zdan z kwantyfika-
torami, w ktorej wyrazeniami sensownymi sg wyrazenia sensowne logiki zdan
i wyrazenia zbudowane z kwantyfikatora z nastepujgcym po nim wyrazeniem
sensownym, ktérego zmienne zostajg zwigzane przez kwantyfikator, np. ,,(p)p *,
czyli ,dla kazdego p: prawda, ze p"; ,,(p)Cpp'\ czyli ,dla kazdego p: jezeli
ptop"; ,.C(p)pp", czyli ,jezeli dla kazcfegtntrr*prawda, ze p, to &*; ,,Cp(p)p ,
czyli ,jezeli p, to dla kazdego p: prawda, ze /~* Itp. WartoSci logiczne zdan
z kwantyfikatorami obliczamy biorgc pcd uwage matryce dwuwartosciowe
funkcji prawdziwosciowych i zaktadajac, iz wartos¢ zdania (p)Fp (F reprezentuje



dowolny funktor prawdziwo$ciowy) jest identyczna z wartoscig koniunkci:
KFvFf. Obliczamy zatem (postugujemy sie skrdconym sposobem pisanija
ktorego odczytanie nie nasunie trudnosci) :

(p)p — Kvf =/

(p)Cpp = KCwCff = v

C(p)pp = CKvfp = Cfp — v (wyrazenie Cfp jest funkcjg prawdziwos$ciowg

argumentu p tautologicznie prawdziwag),

Cp(p)p — CpKvf = Cpf; wyrazenie Cpf jest funkcjg prawdziwosciows

argumentu p réwnowazng Np, albowiem zachowuje sie dokladnie tak,

jak Np, przyjmujac warto$¢ przeciwng wartoSci p; mamy mianowicie
€vf —f, Cjj —v. Mozna wiec zapisaé teze
321.1 ENpCp(p)p
i na jej podstawie zdefiniowac negacje przez wyrazenie Cp(p)p.

Teoria zdan z kwantyfikatorami jest ujeta w system aksjomatyczny. W sy-
stemie tym terminami pierwotnymi sg implikacja i kwantyfikator ogélny, przy
czym w aksjomatach wystepuje implikacja jako jedyny termin pierwotny,
mianowicie aksjomatami sg tezy 221,2 i 221,5 oraz 221,7 teorii zdan. Drugi
termin pierwotny zostaje wprowadzony do tez teorii przez podstawienie, albo-
wiem dyrektywa podstawiania pozwala podstawiaé za zmienne zdaniowe wy-
razenia sensowne z kwantyfiketcrem ogo6lnym. Dyrtektywa' zastepowania
pozwala zastgpi¢ wyrazenie ,,Cp(/.)p“ przez ,,Np*“e Kwantyfikator szczegotowy
jest zbedny, lecz mdégtby by¢ wprowadzony droga zastgpienia wyrazenia
»N(p)Fp*“ przez ,,(Ep)NFp'\ Oprécz regut podstawiania, odrywania i zaste-
powania obowigzujg dwie reguty operowania kwantyfikatorem og6lnym;
reguta dolgczania kwantyfikatora i reguta opuszczania kwantyfikatora. Reguta
dofaczania kwantyfikatora jest analogiczna do reguty dotgczania kwantyfika-
tora ogo6lnego w teorii funkcji propozycjonalnych (312), pozwala ona przeto
np. na podstawie tezy CqCpq uzna¢ teze Cq(p)Cpg. Regula opuszczania
kwantyfikatora jest odwrotna do poprzedniej, pozwala np. na podstawie tezy
CpCNp(qg)q uznac¢ teze CpCNpq.

Z wyzej wymienionych aksjomatéw wynikajg inferencyjnie, wedtug przy-
jetych dyrektyw, aksjomaty implikacyjno-negacyjnej teorii zdan, a zatem i wszel-
kie inne jej tezy. Mozna nadto przeksztatcaC tezy teorii zdan przez zwigzanie
wystepujacych w nich zmiennych kwantyfikatorami og6lnymi, wykazujac przy
tym, ze kazda tak przeksztatcona teza jest inferencyjnie réwnowazna na grun-
cie naszej teorii tezie nie zawierajacej kwantyfikatorow. Tak przeto przyjete
na czele aksjomaty sg réwnowazne tezom,

321.2  (p) a)CaCpq

3213 (p)(e)(r) CCpqCCarCpr

3214  (p)(9)CCCpqpp
Okazuje sie zupetna rownolegtos¢ miedzy pojmowaniem tez teorii zdan jako
funkcji tautoiogicznych i jako zdan zgeneralizowanych.

ffcS~*
K
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2. Prototetyfea

Mozna za pomocag kwantyfikatorow uogdélni¢ teorie zdan takze w ten
sposob, iz wigze sie kwantyfikatorami nie tylko zmienne zdaniowe, lecz takze-
zmienne reprezentujgce funkcje prawdziwosciowe. Tak powstaje system zwany
rozszerzong teorig funkcyj prawdziwosciowych. Przyktadem tezy, ktora nalezy
do tej teorii, jest zasada ekstensjonalnosci dla funkcji prawdziwosciowych

3221 (p)(a)CEpq(F)EFpFa,

tzn. dla kazdego p i dla kazdego q: jezeli Epq, to dla kazdego (F): Fp zawsze
i tylko, jezeli Fq (F jest zmienng, ktora reprezentuje funk”f prawdziwosciowe).

System aksjomatyczny i sformalizowany tak uogdlnionej teorii zdan zo tat
zbudowany pod nazwg prototetyki przez LesSniewskiego. Jak teoria zdan
z kwantyfikatorami (321) mogla zosta¢ oparta na implikacji jako jedynym ter-
minie pierwotnym, poniewaz negacje, tj. drugi termin pierwotny implikacyjno-
negacyjnej teorii zdan, mozna byto przedstawi¢ przez implikacje i kwantyfi-
kator ogolny, tak prototetyka zawiera jako jedyny terrrin pierwotny réwno-
waznos$¢, poniewaz wprowadzajgc kwantyfikator wigzacy zmienny znak funkcji
prawdziwosciowej mozna przez réwnowazno$¢ przedstawi¢ negacje i impli-
kacje. Rownowaznos$¢ jako termin pierwotny posiada te dogodno$é, iz moze
by¢ uzyta zamiast znaku réwnoznacznosci definicyjnej; wiemy bowiem, ze
wyrazenia réwnoznaczne sg takze roéwnowazne. Tak definicje stajg sie tezami
systemu i stuzg wprost do wprowadzenia don pozostatych funktoréw prawdzi-

wosciowych. Jako definicja negacji stuzy teza, zbudowana analogicznie, jak
321,1:
322,2

Definicja implikacji jest teza 226,11 ECpqEpKpg. Wystepuje w Riej jednak
znak koniunkcji, ktéry nalezy wyeliminowac. Jest to mozliwe, jesli powotamy
*ie na teze nastepujaca;

3223  (p)(9)EKpq(F)EpEFpFa,

ktora ustala  ygwnowaznos¢ miedzy Kpg oraz wyrazeniem (F)EpEFpFag.
EFpFq jest, wedtug 322,1, prawda przy kazdym F, jezeli zdania p i g sg badZ
0 a prawdziwe, badZ oba falszywe; zatem gdv h i a d awdziwe. rowno/«T7r»/nns¢

pp g SOV & AU AU T oMol GRS, I Rght oty

Bfpgrg jest dla pewnych wartosci F prawdziwe, dla innych falszywe, zatem
(F)EpEFpFq jest w tych przypadkach zawsze, tj. zaréwno dla p —o g—/ jakdla
P f'Q v fafszywe;dla sprawdzenia nalezy (F)EpHEFpFq rozwingé na wyrazenie
KKKEpEFIipFIQEpEF2F2NEpEFFFOBRREP g | wstawié w nie  wartosci
z matrycy 241,7. Tak przeto (F)EpEFpFq jest prawdziwe jedynie przy p=v
i tzn. jest rownowazne z Kpg.

[-1 1™ty
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Whprowadzajagc do tezy 226,11 zamiast Kpq wyrazenie rownowazne

{F)EpEFpFq i dotaczajac kwantyfikatory (p), (q) otrzymuje sie
3224 (p)(a)ECpgEP(F)EpEFpFa,
co jest definicjg implikacji przez rownowaznos$¢ i kwantyfikatory.

Jedyny aksjomat prototetyki o skomplikowanej budowie zawiera jako
termin pierwotny fupktor £ oraz dwie zwigzane kwantyfikatorami ogélnymi
zmienne funkcyjneF, G od dwdch argumentéw zdaniowych; jest on rownowazny
ukfadowi ztozonemu z trzech aksjomatéw, z ktérych pierwszy jest pewng od-
miang prawa sylogizmu dla réwnowaznosci, drugi — prawem #acznosci dla
niej, a trzeci jest uogdlnieniem zasady ekstensjonalnosci. Bardzo szczegGtowe
dyrektywy sensu dotyczg podstawiania, odrywania, definiowania i wprowa-
dzania kwantyfikatorow. Ws$rdd tez-prototetyki znajduje sie cata teoria zdan
zwykla i z kwantyfikatorami.

3. Rozszerzona teoria funkcji propozycjonalnych

Jezeli wreszcie wprowadzimy do teorii funkcji propozycjonalnych zmien-
nych nazwowych kwantyfikatory, ktore wigzg zmienne reprezentujgce funk-
tory zdamotwdrcze argumentdow nazwowych, to mozemy otrzymaé nowe
tezy dotyczace wiasnosci indywiduéw. Mianowicie teza 313,2, czyli prawo
wyltaczonego Srodka dla funkcji propozycjonalnych, daje sie uogélni¢ na teze
gloszaca, ze dla kazdego indywiduum prawda jest pewne zdanie o tym indy-
widuum lub ze kazdy przedmiot posiada pewng wiasnosc:

323.1 ixW)fx
W podobny spos6b teza 314,2, tj. prawo sprzecznosci dla funkcji proppzycjo-
nalnych, prowadzi do tezy, ze nie ma takiego indywiduum, aby prawdziwe
byto o nim wszelkie zdanie (lub ze zadnemu przedmiotowi nie przystuguja
wszystkie wiasnosci)

3232  N(Ex)(f)fx

3233  (ENM)I*
istnieje wiasno$¢ przystugujgca wszystkim przedmiotom.

3234  N(H{Ex)fx
nieprawda, ze kazda wiasno$¢ przystuguje jakiemu$ przedmiotowi (istnieje
wlasnos¢, Kklpra nie przystuguje zadnemu przedmiotowi).

YijLU \( i/t (in// ~"eza 3231 wynika wedlug 315,7 z tezy 323,3, podobnie za$ teza 323,2

i)

*(r',7i*$ezy 323,4, mozna zatem 323,3 i 323,4 uwaza¢ za dalsze uogOlnienia praw

wylaczonego $rodka i sprzecznosci.

Kwantyfikator, ktory wigze zmienne reprezentujgce funktory zdanio-
tworcze argumentdéw nazwowych wystepuje w definicji stosunku identycz-

"
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no$ ci indywidudéw. Definicja ta opiera sie na sformufowanym przez Leibniza
twierdzeniu principium identitalis indiscernililium: non dari posse in natura,
duas res singulares solo numéro differentes. Wedle powyzszego twierdzenia
identyczne jest to, co niczym sie nie rézni. Jezeli przeto indywiduum X niczym
nie rozni sie od indywiduum vy, to x jest tym samym indywiduum, co y, a obie
nazwy sg nazwami tego samego indywiduum. Mysl te formuluje teza

3,5  (X)(y)EIxy(f)Ef::fy,
czyli: x jest identyczne z y (Ixy) zawsze i tylko, jezeli dla kazdej funkcji pro-
pozycjonalnej / wyrazenia fx ify sg rownowazne (tzn. jezeli; wszystko, co orzeka
sie 0 X, orzeka sie oy i odwrotnie).

Rozszerzajac powyzszg teze na wyrazenia nie bedgce nazwami, traktujemy
jako identycznos¢ w obrebie pewnej teorii stosunek tgczacy w obrebie tej teorii
przedmioty a i b zawsze i tylko, jezeli dowolne zdanie o jednym z tych przed-
miotow jest rownowazne zdaniu, ktére otrzymamy, zastepujac w nim a przez
b i odwrotnie. Stosownie do takiego pojmowania rzeczy jest identycznoscig
w teorii zdan réwnowazno$¢ dwaoch funkcji prawdziwosciowych, a w arytme-
tyce _ réWhos¢ dwoch liczb; w teorii zdern bowiem obowiaz je dyrektywa
zastepowania wyraze réwnowaznych (217), wartos¢ za$ wyrazen arytmetyki;
nie zmieni sie, jezeli zastapimy w nich jakie§ wyrazenie liczbowe (np, 2-3)
przez inne tamtemu réwne (np. 3+3):

3236  (X)(Ey)(f)Efxfy
dla kazdego przedmiotu istnieje przedmiot z nim identyczny.

323.7 N(Ex)(y)(f)Ffxfy
nieprawda, ze istnieje przedmiot identyczny z kazdym przedmiotem (istniejg
przynajmniej dwa rézne pin dm.oty). Teza ta nie moze byc wypiowadzona
z innych tez teorii funkcji prcpozycjonalnych; mozna jg przeto uznaé jedynie
w postaci osobnego aksjomatu.

323.8 (x)(y)(Ef)Efxfy Ce e
dla kazdych dwoch przedmiotow istnieje wiasnos¢ taka, iz oba jg posiadajg

albo jej nie posiadajg (kazde dwa przedmiot} posiadajg jaka$s wspblng w ta s n

4. Kategorie semantyczne funkcji logicznych

Kwantyfikator przeksztatca funkcje logiczng pewnych argumentéw na
zdanie o zbiorze tych argumentéw' (311).. Wprowadzenie kwantyfikatorow
stwarza przeto zagadnienie podziatu funkcji logicznych na kategorie seman-
tyczne (122). Rozréznimy w tym celu rzedy kategorii semantycznych, a w ob-
rebie rzedu ich typy. Nazwy i zmienne nazwowe tworzg kategorie semantyczng
typu i rzedu zerowego (0). funkcje propozycjonalne jednej zmiennej nazwowej
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(np. fx, gx) oraz zdania otrzymane z nich przez specjalizacje (np. fa) nalezg
wszystkie do jednej i tej samej kategorii semantycznej typu /(O), do tej samej
kategorii semantycznej nalezg funkcje prawdziwosciowe wymienionych funkcji
propozycjonalnych (np. Cfxgx). Funkcje' proporcjonalne dwoch zmiennych
nazwowych (np.fxy), zdania otrzymane z nich przez specjalizacje oraz ich funkcje
prawdziwosciowe najezg do kategorii semantycznej typu t(0,0) — i analogicz-
nie dla funkcji zmiennych nazwowych o wiekszej liczbie argumentow. Wszyst-
kie tak otrzymane typy kategorii semantycznych /(O), /(0,0), t(Q,Q,Q) jtd-
sg rzedu pierwszego. Generalizacja funkcji propozycjonalnej, nalezacej
do jednej z kategprii semantycznych rzedu pierwszego, wigze zmienng nazwowa,
natomiast pozostawia mozliwo$¢ stosowania dyrektywy podstawiania funkcji
propozycjonalnych (312, dyrektywa Ib), wyrazenie otrzymane jako rezultat
generalizacji, jak np. (*)(/*), nie jest przeto funkcjg zmiennej nazwowej, pato-
miast pozostaje funkcja, ktdrej argumentem jest funkcja propozycjonalna zmien- it
nej nazwowej, tzn. wyrazenie kategorii semantycznej typu /(O) lub t(0,0) /
itd. — rzedu pierwszego, mozna je bpwiem wedhjg wyipienionej dyrektywy T*“' ar*v
podstawiania przeksztatci¢ np. na (X)gx, (x) hxy itp. Generalizacja daje przeto (JO/j5.A/
w wyniku wyrazenie nowej kategorii semantycznej typu, ktéry oznaczamy &
analogicznie do poprzednich symbolem /(fig) (np. (X)fx) lub t(t(0),t(0)) . © X (-]
(np. (x)Kfxgx), lub /(/(0,0)) (np. {X)(y)fxy), lub /(O,/(O)) (np. (Ex)fxy) itd., > * y .
zaleznie od tego, ile argumentéw ma wyrazenie i do jakich typdéw kategorii fal <X ~ L (*1*/ /
semantycznych pierwszego rzedu nalezg te argumenty. Kategorie semantyczne A
wyrazen, w ktorych argumenty nalezg do Kkategorii semantycznych rzedu
pierwszego, zaliczamy do rzedy drugiego. Do odpowiednich typéw tego
samego rzedu zaliczamy zdania uzyskane przez specjalizacje dokonang na zmien-
nych funkcyjnych oraz funkcje prawdziwosciowe wyrazen rzedu drugiego.

Generalizujgc wyrazenie z zakresu kategorii semantycznej rzedu dru-
giego przez kwantyfikator wigzacy funkcje propozycjonalng (np. (£/)(*)/*)
otrzymujemy zdanie, ktére przestato by¢ funkcjg funkcji propozycjonalnej;
jezeli jednak zgeneralizowane wyrazenie zawiera funkcje zwigzanej kwanty-
fikatorem funkcji propozycjonalnej, to mozna je uwaza¢ z kolei za funkcje
owej funkcji o kategorii semantycznej drugiego rzedu, a zatem za wyrazenie
nalezace do kategorii semantycznej trzeciego rzedu. Wyniki dyskusji stre-
szczaja sie przeto w regule: Generalizujac funkcje o kategorii semantycznej fi» ihjc-*..
n-tego rzedu, tzn. wigzac w niej kwantyfikatorem zmienne o kategorii seman-
tycznej n-1 rzedu, otrzymujemy zdanie, ktdrego kategoria semantyczna jest
rzedu n+ 1 Tezy teorii funkcji propozycjonalnych (313) majg przeto typy - XC*
kategorii semantycznych /(/(0)), /(/(0,0)), t(i(0), /(0)) itp. rzedu drugiego,

& tezy rozszerzonej teorii funkcji'323,1 — 33,8 — typy /(/(/(0))) i /(/(KO,0))m#K< - tp p j)
rzedu trzeciego.

£, *(r/jCnlft

Jak wykazujg powyzsze uwagi, zdania nie tworzg jedynej kategorii seman- (£ p (*)(>X -
tycznej (122) ani nawet wszystkie kategorie semantyczne zdar nie sg jednego x$ (4 1))



rzedu. Pocigga to za sobg w konsekwencji rozbicie jednolitosci teorii zdan.
Tezy teorii zdan sg zdaniami, ktorych kategoria semantyczna jest okre$lona
przez kategorie semantyczng argumentoéw zdaniowych. Kazda przeto teza
teorii zdan jest wyrazeniem wieloznacznym, mianowicie jest zdaniem tej lub
innej kategorii semantycznej, zaleznie od kategorii semantycznej zdan, dla
ktorych teoria zostata zbudowana. Otrzymujemy w ten sposéb wielo$¢ teorii
zdan dla zdan réznych kategorii semantycznych. Wszystkie te teorie sg do-
kfadnymi swoimi odbiciami: w kazdej z nich powtarzaja sie doktadnie te same
tezy, poniewaz (jak widzieliSmy zajmujac sie teorig zdan) wewnetrzna budowa
zdania nie odgrywata tam zadnej roli. Dlatego tez mozemy zachowac jedna-
kowa symbolike dla owych rozmaitych teorii zdan, a tylko zwrécimy w odpo-
wiedniej chwili uwage na kategorie semantyczng tez, ktére bedg omawiane.

Jezeli kategoria semantyczna zmiennych zdaniowych w teorii zdan jest
rzedu k< to tezy zwyklej teorii zdan naleza réwniez do kategorii semantycznych
tego samego rzedu, sg bowiem funkcjami prawdziwosSciowymi swoich argu-
mentow, te za$ naleza do tej samej kategorii semantycznej, co argumenty.
Natomiast rzad kategorii semantycznej, do ktorej naleza tezy teorii zdan z kwan-
tyfikatorami, jest o jedno$¢ wyzszy i wreszcie rzad kategorii semantycznej
dla tez prototetyki jest znéw wyzszy o jednosc.
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Rozdziat 1 Orzeczniki i zwigzki miedzy nimi

1. Funkcje orzecznikowe

Prowadzimy dalej analize wewnetrznej budowy zdania rozpoczetg w czesci
poprzedniej (311). Tam wazieliSmy pod uwage rozréznienie nazwy i funktora,
obecnie wejdziemy glebiej w budowe funktora zdaniotwdrczego. Niech jaka$
funkcja propozycjonalna jednego argumentu nazwowego fx (np. a jest poetg)
staje sie dla pewnych wartosci x zdaniem prawdziwym, dla innych — zdaniem
fatszywym. Zaldzmy, ze dia wartosci a zmiennej x zdanie ja jest prawdziwe
(np. Dante jest poetg). Orzekajac o a zdanie ja, stwierdzamy pewng wtasno$¢
owego indywiduum, wspo6lng wszystkim indywiduom — i tylko tym — dla
ktorych fx zmienia si¢ w zdanie prawdziwe; zarazem za$ indywiduum to za-
liczcamy do zakresu funkcji jx (316). Funkcje propozycjonalne majg czesto
posta¢ funkcji orzecznikowej: ,,x jest P*“, w ktorej P nazywamy orzeczni-
kiem (taka jest np. funkcja: x jest poetg). Orzeczniki oznacza¢ bedziemy w dal-
szym ciggu wielkimi literami P, Q, RtS piszagc funkcje orzecznikowe w postaci
skroconej: Px, Qx itd. Zakladamy, ze kazdg funkcje propozycjonalng jx
mozna przedstawi¢ réwnowaznie w postaci funkcji orzecznikowej Px, czyli
X jest P ; P jest orzecznikiem dla wszystkich i tylko tych przedmiotéw a,
dla ktorych jx staje sie zdaniem prawdziwym: /.

4 i i

Tak np. funkcja propozycjonalna: x zywi sie zwierzetami — jest rownowazna
funkcji orzecznikowej: x jest miesozerca, jezeli funkcja: x jest miesozerca,
jest prawdziwa dla tych i tylko tych wartosci x, dla ktérych funkcja: x zywi
sie zwierzetami, staje sie zdaniem prawdziwym. Przedmioty, dla ktérych P
jest orzecznikiem, nazywajg sie desygnatami tego orzecznika: desygnaty
orzecznika P sg scharakteryzowane przez to, iz posiadajg wihasnos¢ odpo-
wiadajgcg funkcji }x réwnowaznej funkcji orzecznikowej: x jest P. Zamiast
, P jest orzecznikiem dla przedmiotéw x“, méwi sie takze ,,P jest nazwg 0golng
ula przedmiotéw x ; twierdzenie, ze kazdg funkcje propozycjonalng mozna
przedstawi¢ rownowaznie w postaci funkcji orzecznikowej, sprowadza sie
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wowczas do twierdzenia, ze dla przedmiotéw posiadajacych pewng wspéing
wiasnos¢ mozna dobra¢ nazwe og6lng® Poprawniej jednak postapimy odroz-
niajac orzeczniki od nazw i zachowujac termin ,nazwa“ wylacznie dla war-
tosci zmiennej nazwowej, jak to czyniliSmy dotychczas (122). Kategoria se-
mantyczna orzecznikéw jest r6zna od kategorii semantycznej nazw, orzeczniki
nie moga przeto wystepowac jako warto$ci zmiennych nazwowych. RéOwno-
waznos$¢, przez ktdrg wprowadzilisSmy orzecznik P, okre$la sposdb stosowania
go wylacznie w potgczeniu Px i w tyjn jedynie potgczeniu bedziemy nadal
postugjwae sie orzecznikami, tzn. bedziemy uwaza¢ za posiadajgce sens jedynie
takie zawierajace orzeczniki wyrazenia, ktore dajg sie sprowadzi¢ do wyrazen
postaci Px.

Funkcja orzecznikowa (Px, Qx itd.) moze by¢é dwojako interpretowana:
mianowicie badz jako stwierdzenie, ze x posiada wiasnos¢ P-owosci, badz
ze nalezy do klasy (zakresu) P-Ow. Przyjmujgc ktdérgkolwiek z tych interpre-
tacji nalezy pamieta¢, ze wyrazy ,wihasnos¢* i ,klasa“ zostaty wprowadzone
w zwrotach ,,x posiada whasnos¢ taka a takg"“, ,,x nalezy do klasy takiej a takiej*
i ze zwroty te okre$lajg sposob postugiwania sie wspomnianymi wyrazami tak,
iz bedziemy uwazali za posiadajgce sens jedynie takie wyrazenia o wiasnosciach
i klasach, ktote dajg sie sprowadzi¢ do powyzszej postaci. Wyrazy ,,wiasnosc”,
»Klasa“ nalezg do odrebnych kategorii semantycznych i tak jak orzeczniki nie
moga wystepowa¢ jako wartosci zmiennych nazwowych. Dwa sposoby inter-
pretacji funkcji orzecznikowych odpowiadajg treSciowemu i zakresowemu
traktowaniu probleméw w logice klasycznej. Mianowicie interpretujagc funkcje
orzecznikowe w pierwszy sposéb, mamy na mysli wtasno$¢ lub wiasnosci desy-
gnatéw nalezace do tre$ci (konnotacji) orzecznikdw. Interpretujac je w drugi
sposob bierzemy pod uwage odpowiadajgcy orzecznikom zakres (denotacje).
rozumiemy jako zmienng
reprezentujgca ktorekolwiek ze zdan, jakie powstaja, gdy za zmienng nazwowg
x zostanie podstawiona warto$¢ z jej zakresu zmiennosci. Wyrazenie to bywa
jednak rozumiane takze inaczej, jako funkcja w ogble, w oderwaniu od jej
wartodci. Dla odrdznienia go w tym drugim znaczeniu kiadzie sie daszek
nad x, piszac ,,Px“ — mozna tez napisa¢ ,,P“ z opuszczeniem argumentu.
Ta bowiem ,funkcja w ogéle* — to w interpretacji tresciowej wprost ,wilas-
no$¢“, w interpretacji zakresowej — ,klasa“. Daszek nad zmienng ,,i" jest
operatorem wigzacym zmienng i generalizujgcym wyrazenie ,,Px“ w inny
sposdb, anizeli sprawia to kwantyfikator ogdlny.

2. Orzeczniki ztozone

Wyrazeniami postaci ,,x jest P* (lub ,,Px“) wolno postugiwac sie, podobnie
jak to byto dla funkcji propozycjonalnych (311), jako zmiennymi zdaniowymi.
Za pomocg funkcji prawdziwosciowych logiki zdan definiuje sie orzeczniki
ztozone, jak nastepuje;
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1 Negacja orzecznika P: NPx (czytamy ,,x jest nie P*)
412-1  NPx*= ,MV*
X jest nie P“ znaczy ,,x nie jest P“ (lub ,nieprawda, ze x jest P*“). Np.
»X jest nieparzyste“, to tyle, co ,,jc nie jest parzyste".

2. Suma orzecznikow P S, ktérg oznaczamy symbolem ,, APSx" (czy-

tamy ,,x jest P lub 5%):

412-11 ,APSx,=,,APxSx"
X jest P lub S" znaczy ,,x jest P lub x jest S“. Sumg orzecznikéw: kwadrat
oraz romb, jest orzecznik: kwadrat lub romb, czyli czworobok réwnoboczny,
inaczej ,,x jest czworobokiem réwnobocznym®, to tyle, co ,,x jest kwadratem
lub jest rombem*®.

N, A s funktorami argumentéw orzecznikowych, odpowiadajg one defi-
nicyjnie funktorom argumentéw zdaniowych, N, A, lecz nie sg z nimi identyczne,
nalezg bowiem do innej kategorii semantycznej, dlatego oznaczamy je literami
innego Kkroju; to samo dotyczy dalszych definicji.

3. lloczyn orzecznikow P, S, ktéry oznaczamy symbolem ,KPS**
i czytamy ,,x jest P i S*

412—I111 , KPSx*“=,, KPxSx*“
»X jest P i S* to tyle, co ,,x jest P i x jest 5“. Np. iloczynem orzecznikéw:
czworobok réwnoboczny oraz czworobok prostokatny, jest orzecznik: czworobok
réwnoboczny i prostokatny, czyli kwadrat.

4. Dysjunkcja orzecznikow P,S:

412—I1v  ,,DPSx“=,,DPxSx"
,.X jest P albo S“ to tyle, co ,,x jest P albo x jest S™. Np. dysjunkcja orzeczni-
kow: cztowiek biaty, cztowiek nie-biaty, jest orzecznik: cztowiek biaty albo nie-
bialy — czyli: cztowiek.

5 Subsumcja orzecznikéw P, S: ,,CPS**“, czyhamy ,*, ktdre jest P,
jest S"

412—V ,,CPSx3>—, CPxSx*“
"x" ktdre jest P, jest 5, to tyle, co ,jezeli x jest P, to x jest S*. Wedtug tez
223,Ep i 223,f? teorii zdan ostatnie wyrazenie przeksztatca sie réwnowaznie
na ,x jest nie-P lub x jest 5“; zgodnie z tym subsumcji orzecznikdw nadac
mozna rowniez posta¢ ,,x jest nie-P lub Np. subsumcjg orzecznikow:
kwadrat, prostokat, jest orzecznik: nie-kwadrat lub prostokat, a zdania: ,,*
jest nie-kwadratem lub prostokagtem®, ,x, ktdére jest kwadratem, jest prosto-
katem , ,jezeli x jest kwadratem, to x jest prostokgtem®, sg roznymi posta-
ciami tej samej funkcji orzecznikowe;j.

6. Ro6wnowazno$¢ (ekwiwalencja) orzecznikéw P, S:

412—VI1 ,EPSx*“=; EPxSx'
Stylko x, ktore jest P, jest 5%, to tyle, co ,,zawsze i tylko, jezeli x jest P, to x
jest 5 . Zgodnie za$ z tezg 226,10 teorii zdan réwnowaznosci orzecznikéw
tnozna nadac réwniez posta¢ orzecznika ztozonego ,,nie-P lub S i nie-S lub P >
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Tak zatem réwnowazno$¢ orzecznikow np.: tréjkat roéwnoboczny, tréjkat
rownokatny, uja¢ mozna jako funkcje orzecznikowa w jednej z trzech postaci:
»TYlko X, ktore jest trojkatem réwnobocznym jest tréjkgtem réwnokatnym*,
X jest trojkatem nieréwnobocznym lub réwnokatnym i nieréwnokatnym lub
rébwnobocznym*, ,zawsze i tylko, jezeli x jest tréjkatem réwnobocznym, x
jest tréjkagtem réwnokatnym®.

W jezyku potocznym nie ma spdjnikéw miedzyorzecznikowych odpo-
wiadajacych spojnikom miedzyzdaniowym ,jezeli* oraz ,,zawsze i tylko jezeli*
gdy natomiast ,,i“, ,,lub“, ,albo“- sg spojnikami zaréwno miedzyzdaniowymi,
jak miedzyorzecznikowymi.

7. Orzecznik wuniwersalny: Ux, zdefiniowany przez tautologiczng
funkcje prawdziwosciowg (241); do tego celu obieramy funkcje APXNPX
(por. prawo wylaczonego $rodka, 223,19)

412-VIlI  ,,Ux" = ,,APxNPx*
»X jest U* znaczy  jeSt-P lub x nie jest P* (czyli: x jest jakimkolwiek przed-
miotem).

8. Orzecznik zerowy: Zx, zdefiniowany przez funkcje prawdziwoscio-
wa tautologicznie falszywg (241); do tego celu obieramy funkcje KPNp (por.
prawo sprzecznosci 224,23)

412-VI11 ,,z** = ,,KPxNPx"
X jest z« znaczy X jest P i x nie jest P" (czyli: x nie jest niczym).

Orzecznikom ztozonym odpowiadajg w interpretacji tresciowej wiasnosci
ztozone. Wiasnosci proste skladajg sie na wiasnosci ztozone, g sposéb, w jaki
to sie dzieje, jest wskazany przez wyliczone vir}zej polaczenia orzecznikowe.
Tak wiec mozemy mowi¢ o wihasnosciach, ktdre sg s.i:. . ni, iloczynami itp.
innych wiasnosci. Orzecznik U interpretujemy treSciowo jako wihasno$¢ przy-
stugujaca kazdemu przedmiotowi, Z w interpretacji tresciowej to wiasnosc,
ktéra zadnemu przedmiotowi nie przystuguje.

Podobnie w interpretacji zakresowej zakresy ziozone powstajg z zakresoéw
sktadowych, co uzmystawia schemat zbudowany, jak nastepuje:

Przypus¢my, ze mamy dwa zakresy P,S; dowolny przedmiot x moze na-
leze¢ badz a) do jednego zardwno, jak i drugiego; b) jedynie do zakresu P;
C) jedynie do zakresu S ; d) gni do jednego, ani uo drugiego. Ten stan rzeczy
ilustruje kazdy z umieszczonych ponizej rysunkéw, w ktérych zakres wszyst-
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kich przedmiotéw podzielony jest na zakresy a, b, ¢, d wedlug powyzszego,
wyliczenia. Zakresy P, 5 oraz ztozone budujg sie z zakreséw a, J.c.dw podany
nizej sposob:

1 Zakres P skiada sie z a, b 10. zakres EPS  skiada si¢ z a, d
2. " 5 " . a, C 11. » EMNS - w o b C
3. . NP ” ., GCd 2 ., K NS ” w o D

4, » N5 » »¥ d 13. »” KNPS .. C

5 APS - C 4. KN.NS w5 d

6. » KP5 oo A 5 ., U " AN
7 . DPS , ok d B, Z nie istnieje

8 , CPS ., w A

9 ., CSP wow ooy MO X

Tezy teorii zdan przeksztatcaja sie na t€zy teorii orzecznikéw pi
podstawienie wyrazen orzecznikowych za zmienne zaamowe, casigpicmc
funkcji prawdziwosciowych przez orzeczniki ztozone wedtug okreslen 412-1—
412-VII1 oraz dofgczenie kwantyfikatora ogdlnego na poczatku wyrazenia
w mysl dyrektywy wtérnej 2* (312). Otrzymane w ten sposob tezy teorii orzecz-
nikbw sa dwojakiego rodzaju:

a) BadZ nie zawierajg funktorow prawdziwosciowych, sg przeto funkcjami
orzecznikowymi z orzecznikami ztozonymi i sg tautologiczme prawdziwe
dla wszelkich wartosci zmiennych nezwowych, co dzieje sie w ten sposéb, iz
wystepujacy w takiej funkcji orzec"..u; j-.st orzecznikiem uniwersalnym. Tak
np. teza 221,1 teorii zdan przeksztatca sie wedtug definicji 412-Y na teze
412.1 (x)CPPx
stowami: Kazde x, ktore jest P, jest P.
Orzecznik CPP jest orzecznikiem uniwersalnym, co stwierdza sie na rys.
lub 2 zwazywszy, iz zakres przedmiotéw, ktore by, bedac P, nie byly
nie istnieje.
Z tezy,223,17 wedbug definicji 412-1 i 412-11 otrzymujemy teze
412.2 (UW)AKNP.r,
czyli: kazde x jest P lub nie-P; tezy tej uzyliSmy dla definicji orzecznika
uniwersalnego.

.b) BadZz zawierajg funktory prawdziwosciowe, ktérych argumentami sg
wyrazenia orzecznikowe; tezy takie sg przeto tautologiczme prawdziwymi
zwigzkami prawdziwosciowymi miedzy wyrazeniami orzecznikowymi. p.
teza 221,7 wedtug definicji 412-VI daje teze

412,3 (x)f:CPQXxCCQSxCPSx
stowami: dla kazdego x, jezeli x ktore jest P, jest Q, to jezeli £, ktore

jest Q, jest S — x ktore jest P, jest 5. Jest to jedna z postaci prawa sylogizmu
kategorycznego.
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Tezy 223,2 i 224,2 podobnie przeksztatcajg sie na
412.4 (X)CPXAPQX,
inaczej: dla kazdego x, jezeli x jest P, to x jest P lub Q
412.5 (X)CKPQxPx,

czyli; dla kazdego x jezeli x jest P i Q, to x jest P. Oba ostatnie twierdzenia
sg to prawa symplifikacji dla orzecznikdw.

Tezy 4121 — 412,5 naleza do kategorii semantycznych typow t(t(0)),
t(t(0),t(0)) i t(t(0),t(0t(0)) rzedu drugiego (324).

3. Stosunki tresci i zakresow

Subsumcja orzecznikbw CSPx interpretowana treSciowo brzmi; X,
ktore posiada wiasnos¢ S, posiada wihasnos¢ P*“. Logika klasyczna oddaje sto-
sunek tresci obu orzecznikéw zwrotem: ,wiasnos¢ P zawiera sie w (lub jest
czescig) tresci S (lub: ta druga zawiera w sobie tamtg). Np. wihasno$¢ prosto-
katnosci zawiera sie w tresci orzecznika ,kwadrat", to tyle, co ,x, ktore jest
kwadratem, jest figurg prostokatng“.

Ta gama subsumcja interpretowana zakresowo ma brzmienie: x, ktore
nalezy do zakresu S, nalezy do zakresu P". Logika klasyczna oddaje stosunek
zakresOw obu orzecznikéw w tym przypadku zwrotem: ,zakres S jest czescia
zakresu orzecznika P". Np. zakres kwadratdw jest czeScig zakresu prosto-
katow

Przeto

a) Zawsze i tylko jezeli wiasno$¢ P zawiera sie w treSci orzecznika S,
to zakres ¢i jest czedcig zakresu P.

lloczyn orzecznikow Sx, Px, czyli KSPx, jest orzecznikiem, ktorego
tres¢, w mysl tezy 412,5, zawiera w sobie tresci obu orzecznikéw S, P, a ktorego
zakres jest zarazem czeScig zarowno zakresu S, jak zakresu P. lloczyn K SPx
nazywa sie specjalizacjg lub determinacja (uszczegdlnieniem) orzecz-
nika S przez orzecznik P (lub orzecznika P przez orzecznik S). Np. tres¢
iloczynu orzecznikdw: rownolegtobok i rdwnoboczny, tj. réwnolegtobok réwno-
boczny, zawiera w sobie tres¢ obu orzecznikow; jego zakres jest czescig kaz-
dego z zakreséw skiadowych.

Suma orzecznikéw Sx, Px, czyli ASPx, jest orzecznikiem, ktorego tresc,
w mysl tezy 412,4, zawiera sie w tresci kazdego z orzecznikéw Sx, Px i ktérego
czeSciami zakresu sg zakresy kazdego z orzecznikdw Sx, Px. Np. tres¢ orzecz-
nika: kwadrat lub romb, czyli czworobok réwnoboczny, zawiera sie¢ w tresci
kazdego z tamtych (bo kwadrat jest czworobokiem réwnobocznym prostokagtnym,
a romb czworobokiem réwnobocznym ukos$nokgtnym), zakres za$ kwadratéw
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jest czescig zakresu czworobokow réwnobocznych, zaréwno jak zakres rombow.
Sume ASPx nazywa sie generalizacjg (uogOlnieniem) orzecznika Sx
przez orzecznik Px (lub Px przez Sx).

Zwigzki powyzsze ujmuje logika klasyczna w prawidto:
b) Specjalizacja rozszerza tre$¢, zacie$nia zakres; generalizacja zacie$hia
tre$¢, rozszerza zakres.

Prawidla a) i b) nosza w logice klasycznej nazwe praw odwrotnosci tresci,
i zakresu.

Whyrazenia ,tres¢” i ,zakres* orzecznikdw wystepuja w powyzszych
okresleniach w uwiktaniu. Nie okreslamy wprost, czym jest tre$¢ i zakres,
okreslilismy jedynie pewne zwroty, w ktérych wyrazenia te wystepuja, i jedynie
w tych zwrotach wolno nam sie nimi postugiwac.

Stosunki miedzy tresciami orzecznikbw ujmujg tzw. praedicabilia
logiki Kklasycznej, przy pewnych zatozeniach merytorycznych nie nalezacych
juz do logiki, lecz do tej szczegbtowej dziedziny wiedzy, ktorej terminami
sg odnosne orzeczniki. Niech treS¢ orzecznika S zawiera w sobie wikasnosci
P,Q,R,T,V. Desygnaty orzecznika S nalezg do zakresu badan jakiej$ nauki
i wiasnosci ich sg czesciowo takie same, jak wihasnosci innych przedmiotow
nalezacych do danego zakresu badan, czeSciowo za$ odmienne, Uchwycenie
tych podobienstw i rdznic jest zadaniem szczeg6lnej wagi dla poznania desyg-
natdw orzecznika Sm Spostrzeglszy np. egzemplarz nieznanej mi rosliny, ktorg
chce poznad, opisuje ja tak, iz szukam, do jakiej ze znanych mi roélin jest ona
najbardziej podobna oraz czym od tamtej sie rézni. Dziele przeto wiasnosci
P,Q,R,T,I na dwmue grupy. Do pierwszej zaliczam te, ktore charakteryzuja
podobienstwa miedzy desygnatami orzecznika S oraz dobrze znanymi mi
desygnatami innego zblizonego orzecznika 5j; do drugiej pozostate, tzn. te,
ktorymi desygnaty ¢ rcznig sie od desygnatow Sj. Wiasnosciami wspdlnymi
desygnatom orzecznikéw S i S1 niech bedg P,Q,R: nazywa si¢ je rodzajowymi,
aorzecznik G, ktorego trtsc zawiera w sobie te i tylko te wiasnosci, rodzajem
{genus) dla orzecznikdw 5 i S,, ktdre sg jego gatunkami (species). Pozostate
wiasnosci zawierajace sie w tresci orzecznika S, tj. T,V, tworzg réznice ga-
tunkowa D (differentia specifica) dla gatunku S ze wzgledu na rodzaj G. Mie-
dzy gatunkiem S irodzajem G oraz r6znicg gatunkoy/a D zachodzg stosunki CSC,
CSD, tzn. zaréwno tre$¢ rodzaju, jak tres¢ réznicy, zawierajg sie w tresci gatunku.
Gatunek jest réwnowazny iloczynowi rodzaju i roznicy gatunkowej: EeKUZ).
Natomiast nie moze by¢ tak, by ktdras wiasno$¢ nalezata do treSci zardéwno
rodzaju, jak roznicy gatunkowej. Wszelkie inne précz G i D wihasnosci zawie-
rajgce sie w tresci orzecznika S (a wiec np. KPQ, jakas wiasno$¢ W zawierajgca
sie w treSci T itp.) noszg nazwe wiasciwos$ci (proprium) dla gatunku 5 wobec
redzaju G, tak np. wlasciwosciag kwadratu zdefiniowanego jako prostokat
(redzaj) roéwnoboczny (réznica) jest réwnos¢ i prostopadtos¢ obu jego prze-1
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katnych. Wiasnosci, ktorymi r6znig sie miedzy sobg desygnaty pewnego
orzecznika jako gatunku, nazywajg sie cechami przypadkowymi (acciizns)
w stosunku do tego orzecznika. Jezeli orzecznik ujmiemy jako rodzaj wzgle-
dem innych gatunkdéw (podrzednych), to pewne z cech przypadkowych obejmy
role réznic gatunkowych, tak np. wiasnosci T, V tworzace réznice gatunkowg
dla gatunku S w obrebie rodzaju G, sg w stosunku do orzecznika G cechami
przypadkowymi. Rodzaj, réznica gatunkowa i wiasciwosci sg, w przeciwsta-
wieniu do cech przypadkowych, cechami istotny mi dla gatunku, spomiedzy
nijch za$ rodzaj i réznica s cechami konstytutywnymi (okreslajagcymi),
wiasciwosci — cechami konsekut ywnymi (pochodnymi).

Orzeczniki Z i U lezg poza zakresem praedicabiliow, a w szczeg6lnosci
2 nie jest gatunkiem wzgledem Zadnego rodzaju, U nie jest rodzajem wzgledem
zadnego gatunku. Z nie moze byé gatunkiem, poniewaz nie istniejg desygnaty
tego orzecznika (mdwiac jezykiem metafizyki Arystotelesa, gatunki i rodzaje —
to formy, ktére istniejg tylko w przedmiotach indywidualnych). U nie jest
za$ rodzajem wzgledem zadnego gatunku, lecz jest orzecznikiem transcen-
dentalnym wzgledem wszystkich gatunkoéw i rodzajow (omiia gzmra trans
cendit), albowiem nie mozna dobraé do U rdznicy gatunkowej, ktdra by nie
miata z nim wiasnosci wspolnej — co, jak wyzej powiedziano, jest warunkem
koniecznym utworzenia gatunku dla danego rodzaju; U zawiera sie bowiem
w treSci dowolnego orzecznika.

Charakterystyka stosunkow miedzy zakresami — oparta na
pojeciu czesci jak wyzej — nie daje systematycznego ich przegladu, nie kazde
bowiem dwa zakresy dajg sie wedtug niej ze sobg poréwnaé. Przeglad taki
daje charakterystyka oparta na schemacie wzajemnego potozenia zakresow.
Mianowicie dwa zakresy S, P mogg by¢ polozone wzgledem siebie badz taki
iz istniejg indywidua a, ktore nalezg do a) K3P, b) K N\ ¢) KN3P, 1) KN oNA
badZ tak, iz brak pewnych zakreséw spomiedzy a), b), c), d). U maszczona
nizej tablica 413,1 podaje wszelkie mozliwe przyoadki wzajemnego potozenia
dwoch zakreséw S, P. Znak ,,/“ w rubrykach Kor*, K N 3 KNSP, KN .N3
\vskazuje, iz pewne indywidua nalezg do odnosnego zakresu (zakres istnieje),
znak ,,—*“ wskazuje, iz zadne jndywidum do danego zakresu me nalezy (zakres
nie istnieje).

Sposréd wymienionych w tablicy 16 réznych przypadkéw wzajemnego
potozenia dwoch zakresdw 7 opatrzonych nazwami zachodzi, gdy zakresy
S, P sg jakiekolwiek, byle rézne od Z i U, dalszych 8 jedynie pod warunkiem,
iz przynajmniej jeden z obu zakreséw jos. Z lub U, ostatni za$ nigdy nie zachodzi,
poniewaz zawiera sprzeczno$¢. W logice klasycznej bierze sie pod uwage
jedynie stosunki miedzy zakresami réznymi od zakreséw Z . ¢J, przeto moéwiac
pozniej o stosunkach miedzy zakresami bedziemy mieli na mysli jedynie owych 7,
ktore spetniajg ten warunek.
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Rozdziat 2. Funkcje orzecznikowe z kwantyfikatorami

1. Generalizacja funkcji orzecznikowych

Funkcje orzecznikowe podlegajg generalizacji przez kwantyfikatory (311)
wigzace zmienne nazwowe. Dolgczajgc kwantyfikator przeksztatcamy funkcje
orzecznikowg na zdanie. Zdanie ,,(X)Px‘ czytamy ,,dla kazdego *: x jest P ;
zdanie za$ ,,(fur)/5“ — ,dla pewnego x: x jest P lub ,istniejg x takie, iz x
jest P", lub wreszcie ,,istniejg P"m

Za pomocg kwantyfikatorow mozna scharakteryzowa¢ orzecznik uni-
wersalny i orzecznik zerowy. Zastgpmy w lezie 313,.i (x)AfxNfx funkcje
propozycjonalng fx funkcjg orzecznikowag Px, nastepnie wyrazenie APXNi x



wedtug defin.icyj 412-1 i 412-11 przez APNPz, a wreszcie to ostatnie wyrazenie
przez U* vedtug definicji 412rVII. to otrzymujemy teze

42U (U™
czyli: Dla kazdege x: x jest U- Teza 421,1 charakteryzuje funkcje propo-

rcjonalng z orzecznikiem uniwersalnym jako tautologie ze wzgledu na zmienna
nazwowg (241).

W podobny sposob z tezy 314,2 N(Ex)KfxNfx z powotaniem sie na defi-
nicje 412-1, 412,-111 i 412-V111 wynika teza

421.2 N(Ex)Zx,

czyli: Nieprawda, iz dla pewnego x: xjest Z. Teza 421,2 charakteryzuje
funkcje orzecznikowg z orzecznikiem zerowym jako funkcje tautologicznie
fatszywg ze wzgledu na zmienng nazwowg (241).

Wedtug tez 315,3 i 315,4 tezy 4211 i 421,2 przeksztalcajg sie na
421.3 N(Ex)NU* 4214 (*)NZx,
czyli NU* jest orzecznikiem zerowym, a NZx jest orzecznikiem uniwersalnym

lub, innymi stowy, orzecznik zerowy jest negacjg orzecznika uniwersalnego,
a orzecznik uniwersalny jest negacjg orzecznika zerowego.

Podstawmy w prawie symplifikacji 221,2 CqCpg funkcje orzecznikowe
glUx, PI'Sx, zastagpmy w mysl definicji 412-V CSaU* przez CSU™* i zwigzmy
zmienng x kwantyfikatorem ogdlnym, ktéry, wedlug tezy 313,6 C(x)CfxgxC
(x)fx(x)gx, moze byé przeniesiony pod znak implikacji, to otrzymamy
C(*)U*(x)CSUx, skad wobec 421,1 przez oderwanie wynika

421.5 WCSU*,
czyli: Dowolny zakres S jest czescig zakresu uniwersalnego. Podobnie z tezy
222,6 CNpCpq, podstawiajgc p/ZxqlSx mozna wywnioskowa¢ z powotaniem
sie na 4214, iz

421.6 (x)CZSx,
czyli: Zakres zerowy jest czeScig jakiegokolwiek zakresu S.

Wsrdd innych orzecznikéw nalezy wyrdzni¢ orzeczniki jednostkowe,
czyli takie, ktdre posiadajg jeden tylko desygnat, np. ,najwyzszy szczyt 1 atr®.
Orzecznik jednostkowy nazywa sie okreslnikiem lub deskrypcjg swojego
desygnatu. Wyrazenie Q w ktorym O jest okre$lnikiem, a za$ nazwg jedynego
jego desygnatu, wyrdznia a sposrod wszystkich indyw.c 6w jako jedyne,
ktore jest O. Woyrazenie takie definiuje sie za pomocg stosunku identycznosci
jako réwnoznaczne ze stwierdzeniem: Dla kazdego jr: x jest O zawsze i tylko,
jezeli x jest a:

421-1 = ,Xx)EOxIxa"
Np. zdanie ,Gartuch jest najwyzszym szczytem Tatr“, wyrdzniajagce Gartuch
sposrdéd wszystkich szczytow tatrzanskich, jeden bowiem tylko jest miedzy

f, i

¢ (<]m},*>
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nimi najwyzszy, jest w mysl powyzszej definicji réwnoznaczne ze zdaniem:
Dla kazdego a: x jest najwyzszym szczytem Tatr zawsze i tylko, jezeli x jest
Gartuchem.

Jezeli nie wiadomo, jaki jest jedyny desygnat okreSlnika, definiujemy
funkcje ,,Ox"“ przez nastepujace warunki: |. dla pewnego y: y jest O (orzecz-
nik O nie jest orzecznikiem zerowym), 2. dla kazdego z: jezeli z jest O, to z
jest identyczne z x (orzecznik O posiada tylko jeden desygnat). Oba te warunki
obejmuje okres$lenie:

421-11  ,,0x“ = ,,K(Ey)0y(z)COzlIxz*
Np. ,,Jedyny wojownik pozostat z plemienia Mohikanéw", to tyle, co ,pewne
indywiduum jest ostatnim  Mohikaninem i kazde indywiduum, ktdre jest
ostatnim Mohikaninem, jest z nim identyczne .

Definicje 421-1 i 421-11 sg przyktadami bardzo waznej metody, ktora
pojecie jedynosci definiuje przez identycznosc.

2. Zdania kategoryczne

Funkcje orzecznikowe z kwantyfikatcrami stuzg do analizy r6znych typow
zdan jezyka potocznego i logiki klasycznej. Zajmijmy sie najpierw zdaniami
kategorycznymi dwucztonowymi, ktérych logika klasyczna rozroznia cztery
typy: a) ,,kazde 5 jest P*, czyli ,,SaP"; b) ,,zadne S nie jest P", czyli ,,SeP";
c) ,hiektére S sg P", czyli ,,SiP ;d) ,,niektére S me sg P , czyli ,,SoP . Dzieli
sie je na ogo6lne i szczeg6towe, twierdzagce i przeczace. Podziat
pierwszy nosi nazwe podziatu wedtug ilosci (ywntitas), podziat drugi jest
podziatem wedtug jakoS$ci (qualitas) zdania. W zdaniach wyliczonych typow
stwierdza sie pewien zwigzek miedzy dwoma orzecznikami S, P; orzeczniki
wystepujgce w zdaniu nazywajg sie terminami; termin znajdujacy sie na
pierwszym miejscu w podanych wyzej sformutowaniach (S), czyli termin,
0 ktérym sie orzeka, nazywa sie podmiotem zdania (subiectum), termin na
drugim miejscu (P), czyli termin, ktory sie orzeka, nazywa sie orzeczeniem
(praedicatum). Y —

Zakres zdan kategorycznych ogranicza sie w logice klasycznej do tych
jedynie, ktérych terminy dajg sie uja¢ w praedicabiha, przeto ani Z, ani U
nie moze by¢ terminem w zdaniu. Ograniczenie to wigze sie z zatozeniem
epistemologii Arystotelesa, wedlug ktérego wiedza naukowa dotyczy ogdlnych,
tj. gatunkowych, wiasnosci przedmiotow indywidualnych, orzekamy przeto
w zdaniach kategorycznych o gatunkach przedmiotow indywidualnych ich
rodzaje, roznice, wilasciwosci i cechy przypadkowe. Aby to sprecyzowac,
stawiamy na czele logiki klasycznej aksjomat

422,1 (S)(Ex)Sx,
tzn. dla kazdego orzecznika S istnieje takie a, iz x jest S-






wyrazZnie napisa¢, ze wykluczamy terminy zerowe, tak iz zdanie to jest koniunk-
Cjg twierdzenia, iz istniejg S i subsumcji CSPx. W miejsce definicji 422-1,
422-11 i 422-111 wchodza teraz przeto definicje:

422-1v  ,,SaP" = ,,K(Ex)Sx(x)CSxPx*
422-V noar =, K(Ex)Sx(x)CSPx™
422Vl ,.SaP“ - | M(EX)SxME*)KSNP**

W drugim znaczeniu pomijamy zatozenie egzystencjalne (Ex)Sx, tak iz
dopuszczamy terminy zerowe; zdanie og6lne twierdzace w tym znaczeniu
nazywamy stabym; nadto dla odrdznienia od zdania mocnego w wyrazeniu
stownym znak kwantyfikatora , kazde,., jest“ zamieniamy na ,wszelkie.....
jest...". Tak przeto dla zdania ogdlnego twierdzacego stabego definicja brzmi:

422-VIl  ,Wszelkie S jest P" = ,,(x)CSxPx“
422-V1Il ,,Wszelkie S jest P" = (x)CSPx"

422-1X ,, Wszelkie S jest P" = ,JV(EX)KSNPx"
Definiens w definicjach 422-VI11-VI111-1X ma posta¢ te samg, co w definicjach
422-1-11 i 111, lecz sens odmienny wobec odrzucenia aksjomatu 422,1.

W tym ogo6lniejszym od klasycznego ujeciu zdan ogdélnych twierdzacych
zdaniem mocnym jest np. zdanie ,kazdy owad jest zwierzeciem , zdaniem
stabym zdanie np. ,wszelkie kwadratowe kolo jest kwadratem . Takze tezy
4215 i 421,6 sg zdaniami og6lnymi twierdzacymi stabymi.

Zdanie og6lne przeczace: zadne S nie jest P — uwazamy za réwno-
znaczne ze zdaniem og6lnym twierdzacym o terminach S, NP: kazde S jest
nie-P. Definicja zdania ogblnego przeczacego w interpretacji implikacyjnej
brzmi przeto:

_ 422-X »SeP" - (X)CSxNPx",
»Zadne S nie jest P", znaczy, ,jezeli x jest S, to x rne jest P ; w interpretacji
subsumcyjnej:

422-X1 ,,SeP" = | (X)C5NPx”
.Kazde x, ktore jest S, jest nie-P";
w interpretacji za$ egzystencjalnej:

422-X11,,SeP" - ,,N(Ex)KSPx"
»Nieprawda, ze dla pewnego X, X jest S i P".
Jezeli wychodzimy poza logike klasyczna, nalezy odrézni¢ réwniez tutaj zdanie
mocne od zdania stabego; mamy w interpretacji subsumcyjnej:
Zdanie mocne: 422-XI11: ,.Zadne S nie jest P" =, /C(ExX)SX(X)CSNPxX"
i analogicznie dla interpretacji implikacyjnej oraz egzystencjalnej.
Zdanie stabe: 422-X1V ,Zadne S nie jest P" — ,(t)CSNP*
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Zdanie szczego6towe twierdzace logiki klasycznej: niektdre S sg P
— oddajemy w interpretacji implikacyjnej przez ,,nieprawda, ze dla kazdego x:

jezeli x jest S, to x nie jest P" — w interpretacji subsumcyjnej przez ,nie-
prawda, ze dla kazdego *: *, ktore jest S, jest nie-P* — w interpretacji
egzystencjalnej przez ,dla pewnych *: * jest P i * jest S" — co odpowiadg
definicjom:

422-XV  ,,SiP" = [ N(X)CSXNPx*

422-XVI ,,SiP* = [ ,N(x)CSfiPx"

422~XVIl ,,SiP" - ,,(EX)KSPx"

Przejscie od definicji 422-XV do 422-XVI odbywa sie przez definicje
412-1 i 412-V; od definicji 422-XVI do 422-XVIl na zasadzie tez 315,1 oraz
224,24 i 224,25.

Zdanie szczegotowe twierdzace zawiera kwantyfikator szczeg6towy i nie-
zaleznie od aksjomatu 422,1 stwierdza sie w nim istnienie desygnatow orzecz-
nika S. Takze przeto poza aksjomatem 422,1 nie powstaje dwuznacznosc,
jaka w obrebie zdan ogdlnych kaze rozr6zni¢ zdania mocne i stabe. Zdanie
szczegOtowe twierdzace jest w logice klasycznej negacjg zdania ogo6lnego prze-
czacego i rozumiemy je jako ,,przynajmniej niektore ... , nie za$ ,tylko nie-
ktére...“. Przy og6lniejszym ujeciu zdan ogolnych (tzn, przy odrzuceniu
aksjomatu 422,1) zdanie szczegGtowe twierdzace jest negacjg zdania ogolnego
przeczacego stabego, natomiast nie jest negacjg zdania ogdlnego przeczacego
mocnego; gdy S jest orzecznikiem zerowym, to zaréwno zdania ogdlne prze-
czace mocne, jak i szczegOtowe twierdzace sg falszywe; negacja zdania og6lnego
przeczacego mocnego jest alternatywg /4(z)NSx(£x)KSPj:; jezeli S jest orzecz-
nikiem zerowym, to prawdziwy jest pierwszy czion tej alternatywy ,,(-ONS* .

Analogicznie zdanie szczeg6towe przeczace logiki Klasycznej
niektore S nie sg P — oddajemy przez definicje:

422-XVI11 ,SoP* = ,,N(X)CSxPx" — w interpretacji implikacyjnej,
422-XIX  ,,SoP" = | ,N(X)CSPx" — w interpretacji subsumcyjnej.
422-XX »S0P" = XEX)KSWX" —w interpretacji egzystencjalnej;

jest ono w logice klasycznej negacjg zdania og6lnego twierdzacego, a przy
ogoblniejszym pojmowaniu zdan og6lnych — negacja zdania ogolnego twier-
dzacego stabego, nie jest natomiast negacjg zdania ogolnego twierdzacego
mocnego, gdyz oba te zdania, gdy podmiotem jest orzecznik zerowy, stajg
sie falszywe.

Omawiajgc zdanie ogolne przeczace: zadne S nie jest P, ustalilismy,
ze jest ono réwnoznaczne ze zdaniem ogdlnym twierdzacym o zaprzeczonym
orzeczeniu: kazde S jest nie-P, podobnie za$ zdanie szczegbétowe prze-
czace uznaliSmy za roéwnoznaczne ze zdaniem szczegdtowym twierdzacym
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0 zaprzeczonym orzeczeniu: niektére £ sg nie-P. Niektorzy logicy rozrozniali
zdania przeczace i zdania twierdzace 0 zaprzeczonym orzeczeniu, nazywajac
te drugie zdaniami nieskonczonymi (propositiones infinitae u Boethiusa)
lub limitujgcymi, czyli ograniczajgcymi; zasadg odrdzniajacg miato
by¢ to, iz zdania twierdzace i limitujgce rozumiano jako mocne, zdania prze-
czace jako stabe. Kant rozréznia zdania limitujgce i przeczace na tej pod-
stawie, iz zdania twierdzace stwierdzajg rzeczywisto$¢ (tzn. mozliwos¢ lub
aktualno$¢) przedmiotu; zdania przeczace — jego nierzeczywisto$¢; zdanie
limitujace; kazde 5 jest nie-P — stwierdza przeto rzeczywisto$¢ przed-
miotdw £, ktore sg nie-P, ograniczajgc zakres przedmiotéw £ do tych wikasnie
(stad nazwa zdania limitujgcego); zdanie przeczace: zadne £ nie jest P —
stwierdza nierzeczywistos¢ przedmiotow £, ktore bylyby P. Wymieniona
réznica jest roznicg znaczeniowg, intencjonalng (211), lezy przeto poza grani-
cami logiki w przyjetym pr?ez nas znaczenju.

Logicy, ktorzy rozrdzniajg zdania nieskoriczone i zdania przeczace, nazy*
wajg obwersja lub infinitacjg przeksztatcenie zdania przeczacego na réwno-
wazne nieskonczone lub odwrotnie. Tak zatem przez infinitacje przeksztatca
sie zdanie postaci ,,zadne £ nie jest P“ ng ,kazde £ jest nie-P“ i zdanie
postaci ,,niektore £ nie s3 P na zdanie ,,niektére £ sg nie-P  lub odwrotnie.
Uogdlniajac  za$ to postepowanie takze na zdania twierdzace, przeksztatca
sie je przez infinitacje na réwnowazne przeczace O orzeczeniu zaprzeczonym:
.kazde £ jest P- na ,zadne £ nie jest nie-P oraz ,niektore £ sg P“ na
,niektére £ nie sg nie-P“.

3, Uzupetnienie tablicy zdan kategorycznych

Dla zupetnosci rozwazan dotyczacych zdan kategorycznych logiki
klasycznej okazuje sie celowym uzupetni¢ ich liczbe czworkg zdan analogicz-
nych o podmiocie zaprzeczonym tak, aby terminy £, P wystepowaty
we wszelkich kombinacjach z negacjg i bez niej. Jezeli zdania logiki klasycznej
oznaczymy w znany sposob literami a, e, i, o, to niech odpowiednio litery
kreskowane oznaczajg zdania o podmiocie zaprzeczonym, jak nastepuje:

a' zdanie ogoélne twierdzace; kazde nie-£ jest P

e’ zdanie ogdlne przeczace: zadne nie-£ nie jest P

i zdanie szczegOtowe twierdzace: niektore nie-£ sg eP
0 zdanie szczegOtowe przeczace: niektdre nie-£ nie sg P.

Pobizsza tablica wymienia osiem tak uzyskanych odmian zdan katego-
rycznych, podajac je w interpretacji implikacyjnej, subsumcyjuej i egzystenc-
jalnej.
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Tablica 423-1
L L Interpretacja
Nazwa Skiot Brzmienie . . ; i
rTdikncwjnr snb-nmr.yjna | egzystencjalna
ogolne twier- a  kazde s (x)CsxPx (x,C5Px N(Ex)K3Wx
dzace jest P
ogolne przeczac, e  zadne S nie (x)CSXNPx (*)CINP* N(Ex)KSPx
jest p
szczegOtowe i niektore s sgP  N(x)CSxNPx N(x)C"}iPx (Ex)KSPx
twierdzace
szczegOtowe o  niektdre s nie  N(x)CSxPx N(x)C3Px (EX)KSNPx
przeczace sg P
Zdania 0 r*,.1” &e ziprzr« MM
ogolne twier- a  kazde mc-6 (X)U\SxPx (x,CNjPx YM(E*; KNONP
dzace jest P
ogollne przeczace .  zadne nic-S (Xx)CNSXNPx (x.CN NP* N(Ex,KHSPx
nie jest P
szczegbtowe r  niektore nie-S  N(x)CNSNPx  N(x, CN6aNP* {Ex)KtiSPx
twierdzace sq P
szczegOtowe o' niektdre nit-5  N(x)CNSxPx N(XyC NjPx (Ex;KN,NP*
przeczace nie s P

Do powyzszej tablicy odnoszg sie nastepujgce jeszcze uwagi:
Zdania ogdlne sg w interpretacji implikacyjnej i subsumcyjnej twier-

dzacymi, w interpretacji egzystencjalnej — przeczacymi; zdania szczegdto-
we sg twierdzacymi w interpretacji egzystencjalnej, przeczacymi — w dwoch
innych.

Zdania ogolne twierdzace i szczegOlowe przeczace w interpretacji egzy-
stencjalnej, a natomiast ogdlne przeczace i szczegGtowe twierdzace w inter-
pretacji implikacyjnej i subsumcyjnej maja orzeczenie P zaprzeczone, pozo-
stale nie. Zdania ogolne twierdzace w interpretacji egzystencjalnej, a szcze-
g6towe twierdzace w implikacyjnej i subsumcyjnej sg przeto zdaniami o po-
dwojnej negacji, jedna jest negacjg zdania jako catosci, druga negacjg orze-
czenia.

Kazde zdanie zawarte w tablicy 423-1 jest wieloznaczne w tym sensie,
iz jest prawdziwe zawsze i tylko, gdy miedzy zakresami S, P zachodzg nie-
ktore ze stosunkow z tabl. 413,1. tatwo zauwazy¢, iz warunki podane dla
okre$lenia stosunkow, miedzy orzecznikami w rubrykach a—d tablicy 4131
sg rownowazne zdaniom z tablicy 423-1, tak np. zakres KSP istnieje (warunek a)
zawsze i tylko, gdy prawdg jest zdanie: niektore S sg P (zdanie i), zakres KSP
nie istnieje zawsze i tylko, gdy prawdg jest: zadne 5 nie jest P (zdanie ¢€) itp.
Kazdy przeto stosunek miedzy dwoma zakresami jest okre$lony przez koniunkcje
czterech zdan z tablicy 423-1. Tablica 423,1 podaje zestawienie prawdziwosci
.1 1 falszywosci ,»—* zdan dla réznych stosunkdw.
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Rys. 4 uzmystawia zwigzki z tablicy 423,1 dla wszystkich oSmiu rodzajow
aa*Af
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4. Zdania jednostkowe otresinikowe

Zdania jednostkowe dwucztonowe, podmiotowo-orzeczemowe, mieszczg
sie poza rodzajami zdan kategorycznych, o ktorych wvzej byla mowa, i s3
dwojakie. W jednych podmiot m jest nazwa np. ,Adam byt pierwszym
cztowiekiem*. Sg to zdania proste, nazwaliSmy je zdaniami atomowymi (122),
otrzymujemy je z funkcji propozycjonalnych fx dioga sjaecjalizacji, kladac
za zmienng & nazwe a jako okre$long warto$¢ zmiennej; zdanie atomowe ma
przeto posta¢ ,,/a“. W drugich podmiotem jest okre$lnik, nazywamy je zda-
niami okre$lnikowymi. Okres$lnik nie jest nazwag, nie moze by¢ przeto
wartoscig zmiennej razwowej w funkcji propozycjonalnej fx i zdanie okre$lm-
kowe nie da sie przedstawi¢ w postaci ,/crNie jest ono zdaniem prostym,
lecz ma budowe ztozong, odmienng w kazdym z trzech nastepujacych przy-
padkdéw: a) gdy indywiduum bedace jedynym desygnatem okresimka jest znane,
b) gdy jest ono okre$lone, lecz nieznane, e) gdy jest nieokreslone.

W przypadku a) zdanie okre$lnikowe postaci ,,PO (,,0 jest P, w pierwszej
odmianie“) jest prawdziwe zawsze i tylko, jezeli 1) O jest okreSimkiem pewnego
przedmiotu indywidualnego a oraz Il) a jest Pm Warunek | formutujemy
(por. 421-1) zwrotem (x)EOxIxa, tzn.: dla kazdego zdanie ,,x jest 0
jest rbwnowazne ze zdaniem ,,x jest identyczne z przedmiotem a . Warunek
Il wyraza sie w zdaniu atomowym Pa. Zgodnie z powyzszym definiujemy
zdanie ,,O jest P*“ przez koniunkcje zdarn wyrazajacych Warunki (i II:

424-1 2PO“ = [K(X)EOxIxaPa“
Np. ,,najwyzszy szczyt Tatr jest turma granitowg rozumiemy jako koniunkcje:
dla kazdego X jest najwyzszym szczytem Tatr zawsze i tylko, jezeli x jest
Gartuchem i Garluch jest turnig granitowa.

W przypadku b) konieczne i wystarczajagce warunki prawdziwo$ci zdania
okre$Inikowego PO (,,O jest P, w drugiej odmianie ) sg nastepujace;
I) dla pewnego x prawdg jest ze 0x, czyli (Ex)Ox;
I) tylko dla jednej wartosci x prawda jest, ze 0x, czyli (X)(y)CKOxOylxy
(dla kazdego x i dla kazdego y : jezeli O.r i Qy, to x jest identyczne zy);
1) dla kazdego ar: jezeli 0x, to Px, czyli (x)COxPx. Stad definicja
zdania okres$lnikowego w tymi przypadku: /
424-11  ,PO* = [ KK(Ex)0kx){y)CKOx0yIx*x)COxPx1
Np. ,nastepny papiez bedzie 264 papiezem z kolei*, to tyle, co: ,,I) dla pew-
nego x prawda bedzie, ze x bedzie nastepnym papiezem; I1) tylko dla jednej
wartosci x bedzie prawdg, Zze x bedzie nastepnym, papiezem; IIl) ktokolwiek
bedzie nastepnym papiezem, bedzie 264 papiezem z kolei .
W przypadku c) nieokre$lono$¢ indywiduum sprawia, ze nie ma sposobu
stwierdzenia jego jedyr.csci, zdanie okreslnikowe tego typu, np. ,,jakis blondyn
przywitat mnie u wejscia“, rozumiemy jako réwnowazno; koniunkcji .»dla
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pewnego X: X jest blondynem i x przywita! mnie u wejscia“ . Definiujemy zgodnie
z powyzszym zdanie ,,PO“ (,,Ojest P, w trzeciej odmianie*, czyli ,jakie$
O jest P“):

424-111  ,,PO* = ,,(Ex)KOxPx*

Zdanie okre$lnikowe ktérejkolwiek z trzech wyszczegoélnionych wyzej od-
mian jest falszywe w przypadku, gdy przynajmniej jeden z jego skfadnikéw jest
fatszywy, tz. gdy badz nie ma desygnatu okres$lnika, badz desygnatéw tych
jest wiecej niz jeden (w przypadkach aib), badz gdy indywiduum dane przez
okredlnik nie posiada wiasnosci orzeczonej w zdaniu okre$lnikowym. Tak
np. falszywe sg trzy zdania: a) jedyny syn kréla Zygmunta Augusta byt ostat-
nim Jagiellonem (bo Zygmunt August nie miat syna); b) jedyny syn Kazi-
mierza Jagiellonczyka byt po nim krélem polskim (bo Kazimierz Jagiellon-
czyk miat wiecej syndw); c¢) najstarszy syn Kazimierza Jagiellonczyka zyt 91 lat
(bo nie zyt tyle).

Szczegdblnie wazny jest przypadek pierwszy (brak desygnatu), poniewaz
pozwala na wyjasnienie zdan o przedmiotach nieistniejgcych czyli fikcyjnych.
Przedmiot fikcyjny nie jest w ogdle zadnym indywiduum, przeto ani rze-
koma nazwa takiego przedmiotu nie jest nazwa, ani rzekoma jego deskrypcja nie
jest deskrypcja. Istniejg jednak orzeczniki zerowe majgce posta¢ deskrypcji,
takim jest np. ,,Hamlet*, przy czym wyraz ten rozumiemy jako ,ksiaze dunski,
bohater tragedii Szekspira“. Orzeczniki tego rodzaju pozwalajg formutowac
zdania postaci ,,Hamlet jest osobg fikcyjng”, ktdre uwazamy za réwnoznaczne
ze zdaniem przeczacym ,nieprawda, ze dla pewnego X jest Hamletem“.
W zdaniu takim przeto jest mowa nie o przedmiocie fikcyjnym zwanym Ham-
letem, lecz o orzeczniku ,,Hamlet", o ktérym orzekamy; ze jest orzecznikiem
zerowym (421,2). Kazde za$ inne zdanie, ktdérego podmiotem jest wyraz ,,Ham-
let, jest zdaniem falszywym, poniewaz nie ma przedmiotu, ktéry by byt
desygnatem tak brzmigcego okreslnika. Spotykamy sie tutaj z pewng pozorng
trudnoscig; mianowicie wezmy pod uwage dwa zdania: 1. ,,Hamlet umart
w miodym wieku®, Il. ,Hamlet nie umart w miodym wieku“. Sg to dwa
zdania o Hamlecie, a zatem oba sg wedtug tego, co zostalo powiedziane, fal-
szywe. Zarazem jednak sg one (wskazuje na to ich budowa) dwoma zdaniami
sprzecznymi, a wiec, wedtug zasady wylgczonego s$rodka, jedno z nich jest
prawdziwe. Ot6z tak bytoby, gdyby to byty dwa zdania proste atomowe o pod-
miocie ,,Hamlet" : tak jednak nie jest, poniewaz nie ma takiego indywiduum.
Trzeba oba zdania rozumie¢ inaczej i jedynie odpowiednia jest tutaj taka ich
analiza, wedlug ktdrej sg one dwoma falszywymi zdaniami okresinikowymi,
a mianowicie niech bedzie:

a (Ex)(x jest Hamletem),

b) (*) (yY)CK(x jest Hamletem) (y jest Hamletem) Ixy,

c) (uNC(or jest Hamletem) (x umart miodo),

d) (X)C(x jest Hamletem) (x nie umart miodo).



Zdanie | jest réwnoznaczne z komunkcjg KKabc, zdanie Il — i koniunkcjg
KKabd, przy czym zdanie a) jest fatszywe, zdania za$ b), c), d) — prawdziwe
jako implikacje formalne o poprzedniku falszywym przy kazdej wartosci X,

regp. X iy,
Rozdziat 3. Logika klasyczna
1. Opozycja zdan

Miedzy zdaniami kategorycznymi logiki klasycznej wraz ze zdaniami
0 podmiocie zaprzeczonyim zachod nag%gpuja‘(ze zwigzki, (zdania oznaczamy

symbolami ,,a“, »f » ‘e , 0™)
431,1 CaNo 431,3 CNoa
431,2 CoNa 431,4 CNctb

Zdanie a jest rownowazne negacji zdania o, zdanie o — réwnowazne

negacji zdania a. Logika klasyczna nazywa stosunek miedzy zdaniami a, a
sprzeczno$cig (oppositio contradictoria).

431.5 CeNi 431,7 CNie

431.6 CiNe 431.8 CNei
ICazde ze zdan e, i jest negacjg drugiego z nich. Zachodzi miedzy nimi réwniez
stosunek sprzecznosci.

4319 CaNe 431,10 CeNa
Zwiagzki 431,9 i 431,10 sg rownowazne dysjunkcji miedzy zdaniami a,e
(por. 2251 i 225,2). Logika klasyczna nazywa stosunek miedzy tymi zdaniami
stosunkiem przeciwienstwa (opp. contraria).

431,11  Cai 431,12 Ceo

Miedzy zdaniami a, i oraz e, o zachodzi implikacja. Logika klasyczna
nazywa ten stosunek podporzadkowaniem (subalternatio).

431,13 CNio 431,14  CNoi
Zwigzki 431,13 i 431,14 sg rownowazne alternatywie miedzy zdaniami
i, 0 (223,16 i 223,17). Logika klasyczna nazywa ten stosunek podprzeci-
wieAstwem (opp. subcontraria).

Tezy 431,1 — 431,14 tatwo sprawdzi¢ na rys. 3 (423). lak np. zwigzek
CaNe widoczny jest stad, iz zdanie a jest prawdziwe tylko dla stosunkow
podrzednolci i rdwnowaznosci miedzy terminami zdania, natomiast dla sto-



sunkéw tych zdanie e jest falszywe; podobnie zwigzek Car sprawdza sie w ten
sposéb, iz dla stosunkéw podrzednosci i rdwnowaznosci, dla ktérych zdanie a
jest prawdziwe, takze zdanie i jest prawdziwe; zwiazek za$ CNio widoczny
jest stad, iz Ni jest prawdziwe dla sprzecznosci i przeciwienstwa, dla ktérych
takze o jest prawdziwe itp.

Stosunki przeciwienstwa, sprzecznosci i podprzeciwienstwa miedzy zda-
niami sg analogiczne do tak samo nazwanych stosunkdéw miedzy zakresami
termin6éw. Analogia ta staje sie naoczna przez poréwpanie wykreséw dla sto-
sunkéw miedzy terminami z tablicy 413,1 z rysunkiem 3 (423) uzmystawiajgcym
na odcinkach stosunki miedzy zdaniami. *_

Aby przeprowadzi¢ dowod tez 431,1 — 431,8, nalezy wykazaé, ze zdanie
0 jest negacja zdania a oraz zdanie i negacja zdania e. StwierdziliSmy to juz
przy sposobnosci szukania formuty dla zdan og6lnych i szczegétowych, powotujgc
sie na tezy 224,26 i 224,27 teorii zdan, oraz 315,1 i 315,2 teorii funkcji propo-
zycjonalnych. Podobnie tez tezy 431,9 — 431,14 dajg sie udowodni¢ na pod-
stawie tez teorii zdan i teorii funkcji propozycjonalnych, przy czym po udo-
wodnieniu tezy 431,9 otrzymamy z niej 431,10 przez transpozycje, z tez 431,9
1431,10 nastepnie 431,11 j431,12 baczac, ze i jest Ne, za$ o jest Na — i w po-
dobny sposéb takze 431,13 i 431,14. Dowdd tezy 431,9 opiera sie na tezie
222,12 CCpqCCpNgNp, ktérg przeksztatcamy na teze teorii funkcji propo-
zycjonalnych podstawiajac pif:r, q gx oraz wigzac zmienng x kwantyfikatorein
ogo6lnym: (x)CCfxgxCCfxNgxNfx. Wprowadzmy z kolei funkcje orzecznikowe
fx/Sx,gx/Px oraz zastgpmy wedtug definicji 412-1 i 412-V ,,CSxPx" przez
,»CSPx i ,,CSxNPx“ przez ,CbNP** oraz ,,NSx* przez ,NS**, a zarazem
wprowadzmy kwantyfikator ogélny do wnetrza implikacji wedtug tezy 313,6,
tak iz otrzymujemy C(x)eSP;tC(;\:)C2NPA:(;r)NS.r — stosujemy prawo trans-
pozycji do wewnetrznej implikacji, a nastepnie prawo komutacji hijrotez; zarazem
dla skrécenia piszemy ,,a“ zamiast ,,(*) CSPx" oraz ,,e“ zamiast ,,(.)C5NPx
mamy przeto C(Ex)SxCaNe, skad odrywamy poprzednik réwnoksztattny
aksjomatowi 442,1 (kwantyfikator (S) moze by¢ dotgczony bez zmiany sensu
wyrazenia, por. 312, dyrekt. 2’, aby otrzymaé w rezultacie teze 431,9, ktorg
mieliSmy udowodnic.

lezy 431,1 — 431,14 charakteryzujg stosunki opozycji miedzy zdaniami
0. & i, 0; ilustracje graficzng tych stosunkow daje wykres zwany kwadratem
logicznym (rys. 5).

W calym zakresie o$Smiu rodzajow zdar kategorycznych powtarzajg sie
stosunki kwadratu logicznego czterokrotnie. Mianowicie:
sprzeczno$¢ zachodzi miedzy zdaniami a-o,e-i,a-0’,e -i';
przeciwienstwo zachodzi miedzy zdaniami a-e,a~a',a'~e\e~e;
podporzadkowanie zachodzi miedzy zdaniami a-i,a -i',e-0,e’-i,a-0’,a -0,e-i ,€ -0 ;
podprzeciwieAstwo zachodzi miedzy zdaniami i-0,i-i’,0-0',i'-0 ;
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Cztery kwadraty logiczne aeio, a et 0’, aa’o'o, ee'i'i uzmystawia rys. 6.

ci al

1 ezy odpowiadajgce wszystkim powyzszym stosunkom dajg sie sprawdzic¢
ha tablicy 4231 1na rys. 4 (423). Dowody ich sg analogiczne do dowoddéw
tez poprzedzajacych, z tym zastrzezeniem, ze w miejsce tezy 323,12 wchodzi
W nie teza 22Z.11 CCpgCCNpqg.

2. Odwracanie zdan

Odwro6ceniem prostym (conversio simplex) zdania nazywa sie w logice
klasycznej jego przeksztatcenie polegajgce na przestawieniu jego podmiotu
lorzeczenia. lak np. zdanie ,kazde S jest P" daje przez odwrdcenie proste
.Kazde P jest S', zdanie za$ ,niektére S sg P* daje ,,niektére P sg S' - Dla
niektérych rodzajéw zdan kategorycznych zachodzi miedzy zdaniem i jego
odwrdceniem prostym implikacja, tak iz z prawdziwosci zdania mozna wniosko-
wac o prawdziwosci jego prostego odwrdcenia. Moéwimy w takim przypadku,
ze odwrdcenie proste jest dozwolone. Odwrdcenie proste jest dozwolone
jedynie dla zdan e oraz 1, mamy bowiem (niech ,,c* przed literg oznaczajaca

zdanie znaczy odwrdcenie proste tego zdania, np. ,,ce‘ — odwrdcenie proste
zdania e):

432.1 Cece

432.2 Cici

Odwrdcenie proste zdan e oraz i jest przeksztatceniem odwracalnym, albowiem
takze

432.3 Ccee

4324 Ccii

Dowody tez 432,1 — 432,4 uzyskamy biorgc z tablicy 423-1 zdania e resp.
i winterpretacji implikacyjnej lub subsumcyjnej i stosujagc prawo transpozycji
oraz podwojnfego przeczenia albo tez biorgc je w interpretacji egzystencjalnej
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i stosujgc prawo przemiennos$ci (224,4 i 224,5) koniunkcji. Otrzymamy w pier-
wszym przypadku ze zdania e, czyli (x)CSNPx, zdanie (x)CPNSx, w drugim
przypadku ze zdania e, czyli N(Ex)KSPx, zdanie N(Ex)KPSx, a zatem w kazdym
przypadku rowniez zdanie typu e, lecz z przestawionymi terminami; podobnie
ze zdania i w pierwszej postaci N(X)CSNPx zdanie N(x)CPNSx, ze zdania
i w drugiej postaci (Ex)K.SPx zdanie (Ex)KpSx, czyli rowniez zdanie typu i,
lecz z prze-stawionymi terminami.

Dla zdania a odwrdcenie proste me jest dozwolone, stosujemy zamiast
niego tzw. odwrocenie przez ograniczenie (conversio per accidens), czyli
przeksztatcenie zdania a na ci, bedgce rezultatem dwdch nastepujacych po kolei
przeksztatcen: przejScia od zdania a do podrzednego mu zdania i wedtug
zwigzku Cai (431,11) oraz odwrdcenia prostego tegoz zdania i. Odwrdcenie
przez ograniczenie znajduje wyraz w tezie

4325 Caci,

ktorag wedtug prawa sylogizmu wyprowadzamy z tez 431,1 | i 432,2 Odwrdécenie
przez ograniczenie nie jest odwracalne, tan. implikacja odwrotna wzgledem
432,5 nie zachodzi.

Zdanie o nie pozwala na zastosowanie ani odwrdcenia prostego, ani odwro-
cenia przez ograniczenie.

Mozemy jednak znalez¢ regute ogo6lng odwracania zdarh wszystkich rodza-
jow, gdy zastosujemy postepowanie, ktore postuzyto nam przy odwracaniu
prostym zdan e oraz i wychodzac od ktorejkolwiek interpretacji zdan Kkite-
goryc nych. Wyjdzmy przeto od interpretacji egzystencjalnej zdan (tablica 423,2)
i zastosujmy prawo przemiennosci koniunkcji, wskutek czego otrzymujemy
dla kazdego rodzaju zdanie réwnowazne mu z przestawionymi terminami,
jak nastepuje:

lablica 432,6
Zdanie odwraca sie réw, owaz de na prawo odwrdcenia
a NE>. K N o n.L: KN .Sr e Lace
e N>zx K B K i« ce Eece
i (La K3z U\ K sx (i Eici
0 arx KN * (i,A KN o cl Eoci
J NU  KN.N * niLa KN N r ca Eaca
e/ Mi:a KNji‘x iV{tx K Ng(x ca Eeca
'r/ (Lx Kii -v (Ex.K N.ix co Lico
0/ (tx KN N x (Lx KN NS* co Eocd



Wyniki zapisane w ostatniej rubryce nasuwajg nastepujace uwagi: Zdania e
oraz i odwracajg sie rownowaznie w sposob prosty, jak to zostato juz poprzednio
Stwierdzone w tezach 432,1 — 432,4; tak samo w sposdb prosty odwracajg sie
zdania a oraz 0. Zdanie a, dla ktérego mieliSmy nieréwnowazne odwrocenie
przez ograniczenie, odwraca sie rownowaznie na zdanie e, zdanie o, dla ktérego
poprzednio nie znalezliSmy odwrdcenia, odwraca si¢ na i'. Oba te odwrdcenia
nosza u niektdrych autoréw nazwe odwrocen przez kontrapozycje i sg trak-
towane jako potaczenie dwdch przeksztatcen: zdanie odwracane najpierw
przeksztatca sie przez obwersje na zdanie przeciwnej jakosci o0 zaprzeczonym
orzeczeniu, a na e, za$ o na i, nastepnie owo nowe zdanie odwraca sie w sposob
prosty, wskutek czego termin zaprzeczony znajdzie sie¢ w podmiocie. Tak samo
przez kontrapozycje odwraca sie zdanje €' na a oraz i" na o.

Odwracanie zdan ilustrujemy na schematach Eulera, jak pp.;

a) Eace 'S podrzedne do P ,,a‘ =
* ,MEX)KSUPx*

= ,,N(Ex)KNPSx*

Oba zdanja ,kazde S jest P*
oraz vzadne nie-P nie jest S“
stwierdzajg, ze zakresy S i me-P
nie majg czesci wspolnej (rys. 7).

b) EeceS przeciwne do P ,e“ = ,,N(Ex)KSPx*
,,ce* = N(Ex)KPSx“

Oba zdania ,,zadne S nie jest P" oraz ,zadne
P nie jest S" stwierdzaja, ze zakreskowane za-
kresy S i P nie majg czesci wspdlnej (rys. 8).

c) Eoci S niezalezne wzgledem P:
»0" = (Er)Km Bx*
= ,,(ExX)KH?Sx*
Oba zdania ,niektdre S nie sg P*“ oraz ,nie-
ktore nie-P sg S* stwierdzaja, ze zakresy

S i nie-P posiadajg cze$¢ wspblng (zakresko-
wang, rys. 9).

Odwracajac zdanie a przez kontrapozycje na zdanie €', nastepnie powtornie
odwracajgc otrzymane zdanie €' przez ograniczenie na zdanie o' otrzymujemy
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przeksztalcenie zwane przez niektorych autorow (Keynes) mwersjg; prze-
ksztatca ono zdanie a na o

432,7 Cdo
Np.: zdanie ,kazde dziecko jest ciekawe

daje przez ’inwersj(-;- ,,ni'elkt()'re nic
dzieci nie sg ciekawe .

Podobnie mozemy zastosowac inwersje do zdania e odwracajac je wprost,
a nastepnie powtdrnie z ograniczeniem : CCeceCCce, Cei , inwersja przeksztatca
przeto zdanie e na i
432,8 Cei'
Np. ,.zaden harcerz nie klamie" przeksztalca sie przez inwersje na ,niektérzy
nie-harcerze klamig“.

Ogolnie przeto inwersja jest zwigzkiem, ktory pozwala na przejscie o
zdania ogoélnego do zdania szczegdtowego przeciwnej jakosci o zaprzeczonym
podmiocie. Dla zdan szczegdtowych inwersja nie jest mozliwa, zdanie szcze-
gotowe o podmiocie S nie pozwala nic stwierdzi¢ o jakimkolwiek zdaniu z Pod"
miotem NS. Zwiagzki inwersji mozna odczyta¢ wprost z tablicy 423,1 lub rys. 4
(423) podobnie, jak odczytywalismy z tej tablicy lub z rys. 3 zwigzki opozycji
miedzy zdaniami. Zwigzki inwersji znamy réwniez juz z rozszerzonego kwa-
dratu logicznego (rys." 6) jako zwigzki pcdrzednosci. Oprdcz wymienionych
sg to jeszcze;

432.9 Cdo
432.10 Cei
Zwigzki inwersji ilustruje graficznie rys. 10 i II.

3. Sylogizmy j*

Nauke o sylogizmie wywodzi sie w logice klasycznej z dictum de om
de nullo (por. 212 oraz 312). Stosuje sie je jednak tutaj inaczej n.z wowcza ,
gri)urﬁzytaczali’ y je w zwigzku z dyrektywa po.dstawiam3. Mianowicie ro-

I , tutaj jako interpretacje tery 221.7 (zob. ,,ze, 433 29), ,.k narte-
puje: Jezeli o przedmiotach M prawdziwe jest prawo ogolne badZz w postaci
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twierdzacej (de omni: kazde M jest P), badZz w postaci przeczace) (de nullo:
zadne M nie jest P) i jezeli pewne przedmioty 5 badZ wszystkie s3 M, badz
niektdére sg M, to o kazdym S w pierwszym przypadku, a o niektérych w drugim
prawdziwe jest owo prawo ogolne. Takrozumiane dictum daje cztery rodzaje
zwigzkow, zaleznie od tego, czy prawo ogdllne jesttwierdzgce, czyprzeczace

i czy o wszystkich, czy o niektérych S orzekamy M (zdania oznaczamy w zwykty
spos6b literami ,a“, ,e“, ,i“, ,,0“ piszac je miedzy literami o0znaczajacymi
podmiot i orzeczenie zdania):

433.1 CMaPCSaMSaP
433.2 CMePCSaMSeP
433.3 CMaPCSiMSiP
433.4 CMePCSiMSoP

Dwie pierwsze postaci sylogizmu majace w nastepniku zdanie ogélne pozwalaja
a .cwanie dictum po raz drugi (CSaPCSiSSiP), skad dostajemy dwie
dodatkowe jeszcze formy zwane podrzednymi lub ostabionymi (subalter-
natae):
4335 CMaPCSaMSiP
433.6 CMePCSaMSoP

Zastosowanie dictum wymaga wprowadzenia trzech zdan, z ktoérych pierwsze
nazywa sie przestanka wieksza, drugie przestankg mniejszg, trzecie
konkluzjg sylogizmu. W owych trzech zdaniach znajdujg sie trzy terminy,
kazdy dwukrotnie i w dwoch réznych zdaniach. Termin wystepujacy w pod-
miocie Kkonkluzji (subiectum Sj nazywa sie terminem mniejszym (tzn.
0 mniejszym zakresie); termin wystepujacy w orzeczeniu konkluzji (praedicatum
P) nazywa sie terminem wiekszym (tzn. o wiekszym zakresie); termin,
ktorego me ma w konkluzji, natomiast jest w obu przestankach nosi nazwe
terminu S$redniego (terminus medius M); w przestance wiekszej wystepuje
termin S$redni i termin wiekszy, w przestance mniejszej — termin mniejszy
1termin Sredni, w konkluzji — termin mniejszy i termin wigkszy.

Szes¢ wyszczegoblnionych wyzej sylogizméw — to szeS¢ odmian, czyli
trybow (modi), pierwszej figury. Figurg sylogizmu nazywamy schemat
scharakteryzowany przez potozenie terminu $redniego w przestankach; w fi-
gurze pierwszej termin $redni jest podmiotem przestanki wiekszej i orzeczeniem
przestanki mniejszej. Tryby r6znig sie miedzy sobg rodzajem (jakosScig i iloscia)
zdah tworzacych przestanki i konkluzje, w figurze pierwszej poszczegdlne
tr3by skladajg sie ze zdan aaa, eae, aii, eio, aai, eao. Sg one 0znaczone nazwami
mnemotechnicznymi, w ktérych kolejne samogtoski wskazujg przestanke wieksza,
mniejszg i konkluzje: Barbara, Celarent, Darii, Ferio. Dwa tryby podrzedne
nie majg odrebnej nazwy klasycznej, jednakze czasem nazywane bywajg Barbari
i Celaront, by wskaza¢ ich zalezno$¢ od Barbara i Celarent.
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Z trybow pierwszej figury uzyskuje sie przez przeksztalcenia rownowazne
tryby trzech figur pozostatych, mianowicie w figurze drugiej termin S$redni
jest orzeczeniem obu przestanek, w figurze trzeciej — podmiotem obu prze-
stanek, w figurze czwartej — orzeczeniem wigkszej i podmiotem mniejszej

przestanki. Dla zapamietania tych stosunkéw pomocny jest nastepujacy symbol
tmokowy:

Ryb 12

Sze$¢ trybow figury drugiej otrzymuje sie z trybdw figury pierwszej przez
przeksztatcenie zwane odwroceniem sylogizmu (corwersio syllogismi),
a polegajace na transponowaniu implikacji miedzy przestanka mniejszg i kon-
kluzjg wedlug tezy 224,30, wskutek czego negacja konkluzji staje sie przestankga
mniejsza, a negacja mniejszej przestanki — konkluzjag. W ten spos6b prze-
ksztatca sie:

433,7 Barbara, czyli CMaPCSaMSeP na CMaPCSoPSoM, czyli Baroco

433.8 Celarent CMePCSaMSeP CMePCSiPSoM Festino
433.9 Darii CMaPCSiMSiP CMaPCSePSeM Camestres
433.10 Ferio CMePCSiMSoP CMePCSaPSeM Cesare
433.11 Barbari CMaPCSaMSiP CMaPCSePSoM Camestros
433.12 Cetaroni CMePCSaMSoP CMePCSaPSoM Cesaro

Spomiedzy owych szesciu trybdéw dwa sg, podobnie jak w pierwszej fi-
gurze, podrzedne, mianowicie: Camestros wzgledem Camestres oraz Cesaro
wzgledem Cesare. Wskutek transpozycji zmienita sie rola terminéw w stosunku
do roli, ktérg miaty w réwnowaznych trybach figury pierwszej: P stat. sie ter-
minem S$rednim, M — terminem wiekszym. Wszystkie tryby figury drugiej
majg konkluzje przeczace, bo te sg negacjami mniejszej przestanki zawsze twier-
dzacej w trybach figury pierwszej.

Sze$¢ trybow figury trzeciej otrzymuje sie z trybow figury pierwszej przez
odwrdcenie sylogizmu, podobnie jak przy figurze drugiej, z tg roznicg, iz
transponuje sie przestanke wiekszg z konkluzjg wedtug tezy 224,31, mianowicie
przeksztatca sie:

433.13 Barbara, czyli CMaPCSaMSaP na’CSoPCSaMMoP, czyli Bocardo

433.14 Celarent ,, CMePCSaMSeP CSiPpCSaMMiP Disamis
433.15 Darii . CMaPCSiMSiP CSePCSiMMoP Ferison
433.16 Ferio ., CMePCSiMSoP CSaPCSiMMiP Datisi

433.17 Barbari ,, CMaPCSaMSiP CSePCSaMMoP Felapton

433,18 Celaront ,, CMePCSaMSoP CSaPCSaMMiP Darapti
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Wszystkie tryby trzeciej figury majg konkluzje szczegdtowe, jako negacje
wiekszej przestanki zawsze ogolnej w trybach pierwszej figury. Dwa z nich,
Felapton i Darapti, majg obie przestanki og6lne, konkluzje szczeg6tows, jak tryby
podrzedne, z ktérych powstajg, same jednak nie sg,podrzedne wzgledem Zzadnego
z trybow pozostatych.

Wreszcie tryby czwartej figury otrzymamy z trybow figur poprzednich
stosujac odwrocenie proste tam, gdzie jest ono dopuszczalne, tzn. w zdaniach
e oraz i:

Z pierwszej figury

a) przez odwrdcenie obu przestanek:

433,19 Ferio, czyli CMePCSiMSoP na CPeMCMIiSSoP, czyli Fresison

b) przez odwrécenie konkluzji przy jednoczesnej komutacji obu prze-

stanek:
433.20 Barbari, czyli CMaPCSaMSiP na CSaMCMaPP\S, czyli Bamalip
43321 Celarent ,, CMePCSaMSeP ,,CSaMCMePPeS ,, Calemes
433.22 Darii » CMaPCSIMSiP  ,,CSiIMCMaPPiS ,» Dimatis

Z drugiej figury
przez odwrdcenie mniejszej przestanki:
433.23 Festino, czyli CMePCSiPSoM na CMePCPiSSoM, czyli Fresison

433.24 Camestres ,, CMaPCSePSeM , CMaPCPeSSeM ,, Calemes
433.25 Camestres ,, CMaPCSePSoM ,,CMaPCPeSSoM ., Calemos

Z trzecie) figury
przez odwrdcenie wiegkszej przestanki:
433.26 Disamis, czyli CSiPCSaMMiP na CPiSCSaMMiP, czyli Dimatis
433.27 Ferison , CSePCSiMMoP , CPeSCSiMMoP ,, Fresison
433.28 Felapton , CSePCSaMMoP , CPeSCSaMMoP ,» F€sapo

tacznie zatem dla czwartej figury powstaje szeS¢ trybow: Bamalip, Calemes,

Calemos, Dimatis, Fesapo, Fresison, z ktdrych jeden, Calemos, jest podrzedny
wzgledem Calemes.

Wszystkich trybow sylogistycznych jest. 24 podzielonych na cztery figury,
po (ze;c w kazdej; po odrzuceniu trybéw podrzednych pozostaje 19 trybow
gtéwnych, po cztery w pierwszej i drugiej figurze, sze$¢ w trzeciej i pie¢ w czwar-
tej. Wymienia je wiersz mnemotechniczny:

Barbara, Celarent, Darii Ferioque prioris,
Cesare, Camestres, Festino, Bardco secundae,
Tertia Darapti, Disamis, Datisi, Felapton
Bocardo, Ferison habit. Quarta insuper addit
Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison.
Quinqué subalterni, totidem generalibus orti,
Nomen habent nullum, nec si bene colligis usum.



Wypiszemy raz jeszcze wszystkie tryby gtéwne wraz z ich nazwami ujedny
stajniajac litery i uktadajac je w postaci tradycyjnej.

Barbara Celarent  Darii Ferio -
M aP MeP M aP MeP

S aM SaM Si M SiM

S aP S eP S ip S 0P

Cesare Camestres Festino Baroco

PeM PaM PeM PaM

SaM SeM Si M SoM

S eP S eP S 0P S0P

Darapti Disamis  Datisi Felaptcn ~ Bocardo  Ferison
MaP M iP MaP M eP MoP MeP
M as$ M as$ M i S M as$ M as$ M iS$S
S iP S i P S iP S 0P S 0P S OP
Bamalip  Calemes  Dimatis Fesapo Fresison

PaM PaM PiM PeM PeM

M as$ M eS M a5 M as MiS

S i P S eP 5 i P S oP S0P

W logice klasycznej wywodzi sie z trybéw figury pierwszej tryb. pozo
statych figur inaczej, anizeli zostato to uczynione wyzej; dla kazdego z trybéw
podaje sie w tym celu odrebny przepis ujety mnemotechnicznie w nazwie
trybu. O znaczeniu samogtosek w nazwach trybow byta mowa juz wyzej.
Ze spotgtosek posiada znaczenie litera poczatkowa oraz ,s , ,,p , ,,mM , ,.C
inne ,6“, ,,d\ ,re, I stuza tylko do uzupetnienia sylab. Wywad,
czyli redukcja, sprowadza dany tryb do tego spomiedzy trybow pierwszej
figury, ktéry zaczyna sie tg samg litera, np. Dimatis redukuje sie do  arii,
redukcja przebiega w ten sposob, iz z przestanek danego trybu otizymujemy
przez przeksztatcenie wskazane w przepisie redukcji przestank’, z ktéryc

wy
nika konkluzja, wedtug odnosnego trybu pierwszej figury; badz ta kon ur-)a>
badZz jej odwrdcenie jest zarazem konkluzja badanego tryDU. Litera ,,m

(metathesis) oznacza komutacje przestanek, ,.s odwrdcenie pioste (conversio
simplex), ,,p“ — odwrdcenie przez ograniczenie (per accidens); litery te umiesz
czone rg zawsze po samogtosce oznaczajacej zdanie, ktére ma ulec odwrdceniu.
Jedynie dwa tryby, Baroco i Bocardo, redukuja sie inaczej, mianowicie itera
,,C“ (contrapcsitio syllogismi) w ich nazwie wskazuje, ze nalezy dokonaé tran.'
pozycji miedzy przestanka oznaczong przez samogtoske, po ktérej ,c naste
puje, oraz konkluzjg, podobnie jak to czyniliSmy, aby uzyska¢ tryby rug i
i trzeciej figury z pierwsze;j.
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Przyktady :

Disamis redukuje sie do Darii, jak to wskazuje poczatkowa litera ,,D",
z przestanek M iP i M aS, gdy odwrécimy wiekszg (s) i przestawimy je (m),
wynikajg przestanki M a$S i P i M, z tych wedlug Darii otrzymujemy konkluzje
PiS, z ktdrej wreszcie przez odwrdcenie () wynika SiP. Przeto zM iPiM aS$S
wynika konkluzja 5 i P, co dowodzi poprawnosci trybu Disamis.

Bamalip redukuje sie do Barbara, jak wskazuje poczatkowa litera ,B -
Z przestanek PaM MaS wynika, gdy je przestawiamy (m), MaS, PaM, z tych
wedlug Barbara dostajemy konkluzje PaS — te odwracamy (p) na SiP, tak

przeto ostatecznie z przestanek PaM, MasS wynika konkluzja SiP, co dowodzi
poprawnosci trybu Bamalip.

Fesapo redukuje sie do Ferio. Z przestaggek PeM, MaS wynika przez od-
wrocenie ich (s, p) MeP, SiM, a z tych wedlug ferio SoP; przeto z przestanek
PeM, MaS dostaliSmy konkluzje SoP, co okazuje poprawnos$¢ trybu Fesapo.

Redukcije przez kontrapozycje objasnia sie w sposob nastepujacy: Bocardo
redukuje sie do Barbara. Przypus¢my, ze z przestanek MoP, MaS nie wynika
konkluzja SoP, tzn. przy pewnych S, P nieprawda, ze SoP; prawdg jest przeto
wtedy zaprzeczenie zdania SoP, mianowicie zdanie SaP. Lecz ze zdan SaP,
MaS wynika wedtug Barbarg konkluzja MaP bedaca zaprzeczeniem przestanki
MoP. ”obec tego, ze w trybie Bocardo zatozyliSmy przestanke MoP, musi
by¢ MaP fatszywe, a takze falszywg musi by¢ racja SaP, za pomocg ktorej
uzyskaliSmy MaP. Tak przypuszczenie, ze z przestanek MoP, MaS nie wy-
nika konkluzja SoP, prowadzi do falszu, skad wniosek, ze z przestanek tych wy-
nika SoP, a tak okazuje sje prawidtowo$¢ trybu Bocardo.

Logika klasyczna formutuje prawa sylogizmu, prawom tym czym
zado$¢ kazdy gylogizm poprawny, zarazem za$ stuzg one do wykazania, ze po-
dane wyzej wyliczenie 24 trybdw jest wyczerpujace, Prawa owe wymienia
wiersz mnemotechniczny:

Distribuas medium, nec quartus terminus adsit,

Utraque nec praemissg negans, nec particularis,

Sectetur partem conclusio deteriorem

Et non distribuat nisi cum praemissa negetve.
W szczego6lnosci sg one nastepujgce :

a) Prawa dotyczace przestanek:

I. Terminem $rednim winien by¢ termin identyczny w cbu przestankach
(nec quartus terminus adsit) — btad przeciwny temu prawidlu nosi nazwe qua-
ternio terminorum, powstaje najczesciej wskutek dwuznacznos$ci terminu $red-
niego.

II. Termin $redni winien by¢ przynajmniej w jednej przestance rozio
zony (distribuas medium), termin jest roztozony, czyli wziety w catym zakresic»
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jezeli wystepuje badZz w podmiocje zdania og6lnego, badZ w orzeczeniu zdania
przeczacego. Zgodnie z tym prawidiem nie moga by¢é np. w drugiej figurze
przestanki aa.

I1l. Dwie przestanki przeczace, a tak samo dwie szczegOtowe nie daja
whniosku (utraque nee praemissa negans, nec pqrtieularis),

b) Prawa dotyczace konkluzji:

IV. Konkluzja idzie za przestankg s}ab»zg fsectefur partem conctusio de-
teriorem); szczeg6towa jest stabsza od ogodlnej, przeczaca — stabsza od twierdzacej.
Konkluzja moze by¢ przeto ogélna, tylko jezeli obie przesjanki sg og6lne,
a twierdzaca, tylko jezeli obie przestanki sg twierdzace.

V. Termin moze by¢ roztozony w konkluzji, tylko jezeli byt roztozony
w przestance (conclusio... non distribuat nisi cum praemissa). Prawidto to nie
dozwala na uzyskanie w | figurze wniosku z przestanek ae, bo konkluzja mu-
siataby byC przeczaca, a przeto mie¢ termin wiekszy roztozony, tymczasem
w przestance a termin wigkszy jest nieroztozony; rowniez w mysl tego prawidia
przestanki aa w trzeciej figurze (Darapti) i w czwartej figurze (Bamalip) nie
daja, konkluzji ogolnej, tylko szczeg6towa. Ogolnos¢ przestanek nie jest przeto
warunkiem wystarezajagcym dla uzyskania ogdlnej konkluzji, trzeba nadto
jeszcze, by termin mniejszy byt w przestance roziozony.

VI. Konkluzja jest przeczaca tylko, jezeli jedna z przestanek jest prze-,
czgca (copclusio non negef... nisi cum praemissa). Przeczaca przestanka jest przeto
warunkiem zaréwno koniecznym, jak wystarczajacym przeczacej konkluzji.

Wymienione prawa opisujg stan rzeczy charakteryzujacy tryby pierwszej
figury. Ich waznos¢ dla trybow figur pozostatych wykaza¢ mozna dowodzac,
ze przeksztatcenia (transpozycja, odwrdcenie proste, komutacja przestanek),
ktore prowadza od pierwszej figury do nastepnych, pozostawiajg owe prawa
W mocy.

Dla przedstawienia sylogizméw na schematach Eulera wykresSlamy za-
kresy trzech terminéw tak, jak nakazujg stosunki miedzy nimi wedtug danych
przestanek. Jezeli obie przestanki sg twierdzace, to w konkluzji orzekamy
0 przedmiotach S nalezacych do wspolnej czesci zakresow SMP. Jezeli wigksza
przestanka jest przeczaca, to w konkluzji orzekamy o przedmiotach, S naleza-
cych do wspolnej czesci zakresow SMnieP (bo wtedy mniejsza przestanka
twierdzaca dotyczy tych S, ktére sg M, i o tych stwierdza sie w wiekszej, ze
nie sg P); jezeli mniejsza przestanka jest przeczaca, to w konkluzji orzekamy
0 przedmiotach S nalezacych do wspdlnej czesci zakresow SnieMnieP (bo wtedy
mniejsza przestanka dotyczy tych S, ktére nie sg M, a wieksza jest twierdzaca
1stwierdza, o przedmiotach P, ze s M; P musi by¢ roztozone, bo jest rozior
zone w przeczacej konkluzji — przedmioty S, ktdre nie sg M, przeto zarazem
nie sg P). Warunkiem otrzymania konkluzji z danych przestanek jest, aby
przy wszelkich potozeniach S, M, P, na jakie dozwalajg przestanki, istniata
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owa wspdlna cze$¢ zakresow; konkluzji natomiast nie ma, jezeli schemat wza-
jemnego potozenia zakresow S, M, P dozwala na takie ich rozmieszczenie,
przy ktérym wspdlna czes¢ SMP lub SMnieP, lub SnieMnieP — zaleznie od
przestanek — nie istnieje. Konkluzja jest ogdlna, jezeli owa wspdlna czes¢
obejmuje caly zakres S, szczegétowa — w przypadku przeciwnym,

Przykfady schematdw;

Barbara * Camestres Darapti
istnieje wspdlna czes¢ za- istnieje wspdlna cze$¢ za- istnieje wspdlna czesé za-
kresow SMP i obejmuje kreséw SnieMnieP i obej- kresbw SMP i obejmuje

caty zakres S. muje caly zakres S. tylko czes¢ S.
Rys. 13 Rys. 14 Rys. 15
Bamalip przestanki PaM, SaM nie przestanki MaP, SeM nie
istnieje wspdlna cze$¢ za- dajg konkluzji, nie istnieje dajg konkluzji, nie istnieje
kreibw SMP < '’rjmuje wspdlna zakresow wspolna cze$¢ zakresow
tylko czes¢ S, SMP, SnieMnieP.

Wspomniano wyzej, ze za pomocg praw sylogizmu dowodzi sie zupel-
nosci wyliczenia 24 trybéw sylogizmu. 1rzeba w tym celu utworzy¢ wszystkie
mozliwe kombinacje zdan a, e, i, 0 w charakterze przestanek i konkluzyj sylo-
Sflzfnu i eliminowa¢ kombinacje niezgodne z prawami wyzej wymienionymi.
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Dla kazdej figury jest takich kombinacji 64, razem przeto jest ich 256. WeZzmy
dla przyktadu kombinacje, w ktorych przestanka wieksza jest a:

aaa aea ata aoa
aae aee aie aoe
aai aei aii aol

aao aeo aio aoo

W figurze pierwszej niemozliwe sg spomiedzy powyzszych wszystkie sylogizmy,
z wyjatkiem aaa, aii, aai, a wiec tych tylko, ktére znamy jako Barbara, Barbari,
Darii; aae, aao niezgodne sg z prawem VI, aea, aei z prawem 1V, aee, aeo
z prawem V itp. W rezultacie takiej eliminacji pozostaje tylko 24 tryby,
po 6 w kazdej figurze, jako tryby poprawne.

Te rezultaty logiki klasycznej wazne sg jednak tylko z ograniczenieng do
sylogizmdw zbudowanych ze zdan a, e, i, 0, z wylagczeniem zdahn o zaprzeczo-
nym podmiocie a, e, i, 0. Jezeli rozszerzymy zakres sylogizméw dopuszcza-
jac, aby wystepowaty w nich zdania a, e, i', 0, to otrzymujemy sylogizmy
prawidtowe z czterema terminami, z ktérych dwa sg wzajemnie negacjami
(np. S i NS), i wtak rozszerzonym zakresie tracg moc niektére z praw sylogiz-
klasycznego; okazujg to przyklady:

a) prawo Il (termin $redni winien by¢ roztozony) nie stosuje sie do sy-
fogizmu:
P aM Konkluzje orzeka sie o przedmiotach zakresu nie-Snie-
S aM Mnie-P. Sylogizm ten redukuje sie do trybu Felapton
S oP oterminach nie-S, nie-M, P przez kontrapozycje obu prze-
stanek i obwersje przestanki wiekszej. (Rys. 19).

b) prawo Il (dwie przestanki przeczace nie dajg wniosku) nie stosuje
sie do sylogizmu:
M e P Konkluzje orzeka sie o przedmiotach zakresu nie-SMnie-P.
S e M Sylogizm ten redukuje sie do trybu felapton oterminach
5 0 P nie-S,M,P przez odwrGcenie proste i obwersje przestanki
mniejszej (rys. 20).

c) prawo IV (konkluzja idzie za przestankg stabszg) me stosuje sie do
sylogizmu:
M a P  Konkluzje orzeka sie o przedmiotach zakresu nie-SMP.
S e M Sylogizm ten redukuje sie do trybu Daraiti oterminach
5i" p nie-S,M,P przez odwrdcenie proste i obwersje przestani«
mniejszej (rys. 21).
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¢) prawo VI (konkluzja jest przeczaca tylko, jezeli jedna z przestanek
jest przeczaca) nie stosuje sie do sylogizmu podanego jako przykiad
pod a) oraz do nastepujgcego:
P a M Konkluzje orzeka sie o przedmiotach zakresu nie-Snie-Mnie-P
M a S Sylogizm ten redukuje sie do Calemes o terminach nie-S,
Se P M, P przez obwersje mniejszej przestanki (rys. 22).

ft*. 20

Rys. 2, Rys. 2

Wszystkie sylogizmy poprawne, nie tylko te, ktorymi zajmowata sie logika
klasyczna, lecz takze zawierajace zdania o zaprzeczonym podmiocie, wynikaja
inferencyjnie z tez teorii zdan wraz z zatozeniem, iz nie ma terminéw pustych.
Dictum de omni jest interpretacjg tezy 221,7 CCpgCCqrCpr (lub 224,14 | ktorg
przeksztalcamy na teze teorii funkcji propozycjonalnych podstawiajac p/fx, g/gx,
r/hx j wigzac zmienng x kwantyfikatorem ogdlnym (x)CCfxgxCCgxhxCfxhx.
Podstawmy z kolei fx/Sx, gx/Mx, hx/Px oraz zastagpmy wedtug definicji
»CSXMx przez ,,CSMx*“ Itd., a zarazem wprowadzmy kwantyfikator ogoélny
do wnetrza implikacji wedtug tezy 313,6:

43329  CC(x)CSMXCC(x)CMPXx(x)CSPx
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Z wyrazenia 433,29 powstaje tryb Barbara przez komutacje obu przestanek.
Z trybu Barbara powstaje tryb Celarent przez podstawienie Px/NPx. Z trybu
Celarent otrzymujemy Darii przez komutacje przestanek i transpozycje prze-
stanki '-mmejszej i konkluzji, rowniez z Celarent powstaje Ferio przez transpo-
zycje przestanki mniejszej i konkluzji.

Z tych czterech gldwnych trybdw pierwszej figury wyprowadza sie réwno-
waznie — jak to uczyniliSmy poprzednio — tryby gtowne pozostatych figur,
z wyjatkiem Darapti,Felapton,Bamalip,Fesapo, w ktérych z dwoch przestanek ogol-
nych wynika konkluzja szczeg6towa (tryby te sg scharakteryzowane przez nazwy i »A
zawierajace litere ktora wskazuje, ze przy ich redukcji do trybéw pierwszej
figury przechodzi sie przez subalternacje od zdania ogdlnego do szczegGtowego.
Owe cztery tryby, tak samo jak tryby podrzedne, sg poprawne tylko przy zato-
zeniu, ze nie ma termindw pustych, resp. przy mocnym rozumieniu zdan
ogélnych; przy rozumieniu stabym tych zdan stajg sie one bledne, gdyz
jezeli S jest terminem zerowym —<zdanie og6lne stabe o podmiocie S jest
prawdziwe, gdy tymczasem zdanie szczegdtowe o tym samym podmiocie jest,
fatszywe. Np. z dwoch przestanek: Kazde koto kwadratowe jest kwadratem
kazde koto kwadratowe jest kotem, ktore sg prawdziwe jako implikacje o fat-
szywym poprzedniku, wynika, wedlug Darapti, konkluzja fatszywa. Ni-ktore
kota sg kwadratami. Aby wyprowadzi¢ owe cztery tryby, a tasze pie¢ trybéw
podrzednych, trzeba powotaé sie na twierdzenia 431,11 Cai oraz 431,12 Ceo,
za ich pomocg uzyskujemy z Barbara i Celarent tryby podrzedne 1 figury,
a z tydi wreszcie — jak to juz uczyniliSmy poprzednio — pozostate.



Czes$¢ 5
Teoria stosunkow

Rozdziat 1. Ogdlna teoria stosunkow

I* Funkcje propozycjonalne dwdéch lub wiecej argumentow

Zdania: Kain zabit Abla, 4 jest podzielne przez 2, punkt A lezy miedzy
Bi  Jan zamienit z Jozefem kapote na ciele — podajg przyktady stosunkow,
czyli retacyj. Zdania takie skladajg sie z funktora zdaniotwdrczego dwdch
lub wiecej argumentow i odpowiedniej liczby tychze;; argumenty™oznaczajg
cztony stosunku; stosownie do ich liczby rozrézniamy stosunki dwucztonowe,
trdjcztonowe Itp. Czlony stosunku sg oznaczone badZ przez nazwy, badz
przez wyrazenia innych Kkategorii semantycznych, np. orzeczniki. Zdania
oznaczajace stosunki majg czestokro¢ postaé orzecznikowg, np.: Kain jest za-
bojcg Abla, w ktorej orzecznik skiada sie z finktora nazwotwdrczego zmiennej
nazwowej wraz z tg nazwa. Funktor taki nazywamy funktorem relatyw-
nym, a orzecznik ztozony z fupktora relatywnego i jego argumentu — orzecz-
nikiem wzglednym lub relatywem; relatywami sg wyrazenia: wiekszy od
/, przyjaciel Jozefa itp.

Whprowadzajgc na miejsce argumentéw zmienne, otrzymujemy funkcje
propozycjonalne. x zabit y itp. ogolnie fxy, gxyz itp. Gdy zajmujemy sie
w logice relacjami, to zazwyczaj takie funkcje propozycjonalne mamy na mysli,
nie za$ zdania okreslone, ktore sg ich interpretacjami.

Analogicznie do rozrdznienia, jakie uczyniliSmy dla orzecznikéw (411),
mie zy wyrazeniem Px jako zmienng, nieokre$long wartoscig funkcji orzeczni-

°TZ orzecznikowg Px w oderwaniu od jej wartosci, takze i teraz
trzeba odrozni¢ wyrazenie fxy jako zmienng od funkcji propozycjonalnej dwdéch
ana ogicznie wiecej) argumentdw w oderwaniu od jej poszczegélnych war-
tosci, ktorg oznaczamy symbolem ,, /# “ z daszkami nad i,Yy"“, anazywamy
»stosun iem . W ten sposéb wyrazenia Cpq, A/l¢j rozumiemy jako stosunki
edzyzdamowc, a orzeczniki ztozone CSP, KSP— jako stosunki miedzyorzecz-

ni- owe. teorii zdan wyrazenie Cpq, ktére czytamy ,jezeli p, to q“, jest
wyrazeniem zmiennym, reprezentujagcym poszczegdlne, jakiekolwiek zdanie
zone tej postaci, natomiast twierdzac, ze wyrazenie Cyq oznacza stosunek

Mewid by
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miedzy zdaniami p i g, rozumiemy Cpq jako orzecznik, skrét zamiast implikacji
miedzy p oraz @, jak w zdaniu: ,jezeli p, to q“ jest implikacja miedzy p oraz
g, Woyrazenie Cpg nalezy do kategorii semantycznej rzedu bezposrednio
wyzszego od rzedu kategorii semantycznej wyrazenia Cpg.

Jako funkcje propozycjonalne dwdch lub wiecej argumentow piszemy
stosunki, analogicznie do funkcji propozycjonalnych jednego argumentu /*,
ktadac funktor przed argumentami: Rxy, Sxyz — jako funktoréw bedziemy
uzywali wielkich liter ,,R*, ,,S*, ,,T*“... W mowie potocznej oraz w symbolice
matematycznej najczesciej wypowiada sie i pisze relacje w ten sposéb, iz funk-
tor znajduje sie miedzy dwoma argumentami, jak w przytoczonych na poczatku
?dar jach, lub ,,4—1—-3*, ,,3(4", ,,AB 3 _CD*; zdarza si¢ jednak i odmienny po-
rzadek, jak np., ,jezeli p, (to) q“, ,wiekszy Pan Bdg niz pan Rymsza“.

Rola obu argumentéw relacji dwucztonowej nie jest jednakowa i podobnie
przy relacjach wielocztonowych. Jezyk potoczny odréznia oba argumenty
w ten sposob, iz jeden z nich kiadzie w mianowniku, ten czlon nazywamy
poprzednikiem relacji, drugi za$, czyli nastepnik, w innym przypadku:
dopetniaczu, celowniku lub bierniku. W przedstawieniu symbolicznym od-
réznia sie oba argumenty od siebie wedtug ich kolejnosci: argument stojacy
na pierwszym miejscu jest poprzednikiem stosunku, argument stojgcy na
drugim miejscu — jego nastepnikiem, tak iz wyrazenia fxy ifyx .nie sg réwno-
znaczne.

Gdy pojmujemy funkcje propozycjonalne dwoch argumentow jako”ato*
sunki, to interpretujemy je tresciowo, podobnie jak interpretowalismy tre-
Sciowo funkcje propozycjonalne jednej zmiennej jako wilasnosci. Istnieje
rowniez zakresowa interpretacja stosunkéw, mianowicie zakres funkcji pro-
pozycjonalnej dwdch zmiennych, jest zbiorem wszystkich i tych tylko par przed-
miotéw, dla ktérych funkcja staje sie zdaniem prawdziwym. Pary nalezace do
zakresu relacji sa parami uporzgdkowanymi, tzn. para xy jest rézna od pary yx;
tak np. do zakresu stosunku: x jest nauczycielem y, nalezy para Platon-Ary-
stoteles, nie nalezy natomiast para Arystoteles-Platon.

Zakresy stosunkow dwucztonowych dajg sie przedstawi¢ graficznie przez
matryce dwuwymiarowe. Przedstawieniem takim postugiwalismy sie juz,
gdy omawialiSmy funkcje prawdziwosciowe jako zwigzki miedzy zdaniami
(241). Postepowanie, jakie tam zostalo zastosowane, trzeba obecnie uog6lni¢
do zakresow jakichkolwiek stosunkow. Tworzymy w tym celu siatke prosto-
katng. Kazdy jej wezet jest okreSlony przez podanie wiersza i pionu, na ktérych
przecieciu lezy. Przyporzadkowujemy cztony stosunku, jaki chcemy przed-
stawi¢ za pomocg matrycy, wierszom i pionom siatki, tak iz wezet siatki lezacy
na przecieciu wiersza x i pionu y odpowiada parze xy. Wezly odpowiadajgce
parom nalezacym do zakresu stosunku wypetniamy kropka lub innym znakiem
(w matrycach funkcji prawdziwosciowych oznaczaliSmy je ,v ), wezty odpo-
wiadajgce parom nie nalezacym do zakresu stosunku pozostawiamy me wy-
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petnione (w matrycach funkcji prawdziwosciowych oznaczaliSmy je
Wezmy dla przyktadu stosunki: a) x urodzit sie wczesniej od y, b) x dozyt
dtuzszego wieku od y, ¢) x zyt jednocze$nie z y, miedzy elementami 1 Des-
cartes (1596—1650), 2. Locke (1632—1704), 3. Leibniz (1646—1716), 4. Hume
0711-1776).

Ry, 23

Zbiér poprzednikéw stosunku nazywamy przedpolem (dominium) tego
stpsunku, zbidr nastepnikow — jego przeciwpolem (codominium). Sume
przedpola i przeciwpola nazyw# sie polepi (campus) stosunku. Tak np. dla
stosunku: x jest mezem y — przedpole obejmuje mezczyzn Zonatych, przeciw-
pole — kobiety zamezne, pole za$ — wszystkich matzonkéw. W matrycy atOr
sunku pewien element nalezy do przedpola resp. przeciwpola wtedy i tylko
wtedy, jezeli w odpowiadajacym mu wierszu resp. pionie znajduje sie wypet-
niony wezet.

Wszystkie wartosci zmiennej Wystepujacej jako argument funkcji propo-
zycjonalnej sg wyrazeniami tej samej kategorii semantycznej (122), wszystkie
przeto elementy przedpola, a tak samo wszystkie elementy przeciwpola —
wziete z ospbna — sg przedmiotami tego samego typu (122). Nie dotyczy to
jednak elementow przedpola i przeciwpola tgcznie. Np. w zdaniu orzeczniko-
wym: a jest 5, oznaczajgcym stosunek przynalezno$ci miedzy indywiduum a
i zbiorem S, jest nazwa, ,,S* jest orzecznikiem, nalezg wiec do réznych
kategorii semantycznych. Mamy tu stosunek tym rdznigcy sie od stosun-
koéw, o ktérych byta mowa dotychczas, iz jego przedpole jest zbiorem indy-
widudw, natomiast jego przeciwpole jest zbiorem nie indywidudw, lecz przed-
miotow innego typu (122). Stosunki, ktdrych przedpole i przeciwpole sg zbio-
rami przedmjotow tego samego typu, nazywajg sie homogenicznymi. Sto-
sunkiem niphomogenicznym nazywarpy stosunek, ktérego pole i przeciw-
pole nalezg do réznych typéw. Dla stosunkdw niehomogenicznych nie
potrafimy zlgczy¢ przedpola i przeciwpola w jedno pole, poniewaz surrja dwdéch
zbioréw jest zdefiniowana tylko dla zbioréw indywidudéw lub w ogole zbiorow
przedmiotéw nalezacych do jednego i tego samego typu. Stosunki njehomo-
geniczne nie posiadaja przeto pola. W dalszym ciggu, mdwiac o stosunkach
bez blizszego okreslenia, bedziemy mie¢ na mysli tylko stosu nki homogeniczne.

(Jla*
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Jezeli pole stosunku iest zbiorem indywidudéw, to sam stosunek, jako zbidr
par uporzadkowanych tychze indywidudw, jest przedmiotem innego typu.
Typ stosunku okre$la sie przez typ jego elementéw. Postugujemy sie w tym
celu rozréznieniem typd%v i rzedow kategorii semantycznych (324); analogicz-
nie jak poprzednio okreslamy kategorie semantyczng funkcji propozycjonalnej
przez kategorie semantyczng jej argumentow. Jezeli argumenty X,y funkcji
Rxy nalezg do kategorii semantycznej typu i rzedu zerowego, to funkcja nalezy
do kategorii semantycznej typu t(0,0) rzedu pierwszego. Natomiast kategoria
semantyczna funkcji x jest S — jako funkcji dwdch argumentdw x i S — jest
typu +(0, t(O)) i tym samym rzedu drugiego.

2. Funkcje prawdziwosciowe stosunkow

Analogicznie do orzecznikéw ztozonych tworzy sie relacje zlozone, zdefi-
niowane przez funkcje prawdziwosciowe teorii zdan.

1 Negacja relacji:
512-1 'iflIRxy* = ,,NRxy“
Np. ,,X jest nieszczery wzgledem y , to tyle, co ,,nieprawda, ze x jest
szczery wzgledem y . Dcfinictuhim \hRxy jest relacjg miedzy cztonami
X, ¥, definiens za§ — negacjg relacji R miedzy tymiz cztonami.

2. Suma relacyj:
512—I1 ,,HRSxy" — ,,ARxySxy"
Np. ,,x jest synem lub corkag y", czyli ,x jest dzieckiem y , to tyle,
co ,,x jest synem y lub z jest cérkg y . Symbol ,, RS jest ztozony
z funktora ,,21* oraz dwoch argumentéw ,,R*“, ,,S bedacych funkto-
rami zdaniotworczymi argumentéw X, y i wziety jako catos¢ jest
funktorem od argumentéw x, V.

3. lloczyn relacyj:
512—I111 ,M Sxy*“ =, KRxySxy** AR A v
Np. ,,X jest kolegg i przyjacielem y , to tyle, co ,,X jest kolegg y i *
jest przyjacielem y*.

4. Dysjunkcja relacyj:
512—I1V ,,QRSxy** — ,,DRxySxy"
Np. jest z boku od y“, to tyle, co ,,x jest na lewo od y albo X jest
na prawo od y*“.

Subsumcija relacyj:

512—V ,,&RSxif* — ,,CRxySxy"

Np. ,,x ktore jest w stosunku R do vy, jest w stosunku S doy , to ty e,
co ,jezeli x jest w stosunku R do y, to jest tez w stosunku S do Y
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6. Rownowaznos$¢ relacyj:

512—VI ,,<SRSxy‘ = ,,ERxySxy*“

Np. .y, ktdére jest w stosunku R do vy, i tylko takie jest w stosunku
S do y", to tyle, co ,,zawsze i tylko, jezeli x jest w stosunku R do vy,
jest tez w stosunku S do y".

7, Relacja uniwersalna:

512—VII ,Ujty* = ,,ARxymxy"
X jsst w stosunku U-do y", to tyle, co ,,x jest w pewnym stosunku
R do y lub tez w stosunku &R do y".

8. Relacja zerowa:

512—VI1Il ,,3xy" - ,L,KRxymxy"

,»3*1/* to tyle, co ,,x jest w pewnym stosunku R do y i zarazem w sto-
sunku do y".

Wedtug prawa wytgczonego S$rodka (313,2) jest: — piszemy (X, V)
zamiast (X (y) —

5121 (x,y) lxy

wedtug za$ prawa sprzecznosci (314,2) — (Ex,Ey) zamiast (Ex) (Ey) —
512.2 N(Ex,Ey)Sxy

jest relacjg, ktorej zakres obejmuje wszystkie pary xy, czyli ktéra
zachodzi miedzy kazdym x i kazdym y w zakresie zmiennosci; 3*y jest re-
lacjg, ktora nie zachodzi miedzy zadnym x i zadnym vy, jej zakres przeto nie
zawiera zadnej pary.

Matryce dla relacji ztozonych tworzy sie z matryc ich argumentow w spo-
s6b podobny, jak zakresy dla analogicznych funkcji orzecznikowych. A zatem
matryce sumy dwoéch stosunkéw tworzy sie wypetniajac w jej siatce te wezly,
ktore sg wypetnione w matrycy przynajmniej jednego z argumentéw. W ma-
trycy iloczynu wypetnia sie wezty wypetnione w matrycach obu argumentow;
w matrycy negacji wypetnia sie jedynie wezly puste relacji negowanej. W ma-
trycy Uxy sg wypetnione wszystkie wezty, w matrycy 3 xy wszystkie wezly
sg puste.

Tezy teorii relacyj dotyczace stosunkdw ztozonych otrzymuje sie z tez
teorii zdan (podobnie jak to byto dla orzecznikéw) zastepujac funkcje prawdzi-
wosciowe przez stosunki zlozone wedblug definicyj 512—1 —a 512—VIII.
lak np. teza 221,1 daje prawo identycznos$ci dla relacyj: $RRxy. Wolno
wedtug dyrektywy dotgczania kwantyfikatora (312) dotgczy¢ kwantyfikator
ogoélny dla x i dla y; tak iz prawo identycznosci brzmi:

5123  (x,y)QRRxy

3962 /i)
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go MoOzna wypowiedzie¢ stowami, ze stosunek &RR jest stosunkiem uniwersal-
nym. Prawo sylogizmu (por. 221,7) ma posta¢

5124  (X,y) a&RSxyaZSTxy&RTxy

jezeli * pozostaje w stosunku &RS do vy, to jezeli nadto pozostaje w stosunku
&ST do y, pozostaje takze w stosunku &RT do y.

Podobnie otrzymuje sie¢ prawa tautologii, komutacji, symplifikacji, sprzecz-
nosci j wylaczonego $rodka, prawa De Morgana i in.

Tezy 221,2 i 222,6 pozwalajg udowodnié wiasnosci stosunkow Uxy, $xy
analogiczniei*Sh wiasnosci orzecznikow U i Z (142,5 421,6)
5125 (X, y, R) CRxyl\xy
512,6t (X, y, R) CQxyRxy

Teza 22J,1 teorii zdan (prawo identycznos$ci) podaje wiasno$¢ stosunku
implikacji polegajaca na tym, iz kazde zdanie pozostaje w tym stosunku do
siebie samego. Stosunki posiadajgce te wiasnos¢, iz kazdy przedmiot nalezacy
do pola stosunku pozostaje w tym stosunku do siebie samego, nazywamy
zwrotnymi (ang. reflexive). Wprowadzmy skrot ,ZwrRyx" zamiast ,RXxy

jest stosunkiem zwrotnym*; kreska pozioma nad literami ,,Zwr“ wskazuje,
ze tworzg one facznie jeden znak. Definicja stosunku zwrotnego brzmii
512—IX  ,,ZwrRxy*“ = ,,(*) C (Ey) RxyRxx*,
czyli ,,R jest stosunkiem zwrotnym*“, to tyle, co ,,dla wszelkich x, jezeli istnieje
takie y, iz x pozostaje w stosunku R do y, to x pozostaje wstosunku R do x*‘.
Nie kazdy jednak stosunek posiada witasno$¢ zwrotnosci:
512,7 N(R)(X)C(Ey) RxyRxx
nie dla kazdego R jest, ze dla kazdego x, jezeli (Ey) Rxy to Rxx.

mBtosunki réwnosdci arytmetycznej, przystawania trojkatow, podobiefstwa
sg przykladami stosunkéw zwrotnych. Stosunek, ktory nie jest zwrotny, nazywa
sie niezwrotnym. Jezeli stosunek jest niezwrotny, to jednak zwrotnos¢
moze zachodzi¢ dla niektérych, lecz nie dla wszystkich przedmiotow jego
pola, np. stosunek ,,x chwali y jest stosunkiem niezwrotnym, niektdrzy jednak
ludzie chwalg siebie samych.

512 X ~NZWrRxy “ ~ ,,N (xX) C (Ey) RxyRxx
Jezeli natomiast dla zadnego elementu pola stosunku zwrotno$¢ nie za-

chodzi, stosunek nazywa sie przeciwzwrotny m (irreflexive). Definicja
stosunku przeciwzwrotnego:

512—X1  ,,PZwrRxy*“ = ,,(*) C (Ey) RxyDIRxx>

Przyktadami stosunkéw przeciwzwrotnych sg nieréwno$¢ liczbowa, po-
przedzanie czasowe, prostopadto$¢ odcinkow itp.

ZIAth
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3. Orzeczniki wzgledne

Zwiagzki miedzy stosunkami i orzecznikami otrzymuje sie wprowadzajac
orzeczniki wzgledne, czyli relatywy:

513-1 SR>y = Rxy\
czyli ,,x jest H-owym poprzednikiem ygreka", to tyle, co ,,x po ostaje w sto-
sunku R do y*“. Np. ,Kratylos jest nauczycielem Platona“ to ryle, co ,,Kra-

tylos nauczat Platona“. Orzecznik wzgledny ,,R (czytamy: ,,/?-owy poprzed-
nik ygreka®) posiada zakres obejmujacy przedmioty, ktdre sg f\-owymi po-
przednikami y-grekow, czyli ktore pozostajg w stosunku R do vy.

Podobnie definiuje sie:

513-11 SRy - Rxy“,
czyli ,,y jest fTowym nastepnikiem iksa“, to tyle, co ,,x pozostaje w stosunku
R do y“, Np. ,Platon jest uczniem Kratyla“ to tyle, co ,Kratylos nauczat

Platon™“. Do zakresu relatywu ,,R**, ktory czytamy ,/Towy nastepnik
iksa*, nalezg przedmioty y, do ktérych x pozostaje w stosunku R.

Definicje 513—I i 513—11 przeksztatcajg stosunki dwucibnowe, czyli
funkcje propozycjonaine dwoéch argumentéw, na funkcje orzecznikowe (por.

tW‘ 411 1) K t2/v 4
Niech S bedzie orzecznikiem, np. ,wybitny maz“, a stosunek xRy niech J4
s o N 1 -
brzmi ,,x jésFt %nq y". Wprowadzamy symbol ,,R))S“ jako orzecznik, ktdrego it
desygnatami sg przedmioty x pozostajgce w stosunku R do ktoregokolwiek 4% A
z elementéw zakresu orzecznika S. Przy wskazanych wyzej przyktadowo H-
O« t*
Znaczeniach dla ,R*“ i ,,S* funkcja ,,x jest R »S, znaczy tyle, co ,,x jest zong ( ¢
. C L . . S .
wybitnego meza“. Definicja wyrazenia ,,x jest R ma postac;
513-111 ,,R~)8,“ = ,,(Ey) KSyRxy",
czyli ,,x jest R-owym poprzednikiem pewnego S-a“ to tyle, co ,dla pewnego
y:y jest S i x pozostaje w st sunku R do y*.
Terminy ,,R/y“ i ,,R%S’ pozwalajg zanalizowa¢ forme rozumowania
zwang sylogizmem niewprost (syloghmus obliquas, conssqueniia a rectis ad
obliqua). Jest to forma rozumowania, w ktorej jeden przynajmniej z terminow
wystepuje nie wprost jako termin, lecz jako przydawka lub uzupetnienie orzecz-
nika wzglednego. Takim rozumowaniem jest np.:
Wielokrotnosci liczby parzystej sg liczbami parzystymi 10,
6 jest liczbg parzysta /W imo
Wielokrotnosci 6 sg liczbami parzystymi. Vi< f«M GaVu *u

Jy J
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Rozumowanie powyzsze opiera sie na twierdzeniu:

513,i CSa (x) CR aR*Sx,
czyli: ,jezeli a jest S, to (kazdy R-owy poprzednik a jest R-owym poprzedni-
kiem pewnego S-a". Dowod tego twierdzenia tatwo przeprowadzi¢, powotujac
sie na tezy 224,22 (CpCgKpq) 1"312,2 {Cfa{Ex\fx)"jria zasade sylogizmu 221,7
i 221,8 oraz na definicje 513—1 i 513—ill. Dowod przebiega, jak nastepuje:

221,8 qiKSaRxa, r/(Ey)KSyRxy, p/Rxa; C 312,2 xly,
fyIKSyRxy a)

[Frec*e>+1*U

a) CCRxaKScRxaCRxa(Ey)KSyRxy
221,7 p/Sa, ¢/ CRxaKSaRxa, r/CRxa(Ey)KSyRxy;
C 224,22 p/Sa, gq/Rxa— Ca—h

b) /CSaCRxa(Ey)KSyRxy,

b) 513-1, 513-IIl, 412-V, 312 Dyr.2; 5131
Wedtug tezy 513,1 otrzymujemy z przestanki ,,6 jest liczbg parzystg“ konkluzje
»wielokrotnosci 6 sg wielokrotno$ciami liczby parzystej“, a stad tgcznie z prze-
stanka ,,wielokrotnosci liczby parzystej sg liczbami parzystymi“ wynika kon-
kluzja.

JInnq posta¢ sylogizmu mewprost przedstawia przyklad Jungiusa: ,,Omnsi
irculus est figura, ergo quicurtque circulum describit, figurom describit . Zasadg
lego sylogizmu jest:

513,2 (X)CCSPXCR=% fPx.
stowami: jezeli kazde S jest P, to kazdy R-owy poprzednik pewnego S-a jeBt —
R~owym poprzednikiem pewnego P-a

513,3 (X)ER'>ASPxAR SR>,

czyli: Dla kazdego x: x jest R-owym poprzednikiem pewnego S-a lub pewnego
P-a zawsze i tylko, jezeli x jest R-owym poprzednikiem pewnego S-a lub R-owym
poprzednikiem pewnego P-g“. Np. x jest ojcem kupca lub Zzeglarza zawsze
i tylko, jezeli .t jest ojcem kupca lub ojcem zeglarza.

51341 (x)C R"PxKR>=R >,
czyli: Dla kazdego x: jezeli x jest R-owym poprzednikiem S-a i P-a, to x jest
R-owym poprzednikiem S-a i:r jest R-owym poprzednikiem P-a ' lecz nie
odwrotnie. Np. jezeli x jest przyjacielem uczonego prawnika, to x jest przy-
jacielem uczonego i x jest przyjacielem prawnika, lecz me odwrotnie, gdyz
moze byé¢, ze uczony i prawnik to dwie r6zne osoby. Twierdzenie 513,3 jest
rownowaznoscia, poniewaz opiera si¢ na tezach 314,3 i 314,4, ktére pozwa-
lajg kwantyfikator szczeg6towy, wiaczy¢, pod alternatywe tuo wylg :zyc przed

i (¢r) SMkjje ¢4

*
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nig. Natomiast twierdzenie 513,4 jest wazne tylko jako implikacja, opiera sie
bowiem na tezie 314,5, ktdra pozwala jedynie na wiaczenie kwantyfikatora
szczegbtowego pod komunkcje, nie pozwala natomiast na jego wylaczenie.

Tezy 513,3 i 513,4 przeksztatcajg R-owy poprzednik sumy Ipb iloczynu
na sume resp. iloczyn ft-owych poprzednikéw.

5135 (X)EARfSXAR'SS Sx,
czyli: Dla kazdego x: x jest R-owym lub T-owym poprzednikiem pewnego ¢t a
zawsze i tylko, jezeli x jest R-owym poprzednikiem pewnego S-a lub T-owym
poprzednikiem pewnego S-a. Np. ktos$ jest dtuznikiem lub wierzycielem pew-
nego kupca zawsze i tylko, jezeli jest dtuznikiem pewnego kupca lub jezeli
jest wierzycielem pewnego kupca.

513.6 (X)CKRT=%KR=>=f Sx,
czyli: Jezeli x jest it-owym i T-owym poprzednikiem pewnego S-a, tp x jest
R-owym poprzednikiem pewnego S-a i T-owym poprzednikiem pewnego S-a.
Np. jezeli x jest wieksze od pewnej liczby i przez nig podzielne, to x jest
wieksze od pewnej liczby i podzielne przez pewng liczbe, Twierdzenie niniej-
sze, podobnie jak 513,4, nie jest odwracalne.

513.7 (x, y) CCRTxyCti>S Sx,
czyli: Jezeli kazde x, ktore jest w stosunku R do vy, jest réwniez w stosunku
T doy, to kazde x, ktore jest R-owym poprzednikiem pewnego S-a, jest rdwniez
T-owyrp poprzednikiem pewnego S-a. Np. jezeli opisywanie jest badaniem
naukowym, to opisujgcy pewne przedmioty jest badaczem pewnych przed-
miotow.

4. Odwro6cenie stosunku

Stosunek, ktory istnieje miedzy y oraz x, zawsze i tylko, jezeli miedzy x
oraz y istnieje stosunek R, nazywa si¢ stosunkiem odwrotnym lub od-
wrotnoS$cig, inaczej jeszcze konwersjg, stosunku R. Oznaczamy go sym-

bolem , 47" :

514-1 n Iy -, Ryx"
Np. stosunek dziecinstwa jest odwrotnoscig stosunku rodzicielstwa, stosunek

rownosci jest swa wiasng odwrotnoscig. Matryca stosunku Rxy jest syme-
trycznym odbiciem matrycy stosunku Rxy wedtug przekatni gtdwnej jako osi
symetrii (przekatng gltdwng matrycy jest przekatna wychodzgca z lewego
gornego jej wierzchotka). /21 3

V*
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Nastepujace tezy podajg niektore wiasnosci stosunkéw odwrotnych:

514,1 EC-RxyRxy
Jest to tzw. prawo podwdjnej konwersji: konwersja konwersji sto-
sunku R jest réwnowazna z nim samym. Tak np. odwrotnoscig stosunku ro-
dzicielstwa jest stosunek dziecinstwa, a odwrotnoscig tego stosunku — znéw
stosunek rodzicielstwa.

514.2 EKcRxyGn xy

Negacja konwersji stosunku P. jest rownowazna z konwersjg negacji tego sto-
sunku. Np. konwersjg stosunku rodzicielstwa jest stosunek dziecifistwa, ne- /ffalic
gacja konwersji rodzicielstwa brzmi przeto, ,,x nie jest dzieckiem y*“. Negacjg
za$ stosunku rodzicielstwa jest stosunek nie-rodzicie!stwa, jego konwersjg ¢* *
stosunek nie-dziecinstwa, czyli jak poprzednio, ,,x nie jest dzieckiem y*.

A Aad

o C
514.3 EQn Sxy~R Sxy

Konwersja sumy stosunkéw R, S jest réwnowazna sumie obu stosunkdw
skonwertowanych. Np. niech ,,Rxy* znaczy ,,x jest o rok starszy od y“, ,,Sxy*“

zas ,, x jest o dwa lata starszy od y* ; wéwczas ,,C; RSxy" znaczy ,,x jest mtodszy

o rok lub miodszy o dwa lata od y*, ,,u@® Sxy* za$ réwniez ,,x jest miodszy
0 rok lub miodszy o dwa lata od y*“.

514.4 EKRSxy$icRGxUt

Konwersja iloczynu stosunkéw R, S jest réwnowazna iloczynowi obu skon-
wertowanych stosunkéw. Np. niech ,,Rxy‘ znaczy ,,x jest ojcem y'\ ,Sxy“

za$ ,,x jest nauczycielem y*“; ,,£ ,Sxy", tak samo jak ,i' RGxy“, to tyle, it
co ,,x jest dzieckiem i uczniem y\

514,5 EmSxyVRGxy
zawsze i tylko, jezeli istnieje subsumeja miedzy stosunkami R, S, istnieje ona
takze miedzy stosunkami odwrdéconymi. Np. subsumeja ,jezeli x jest ojcem vy,
to x jest starszy od y , daje po skonwertowaniu obu stosunkdw ,jezeli x jest
dzieckiem y, to x jest miodszy od y*“.

Niektore stosunki posiadajg wiasnos¢ symetrycznosci. ,,Stosunek jest
symetryczny*“ znaczy tyle, co ,jezeli Rxy, to ®Rxy”:
514,-11  ,,SymRxy ‘ — ,,(X,y) CRxyQRxy*

Stosunek, ktory nie jest symetryczny, nazywa sie niesymetrycznym, defi-
nicja przeto stosunku niesymetrycznego opiewa:

514-111  ,,NSymFiZy* — ,,N(Xx, y) CRxy@®Rxy*“

/\ﬁc.
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Jezeli Rxy wyklucza Rxy, czyli implikuje Rxy, stosunek nazywa sie
przeciwsymetrycznym:

514-1v  ,,PSymRiy“ = , (X, Y)CRxyRRxy“
Np. symetrycznymi stosunkami sg: réwnos¢ liczb, prostopadto$¢ odcinkéw,
alternatywa i koniunkcja zdan (prawo przemiennosci); przeciwsymetryczne sg:
stosunek wigkszosci miedzy liczbami, stosunki nastepstwa czasowego. Nie-
symetryczne: Cpg, x jest bratem y, stosunek niemniejszosci miedzy liczbami itp.

Matryca stosunku symetrycznego jest symetryczna wedtug gtéwnej prze-
katnej, tzn. jezeli jest wypetniony wezet xy po jednej stronie tej przekatnej,
to jest wypetniony réwniez wezet yx po drugiej jej stronie. W matrycy stosunku
przeciwsymetrycznego, jezeli wezet xy nalezy do matrycy, to wezel yx na
pewno do niej nie nalezy. Matryca stosunku niesymetrycznego nie dla kazdej
pary xy nalezacej do niej zawiera takze pare odwrotna. Matryce stosunkéw
a), b) (511) sag matrycami stosunkoéw przeciwsymetrycznych, matryca stosunku
C) jest matrycg stosunku symetrycznego.

Suma, iloczyn, negacja stosunkdw symetrycznych sa réwniez stosunkami
symetrycznymi; stosunek symetryczny moze by¢ jednak suma lub iloczynem
stosunkdéw niesymetrycznych lub przeciwsymetrycznych, np. x jest bratem
lub siostrg y, x jest mniejsze lub wieksze od y, sg stosunkami symetrycznymi.

Stosunek R nazywa sie spdéjnym (ang. connex), jezeli d’a dowolnych

dwoch elementow jego pola jest badz Rxy, badZz °Rxy; definicja stosunku spdj-
nego brzmi przeto:

514-V  ,SpRxy‘= ,(X, Y)CWRxyRxy'
Spéjny jest np, stosunek mniejszosci miedzy dwiema réznymi liczbami natu-
ralnymi, stosunek nastepstwa miedzy dwoma nieréwnoczesnymi momentami
czasowymi itp,

5. lloczyn wzgledny i suma wzgledna

Stosunki ztozone moga by¢é tworzone jeszcze inaczej, niz to czyniliSmy
dotychczas. Jezeli x jest synem y, za$ y synem z, to X jest wnukiem z; po-
dobnie brata zony lub meza nazywamy szwagrem, brata matki — wujem itp.
Ogolnie mowigc, jezeli miedzy x iy zachodzi stosunek R, miedzy tymze y
oraz z stosunek S, to miedzy x i z zacl otzi stosunek ztozony ze stosunkdw
R i S, ktory nazywamy iloczynem wzglednym, stosunkéw R i S. lloczyn
wzgledny ,,'tyRSxy" stosunkéw R, S definiuje sie, jak nastepuje:

515-1 ,mSxy*“ - ,(Ez)KRxzSzy *,
co czytamy ,,x jest w stosunku *$RS (R wzgledem S) do y* to tyle, co ,dla
pewnego z: x jest w stosunku R do z iz jest w stosunku S doy , np. ,,x jest
wnukiem y* to tyle, co ,,dla pewnego z: x jest dzieckiem z iz jest dzieckiemy ,
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Matryce stosunku "RSjcy otrzymuje sie z matryc stosunkéw /?*1/ i S*y,
wypetniajac w niej wezet xy pod tym i tylko pod tym warunkiem, iz w wierszu
X matrycy stosunku R oraz w pionie y matrycy stosunku S znajduje sie wy-
petniony wezet na z - tym miejscu. Tak np. przypusémy, ze Jan jest synem
Piotra, a Piotr — bratem Franciszka; w matrycy stosunku: x jest synem y —
mamy wezet w wierszu ,,Jan“ i pionie ,Piotr*, w matrycy stosunku; x jest
bratem y — w wierszu ,,Piotr* i pionie ,Franciszek“, wobec czego w matrycy
stosunku: x jest bratankiem y — powstaje wezet w wierszu ,,Jan® i w pionie
»Franciszek*.

Nastepujace tezv podaja niektore wihasnosci iloczynu wzglednego:

515.1 N(x, y)(R,S)CmSxyfSRxy
lloczyn wzgledny nie jest przemienny. Np. brat ojca —to nie to samo, co
ojciec brata itp.

515.2 N (X, Y)(R)C%RRxyRxy
lloczyn wzgledny nie podlega prawu tautologii (por. np. tezy 224,1 i 2245
dla koniunkcji); np. ojciec ojca nie jest ojcem, lecz dziadkiem; przyjaciel mego
przyjaciela nie zawsze jest moim przyjacielem, Jednakowoz dla pewnych
stosunkéw zwanych przechodnimi (ang. transitiv) prawo tautologii jest
zachowane; definiujemy stosunek przechodni, jak nastepuje:

515-11  ,Przkxy“ = ,,(x,];)CSRRxyRxy*
Przykfadami stosunkéw przechodnich sg braterstwo, rownos¢ liczbowa, Cpq iin.

Stosunki, ktére nie sa przechodnie, nazywajg sie nieprzechodnie
(ang, Zransitiv): .

515-111  ,NPrzRW* = ,N{x, yY)CWRXxyRxy"*

Przyktadam stosunkdw nieprzechodnich oprécz podanych poprzednio sg
rownos¢, podobienstwo, prcstopadtasé jQEIcmkow i in.
515.3 (x,y) CCRQxyCASTxy"RS"QTxy
Jest to prawo kompozycji dla iloczynu wzglednego (por. teze 224,11
dla ¢yjfcjunkeji): Jezeli &RQxy, to jezeli RSTxy, subsumcja zachodzi takze
miedzy iloczynem wzglednym poprzednikéw oraz iloczynem wzglednym na-
stepnikéw tamtych subsumcyj. Np. bratanek jest krewnym, podwiadny jest
wspotpracownikiem, a bratanek podwiadnego jest krewnym wspdipracownika.
515.4 (x,y)C%RtSTxyfmSW Txy

Jest to prawo rozdzielno$ci dla iloczynu wzglednego wzgledenm
sumy stosunkéw. Jest ono wazne takze w kierunku odwrotnym:

515.5 (x,y) CcA"RSARTxy"m STxy
Jezeli kto$ jest np. przyjacielem ojca lub matki, to jest przyjacielem ojca lub
przyjacielem matki i odwrotnie. Te same zwigzki pozostajg wazne takze,
gdy suma stosunkéw jest poprzednikiem iloczynu wzglednego; powiedzenie
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np , ze kto$ jest ojcem lub matkg przyjaciela, jest rownowazne powiedzeniu
ze kto$ jest ojcem przyjaciela lub matka przyjaciela i odwrotnie.

Prawo rozdzielnos$ci wazne jest rowniez dla iloczynu wzglednego
wzgledem iloczynu stosunkow w poprzedniku lub nastepniku iloczynu
wzglednego, ale tylko w jednym kierunku, tzn. implikacja odwrotna nie zachodzi:

515.6 (x,y) CSR®STxy®4RStyRTxy

515.7 (x,y) C#8tRSTxy®8RT¥STxy
Np. jezeli , jest »t.mzy od czys$ci kolegi i przyjaciela/to , j,,,
od czyjego, koleg, , y ,est starszy od czyjego$ przyjaciela? natomiast nie zawsze
jezeli x jest starszy od czyjego$ kolegi . jest starszy od czyjego$ przyjaciela,®
to x jest starszy od czyjego$ kolegi i przyjaciela, bo byé moze, ze 6w kolegi
i ow przyjaciel — to dwie rézne osoby.

515.8 (x,y) E%mSTxy'mRSTxy

Prawo tgcznos$ci dla iloczynu wzglednego. Np. jezeli * jest bratem babi«
(matki ojca) y, to * jest wujem (bratem matki) ojca y i odwrotnie.

515.9 (x,y) EA*RSxy% G Rxy
Prawo odwrécenia (konwersj i) iloczynu wzglednego: odwrdceniem ilo-
czynu wzglednego dwoch stosunkdw jest iloczyn wzgledny odwrdcen tych sto-

sunkow w przeciwnym porzadku. Np. jezeli x jest starszym bratem ojca v.
to y jest synem miodszego brata x

515.10  (x,y) E%RIxyRxy
515.11 (x,y) EMIRxyRxy,
tzn. iloczyn wzgledny stosunku R przez identyczno$¢ - lub identycznosci
fj"* F**rownowazny stosunkowi R. Np. jezeli 4 jest kwadratem liczby
n yczne, z 2, to jest kwadratem liczby 2; jezeli, liczba identyczna® 4 jest
kwadratem 2 to 4 jest kwadratem 2.
Wobec tezy 515,2 mozna definiowa¢ dla iloczynu wzglednego potegi
stosunkéw analogicznieido poteg liczbowych, piszac ,, * V “ -miast M R xy \
"R “ miast itd.{ w tym s,,,sie je!t tym Samvm.

Rexy* WeSZCle Ze WZgledu na 515,10 i 51511 mozna potozy¢: Jxy ‘-

515.12  (x,y) EW S SXR}SPx,
“fi *Jest~ 7 m poprzednikiem pewnego P-a (lub: dla pewnego z:
s - T U o*»* Jest wstosunku S do pewnego P) zawsze i tylko, r-TyC-lru* e
J zeli x jest «-owym poprzednikiem S-owego poprzednika pewnego P-a Np ** -
* jest uczniem z, ktdry jest synem rolnika, zawsze i tylko, jezeli x jest uczniem

«yna rolnika, Dla dowogy, nalezy rozwina¢ ,*R S'PX wedtug definicyj 513-111

(S-WJ - « (i # f

(JW* ) TN % * f-
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9 - /4i

STS--T

(-FJ 33



Blaquioig ‘nmeyospuny ayasINag gallaqgol Jayosiydel



(¢z2)/I{& )% % <

(J-xj?)

a * Xr

* K Kk K Kx A *pe

feill. 1

W JP/tSy-JizIAfr* % *

oraz 515-1, a nastepnie powotujac sie na dyrektywe przemjennosci dwoch kwan-
tyfikatordw szczegdtowych (314,7) oraz dyrektywe tgcznosci dla koniunkcji
P>

(224,7, 224,8) przeksztatci¢ to rozwiniecie na wyrazenie ,,R X z dwukrot-
nym zastosowaniem definicji 513-111. Wediug tezy 515,12 mozna zmienié¢
iloczyn wzgledny w relatywie na refatyw relatywu.

Biorgc pod uwage definicje iloczynu wzglednego otrzymuje sie dla jego
negacji réwnowazno$¢ nastepujaca: :

5151ityEMRSM Am~S«,
Wyrazenie (z)ARxzSzy bedace dualnym odpowiednikiem (224,40—224,45)
iloczynu wzglednego nosi nazwe sumy wzglednej. Wprowadzmy dla skro-
cenia na oznaczenie sumy wzglednej stosunkéw Rxy i Sxy symbol ,,&RSxy*;
definicja sumy wzglednej ma postaé:

515-1V  ,,<BRSxy‘ = ,,(z)ARxzSzy",
co czytamy: ,,x jest w stosunku izRS doy to tyle, co ,dla kazdego z badz
x jest w stosunku R do z, badz z jest w stosunku S do y* lub inaczej ,,x jest
w stosunku R do kazdego z, ktore nie jest w stosunku5 do {. Np. stosunek
,.X jest obroicg y jest sumg wzgledng stosunkéw ,,x zwalcza y* oraz ,x jest
przychylny dla y ; okreSlamy bowiem ,,x jest obroicg y" jako ,a: zwalcza kaz-
dego, kto nie jest przychylny dla y“.

Definicja sumy wzglednej pozwala sformutowa¢ prawo negacji iloczynu
wzglednego zawarte w tezie 515,13, jak nastepuje: Negacja iloczynu wzglednego
jest sumg wzgledng zanegowanych czynnikéw, W tej postaci prawo powyzsze
jest analogiczne do prawa De Morgana dla koniunkcji. Miedzy iloczynem
wzglednym i sumg wzgledng istnieje odpowiednio$¢ dualna, jak miedzy koniunk-
Cja i alternatywa.

Rozdzial 2. Elementy szczeg6towej teorii stosunkéw

1, Stosunki jednoznaczne — Funkcje deskryptywne

Stosunek Rxy posiadajacy wiasno$¢ tego rodzaju, iz dla kazdego y istnieje
co najwyzej tylko jedno Xx, ktore pozostaje w stosunku R do y, nazywa sie
stosunkiem jednoznacznym (ang. one-many, niem. einmehrdeutige Rela-
tion). Stosunkami jednoznacznymi sg x jest ojcem y, 4 jest kwadratem 2,
1 jest sinusem 90° itp. Jezeli za$ dla kazdego x istnieje co najwyzej tylko jedno
y takie,.iz Rxy, stosunek jest odwrotnie jednoznaczny (ang. many-one
rei., niem. mehreindeutige Rclation). Definicja stosunku jednoznacznego brzmi

p,z8,0. 521-1 Rxy“ —,,CKRxyRxylxz* .iffo jw yfyto * '

prawg strone tej definicji czytamy: ,jezeli Rxy i Rzy, to r i z sg identyczne”.
Vv
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Definiens 521-1 daje sie przeksztatci¢ wedtug, definicji 515-1, tak iz powstaje
réwnowaznos¢ Ej(Ex )X rnrny
521,1 ECKRxyRzyIxzCHR R xzImz

Innymi stowy: stv/ierdzenie jednoznacznosci stosunku R jest rownowazne
stwierdzeniu, ze jezeli miedzy x i z zachodzi iloczyn wzgledny stosunku R
i jego odwrécenia, to r i z s identyczne.

Definicja stosunku odwrotnie jednoznacznego ma p
521-11 ,,OJzR::Q“‘ = '"KRxyRxefyz—,

tzn. ,,stosunek R jest odwrotnie jednoznaczny“, te tyle co; ,,jezeli R zachodzi
miedzy x iy oraz X j z, toy i z sg identyczne*.

Jezeli stosunek R jest jednoznaczny, to stosunek °R jest odwrotnie jedno-
znaczny. Stosunkami jednoznacznymi miedzy y i x sg funkcje matematyczne
y~5-fxy=x/2,y~ x,y —sin jc W funkcjach matematycznych literg
,,X 0znacza sie zmienng niezalezna, literg ,y*“ — zalezng od mej funkcje; ze
wzgledu na ten stosunek zaleznosci uwaza sie x za poprzednik stosunku, y za
nastepnik; w przyjetych wyzej okreSleniach poprzednikiem stosunku jest
termin wystepujacy w mianowniku jako podmot zdania orzekajgcego stosunek,
nastepnikiem — termin wystepujacy w innym przypadku jako okreslenie;
we wzorach funkcyjnych zmienna niezalezna x jest dla nas przeto nastep-
nikiem stosunku, a zmienna zalezna y — jego poprzednikiem.

Chcac przedstawi¢ stosunek miedzy x oraz y, dany np. przez rdéwnanie
X y = 5 w postaci stosunku jednoznacznego Ryx, nalezy rozwigza¢ to row-
nanie ze wzgledu nay :y = 5+ x, skad okazuje sie, ze y jest identyczne
z 5+ x Stosunek przeto miedzy y i x jest taki sam, jak stosunek miedzy
5+ * oraz x (podobnie jak stosunek miedzy x i y dany przez wyrazenie ,*
jest ojcem y  jest stosunkiem miedzy x i ojcem x).

Symbol ,5-j~ , ktéry czytamy ,wiekszy o 5 od“, jest funktorem rela-
tywnym podobnie, jak ,0jciec*, ,,sin“, ;,rowny*; wyrazenie za$ ,,5 A X jest
funkcjg deskryptywna, tj. wyrazeniem, ktdre staje sie deskrypcjg (424) dla
okre$lonych wartoSci argumentu x, poniewaz dla kazdej wartosci x istnieje
jedna i tylko jedna warto$¢ funkcji 5 -f x. Jezeli R Xy jest stosunkiem jedno-
znacznym miedzy x iy, to funkcje deskryptywng argumentu y oznaczamy

symbolem Funkcjami deskryptywnymi sg wyrazenia ,,0jciec ypsytona"
najstarszy syn ypsylona®, ,,sin y* itp. Takze wyrazenia ,,Np“{negacja zdanfa i}, '
.» R (konwersja stosunku R), ,, R' (przedpole stosunku R) mozna przed-

stawi¢ w postaci funkcji deskryptywnych, albowiem stosunkami jednoznacz-
nymi sg stosunek negacji zdania do tego zdania, konwersji stosunku do niego *
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samego, przedpola stosunku jakiegokolwiek do tego stosunku. Role funkcji
deskryptywnej okreslajg nastepujace definicje: .
521-111  ,,R>yx*“ — ,,(z)ERzylIxz"\ Zal

czyli: ,,x jest jedynym R-owym poprzednikiem «/-greka“ to tyle, co ,dla kaz-
dego z: z pozostaje w stosunku R do y zawsze i tylko, jezeli X iz sg identyczne.
Np. ,Jan Olbracht byt najstarszym synem Kazimierza Jagielloriczyka“, to
znaczy ,dla kazdego z: z byt najstarszym synem Kazimierza Jagiellonczyka
zawsze i tylko, jezeli z jest identyczne z Janem Olbrachtem*, ,4- 22 to
znaczy ,dla kazdego z: z — 2~ zawsze i tylko, jezeli z ~ 4“.

521-1v  ,PR**“ = | (EX)K(z))ERzylxzPz'\
czyli: ,jedyny R-owy poprzednik ypsylona jest P“ to tyle, co ,,istnieje takie x
iz dla kazdego z: z jest /?-owym poprzednikiem ypsylona zawsze i tylko, jezeli
X i z sg identyczne i x jest P*“. Np. ,,2a* jest liczbg parzyst** to tyle, co ,,dla
x — 4 i dla kazdego z: z = 23 zawsze i tylko, jezeli z = 4 oraz 4 jest liczbg
parzysta". ,Najstarszy syn krdla francuskiego nosit tytut delfina“ to tyle,
co ,dla pewnego x i dla kazdego z: z jest najstarszym synem krola francu-
skiego zawsze i tylko, jezeli z jest identyczne z x i x nosit tytut delfina“. Po-
jecie funkcji deskryptywnej pozostaje do pojecia orzecznika wzglednego (513)
w podobnym stosunku, jak pojecie deskrypcji do pojecia orzecznika (424).

W badaniach przyrodniczych i wszedzie tam, gdzie zalezy na umiejetnosci
jednoznacznego przewidywania zjawisk, szukamy stosunkéw jednoznacznych
miedzy nimi tak, aby znajomo$¢ jednego cztonu stosunku pozwalata okresli¢
drugi, nieznany jeszcze w danej chwili. Jako takie stosunki jednoznaczne ustala
sie zwigzki funkcyjne w przypadkach, w ktérych zjawiska dajg sie mierzyc,
albo stosunki wystarczajgcego uwarunkowania (stosunki przyczynowe).

Matryca stosunku jednoznacznego charakteryzuje sie tyrn, ze w kazdym
jej pionie wypetnjony jest co najwyzej jeden wezet; w matrycy stosunku od-
wrotnie jednoznacznego wypetniony jest co najwyzej jeden wezet w -kazdym
wierszu,

2, Odpowiednio$¢ doskonata —Liczby kardynalne

Stosunek, ktéry jest jednoznaczny i zarazem odwrotnie jednoznaczny,
nazywa sie w matematyce odpowiednioscig doskonatg lub funkcjg od-

wracalng. Wprowadzmy skrot ,,DoRxy* zamiast ,,Rxy jest odpowiednioscig
doskonatg”. Odpowiednio$¢ doskonata definiuje sie w nastepujacy sposob:
522-1 ,JhRxy“ = \YJ
,,Rxy jest odpowiednioscig doskonalg“ znaczy floke,.ka7d«go-x, kazdego—y?
wraz kazdegn r, jezeli KRzyRMar-tn Uz i jezoli KRneRyz, lu Ixy . Z przy-
toczonych wyzej przyktadow funkcjami odwracalnymi sg x—y — 5, x/y = 2,
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natomiast nie sg funkcjami odwracalnymi =y, sinx —y. Stosunkiem
takim w innej dziedzinie jest stosunek ojca do jedynego syna, stosunek sprzecz-
noSci miedzy zdaniami itp.

Jezeli odpowiedmos¢ doskonata istnieje miedzy elementami dwaoch zbiorow
okreslonych jako zakresy funkcji propozycjonalnych fx\gx, tak iz kazdemu
elementowi jednego z tych zbioréw odpowiada jeden i tylko jeden element
drugiego, to oba zbiory nazywajg sie podobne lub réwnoliczne. Innymi
stowy, dwa zbiory sg podobne zawsze i tylko, jezeli istnieje odpowiedno$¢ do-
skonata, dla ktdrej jeden z owych zbioréw jest przedpolem, a drugi — przeciw-
polem. Niech ,RIfxgx" stuzy za skrdt, zamiast ,zakresy fx i gx sg zbiorami
rownolicznymi“. Definiujemy:
522-11~  ,Mfxgx‘= MER)KD"RxyK"Cfx(Ey)KRxygy(*egy(Ex) KRxyfx'
»RIjxgx“ znaczy ,dla pewnego: R :DoRxy oraz dla kazdego x: jezeli fx, to
dla pewnego y: KRxygy, a takze dla kazdego y: jezeli gy, to dla pewnego
x: KRxyfx“. Np. malzenstwo w krajach chrzescijanskich jest odpowiednioscia
doskonatg miedzy elementami zbioru mezéw z jednej strony i zbioru zon
z drugiej, tak iz zbiér mezczyzn zonatych i zbiér kobiet zameznych sg rowno-
liczne. Podobnie réwnoliczne sg zbiory palcéw u obu dioni ztozonych jak do
modlitwy, zbiory tancerzy i tancerek w polonezie, zbi6r biesiadnikdw u stotu
i zbior nakry¢ na tymze stole itp. Ta wiaSciwo$¢ odpowiedniosct dosko-
nalej jest podstawag do analizy pojecia liczby. Ustalajgc mianowicie odpo-
wiednio$¢ doskonatag miedzy elementami réznych zbioréw, tgczymy zbiory
rownoliczne w zbiory zbioréw i otrzymujemy tak zbiory par, tréjek, czworek;
wszystkie bowiem pary sg miedzy sobg réwnoliczne, tak samo trojki Itd. Do
tych zbioréw rownolicznych dotgczamy réwniez zbiér jedynek, czyli zbioréw
jednostkowych, i zbior, ktérego jedynym elementem jest klasa pusta, czyli
zerowa. Kazdy zbidr zbioréw réwnolicznych — podobnie zreszta jak kazdy
zbiér w ogole — jest scharakteryzowany przez to, ze wszystkie nalezace do
niego elementy (zbiory) i tylko one posiadajg pewng wspolng wiasnos¢; jak
elementy zbioru, do ktoérego nalezg $nieg, cukier rafinowany i platki lilii, sg
wszystkie biate, tak wspd6lng wiasnoscig wszystkich par jest to, ze one i tylko
one sg dwojkami, czyli majg po dwa elementy, podobnie wszystkie trojki maja
po trzy elementy itd.; te wspolng wiasnos¢ zbiorow réwnolicznych nazywa sie
*th moca lub liczbg kardynalng; O jest liczbg kardynalng klasy pustej, 1 jest
liczbg kardynalng zbioréw jednostkowych itd. Z uwagi za$ na wzajemne od-
powiadanie sobie zbiorow i wiasnosci (411) twierdzenia o liczbach kardynal-

nych mozna rozumie¢ jako twierdzenia o odno$nych zbiorach zbioréw réwno-
licznych.

Zbiory definiujemy jako zakresy funkcji propozycjonalnych (316) w defini-
cji liczb kardynalnych wprowadzimy wiec na miejsce zbioréw odpowiednie
funkcje propozyejonalne. Wedlug ogdlnie przez nas przestrzeganej zasa-
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dy definiujemy nie wprost liczby kardynalne, lecz funkcje orzeczni-kowe,
w ktorych liczby kardynalne wystepujg jako orzeczniki, argumentami za$
sg furkeje propozycjonalne indywiduéw. Takimi funkcjami orzecznikowymi
sg ,,GiX\ co czytamy ,,/* jest funkcjg o zakresie O, tzn. nie obejmujgcym Zza~
dnego przedmiotu®, czyli ,,/i jest funkcjg o zakresie /, tzn. obejmu-
jacym jeden tylko przedmiot“ itd.

Definicja liczby kardynalnej O brzmi przeto;
522—I111  ,,0/** =, (X)Nfx"
,fx jest funkcjg o zakresie 0 , znaczy ,,dla kazdego x nieprawda, ze fx‘\

Definicja liczby kardynalnej 1:
522 IV, Ifx = (EX)Kfx{y)Cjylxy'i
jest mr.kcja o zakresie 1 znaczy ,dla pewnego x:fx i dla kazdego y, jezeli
fy, to x jest identyczne z p-em*“,

Definicja liczby kardynalnej 2;
522V, 2/i" = ,(£*) (By)KNIxyKfxKfy(z)CfzAUzlyz*
/1 jest funkcja o zakresie 2\ znaczy ,dla pewnego x i pewnego y: X iy
nie sg identyczne, fx, jy i dla kazdego 2, jezeli fz, to Z jest identyczne badz
z r«em, badz z y-em*“.

Wszystkie trzy definicje liczb kardynalnych posiadajg w definiens wytacz-
nie wyrazenia logiczne, funkcje prawdziwosciowe, funkcje propozycjonalne,
kwantyfikatory 1 identycznos$¢, ktora z kolei definiuje sie przez kwantyfikator
1 funkcje propozycjonajng (323,5). Ta okoliczno$¢ posiada niezmiernie wazne
znaczenie dla analizy podstaw matematyki. Jezeli wezmiemy pod uwage, ze
definicje liczb wraz z definicjami réwnosci 1dodawania, ktore rowniez dadza
sie utworzy¢ w obrebie wylgcznie logicznych termindw, wystarczajg dla zbu-
dowania systemu arytmetyki, to wynika stad, ze wbrew panujgcemu od wiekdw,
a szczegoblnie przez Kanta podkre$lonemu przekonaniu arytmetyka nie tworzy
roznego cd logiki systemu dedukcyjnego, lecz jest czescig logiki, tzn. daje
sie zbudowaé przy uzyciu termindw wylacznie logicznych. Jedynym zatoze-
niem pozalogicznym, ktére nalezy uczyni¢ budujgc system aksjomatyczny
arytmetyki, jest aksjomat nieskonczonos$ci; jest to zatozenie egzysten®
cjalne, ktdre nie wprowadza nowego terminu, lecz jedynie gwarantuje istnienie
dowolnie wielkiej liczby kardynalnej.

Liczby naturalne sa identyczne z liczbami kardynalnymi zbioréw skon-
czonych. Istniejg liczby kardynalne rdzne od liczb naturalnych. Kazda liczba
naturalna jest liczbg kardynalng jakiego$ zbioru skoriczonego. Liczb natural-
nych jest jeonak nieskonczenie wiele, albowiem jakkolwiek wielkg pomyslimy
liczbe naturalng n, to zawsze mozna dobra¢ wieksza od niej liczbe naturalng
n Aksjomat nieskonczonos$ci stwierdza, ze n -~ 1 jest r6zne od
wszystkich liczb poprzednio zdefiniowanych. Liczba kardynalna zbioru liczb
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naturalnych nie jest przeto zadng z liczb naturalnych, nosi ona nazwe liczby
pozaskopczonej alefo (czyt. ,alef - zero, —. ,,alef" poczatkowa litera alfabetu
hebrajskiego).

Zbior liczb naturalnych posiada pewnag wiasnosé, ktora stuzy do zdefi-
niowania nieskonczonos$ci. Mianowicie istniejg funkcje odwracalne,
np y = 2x, ze wzgledu na ktore zbiér liczb naturalnych staje sie podobny
do innego, zbioru stanowigcego jego cze$¢ wiasciwg, w danym przykladzie
do zbioru liczb parzystych, kazdej bowiem liczbie parzystej y odpowiada
liczba naturalna x stanowigca jej potowe (czesSciag witasciwg zbioru Z
nazywamy zbiér z zawsze i tylko, jezeli kazdy element zbioru z jest elemen-
tem zbioru Z, natomiast istniejg elementy zbioru Z, ktdére nie sg elementami
zbioru z). Analogiczna wiasno$¢ przystuguje kazdemu zbiorowi nieskon-
czonemu, tak iz definiuje sie: Zbidr Z jest nieskonczony zawsze i tylko,
jezeli posiada podobnag sobie czes¢ wiasciwa.

Stosunek podobiefstwa miedzy zbiorami réwnolicznymi jest symetryczny,
przechodni i zwrotny. Analogiczne don jaod tym wzgledem sg stosunki takie,
jak réwnowaznos$¢ zdan lub orzecznikéw, identyczno$é indywidudw, przysta- Y 7 BXZ-
wapie figur geometrycznych, réwnolegto$¢ prostych, rodzenstwo (pochodzenie C / lx/*
od tych samych rodzicéw), ziomkostwo (wspolnos¢ ojczyzny) Itp. Wszystkie te
stosunki sg symetryczne, przechodnie i zwrotne, przy czym ostatnia whasnosé
wynika z dwoch poprzednich, jezeli bowiem stosunek Rxy jest symetryczny,
to réwniez Ryx, skad wobec przechodmosci wynika Rxx. Kazdy stosunek
symetryczny, przechodni i zwrotny nazyWa sie rownos$ciag, do czego dodaje
sie zazwyczaj ,,pod jakim$ wzgledem*. Przedmioty réwne pod jakim$ wzgle-
dem sg to przedmioty posiadajgce jaka$ wspoOlng wlasnos¢; jest nig ¢la podo-
biefistwa zbiordw rownoli,cgrk»$¢, dla ziomkowstwa wspdlno$¢ ojczyzny, dla
rownolegtosci  wspdlnos¢  kierunku.  Posiadanie takiej wspolnej wiasnosci
daje sie uja¢ w postaci stosunku, ktdry fgczy kazdy z przedmiotdw o danej
wiasnosci jednoznacznie z czym$ jedynym, czym moze by¢ badz pizedmiot
indywidualny, badZ przedmiot innego typu, wspélni rodzice rodzenstwa,
wspdlna barwa przedmiotéw jednobarwnych Itp. Jezeli za$ jakiekolwiek dwa
przedmioty x i y pozostaja w stosunku jednoznacznym R do tego samego
przedmiotu z, to stosunek zachodzacy miedzy nimi ze wzgledu na te wspolnos¢
jest iloczynem wzglednym stosunku R i jego konwersji: %R Rxy. len iloczyn
wzgledny jest stosunkiem symetrycznym, przechodnim i w skutek tego takze
zwrotnym, czyli jest réwnoscig. Jest mianowicie symetryczny, poniewaz po
skonwertowaniu wedtug tezy 515,9 daje znéw ten sam stosunek. Jest za$ piza-
chodni, poniewaz iloczyn wzgledny tyI\'Rxu i tyk HI> daje stdsunek tej samej
postaci tyk* Rxv; dla dowodu nalezy wyrazenie i- - ft(V-Jia Rxv rozwing¢ stosujac
dwukrotnie definicje 515-1, a nastepnie wzia¢ pod uwage, ze pized.moty X, Y,
pozostajg wszystkie w stosunku jednoznacznym R do tego samego z, co pozwala
powotac sie na tezy 521,1 i 515,10, aby otrzymaé tyk Rxv.
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Tak przeto przedmioty, ktére posiadajg wspo6lng wiasnos¢ w postaci sto-
sunku jednoznacznego tgczacego kazdy z nich z jakim$ jedynym przedmiotem,
sg ze wzgledu ng owg wspolng wiasnos¢ sobie rowne. Na odwr6t kazdg rownosé
mozna roztozy¢ na iloczyn wzgledny stosunku jednoznacznego i jego odwrot-
nosci, gdzie w cztonie posrednim wystepuje wspoélna wiasno$¢ przystugujaca
przedmiotom rownym. Takie wyodrebnienie owej wspolnej wiasnosci nosi
nazwe abstrakcji (jako logiczny odpowiednik abstrakcji psychologicznej),
a prawem abstrakcji nazywamy twierdzenie, wedtug ktérego zawsze itylko,
jezeli miedzy elementami pewnego zbioru zachodzi stosunek symetryczny,
zwrotny i przechodni, istnieje whasnos¢ wspdlna przedmiotom nalezagcym do
pola stosunku'i charakteryzujgca te przedmioty; przez abst. akcje uzyskuje sie
pojecie dowolnej liczby jako wspdlnej wiasnosci klas réwnolicznych, pojecie
jednakowej temperatury jako wspolnej wiasnosci ciat pozostajagcych w réowno-
wadze termicznej itp.

Stosunki, podobnie jak réwnos¢, symetryczne i zwrotne, lecz nieprze-
chodnie sg jak gdyby réwnosciami przyblizonymi w pewnych granicach. Takim
stosunkiem jest podobienstwo ludzkich twarzy lub postaci (ale nie podobien-
stwo zbioréw i podobienstwo figur w geometrii, te bowiem sg przechodnie),
sgsiedztwo, jezeli rozumiemy je jako zamieszkiwanie w oddaleniu nie przekracza
jacym pewnej granicy, przyjazn pojeta jako wspdlno$¢ upodoban i dgzer w pew-
nych dziedzinach itp.

3, Stosunki porzadkujagce — Ciaggi i szeregi

Stosunki, ktére sg przeciwsymetryczne, przechodnie i spdjne, nazywaja
sie stosunkami porzadkujgcymi. Jeko przeciwsymetryczne, sg one
zarazem przeciwzwrotne; zatdzmy bowiem, Zze stosunek R jest przeciwsyme-
tryczny CRxyTcRyx (514-1V), i przypusémy Rxx, to CRxx*iRxx (;22,4),
skad wynika iiRxx (512-XI). Nazywamy je porzadkujacymi, gdyz uktadajg one
elementy swego pola w porzadek, w ktérym kazdy element ma swoje dokfadnie
wyznaczone miejsce przez to, ze poprzedza wedtug stosunku porzadkujacego
jedne spomiedzy roznych od siebie elementéw, a nastepuje po innych. Kazdy
stosunek porzadkujacy jest przeto stosunkiem poprzedzania lub nastepowania
wedtug jakiej§ cechy wzglednej jako zasady. Tak np. liczby porzadkuje sie
wedtug wielkosci, barwy neutralne wedtug jasnosci od czarnej, przez szare
coraz jasniejsze ku bialej jako najjasniejszej, podobnie barwy jednokolorowe —
weatug nasycenia, np. od najjasniejszej rozowej ku najbardziej nasyconej pur-
purze, tony  wedtug wysokosci itp. Porzadkowanie odbywa sie w ten sposob,
ze z dwoch elementdw x, y — wobec spojnosci stosunku porzadkujgcego —
jeden, np. X, poprzedza drugi; wobec przeciwsymetrycznosci, jezeli x po-
przedza y, to y nie poprzedza *; wobec przechodniosci, jezeli x poprzedza
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y i V poprzedza z, to * poprzedza z, poprzedza wiec wszystkie elementy po-
przedzane przez y; wreszcie wobec przeciwzwrotnosci, zaden element nie
poprzedza sam siebie.

Woprowadzmy skrot ,,Ordf%Rxj' zamiast ,,zakres fi jest uporzadkowany
przez stosunek Rxy celem sformutowania definicji:

523-1 ,,07dfxRAy“ = U,y,z)CKKfxfyfzKCRxymyxKAIxyARXxy
RyxCKRxyRyzRxz**
,,Ordfih znaczy ,dla kazdego x, kazdego y, kazdego z, jezeli x, vy, z

naleza do zakresu funkcji /, to a) jezeli Rxy, to: %IRyx (przeciwsymetrycznosc),
b) jezeli x me jest identyczne z y, to Rxy lub Ryx (spdéjnos¢) oraz c¢) CKRx-
-yRyzRxz (przechodnio$c).”

Zbiér uporzadkowany nazywa sie ciggiem. Najpospolitsze przykiady
ciggéw otrzymujemy przez liczenie lub dobieranie kolejne elementéw, poczy-
najgc od pewnego elementu obranego za poczatkowy. Ciggi tego rodzaju
nazywamy szeregami. Szeregiem przeto jest ciag, wvktorym istnieje element
pierwszy i w ktorym miedzy kazdymi dwoma elementami zawiera sie tylko
skonczona liczba elementdéw posrednich. Szeregiem jest ciag liczb natural-
nych 7, 2, 3... Elementy dowolnego szeregu, np. szeregu ucznidéw klasy szkolnej
wedtug porzadku alfabetycznego, mozemy policzy¢, tzn. przyporzadkowac
kazdemu jego elementowi jedng i tylko jedng liczbe szeregu liczb naturalnych.
Nie jest natomiast szeregiem np. cigg liczb catkowitych ujemnych, upo-
rzgdkowanych rosngco (od ujemnej nieskoficzonosci do zera) ..—3, — 2,
—1, 0, poniewaz nie ma w mm elementu pierwszego; nie jest szeregiem po-
dwojony ciag liczb naturalnych 1, 2, 3... 1 2, 3..., poniewaz dla pary elementow
wzietych z awoch jego czesci nie jest spetniony warunek, by zawierala sie
miedzy nimi tylko skonczona liczba elementéw; me jest tez szeregiem cigg
liczb utamkowych dodatnich przedziatu 0....1, poniewaz wymieniony warunek
nie spetnia sie dla zadnej pary jego elementow.

Analiza budowy szeregu opiera sie na pojeciu dziedziczenia. Pierwo-
wzorem tego stosunku jest miedzyludzki stosunek przodka (antecessor, ang.
ancestor) do jego potomkéw'. Stosunek dziedziczenia okreSla sie, jak nastepuje:
Wyrazenie ,wiasno$¢ w dziedziczy sie wedtug stosunku R“, znaczy tyle, co
»przy wszelkim x iy, jezeli x posiada wiasno$¢ w i Rxy, takze y posiada wiasnos¢
w , potézmy ,,fx zamiast ,,x posiada wtasnos¢ w* i niech ,,HerfxRxy* znaczy
~whasno$¢ w dziedziczy sie wedtug stosunku R", to definicja stosunku dziedzi-

czenia brzmi (w definicji tej cztonami stosunku Her sg fx i Rxy):

523-11 ,,HerfiRiy" = ,,(x,y)CKfxRxyfy*
Tak np. nazwisko jest wiasnoscig dziedziczng w spoteczenstwach europejskich
we ug stosunku ojca do syna, a parzystos¢ — wiasnoscig dziedziczng liczb
ca kowitych wedtug stosunku podzielnika do jego wielokrotnosci (jezeli liczba n
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jest parzysta, to parzysta jest takze kazda liczba, ktora jest wielokrotnoscig n).
Przedmiot y, ki.ory pozostaje do x w stosunku R i dziedziczy wiasno$¢ przed-

. mict'.: x dziedziczng wedlug tego stosunku, nazywa sie sukcesorem przed-
mit.  X. nieco podobnie jaki$ przedmiot z bedzie sukcesorem przedmiotu y
ko., whasnos¢ dziedziczenia przechodzi w ten sposéb na coraz dalszych sukce-
sorow. Kazdy z nich jest descendentem przedmiotu x, ten za$ nazywa sie
antecessorem wszystkich swoich descendentow (przy czym sukcesora przed-
miotu x liczymy rowniez do jego descendentow).

Antecessor i jego descendenci tworzg szereg, w Kktérym antecessor jest
elementem pierwszym i w ktdrym sukcesor jakiegokolwi¢k elementu jest
elementem bezposrednio po nim nastepujagcym. Na odwr6t, aby utworzyc
she- g o ptczynr.jacy sie od jakiego$ elementu, wystarczy znalez¢ wihasno$¢
c.r. kreryzujacg jego eiementy i ustali¢ stosunek, wedtug ktorego wiasnosé
tu jest dziedziczng. Tak np. tworzymy szereg a, d\ ai.. poteg catkowitych
cLuclnich liczby a, bioragc pod uw'age podzielnos¢ przez a jako wihasno$¢ dzie-
dziczna wedtug konwersji stosunku a-krotnosci. Szereg liczb naturalnych
n,a za wyraz pierwszy liczbe 0, a wkasno$¢ oznaczona stowami ,jest liczbg"
jest dla jego elementow wilasnoscig charakterystyczng, dziedziczng wedtug
stosunku ,,wiekszy o co wyraza sie zwrotem; ,jezeh n jest liczbg, ton f /
jest réwniez liczba".

Stosunkiem porzack.jacym szereg, w ktorym wiasno$¢ w dziedziczy sie
wedtug stosunku R, jest stosunek $BR:~RKR*... (mamy bowiem, jezeli a,
b, ¢, d... sg kolejnymi elementami szeregu Rab, R2ac, R3ad itd.). Stosunek
dn nazywa sie stosunkiem ancestralnym z uwagi na to, ze fgczy on

antecessora z jego descendentami. Dla szeregu liczb naturalnych stosunek
anctstralnv Km-r.J e« iiriaLT» ~ i j..1 . - o i i i

skonczonej liczby /¢-owych krokdéw (przez przejscie kroku R-owego rozumiemy
p.zcjscie od peprzeamka do nastepnika stosunku R). Zasadnicza trudno$¢
okreslenia polega na uchwyceniu sensu kropek ....... “ lub ,itd.”, ktorymi
wyrazamy nieokreslong skonczonosc stosunku. Te wiasnie przezwycieza sie
pizez wprowadzenie pojecia dziedzicznosci. Kazdy czion szeregu osiggalny
w -konczonej, chocby blizej nieokreslonej liczbie krokdw, daje sie okreslic
jako descendent, na ktdry przechodzi wiasno$¢ dziedziczna;, innymi stowy,
jezeh a) stosunek ancesiralny zachodzi miedzy u i v, t6 b) v posiada kazdg
cz.euzuzng wedlug stosunku R wiasno$¢ kazdego z descendentow u. Na od-
w.0t, jezeli b) v posiada kazdg dziedziczng wedtug stosunku R wiasno$¢ kazdego
z cescenuentow u, to miedzy innymi posiada i te wkasno$¢, ze a) miedzy u oraz
v zac, odzi stosunek ancesiralny. Rownowaznos¢ miedzy warunkami a) i b)
jest poostawa definicji stosunku ancestralnego:

523-1Hf &iL...uv*“ r Xf)CKfuHerfxRxyjv *

lx- e (¢s](ljc«A %
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ctrnna tei definicji po podstawieniu znaczenia dla ,,HerfxRxy wedtug
B,(HCKfu(x y)CK{xRxyfyfv‘; przedstaw, ona
warunek b), mianowicie stwierdza, ze dfa kazde] wiasnosci/, jezeli u posiada te
wZoS$C i jest ona dziedziczna wedlug R. takze Ujg posiada. Stosunek an-
cestralny, jako porzadkujacy, winien byC przeciwsymetryczny, przech
e spojny Azeby warunek ten byt zachowany, winien takze stosunek R czynie
zado$¢ pewnym warunkom. Tak np. nie otrzymamy szeregu porzadkujacego
zbiér wszystkich ludzi, gdy obierzemy stosunek synowstwa za stosunek
* stosunek IIRWR2me suw nie bedzie wowczas spdjny. Nie otrzymujemy

o 7w pr,,p.aku<.zw. cyklu. uporzadkowania, w ktérym po
réwniez szereg powracamy do elementu poczatkowego,

w tym boWiem prlypadku stosunek %R R " :«o nie jest przeciwsymetryczny.
Przyktadem cyklu jest grono biesiadnikéw siedzacych dokofa okragtego sto u,
jezeli za stosunek R obierzemy ,sasiad z prawej . i
Na opisanych wyzej wilasnosciach szeregdw opiera sie metoda dowo
zwana indukcjg matematyczng. W dowodach tego rodzaju mamy do
czynienia z szeregiem elementéw i dazymy do wykazania, ze pewna wjasnos
elementu pierwszego przystuguje takze wszystkim innym elementorm Dowod
polega na wykazaniu, ze dana wihasnos$¢ jest dziedziczna w szeregu wediug
stosunku tgczacego jakikolwiek jego element (element £y) z elemen® 7

posrednio po nim nastepujagcym (tj. n + 1-szym). < P .
dukcjg matematyczng twierdzenia, ze w szeregu arytmetycznym ziozonym
z liczb catkowitych a,, u2 o* ot,ab5, a, ; ** rozpoczynajagcym sie
rym réznica dwoéch kolejnych elementéw d

posiada posta¢ a

N

N
an_\

=al+ (n- M Zakladamy dla dowodu, ze omawiana wia-

snos¢ przystug»l« wyrazow, % «... i« dl. " = °k ~ * +
zl  ])d j dowodzimy, ze dziedziczy sie ona ze wzgledu na stosunek tgczacy

/lowolny w”az | tu i wyrzen, nas,epnym tzn. te po »V-—

zalozeniem wzOr jest stuszny réwniez dla n-k + 1, Jest prze

in [ —1NJ=a, + kd-

Rzeczywiscie znajdujemy, ze
1A=n + (h-

j

Nd -i-d = ax + kd. Bezposrednio jest widoczne, ze twier-
dzenie, ktérego dowodzimy, jest prawdziwe dla wyrazéw poczatkowyc , wazne
wiec jest takze ogolnie.

4. Klasyfikowanie i szeregowanie

Mowiagc o opisie naukowym w pewnej dziedzinie badan ma siem
»a rrysli postepowanie, w ktorym orzeka s,e o
ich wilasnosci, przedmioty te przeto zostajg pooporzgnk
pojecia i zaliczone do klas stanowiagcych zakresy owyci poje ¢

J ych
j
- jaj,'rozu.
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miany jest zwigzany najscislej z klasyfikacjg; opisujgc przedmioty dzielimy je
zarazem na klasy tworzace ukiad systematyczny gatunkéw i rodzajow. Przy-
ktadem takiego opisu jest systematyka roslin lub zwierzat oparta na rozréz-
nieniu typéw, gromad, rzeddw itd., do ktérych zalicza si¢ opisywane przed-
mioty.

Opisowi w tym sensie, ktory nazywa¢ bedziemy klasyfikacyjnym,
zarzuca sie, iz jest sztywny, nie uwzglednia ptynnych przejs¢ miedzy przed-
miotami, rozrywa opisywang rzeczywisto$¢ na oddzielne, nie wigzace sie ze
sobg czesci, budzi nieraz watpliwosci, gdy chodzi o ustalenie granic miedzy
rozréznionymi dziatami. Jedyny sposéb, aby uniknaé wymienionych ujemnych
stron opisu klasyfikacyjnego, polega na czynieniu go coraz bardziej szczeg6-
towym, prowadzeniu klasyfikacji coraz nizej, tworzeniu poddziatéw coraz bar-
dziej rozgatezionych; wtedy jednak zatraca sie przejrzystos$é, jedng z istotnych
jego zalet.

Logiczna forma opisu klasyfikacyjnego daje sie uja¢ jako szukanie funkcji
propozycjonalnych fx, gx, ktore bylyby prawdziwe i charakterystyczne dla
przedmiotéw opisywanej dziedziny. Prawa naukowe za$, i scalane na podstawie
opisu klasyfikacyjnego, majg posta¢ implikacji miedzy o\ y ni funkcjami pro-
pozycjonalnymi: Cfxgx. Przypusémy np., ze opisujemy pewne przedmioty,
orzekajac o nich wiasnosci u, v, w odpowiadajgce funkcjom fx, gx, hx, wtedy
jakie$ prawo naukowe mogloby mie¢ postac ,,CfxKgxhx*, tzn. stwierdziliby$my
w nim, Zze przedmioty posiadajgce whasno$¢ u posiadajg wiasnosci v i U).

Jak przy opisie w powyzszym sensie rozktadamy zbi6r opisywanych
przedmiotow na podzbiory przez klasyfikacje, tak znéw porzadkowanie zbiorow
przez uktadanie ich elementdly w ciggi lub szeregi jest podstawg odmiennej
metody opisu, opisu szeregujacego — metody stosowanej w psychologii, antro-
pologii i innych naukach. W opisie szeregujgcym, zamiast orzeka¢ wia-
snosci opisywanych przedmiotdw, poréwnujemy te przedmioty ze sobg pod
pewnym wzgledem, ustalajgc przez to ich kolejnos¢ w szeregu. Np. w badaniu
inteligencji uczniéw za pomoca testow szeregujemy jednostki badane wedtug
inteligencji opierajagc sie na ilosci bledow w rozwigzywaniu testow. Podobnie
opisujac mineraty ustalamy ich kolejno$¢ w szeregu twardosci na tej podstawie,
ze twardszy jest mineral, ktory zarysowuje powierzchnie drugiego, sam na-
tomiast me daje sie zarysowaC wzajemnie. Pordéwnujac opis klasyfikujgcy
z szeregujagcym mozna by powiedzie¢, ze w pierwszym orzekamy o przedmio-
tach wiasnosci w stopniu pozytywnym (np. X jest twarde), w drugim orzekamy
je poréwnawczo lub w stopniu wyzszym — komparatywnie — np. x jest
twardsze od y, A jest bardziej inteligentny od B, nie rozstrzygamy jednak by-
najmniej, czy bezwzglednie biorac zaliczymy w pierwszym przyktadzie x do
mineratdw twardych lub miekkich, w drugim przyktadzie — A do ucznidéw
inteligentnych lub nieinteligentnych.
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Opis szeregujacy pod wzgledem form logicznej jest formutowaniem
funkcji propozycjonalnych dwdch at, um kow fxy, ktére wyznaczajg porzadek
elementdw x iy; stosunek porzadkujacy j ly jest, jak wiemy, przeciwsymetryczny,
przeciwzwrotny i przechodni. Moze sie zdarzy¢, ze dwa opisywane przed-
mioty sg pod wzgledem, ktory bierzemy w opisie pod uwage, réwne sobie,
tak np., gdy dwaj uczniowie popetnig rowng liczbe btedéw w te Scieinteligencji.
Aby uwzgledni¢ i takie przypadki, trzeba wprowadzi¢ oprécz stosunku po-
rzadkujacego fxy stosunek réwnosci gly badanych przedmiotow. Alternatywa
AfxyAfyxgxy wyczerpuje wtedy trzy mozliwosci, zachodzace dla kazdych
dwoch przedmiotéw x iy tzn. badZ x poprzedza y, badZ y poprzedza x, badz
oba zajmujg w szeregu to samo miejsce.

Opis szeregujacy postuguje sie czesto pojeciem typu, stad bywa nazy-
wany cp em typologicznym. Typem jest czton szeregu wyrdzniony w tym
celu, aby przedmioty cpisywane mozna bylo scharakteryzowac przez ich mniej-
szg Icb wiegkszg odlegtos¢ od przyjetego typu w szeregu. Tak np. w tzw. teorii
konstytucyjnych typdw psychoficznych, ktérej twdrcg jest E. Kretschmer,
a ktorej zadaniem jest opis konstytucji psychofizycznej czlowieka, opisuje sie
dwa przeciwre typy konstytucyjne, typ schizoidalny i typ cykioidalny, podajac
pewne charakterystyczne dla nich cechy budowy cielesnej i psychiki. Typy te
tworza dwa konce (bieguny) szeregu, w ktorym rozmieszcza sie wszystkie ba-
dane jednostki blizej lub dalej od bieguna, zaleznie od stopnia wykazywanych
cech konstytucyjnych. W innych przyjradkach wyréznia sie jako typ czion
szeregu reprezentowany najliczniej w zbiorze badanych przedmiotéw lub
czton wyposazony w cechy przecietne dla danej dziedziny itp. Typ nazywa sie
empirycznym, jezeli zostat wybrany spomiedzy empirycznie wystepujacych
cztonbéw szeregu, tj. opisywanych jednostek; nazywa si¢ idealnym, jezeli
zostat utworzony jako konstrukcja pojeciowa i wyposazony w pewien zespol
cech, chocby nawet empirycznie nie byt reprezentowany przez zadng z opisy-
wanych jednostek. Takze w opisie klasyfikacyjnym jest niekiedy mowa o ty-
pach opisywanych, w innym jednak znaczeniu anizeli w opisie szeregujacym.
Albowiem typem w opisie Kklasyfikacyjnym jest gatunek lub rodzaj, pod ktdry
podporzadkowujemy przedmioty cpisywane; przenosnie nazywa sie zas typem
jednostke, w ktdrej szczegolnie wyraznie wystepujg cechy gatunkowe lub ro-
dzajowe, niekiedy za$ takze okaz wzorcowy, wedlug ktérego zostat okreslony
rodzaj lub gatunek.

Opis szeregujacy przechodzi w opis klasyfikacyjny przez rozciecie szeregu
na klasy obejmujace bliskie sobie cztony szeregu, tak np. teoria typow konsty-
tucyjnych, szeregujac ludzi miedzy dwoma biegunowymi typami schizoidalnym
i cykloidalnym, daje klasyfikacje badanych jednostek na schizotymikéw, cyklo-
tymikdéw i grupe posrednia, jezeli szereg zostanie rozciety na trzy czes :i w pewnej
odlegto$ci od obu biegunéw. Szereg mineratdw uporzgdkowanych wedtug
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Btopma twardosci moze by¢ podobnie rozciety na grupe mineratéw migkkich
<np. od 1do 3 stopnia skali) i twardych (od 4 do 10 stopnia skali). *

Opis szeregujacy wystepuje najczesciej w badaniach statystycznych , stuzy
tam za podstawe do zastosowania specjalnych metod statystycznych, w szcze-

( - ’ omn A - - ; =
ergrqgéstgé Wyste%%fgc%/;:rh \?V%%Qy&heégmfgg E%%@ré%h %zere&u It 'garaAigzevP/nI? 5!
rych sa zamkniete przypadki skrajne. *

czlonvPi r reltUigCy-jeSt T ryCZny (m'arOWy™ gdy nastepujace po sobie
Nie za eeguda/a 8¢ Postawi¢ liczbowo w jednostkach wspolnej miary.
N,e zawsze jednak przypadek ten zachodzi. Tak np. opis szeregujacy barw

nasyconych ukladajacy je wedlug jakosci barwnych, lub takiz opis tonéw uto-

iedTel 7 k WYSOk°SOL nie jestJ°Pisem metrycznym, pod.ewaz elementy

miar ~ Nak ' drUg'eg® SZeregu nie da* si? wymierzy¢ wéednostk_ach wspdlnej
ary. Nie jest metryczny opis szeregujacy jednostki ludzkie miedzy dwoma

biegunowymi typami schizoidalnym i cykloidalnym. Natomiast metryczny jest
opis szeregujacy poborowych pewnego rocznika wedtug wzrostu; mozna tez

. w A SZerealic® 6w W dhug inteli .
Hstgla}a% llior%m?en%][?)nainie jednostl;e(g mi ryucﬁglop\),\(l)dstawi)é Vl\fgzg)]/g b?e%fé%?”ﬁﬁ’-
czynionych przy rozwigzywaniu testu. P

fikacvinv ? prOWadzi do Praw bukowych podobnie, jak opis klasy-
A , P? WjCh, ‘f80 r°dzaju 20Staie stwierdzone, ze jezeli indywidua

a 7 rOZnych SZeregow*t0 “ AP~ w o ich Wjednym z tych
i T T Ich naStepstwo w drugim z nich. Tak np., gdyby mozna

byto sformutowaé prawo: Uczniowie bardziej inteligentni czynig lepsze postepy
e o ¢ CSZ0nej nlZ uczni®wie mniej inteligentni, to stwierdzatoby ono, ze
"', U3 nAst°l\ szeregu inteligenneji (ustalonym np. na podstawie zasto-

lokarv 3 JaJaeg®j.teStu) na wyzszym miejscu anizeli uczen B, to réwniez w szeregu
yjnym wedtug postepdéw szkolnych lokacja A bytaby wyzszalo niz kacja B.

o/ szere£ miedzy ktorymi ustala sie tego rodzaju zwigzek ogdlny
,J mS prawie naukowym, sg szeregami metrycznymi, to prawo przybiera
re>>7 ma ei"a*yCzZnfg0 zwigzku funkcyjnego, w ktorym elementy jednego sze-
funkrii® p3f °© C*mi argumentu> Cementy drugiego szeregu ~ warto$ciami
dioni» A “rZypuS my’ ze 8ruPe robotnikdw pobierajacych jednakowe wynagro-
ji Zfn?Cszeregnjemy a) wedtug liczby przepracowanych dni oraz b) we-
roiku yi d°S1 iaribkU- NieCh X °ZnaCZa ,iczb* d™wek, * ~ wysokos¢ za-
nostkach-" L me°netarnych. N wynagrodzenie dzienne w tych jed-
dnio |' Un~ "e~ 7 X wyraza Prawo ustalajgce zalezno$C miedzy liczbg
dnidwek a wysokoscig zarobku; wedtug tego prawa warto$¢ zmiennej z wyzna-
~  lejsce ro otnika w szeregu a) okres$la warto$¢ funkcji Y wyznaczajaca
nwejsce tegoz robotnika w szeregu b).



5. Szeregujace logiki wielowarto$ciowe

Rozréznienie miedzy klasyfikacja i szeregowaniem jest punktem wyjscia
innego uogdlnienia logiki dwuwarto$ciowej na logike w'clowartosciowg anizeli
to, ktore wychodzi od rozréznienia modalnosci zdar i o ktory-n byfa mowa po-
przednio (242). Kazde zdanie jednostkowe logiki dwuwarto$ciowej, np. ,,dzi$
jest pogoda“, zwigzane jest z podziatem dychotomicznym przedmiotéw pewnej
klasy, do ktérej nalezy desygnat podmiotu zdania, na dwie podklasy takie, iz
dla jednej z nich zdanie to jest prawdziwe, dla drugiej — falszywe; w przyto-
czonym przykiadzie klasa dni rozpada sie na podklase dni pogodnych, dla kté-
rych zdanie jest prawdziwe, i podklase dni niepogodnych, dla ktérych jest ono
fatszywe. Jednakze mozna tez klase dni uszeregowa¢ wedlug stanu pogody
postepujac od zupeinej pogody do zupetnej niepogody i pyta¢ nie o to, czy dzien
jest pogodny, lecz w jakim stopniu jest pogodny; wtedy zdanie ,,dzi$ jest po-
goda“ moze by¢ uwazane za prawdziwe w stopniu mniejszym lub wiekszym,
zaleznie od takiego lub innego stanu pogody. Jego prawdziwos¢ staje sie za-
lezna od miejsca, ktére w szeregu uporzadkowanym od zupetnej pogody do
zupetnej niepogody zajmuje odpowiadajagcy mu stan rzeczy.

Aby okresli¢ stopien prawdziwosci zdania przy takim jej pojmowaniu
w sposob jak najbardziej naoczny, wyjdziemy od innego przykladu. Przy-
pusémy, ze strzelec strzela do tarczy, i niech prawdziwo$¢ zdania (a) ,,strzat
jest celny”“ ma stopienn zalezny od tego, w jakiej odlegtosci od $rodka tarczy
utkwita kula. Oznaczmy maksymalny stopienn prawdziwosci zdania liczbg
gdy kula utkwi dokfadnie w $rodku tarczy — i mech stopien prawdziwosci bedzie
tym mniejszy, w im wigkszej odlegtosci r od Srodka tarczy lezy miejsce trafienia.
Niech przeto stopied prawdziwosci zdania (a) oznaczony symbolem V(a)

bedzie utamkiem V(a) — I7~7r iy tak iz dla r = 0 mamy V(a) — /, dla r — oo,

V(@) - 0, dla wszelkich za$ innych dodatnich wartosci
r— V(a) jest utamkiem wiasciwym przedziatu O ........ 1, przy
czym owe liczby pelnig role indekséw porzadkujacych,
a mozna je tez uwaza¢ za konwencjonalng miare prawdzi-
WOSCI.

PrzejScie od tak okreslonej wielowartosciowosci do dwu-
wartosciowosci moze nastgpi¢ w jeden z dwdch sposobow:

a) Przyjmujemy jaka$s wielkos¢ r = r0 (rys. 24), ktora dzieli wszystkie
odlegtosci r na dwie Kklasy, r<rQoraz r>r0; odpowiednio warto$¢ V»(a) — ~j~T—

dzieli wartosci V(a) na V(a)>VQ(a) oraz V(a)<VQ@), przy czym przyjmujemy,
ze zdanie (u) jest prawdziwe, gdy r<r0 (gdy kula padnie wewnatrz czarnego
kola w centrum tarczy) oraz P(a)> Vn(a), natomiast jest falszywe, gdy r>r(



i' Y(a) <Fo(a). Przechodzimy w ten. sposéb od skali wielowartosciowej do
dychotomii odpowiadajacej dwuwartosciowosci zdan, ze stratg na doiuadnosci
wypowiedzi, gdyz nie rozrdznia sie teraz miedzy sobag odlegtosci r lezacych po
jednej stronie kota r0.

b) Drugi sposéb przejscia do zdan dwuwartosciowych nie pocigga za sobg
powyzszej niedogodnosci. Polega on na utworzeniu zdania (a,) o prawdziwosci
zdania (a) w mysl nastepujacej definiciji:

0= [K@>= 1 -fr] "
przy czym zdanie (di) jest zdaniem dwuwartosciowym, jest ono prawdziwe,
gdy r = r,, falszywe — w przeciwnym przypadku. Zd .nie (aj) czytamy
»Zdanie (a) jest prawdziwe w stopniu . T,l , CO Mozna tez wyrazi¢ rowno-
waznie stowami ,kula trafita w odlegtosci rj od $rodka .

Dla zbudowania logiki wielowartoSciowej zdan rodzaju (a) nalezy jeszcze
zdefiniowac ich funkcje prawdziwosciowe metodg matrycowg lub aksjomatyczna,
podobnie jak to widzieliSmy poprzednio dia logik wiclowartosciowycn modal-
nosci. Uczynimy to tworzac matryce dla negacji oraz implikacji, jak naste-
puje: Niech p, Qbedq dwiemg liczbami oznaczajgcymi stopnie prawdziwosci
dwoch zdan; wyrazenia - , rozumiemy analogicznie do wyrazen
LNV N CR itp. przy tworzeniu matryc logiki dwuwarto$ciowej (241),
tzn. jako wartoSci negacji lub implikacji dla wartosci p, Qich argumentow.
Warto$¢ funkcji Np ustala identyczno$¢

Npr=I1—P,
wartos¢ Cpq jest okreSlona jako
Cpg — 1 dla p< q oraz qq—l—p + (dila P> Q

Przy takim okresleniu funkcji prawdziwosciowych wartosci ich dla skrajnych
wartosci argumentow p, q tj. 0 i/, stajg sie identyczne z wartosciami logiki
dwuwartosciowej, gdy potozymy v 1i/= 0; jezeli nadto potozymy m fa.
wartosci implikacji i negacji dla wymienionych trzech wartosci argumentow
stajg sie identyczne z ich wartosciami dla tréjwartoSciowej logiki

Powyzsze rozwazania pouczajg nas, ze dwuwartosciowcs¢ logiki klasycznej
jest konsekwencjg dychotomicznej zasady podziatu, ktdrg wprowadza w n~ie-
dzine rzeczywistosci przyjete w jezyku potocznym i w logice pojecie negacji.
JezelibySmy te dychotomiczno$¢ zastgpili jakags mng zasada porzgitowania
rzeczywistosci, podziatem wielocztonowym lub szeregowaniem, otrzymalioy”my,
jak to okazuje sie na omowionym przykfadzie, inng wielowartosciowg jog-ke.
Z tego punktu widzenia mozna zasade dwuwartosciowosci poréwnaé z zasada
dziesigtkowego ukiadu liczbowego przyjetego w arytmetyce europejskiej. Jak
ow uktad liczbowy jest zbudowany na liczbie 10 jako-podstawie, ze wzgiedu na
ptynace stad dogodnosci, lecz z punktu wmzenia teoretycznego wyt>6r taki jest
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konwencjonalny, tak dwuwartosciowo$¢ w logice, dogodna z wielu wzgleddw,
a przede wszystkim zgodna z jezykiem potocznym, mogtaby bye zestapiona przez
uktad innych wartosci logicznych.

6. Strukturalne wiasnosci stosunkow i liczby porzadkowe

Odpowiednio$¢ doskonata miedzy elementami dwoch klas pozwala okresli¢
podobienstwo miedzy tymi klasami praz ich liczbe kardynalng (522). Podobnie
odpowiednio$¢ doskonata miedzy elementami zakresow dwoch stosunkow
prowadzi do okreslenia podobienstwa lub izomorficznosci stosunkow.
Odpowiednio$¢é dcskopatg miedzy zakresami stosunkéw okreslamy za pomoca
odpowiedniosci doskonatej miedzy elementami pol tych stosunkéw. Niech
beda dwa stosunki Pxy, Rwz; zaktadamy dla uproszczenia, ze oba one sg homo-
geniczne. Jezeli pola obu stosunkéw sg zbiorami réwnej mocy i jezeli istnieje
jednoznaczny i zarOzem odwrotnie jednoznaczny stosunek S, ktory kazdemu
elementowi pola stosunku Px{j przyporzadkowuje pewien element pola sto-
sunku Ru z, to zarazem kazdej parze uporzadkowanej xy zakresu stosunku Pxy
zostaje przyporzadkowana jednoznacznie i zarazem odwrotnie jednoznacznie
para uporzagdkowana wz elementéw pola stosunku Rwz, ta mianowicie, dla
ktorej Sxw oraz Syz. Stosunek Pxy jest izomorficzny ze stosunkiem Rwx
zawsze i tylko, jezeli kazda taka para wz przyporzadkowana parze xy nalezacej
do zakresu Stosunku Pxy nalezy do zakresu stosunku Ribz i odwrotnie. Defi-

nicje mozna wypowiedzie¢ jeszcze w stowach nastepu-
jacych: Dwa stosunki Pxy i,Rwz sg podobne lub izo-
morficzne zawsze i tylko, jezeli istnieie taki korelator S,
iz dla kazdej pary elementow pola stosunku P, dla kto-
rych Pxy miedzy ich korelatami w i z w polu stosunku
Rwz zachodzi Rwz. lzomorficzno$¢ sto-sunkow P,
R wedtug korelatora S jest rGwnowazna réwnowaznosci
Ry 25 miedzy Pxy i*S”R (Sxy, co ilustruje rys. 25.

Dla zdefiniowania izomorficznosci dwdéch stosunkéw Pxy, Rivz wprowadz-
my skrot ,, 1zPxyRwz", zamiast ,,stosunek P\y jest izomorficzny ze stosunkiem
RW: _ ’

_ 526-1 ,,1zPxyRwz* - ,,(ES)KDoSxy(x,y) CPxy(Ew) (Ez) KKSxwSyzRwz'
. 1ZPXyRwz* znaczy ,,dla pewnego S: S jest odpowiednioscig doskonalg i dla
kazdego x oraz kazdego y: jezeli Pxy, to dla pewnego w i pewnego z : KSxwSy-
oraz Rwz*.

Stosunek Rwz izomorficzny ze stosunkiem Pxy wedtug korelatora S na-
zywa sie obrazem (odwzorowaniem) stosunku Pxy wedtug tegoz korela-
tora. lzomorficzno$¢ stosunkéw jest, analogicznie jak rownolicznos¢ dla Klas,
rownoscia, tzn. stosunkiem symetrycznym, przechodnim i zwrotnym. Stn-
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sunki izomorficzne do pewnego stosunku tworzg klase stosunkéw scharaktery-
zowanych przez wsp6lng wlasnose. Wiasnos¢ te nazywamy strukturg lub
liczbg porzadkowg (ang. yumber, niem. Ordnungszahl) danych
stosunkéw — analogicznie do liczby kardynalnej przy klasach. Liczby porzad-
kowej nie nalezy mieszaé z kategorig gramatyczng liczebnikdw porzadkowych,
liczebnik porzadkowy jest nazwg kolejnego elementu w szeregu, ktorego
elementy zostaly ponumerowane.

Strukture stosunku otrzymujemy przez abstrakcje zardwno od jakosci
jego cztondw, jak tez od jakoscj jego samego. Przyktadem stosunkéw izomor-
ficznych sg z jednej strony stosunki przestrzenne okreslajgce potozenie jednostek
geograficznych w krajobrazie, z drugiej strony odpowiadajgce im stosunki prze-
strzenne miedzy punktami oznaczajgcymi owe jednostki geograficzne na mapie.
Izomorficzno$¢ zostaje zachowana nawet przy odrzuceniu odpowiedniosci me-
trycznej (ktdrg okresla podziatka mapy); nawet mapy schematyczne znieksztat-
cone w wymiarach, jak np, schematy sieci kolejowych w rozktadach jazdy,
przedstawiajg odwzorowywane stosunki izomorficznie. Strukture stosunku
przedstawia graficznie'jego diagram (podpbnie jak matryca przedstawia jego
zakres). Diagram stosunku otrzymujemy przedstawiajgc elementy jego pola
za pomocg punktow na plaszczyznie i rysujac strzatke od kazdego elementu nale-
zacego do zfrrredpof/ ku odpowiedniemu elementowi przeciw|Al*. Jezeli do
zakresu stosunku nalezy para xx, to zaznacza sie jg strzatka zwrotng od ele-
mentu x ku niemu sarnemu; jezeli nalezg do zakresu pary xy i yx, to oba ele-
menty tgczymy strzatka podwdjna. Rys. 26 przedstawia diagramy dla stosunkow
a, b, ¢, ktérych matryce podaje rys. 23 (511).

I ablice genealogiczne sg diagramami stosunkéw ancestralnych w obrebie
pewnego, rodu ludzkiego. Diagram, w ktérym elementy pola sg oznaczone
przez zmienne, gdy przyjmiemy, ze wartoSciami ich sa odpowiadajace sobie
wedtug pewnego korelatora S elementy pol stosunkéw izomorficznych, una-
ocznia strukture kazdego z owych stosunkéw. Niech bedzie Al ojcem, A, 3,
C — jego dzie¢mi; N — nauczycielem, D, E, F — jego jednoczesnymi uczniami;
O — przetozonym, G, H /, — jego réwnorzednymi podwiadnymi. Stosunki
rodzinne w pierwszym, szkolne w drugim i stuzbowe w trzecim przyktadzie sq
izomorficzne. Strukture ich otrzymamy oznaczajgc zmienng r. ojca I\, nauczy-
ciela N i przetozonego O, zmiennymi zas$y, z, w odpowiednio osoby A, D, G —
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B, EH, — C, F, 1L Diagram (rys. 27) przedstawia nam stosunek ojcostwa
lub rodzenstwa w pierwszym przypadku, stosunek nauczycielstwa lub kole-
zenstwa — w drugim i stosunek przetozenstwa bib
wspotpracownietwa zawodowego — w trzecim.

Jedno z najprostszych zastosowan izomorficznosci
dotyczy ciagow (523)

Dwa ciggi sa izomorficzne zawsze i tylko, jezeli
miedzy ieh elementami daje sie ustali¢ korelator, przy
ktorym  zwigzki porzadkowe miedzy odpowiednimi
elementami w obu ciggach sg jednakowe. Jezeli x iy sg jakimikolwiek dwoma
elementami ciggu P, za$ wi z — ich korektami w ciggu izomorficznym Q oraz x
jest wczedniejsze od y w ciagu P, w jest wczesniejsze od z w ciggu Q —
i odwrotnie.

Wszystkie ciggi skoriczone o tej samej liczbie n elementdéw sg izomorficzne.
Albowiem elementy kazdego takiego ciggu dajg sie ponumerowac, tzn. upo-
porzadkowac tak, jak cigg pierwszych n liczb naturalnych, kazdy taki cigg jest
wiec izomorficzny z ciggiem n pierwszych liczb naturalnych. Dla zbioréw
skonfczonych zatem istnieje catkowity paralelizm miedzy liczbami kardynal-
nymi i liczbami porzadkowymi. Natomiast réwnoliczne zbiory nieskornczone
nie muszg by¢ izomorficzne. Kazdy taki zbiér moze da¢ po uporzadkowaniu
rézne ciaggi nieizomorficzne miedzy sobg. Tak np. nie sg izomorficzne szereg
liczb catkowitych dodatnich 1, 2, 3 ..... i ten sam szereg uporzadkowany od-
wrotnie ..... 3, 2, 1, albowiem w pierwszym szeregu istnieje element pierwszy,
nie ma za$ ostatniego, w drugim natomiast, przeciwnie, nie ma elementu pier-
Wwszego, istnieje za$ ostatni. Przypi $¢my, ze elementowi 1 z pierwszego szeregu
zostat przyporzadkowany element k z drugiego szeregu; w tym drugim szeregu
istnieje zawsze element k wczesniejszy od elementu ki natomiast w pierwszym

Rys. 27

szeregu element 1 jest wczesniejszy od wszystkich innych, a zatem i od ele-

mentu, ktdry jest korelatem elementu k m
w
Podobne do powyzszego rozumowania okazuja, ze struktury ciagéw nie-

skonczonych scharakteryzowane sg przez nastepujace wihasnosci; a) posiadanie lub
nieposiadanie elementu pierwszego; b) posiadanie lub nieposiadanie elementu
ostatniego; c) roznice przekrojow. Przekrojem zbioru uporzadkowanego U
nazywa sie kazdy podziat wszystkich elementéw tego zbioru na dwie klasy

i B niepuste i takie, iz kazdy element klasy Ajest weczesniejszy od kazdego
elementu B. Moze by¢ przy tym, ze klasa A posiada element ostatni lub go
nie posiada, klasa B natomiast posiada element pierwszy lub go nie posiada.
Jezeli w danym przekroju klasa A posiada element ostatni, a zarazem klasa B
posiada element pierwszy, to mowimy, ze przekr6j 6w daje skok. Jezeli
natomiast ani A nie posiada elementu ostatniego, ani B —elementu pierwszego,
to mowimy, ze przekrdj daje luke. Zbior uporzadkowany nie majacy skokow
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nazywa sie gestym, nie pajacy skokéw ani luk — ciggtym. Tak.np. zbidr
wszystkich liczb catkowitych dodatnich 1, 2, 3 ... posiada element pierwszy,
nie posiada elementu ostatniego, nie jest gesty ani ciaglty. Zbior za$ liczb wymier-
nych a takich, iz O*aKI jest réwnoliczny z poprzednim (posiada te sama
liczbe kardynalna), lecz posiada inng liczbe porzadkowa, gdyz rézni sie od po-
przedniego tym, ze jest gesty. Gdy nadto zbior liczb wymiernych przedziatu
O<a<7 uzupelnimy dotgczajac don liczby niewymierne w typze przedziale,
powstanie zbidr ciagly.

Strukturg stpsunku okre$la catkowicie jego wiasnosci formalne, tzn. za-
lezne jedynie od identycznosci lub roznosci jego cztonéw, z pominieciem
wszelkich innych réznic miedzy nimi. Wszystkie wihasnosci stosunkéw, jakie
poprzednio byly omawiane, symetryeznos¢, przechodnio”, spdjnos¢, zwrotnosc,
jednoznaczno$¢, zaleza wylacznie od struktury stosunku, tak iz stosunki izomor-
ficzne majg jednakowe z wymienionych wiasnosci. Wiasnosci te noszg nazwe
strukturalnych. Kazda z nich jest okre$lona catkowicie przez wikasnosci dajace
sie uzmystowi¢ w diagramie strukturalnym stosunku; diagramy za$ takie dla
stosunkéw izomorficznych sg identyczne. Natomiast nie sg strukturalnymi te
wiasnosci  stpsunkow, wedtug ktorych dzielimy je np. na geometryczne, lo-
giczne, przestrzenne, spo(eezne itp.

Pojecie wihasnosci strukturalnych posiada doniosto$¢ poznawczg w naste-
pujacym jeszcze zwigzku. Wrazenia zmystowe, jako elementy poznania rzeczy-
wistosci empirycznej, sg subiektywne i wewnetrzne, zbudowana na nich wiedza
posiada réwniez te wihasciwosci: jest subiektywna, tzn. zwigzana z doznaniami
podmiotu poznajacego, i jest wewnetrzna, tzn..wiasciwa kazdemu poznajgcemu
umystowi z osobna, niekomunikowalna i nieporéwnywalna miedzy nimi, Czer-
wien jest treScig mego wrazenia zmystowego, czerwieni doznawanej przeze
mnie nie potrafie nikomu innemu przekaza¢ ani tez poréwnac jej z czerwienig
doznawang przez kogokolwiek innego. Jednakze jezeli stoimy w teorii poznania
na stanowisku realizmu, ktére jest na ogdt stanowiskiem praktyki naukowej,
to przyjmujemy, Zze miedzy dziedzing obiektywnych przedmiotow wiedzy
i dziedzing wrazenn zmystowych istnieje izomorfizm, a wobec przechodmosci
izomorfizmu takze obrazy $wiata w poszczegdlnych umystach sg izomorficzne.

Przy tym zalozeniu powstaje zagadnienie zbudowania systemu wieazy,
ktory by byt pozbawiony subiektywnych i wewnetrznych elementéw zmy to-
wych i zawierat jedynie to, co nalezy do wihasnosci izomorficznych i co wskutek
tego bytoby intersubiektywnie poréwnywalne i komunikowalne. Nalezulo by
w tym celu wszelkie opisy zawierajace elementy zmystowe zmieni¢ na opisy
strukturalne, tj. opisy, w ktdrych przedmiot opisywany bytby scharakteryzowany
wylacznie przez strukturalne wihasnosci stosunkoéw taczacych go z innymi przed-
miotami. Wyobrazmy sobie w tym celu diagram wszechswiata jako mape,
w ktérej poszczeg6lne punkty przedstawiajgce oddzielne indywidua bytyby
potaczone ze sobg strzatkami oznaczajacymi stosunki, podobnie j~k na schematach
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sieci kolejowych w rozktadach jazdy stacje kolejowe potgczone sg liniami kole-
jowymi. Mape te nalezy pomysle¢ jako $lepa, poszczegdlne jej punkty nie sg
0znaczone nazwami ani tez w zaden inny sposob wyrdznione i zadaniem naszym
jest rozrozni¢ je miedzy sobg wylgcznie wedtug strukturalnych rdéznic wsréd
potaczen miedzy mmi. Mozliwos¢ naukowego poznania rzeczywistosci zalezy
od tego, czy i w jakim stopniu wspomniane rozrdznienie da sie wykonac. Je-
zeliby wszystkie wihasnosci strukturalne stosunkéw, w ktérych dwa jakie$ indy-
widua pozostajg do wszystkich innych indywidudw, byly identyczne, to owe dwa
indywidua bylyby w danym systemie wiedzy (w mysl zasady identitatis indis-
cernibilium) nierozroznialne i identyczne.

Naukami, w ktérych wyeliminowane sg wszelkie dane zmystowe, sg nauki
matematyczne wraz z logikg. Zajmujg sie one wylgcznie strukturalnymi wias-
nosciami przedmiotow swej dziedziny badania, a kazdy wystepujacy w nich
zwigzek jest zdefiniowany przez whasnosci strukturalne, tak iz nauki te — mozna
powiedzie¢ operujg nie stosunkami indywidualnymi, lecz zbiorami stosun-
kéw izomorficznych; rozrdznienie miedzy poszczeg6lnymi stosunkami naleza-
cymi do takiego zbioru odbywa sie drogg interpretacji (212). Postawione wyzej
zagadnienie wyeliminowania z nauki elementéw zmystowych jest réwno-
znaczne z zagadnieniem przeksztatcenia nauk empirycznych na nauki typu
matematycznego, czyli ich sformalizowania.
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Te_o:ia prawdopodobienstwa
|
Rozdziat 1. Stosunek prawdopodobienstwa

1. Prawdopodobienstwo jako granica czestosci

Zdaniami modalnymi nazywa sie zdania, w ktoérych stwierdza sie
konieczno$¢, mozliwos¢ lub niemozliwos$é (por. 242). Rozrdznieniu temu odpo-
wiadajg trzy stosunki, w ktorych dwie funkcje propozycjonalnefx, glt pozostaja
wzgledem siebie ze wzgledu na swojg prawdziwosc: a) (x)Cfxgx, b) (x)CfxNgx,
c) K{Ex)NCfxgx(Ex)NCfxNgx. Sg to stosunki koniecznosci, niemozli-
wosci i mozliwos$ci; mianowicie w przypadku a), jezeli/z, to musi by¢
gx; w przypadku b), jezeli/r, to nie moze byc¢ gx; w przypadku c), jezelij x,
to moze by¢ gx lub Ngx. Taka klasyfikacja jest jednak zbyt sumaryczna:
umiemy przedstawi¢ doktadniej stosunek prawdziwosciowy dwoch funkcji
propozycjonalnych, przechodzac do ujecia szeregujacego (524) roznych jego
przypadkoéw i wprowadzajgc w tym celu pojecie prawdopodobienstwa.

Przypusémy, ze w zakresie zmienno$ci zmiennej inan przypadkéw, w kté-
rych fx (niech ,,/** znaczy np. ,,x jest jabtkiem*), zachodzi m przypadkow,
w ktérych gx (niech ,,gx* znaczy np. ,x jest robaczywe* ). Liczba m n jest
zerem, gdy w zadnym z n przypadkéw, w ktorych fx, nie jest prawda, ze gx;
jedynka, gdy w kazdym przypadku, w ktérym fx, takze gx, a utamkiem wiasci-
wym, gdy w niektorych tylko przypadkach prawdziwosci zdania fx takze gx,,
lloraz m/n nazywamy czestoscig gx wzgledem fx lub krocej — cze-
stoScig wzgledng gx. Tak np. gdy w pewnej liczbie obserwacji okazato

. sig, :e na siedem jablek jedno jest robaczywe, cze-
sto$¢ wzgledna jabtek robaczywych jest 17. Czesto$¢
wzgledng ujmujemy w przedstawieniu graficznym
(rys. 28) zakresow A (zakres funkcji fx) i B (zakres
funkcji gx) jako stosunek powierzchni czesci wspolnej
obu zakreséw, ktdrg oznaczmy symbolem {AB), do
powierzchni zakresu, tj. A jako {AB) :A.

Przy pewnych zatozeniach umiemy przewidziec,
iz gdy n wzrasta nieogra-niczenie, czestos¢ m/n,

dh.
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poczawszy od pewnej wartosci dla n, rézni sie dowolnie mato od okreslonej
liczby p; mowi sie wtedy — postugujgc sie zwrotem matematyki — iz
czestosp m/n zmierza do granicy p.

Stosunek miedzy funkcjami fx i gx nazywa sie stosunkiem prawdo-
podobienstwa w stopniu p, jezeli p jest granicg czestosci gx wzgledem fx
dla r wzrastajacych nieogramczenie; gdy n posiada warto$¢ skonczona, tzn. gdy
istnieje tylko skonczona ilo$¢ przypadkdw, w ktorych }x, stopienr prawdopo-
dobienstwa jest wprost rowny czestosci m/n. Stosunki prawdopodobienstwa
ukladajg sie w szereg wedlug wzrastajgcych stopni poczgwszy od stopnia
zerowego poprzez wartosci utamkow wiasciwych az do jednosci.

Stosunek prawdopodobiefistwa miedzy funkcjami* propozycjonalnymi fx,
gx oznaczamy symbolem ,,Cpfxgx“, w ktérym ,p“ jest liczbg przedziatu

O<p<l:
611 — 1 ,,Jezeli}x, to prawdopodobnie w stopniu p gx" ~ ,,Cpfxgx’

Stosunek Cpfxgx nazywamy prawdopodobieAstwem w stopniu p od fx

do gx. Np. przez prawdopodobienistwo w stopniu p trafienia kulg ptaka w locie
nalezy rozumie¢ stosunek: Jezeli x strzela kJg do lecgcego ptaka, to prawdo-
podobnie w stopniu p x trafia tego ptaka. Podobnie prawdopodobienstwo
wyrzucenia kostka liczby 6 jest stosunkiem: Jezeli x rzuca kostka, to prawdopo-
dobnie w stopniu p x wyrzuca liczbe 6. Zmienna Xreprezentuje badZ te samg
osobe w réznych czasach, badZ rézne osoby.

Symbol CPf,xgx zastepujemy pozytecznie w niektérych przypadkach innym

jeszcze, mianowicie, jezeli p jest stopniem prawdopodobienstwa od fx do gx
i p = g, to stosunek prawdopodobienistwa- od fx domgx moze byC¢ przedsta-
wiony dwojako wedtug nastepujacej definicji:

611-11  ,,Cofxgx" = ,,KCpfxgx{p=ay .

Zdanie ,jezeli/*, o prawdopodobnie w stopniu gqgx\ znaczy to samo, co ,,je-
zeli fx, to prawdopodobnie w stopniu p gx i p jest rowne . Drugi sposdb
oznaczania prawdopodobienstwa jest stosowany wowczas, gdy q jest wyraze-
niem ztozonym (iloczynem, ilorazem lub tp.) i uzycie go w postaci wskaznika
bytoby niedogodne.

Wyznaczanie stopnia prawdopodobieristwa odbywa sie czestokro¢ empi-
rycznie przez wykonywanie préb, obserwacje i obliczenia statystyc n\ lak moze
strzelec na podstawie wielu préb stwierdzi¢, iz uzysk aje 69% trairen strzelajac
kulami do lecacych ptakéw. Mowimy w takich przypadkach o prawdopo-
dobienstwie empirycznym. Innym przykladem empirycznego prawdo-
podobienstwa jest tzw. prawdopodobiefstwo dozycia jako przedmiot uo$zpie-
czema pienieznego; jezeli x dozyt £tcgo roki zycia, to .t dozyje prawdo-
podobnie w stopniu p (kK + n)-tego roku zycia. Stopien prawdopodobiernstwa
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oblicza sie w tym przypadku na podstawie statystycznych tablic $miertelnosci.
Prawdopodobienstwo moze tez byé obliczane z gbry na podstawie pewnych
zatozen; obliczamy np., ze stopien prawdopodobieristwa wyciagniecia asa z talii
52 kart wynosi M3> poniewaz przypuszczaC mozna, ze przy liczbie ciagniec
wzrastajacej nieograniczenie beda sie one rozklada¢ jednakowo na wszystkie
karty talii. Tak obliczone prawdopodobienstwo nazywa sie prawdopodo-
bieAstwem apriorycznym.

Prawdopodobienstwo pojete jak wyzej bywa nazywane czasem prawdopo-
dobienstwem wzglednym, w przeciwstawieniu do rozwazanego w mate-
matycznej teorii prawdopodobienstwa tzw. prawdopodobiefAstwa bez-
wzglednego, tzn. prawdopodobienstwa, iz fx, czyli iz zajdzie pewne wydarze-
nie, np., iz rzut kostka da liczbe 6, bez uwzglednienia jakichkolwiek warunkdw.
Stopien prawdopodobieristwa bezwzglednego oblicza sie biorgc stosunek
liczby przypadkdw sprzyjajacych, tzn, przypadkéw, w ktorych fx (rzut kostka
da liczbe 6) do liczby przypadkdéw mozliwych, tzn. liczby przypadkow w zakresie
zmiennos$ci x, w ktérych badz/*, badZ nieprawda, ze }x (iVut kostkg da ktorag-
kolwiek z liczb I 6), Jednak mc nie dzieje sie w ten sposob, by nie byto za-
lezne od czegokolwiek innego, i prawdopodobienstwo zdarzenia moze by¢
rozmaite, w zaleznosci od zrealizowania takich lub innych warunkéw jego wy-
stgpienia, Dlatego tez do obliczenia stopnia prawdopodobienstwa jakiegokol-
wiek zdarzenia jest niezbedne odniesienie go do warunkéw, w ktérych ono wy-
stepuje, Takze prawdopodobienstwo bezwzgledne trzeba tez w ten sposob
rozumiec¢ jako prawdopodobienistwo wydarzenia odniesione do warurikow zna=
nych lub rozumiejacych sie same przez sie, ktére panujg w catym zakresie
owych przypadkéw mozliwych (w danym przykfadzie do przypadkéw wy-
konania rzutu w jednakowy sposob).

Analogicznie nalezy tez interpretowac¢ wszelkie zdania, w ktérych mowa
o0 prawdopodobienstwie zdarzen indywidualnych. Np, moéwi sie, ze pewna
teoria naukowa jest bardziej prawdopodobna od drugiej albo ze jest mato praw-
dopodobne, by pacjent przetrzymat chorobe. Podstawg tego rodzaju wypowiedzi
jest zaliczenie przedmiotu, o ktdrym mowa, do pewnej klasy przez wziecie pod
uwage cech dlan charakterystycznych; tak zaliczamy jedng i drugg teorie nauko-
wg do pewnego typu i szacujemy czestos¢ teorii prawdziwych w danym typie
(czesto$¢ ta najczesciej bywa okre$lona jedynie bardzo og6lnikowo); w drugim
przykladzie ujmujemy statystycznie stosunek liczby przypadkéw $miertelnych
przy zachorowaniach pewnego typu do liczby zachorowan tego typu Itp. Praw-
dopodobienstwo okreslamy wedtug owych czestosci, stosownie do poprzednio
wylozonych zasad.

Niekiedy prawdopodobienstwo przyjmuje posta¢ zwigzku miedzy funkcjami
propozycjonalnymi dwoch roznych zmiennych: CPfqu. Dzieje sie to, gdy mamy
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do czynienia z dwoma réznymi szeregami zdarzer i jeden z nich podporzadko-
wany jest funkcji fx, drugi natomiast — funkcji gy, zarazem za$ kazdemu ele-
mentowi jednego szeregu odpowiada jednoznacznie element drugiego szerégu
wedtug jakiego$ korelatora hxy. Niech np. poszukiwang zaleznoscig bedzie
zwigzek miedzy stanem nieba przy zachodzie stonica i stanem pogody nazajutrz,
ujety w zdaniu: ,Jezeli wieczorem storice zachodzi za chmurg, to prawdopo-
dobnie nazajutrz bedzie stota“. Szereg chmurnych zachodéw storica jest pod-
porzadkowany funkcji: dnia a stonce zachodzi za chmura; szereg dni stotnych
funkcji: dzien y jest stotny, zwigzek hxy brzmi: ,,x bezposrednio poprzedza y \
Biorac pod uwage, ze wedtug stosunku hxy y jest identyczne z funkcjg deskryp-
tywng ch  x (521), mozna zwigzek C fxgy przeksztatci¢ podstawiajagc w gy te

. . ch->x .
funkcje deskryptywna, przy czym potozymy ,.g Jotx * tak, iz Cpfxgy
sprowadza si¢ do postaci dawniejszej Ct)fxgiX,

2. Aksjomaty jednoznacznosci i miary

Teoria prawdopodobienstwa zajmuje sie zwigzkami miedzy zdaniami ze
wzgledu na ich prawdopodobiefstwo, analogicznie jak teoria zdah zajmuje
sie zwigzkami miedzy zdaniami ze wzgledu na ich prawdziwo$¢. Jednakze
jak teoria zdan stwierdzajgc zwigzki prawdziwosciowe nie rozstrzyga, czy zdania
w nich wystepujace sg prawdziwe, tak teoria prawdopodobienstwa stwierdza-
jac zwigzki miedzy prawdopodobiefistwami me rozstrzyga, czy prawdopodo-
bienstwa te istniejg i jaki jest ich stopien, to bowiem zalezy juz od tresci funkcji
propozycjonalnych i jest zadaniem nauk, ktére majg do czynienia z owymi
tresciami, Teoria prawdopodobienstwa zaktada jedynie, ze wystepujace w mej
zwigzki miedzy prawdopodobienstwami pozwalaja okresli¢ pewne prawdopodo-
bieAstwa i obliczy¢ ich stopien, jezeli dane sg inne prawdopodobienstwa.

Stosunek prawdopodobiefistwa, ktory objasniliSmy wyzej, podlega okre-
$leniu w sposob Scisty przez uktad aksjomatdéw. Sg one nastepujgce:

612,1 CNIpgEKCpfxgxCqfxgxNfx,

co znaczy: ,Jezeli p jest rézne od g, to zawsze i tylko, jezeli jednocze$nie
Cp\x8x ' Cgfxgx, nieprawda, ze fx". Jest to aksjomat jednoznacznosci

stosunku prawdopodobienstwa.  Stopiet prawdopodobienstwa od fx do gx
posiada jednoznacznie okre$long warto$¢, jezeli tylkojx nie jest zawsze falszywe.
Albo inaczej: Jezeli fx jest falszywe, to Ctixgx jest nieokreslone, falsz wszystko

uprawdopodobnia w dowolnym stopniu, analogicznie jak fatsz wszystko impli-
kuje. Aksjomat jednoznacznosci objasnia sie liczbowo, gdy przypomnimy,
ze stopien prawdopodobienstwa jest utamkiem m/n, przy czym m i n sg licz-
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bami catkowitymi dodatnimi i n?<n,- jezeli ,fx‘jest zawsze falszywe, to n = 0,
zarazem przeto m = 0 i p = 0/0 ma y/artos¢ nieokreslona.

612.2 CijngCP}xgx[p —1

Powyzszy pierwszy aksjomat miary ustata, iz jezeli fx implikuje gx,
to stopienn prawdopodobienstwa od fx do gx jest réwny jednosci; w kazdym
bowiem przypadku, w ktdrym fx, takze gx. Prawdopodobienstwo stopnia p — 1
nazywa sie pewnos$cig. Jezeli/* implikuje gx, to gx jest pewne ze wzgledu nafx.
Konieczno$¢ daje pewno$e, lecz nie na odwrdt, nie kazda pewno$¢ jest ko-
niecznoscia. Przypusémy dla przykfadu, ze arkusz papiefu ma byC pokryty
bardzo drobno rozpylong ciecza, i w tym celu dziatamy dostatecznie dtugo.
Prawdopodobienstwo pokrycia kazdego punktu powierzchni papieru czasteczka
cieczy jest pewnoscig, tzn. granica czestosci funkcji: z jest pokryte czasteczka
cieczy, wzgledem funkcji: x jest punktem powierzchni aikusza, jest jednoscia.
Natomiast nie ma koniecznos$ci, gdyz nie mozna a priori, tzn. z koniecznoscia,
uzna¢ implikacji — jezeli x jest punktem powierzchni aikusza, to x jest pokryte
czasteczka cieczy—za prawdziwg. Koniecznos¢ wymaga bezwyjatkowosci, nato-
miast pewno$¢ zachodzi tez w przypadkach, w ktérych istniejg wyjatki,
byleby tylko nie zdarzaly sie one poczawszy od pewnej liczby n badanych zda-
rzen. Tak np. nie jest konieczne, by kazda liczba pierwsza byla nieparzysta,
lecz gdy utozymy liczby pierwsze w szereg rosnacej wielkosci, to prawdopodo-
bienstwo, i? jakakolwiek liczba w tym szeregu jest nieparzysta, jest pewnoscia,
stopien jego jest bowiem réwny utamkowj (n —/)/n — 1 - ktorego granicg
przy n wzrastajgcym nieogragiczenie jest jednosc,

Zwigzek prawdopodobienstwa jest uogélnieniem zwigzku implikacji for-'
malnej, albowiem gdy przy implikacji formalnej otrzymujemy dlg kazdej war-
tosci argumentu implikacje materialng miedzy odpowiednimi warto$ciami
funkcji propozycjonalnych, zwigzek prawdopodobiefstwa daje owe implikacje
materialne tylko dla niektérych warto$ci argumentu.

612.3 CCJIxgx[p > 0)

Wedtug aksjomatu 612,3, ktéry jest drugim aksjomatem miary,
stopien prawacpccobienstw’a jest zeren lub liczbg dodatnig. tatwo to zrozu-
mie¢, gdy pamietamy, iz stepierr prawdopodobierstwa jest ilorazem dwdch liczb
dodatnich, tj. liczby m przypadkdw, w ktorych gx, i liczby n przypadkéw, w kt6-
rych/.r. Widoczne jest zarazem wobec warunku m:<n, ze p rne moze by¢ wieksze
od 1, lecz to bedzie udowodnione pdZniej dopiero (613,10).

Przypadek, w ktérym p = 0, nazywa sie pewnos$cig negatywna;
jezeli stopien prawdopodobieristwa od fx do gx jest zerem, to jesteSmy pewni
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fatszywosci g*. Niemozliwos¢, tzn. zwigzek CfxNgx, pocigga za sobg pewno$é
negatywna, podobnie jak konieczno$¢ daje pewno$¢ pozytywng, lecz nie na'
odwrdét, tzn. pewno$¢ negatywna nie jest rownowazna z niemozliwoscig, po-
dobnie jak pewnos$¢ pozyty» n_ nie jest rownowazna z koniecznoscia.

W przypadkach, w ktérych nie ma ani pozytywnej, ani negatywnej pewnosci,
prawdopodobienstwo CJxgx jest mozliwoscig gx ze wzgledu nafx (okaza¢ to

mozna odwracajac aksjomat 612,2 przez kontrapozycje). Lecz znéw na odwro6t,
nie kazdg mozliwos¢é jest prawde podobienstwem edznym od pozytywnej lub
negatywnej pewnosci. Mozliwos$¢ bowiem jest zdefiniowana jedynie negatywnie
jako brak zwigzku koniecznosci, tzn. NCfxgx, i niemozliwosci, tzn. NCfxNgx,
miedzy/* igx. Natomiast stwierdzajac prawdopodobienstwo rézne od pewnosci,
stwierdzamy pozytywnie jaki$ zwigzek niekonieczny, chocby bardzo staby,
przy matym stopniu prawdopodobieristwa, przedstawiajgcy sie pod forma
istnienia roznej od 0 i 1 granicy dla czestosci m/n; tak np. w poprzednio przy-
toczonych przyktadach jest mozliwe, ze jaki$ punkt powierzchni arkusza nie
jest pokryty kropelka cieczy, jest mozliwe, ze liczba pierwsza jest liczbg pa-
rzysta, jakkolwiek prawdopodobienstwo w obu tych przyktadach nie jest rgzne
od pewnosci. Stosunki te unaocznia nastepujacy schemat (K — koniecznosc,
N — niemozliwosc):
K j Mozliwos$¢e | N
7M1 [ T>7>0 1 ~o0

Aksjomaty 612,2 i 612,3 nazywamy aksjomatami miary, wigzg one
stosunki prawdopodobieristwa z liczbami okreslajagcymi stopnie prawdopodo-
bienstwa. Na tej podstawie mozna zwigzki miedzy zdanjami prawdopodobien-
stwowymi przedstawia¢ jako zwigzki liczbowe miedzy stopniami prawdopodo-
bienstw; przejscie od zwiazkéw pierwszego rodzaju do zwigzkéw drugiego
rodzaju jest przejsciem od teorii logicznej prawdopodobieristwa do rachunku
prawdopodobienstwa. To przejscie zostaje umozliwione przez nastepujaca
definicje:

612—1 WP(fX,gx) = p" ~ ,,CP/*E*“,

ktorg czytamy: ,,Stopie prawdopodobiefistwa od/* do gx jest rowny liczbie p*,
to tyle, co ,jezeli/*, to prawdopodobnie w stopniu p gx". Znak ,,==* w defi-
niendum jest znakiem réwnosci arytmetycznej miedzy wielkoSciami P(/*,
gx) oraz p. Rachunek prawdopodobienstwa zna tylko réwnosci lub nieréwnosci
miedzy liczbami. Zwigzdci logiczne alternatywy, koniunkcji i inne miedzy
stosunkami prawdopodobienstwa, majace wptyw na stopiert prawdopodobien-
stwa, wystepuja w rachunku prawdopodobienstwa jedynie w argumentach
funkcji P(JIX,gx).



3. Aksjomaty dodawania i mnozenia

613,1 CKKCpfxngd‘xthfongthCrfogxhx(r —p -f 0

Aksjomat dodawania 613,1 stwierdza, ze jezeli gx oraz hx wykluczajg
sie ze wzgledu nafx (tzn. nie moze jednocze$nie zfx sprawdzac sie gx i hx,
lecz jezeli fx i gx, to Nhx, przez kontrapozycje za$ rowniez, jezeli fx i hx, to

Ngx), to stopien prawdopodobienstwa od }x
do alternatywy funkcji Agxhx jest rowny sumie
stopni prawdopodobienstw od fx do kazdego
z czlon6w alternatywy. Za pomocg definicji
612-1 przedstawia sie zwigzek miedzy stopniami
prawdopodobierist w alternatywy i jej wyklucza-
jacych sie cztonéw w po-staci:
613,2 P(fx,Agxhx) = P(/x,gx) - P(fx,hx)
Do unaocznienia aksjomatu dodawania stuzy
rys. 29, gdzie A, B, C sg to odpowiednie za-
kresy funkcyj fx, gx, hx. Jezeli zakresy B i C nie majg czeSci wspdlnej,
to czesto$¢ wzgledna alternatywy Agxhx jest réwna sumie czestosci wzgled-
nych gx i hx.

Aksjomat dodawania pozwala okresli¢ odejmowanie stopni prawdopo-

dobienstw:
6133  CKKCJIxgxCJIxA$xhxCKfxgxNhxKC fxhx(q”r-p)

613.4 P(fx, hx) —P(fx, Agxhx) — P(fx, gx)
Zgodnie z tezg 613,3 prawdopodobienstwo alternatywy dwdch funkcji wyklu-
czajacych sie wraz z prawdopodobienstwem jednego jej cztonu pozwala wy-
znaczy¢ prawdopodobienstwo jej drugiego czionu.

Wed ug aksjomatu 612,2 wynika z prawa wylgczonego $rodka, ktéremu
nadajemy tutaj posta¢ ,,CfxAgxNgx“:
613.5 KCrixAgxNgx(r - 1)
613.6 P(fx, AgxNgx) —1
Stad za$ wedlug 613,3:
613.7 CCpfxgxKCJIxNgx{u = 1-p)

613.8 P(fx, gx) + P(fx, Ngx) —I
Jezeli stopien prawdopodobienstwa od fx do gx jest p, to stopien prawdopo-
dobienstwa od fx do Ngx jest u= / —p. C fxNgx nazywa sie prawdo-

podobienstwem uzupetniajagcym wzgledem C fxgx.
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Przy zatozeniu p — 1 otrzymuje sie z tezy 613,7 z uwzglednieniem aks-
jomatu 612,2 (podstawiajac nadto gxjNgx)
613.9 C]QfongCujxgx{u =0)

Jezeli  wyklucza gx, to stopien prawdopodobieristwa od fx do gx jest réwny O.
Z twierdzen powyzszych wynika, ze nigdy stopien prawdopodobienstwa nie
moze by¢ wiegkszy od jednosci. Potézmy bowiem w 613,8 P(fx,gx) = p i we-
Zzmy pod uwage, ze wowczas P(Jx,Ngx) = / —p, zarazem za$ P(fx,Ngx)
> 0; wynika stad 0< 1—p oraz p< /, czyli:

613.10 CCpfxax(p<l)

lloczyn dwoch prawdopodobieristw od jx do gx i od fx do hx, czyli praw-
dopodobienstwo ztozone, okresla nastepujacy aksjomaf mnozenia praw-
dopodobienstw:
61311 CKCJxgxCJCfxgxhxKCwfxKgxhx(w — p-u)

Jezeli prawdopodobienstwo od fx do gx ma stopien p, a prawdopodobien™
stwo od Kfxgx do hx — stopien u, tp prawdopodobienstwo od/x do Kgxhx
ma stopien w —p. u.

Mnozenie prawdopodobienstw objasnia rys. 30 (oznaczenia takie same,
jak przy rys. 28 i 29). Czestos¢ wzgledna koniunkcji Kgxhx jest réwna czestosci
wzglednej gx pomnozonej przez czesto$¢ hx wzgledem
K}xgx, czyli: stosunek czesci wspdlnej trzech powierz-
chni A, B i C (dwa razy cieniowanej) do powierzchni
A jest rowny iloczynowi stosunku powierzchni czesci
wspélnej A i B (raz cieniowanej) do powierzchni A
przez stosunek powierzchni czesci wspélnej A, B i C
do powierzchni czesci wspdlnej A i B:

(ABC) (AB) (ABC)
A A ....(AB)

Uwzgledniamy tutaj zalezno$¢ hx od gx w ten spo-
s6b, ze okreSlamy prawdopodobienstwo do hx nie
od }x, lecz od Kfxgx; zdarzy¢ sie bowiem moze,
ze czesto$¢ hx wzgledem Kfxgx jest inna anizeli czesto$¢ hx wzgledem
tzn. stosunek (ABC):(AB) jest inny od stosunku (AC):A. Przeciwnie, nieza-
lezno$¢ hx od gx okreSlamy przez definicje:

613-1 ,,hx jest niezalezne od gx ze wzgledu na /x“ — ,,P(Kjxgx.

hx) = P(fx,hx)",
tzn. ,stopien prawdopodobienstwa rjzsp. czesto$¢ hx wzgledem Kfxgx jest
taka sama, jak czestos¢ hx wzgledem fx, czyli graficznie (ABC):(AB) = (AC)'.A,

Pytamy np., jakie jest prawdopodobienstwo, ze kto§ chory na dyfteryt
dostanie zapalenie nerek i umrze. Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo zo*
zone zapalenia nerek i $mierci, nalezy okresli¢ stopied prawdopodobieristwa



od dyfterytu do zapalenia nerek, a nastepnie stopiei prawdopodobienfistwa
Smierci nie tylko od zapalenia nerek lub od dyfterytu, lecz od zapalenia nerek
i dyfterytu tacznie, gdyz prawdopodobienstwo $mierci przy zapaleniu nerek
wzmaga sie, jezeli chory przebyt uprzednio dyfteryt. Podobnie prawdopodo-
bienstwo, ze po upalnym dniu letnim nastgpi buiza i zmiana pogody, rozdada
sie na iloczyn prawdopodobienstwa, zc po upale bedzie burza, i prawdopodo-
bienstwa, ze po burzy, ktorg poprzedzat dzien upalny, nastgpi zmiana pogody.
Prawdopodobieristwo w tym ostatnim przypadku jest mniejsze anizeli prawdo-
podobienstwo, ze zmiana pGgccy nastgpi po jakiejkolwiek buizy, gdyz zazwy-
czaj tzw. burze ternriczne me pociggajg za sobg zmiany pogody, inaczej nato-
miast bywa po tzw. burzach czotowych.

Aksjomat 613,11 pozwala na sformutowanie nastepujacego zwiazku miedzy
stopniami prawdopodobienstw:

613.12  P(Jx, Kgxhx) = P(JIx, gx).P(Kfxgx, hx)

Tenze aksjomat prowadzi do okreSlenia ilorazu dwdch prawdopodo-
bienstw jako odwrotnosci iloczynu. Istniejg tutaj dwa zwigzki odwrotne,
nie jeden, jak przy odejmowaniu, poniewaz iloczyn prawdopodobienstw jest
niesymetryczny miedzy jx, gx i hx:

613.13 CKCJIxgxCxKgxhxKCJifxgxh.| u=~1J

613.14 CKC KjxgxhxC fxKgxhxKC fxgjt\\p — /)
u w p U

Tezom 613,13 i 613,14 odpowiadajg nastepujace zaleznosci miedzy stopniapii
prawdopodobienstw:

613.15  P(Kfxgx,hx) = F(fx,Kgxhx) :P(Jx,gx)

613.16  P(fx,gx) = P(jx,Kgxhx):F(Kfxgx,hx)

Jezeli hx jest niezalezne od gx ze wzgledu na fx,toaksjomat mnogenja

przechodzi na szczegdlne prawo mnozenia
613.17  P(fx,Kgxhx) = P(fx,gx).F(fx,hx)

Prawo to tlumaczy sie graficznie (rys. 30), jak nastepuje: gdy (ABC):(AB) —
(AC):A. t O/I Nz | ; Stowami: Ni ch powierzchnia (AB) bedzie
m-tg czeScig powierzchni A, powierzchnia za$ (ABC) n-tg cze$cig powierzchni
(AB), to powierzchnia (ABC) jest rr.n-tg czescig powierzchni A. Gdy za$ po-
wierzchnia (AC) jest takg samg (tzn. n-tg) czescig powierzchni A, jaka czescig
powierzchni (AB) jest (ABC) — to wiasnie jest warunkiem niezaleznosci
obliczymy stosunek (ABC):A mnozac (AB):A przez (AC):A.

Przyktadem szczegdlnego prawa mnozenia jest prawdopodobiefistwo zto-
zone, ze w pewien dzien zimowy dwa pociggi przy bywajace z dwoch réznych
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stron do miasta doznajg opo6znienia. Stopien »prawdopodobienstwa ztozonego
oblicza sie w tym przypadku, nnozac stopien prawdopodobienstwa op6z-
nienia sie jednego pociggu przez stopien prawdopodobienstwa opdznienia
sie drugiego z nich. Te dwie liczby nie beda na ogdl takie same, chodzi jednak
tylko o to, ze oba prawdopodobienstwa sg od siebie niezalezne.

Inny przypadek szczegdlny otrzymuje sie z twierdzenia 613,12, jezeli fx
jest iloczynem dwaoch zdarzen Ix,mx, przy czym prawdopodobiefistwo gx zalezy
od Ix, nie zalezy za$ od mx, prawdopodobienstwo natomiast hx zalezy od mx,
nie zalezy za$ ani od Ix, ani od gx, tzn. zakladamy F(K1xmx,gx)=P(lx,gx),
P(KK1xmxgx,hx) = P(mx,hx). Wtedy 613,12 przechodzi na

613.18  P(K1xmx,Kgxhx) — P(1x,gx).P(mx,hx)

Za przyklad niech stuzy obliczenie prawdopodobienstwa, iz rzucajac
kolejno dwiema kostkami wyrzuce dwie trojki (1x — rzut pierwszg kostka,
8X  wyrzucenie trojki pierwszg kostka, mx — rzut drugg kostkg, hx — wy-
rzucenie trojki drugg kostka). Stopien prawdopodobienstwa jest iloczynem
stopnia prawdppodobienstwa, iz rzucajgc pierwsza kostkg wyrzuce trdjke,
przez stopien prawdopodobienstwa, iz rzucajgc drugg kostka wyrzuce réwniez
trojke.

Trzeciego rodzaju przypadek szczegdlny powstaje, jesli sie zatozy, ze
P(Kfxgx,hx) ~ P(gx,hx), tzn. gdy hx nie zalezy od jx ,lecz zalezy jedynie od
gx. Witedy 613,12 przeksztalca sie na

613.19  P(fx,Kgxhx) = P(fx"x) #P(gx,hx)

Przyktady znajdujemy w powigzaniach przyczynowych. Niech np. bedzie
fx burza na morzu, gx  zatonieciem statku, hx — Smiercig marynarza ng tymze
statku; stopien prawdopodobienstwa zatoniecia statku i $mierci marynarza
ze wzgledu na burze jest réwny iloczynowi stopni prawdopodobienstwa od
burzy do zatoniecia statku i od zatoniecia statku do $mierci marynarza.

Zwigzek 613,12 miedzy stopniami prawdopodobienstw przy prawdopodo-*
bienistwie ztozonym mozna przedstawi¢ odmiennie, biorgc za punkt wyjscia
przemienno$¢ komunkcji

613.20  P(<x,Kgxhx) = P(fx,hx).P(Kfxhx,gx)
Poréwnujac za$ prawe strony réwnan 613,12 i 613,20 otrzymuje sie

613.21 P(Jx,gx).P(Kfxgx,hx) =*P(fx,hx).P(Kfxhx,gx).
co mozna w skroceniu wystowi¢ jako prawidto iloczynu: Obliczajac
stopien prawdopodobienistwa ztozonego wolno wzig¢ iloczyn stopni prawdo-
podobienstw badz pierwszego sktadnika przez drugi wzgledem pierwszego,
badz drugiego przez pierwszy wzgledem drugiego. Niech np. P(fx,Kgxhx)
przedstawia prawdopodobienstwo, ze pewna osoba (/a) posiada jednocze$nie
uzdolnienie matematyczne (gx) i muzyczne (Aa). To prawdopodobienstwo
rozkladamy na iloczyn prawdopodobienstwa a), ze kto$ posiada uzdolnienie
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matematyczne, przez prawdopodobienstwo b), ze kto$ uzdolniony matema-
tycznie posiada tez uzdolnienie muzyczne, lub iloczyn prawdopodobieristwa
c), ze kto$ posiada uzdolnienie muzyczne, przez prawdopodobienstwo d), ze
kto§ uzdolniony muzycznie posiada tez uzdolnienie matematyczne. Prawdo-
podobienstwa b) i d) nie sg sobie réwne, stosunek ich stopni przedstawia sie
wedlug 613,21 przez proporcje

613,22 P(Kfxgx,hx):P(Kfxhx,gx) = P(JIx,hx):P(fx,gx)

Poniewaz wiemy, ze uzdolnienie muzyczne jest czestsze niz uzdolnienie mate-
matyczne, wnioskujemy z 613,22, Ze czeSciej zdarzajg sie muzycy miedzy
matematykami, miz matematycy miedzy muzykami. Zarazem wiemy tez
z doswiadczenia, ze uzdolnienie muzyczne wsréd matematykow jest czestsze
niz przecietnie, tzn. P(Kfxgx,hx)/P{fx,hx); wobec 613,22 winno przeto takze
wsérod muzykéw uzdolnienie matematyczne pojawiaé sie czesciej niz prze-
cietnie — mianowicie 613,22 przeksztatlca sie na

613.23  P{Kfxgx,hx):P(Ix,hx) — P{Kjxhx,gx)\P(Jx,gx)

Ostatnia proporcja poucza nadto, ze jezeli P{Kfxgx,hx) =P(Jx,hx), to zarazem
P(Kfxhx,gx) — P(fx,gx), tzn. jezeli hx jest niezalezne od gx ze wzgledu na fx,
to takze gx jest niezalezne od hx ze wzgledu na jx.

Jezeli gx i hx reprezentujg zdarzenia potgczone zwigzkiem przyczynowym,
to wielkos¢ P{Kfxhx,gx) przedstawia stopien prawdopodobienstwa, iz dany
w obserwacji skutek hx posiada przyczyne gx. Zwigzek 613,21 przechodzi
przy tym zatozeniu na prawo prawdopodobienstwa przyczyny

613.24  P(Kfxhx,gx) = P(Kfxgx,hx). P(xj.hx)

Stowami: Stopien prawdopodobienstwa przyczyny gx, gdy dany jest
jej skutek hx, jest tym wiekszy: a) im silniejsze jest powigzanie przyczynowe
miedzy gx i hx (im blizsze jest gx catkowitej przyczyny), b) im bardziej prawdo-
podobne jest gx z gory (tzn. bez wzgledu na jego powigzanie z hx) oraz c) im
mniej prawdopodobne jest hx niezaleznie od gx, tzn. im mniej jest prawdo-
podobne, ze hx ma jaka$ przyczyne rézng od gx.

Niech jak w jednym z dawniejszych przykladéow — fx oznacza upalny
dzier letni, g* #—nadejscie burzy, hx — zmiane pogody; P(Kfxhx,gx) jest
stopniem prawdopodobienstwa, ze zmiane pogody po dniu upalnym poprze-
dzita burza. Podobnie moze lekarz zapyta¢, jaki jest stopienn prawdopodo-
bienstwa, Zze choroba umystowa jest nastepstwem zakazenia luetycznego.
Takze urzednik $ledczy staje przed analogicznym zagadnieniem, gdy chodzi
0 ustalenie stopnia prawdopodobienstwa, ze znalezienie zwlok pewnej osoby
wskazuje na dokonanie na niej morderstwa; odpowiedZ w tym ostatnim przy-
ktadzie zalezy w znacznym stopniu od indywidualnych warunkéw Zzycia denata
fx; jezeli bowiem te byly korzystne, to P(fx,hx), czyli stopien prawdopodo-
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bienstwa $mierci danej osoby w ogole, jest tylko niewiele wigkszy od stopnia
prawdopodobieristwa jej $mierci przez morderstwo P(fx,gx), a ze nadto
P(Kf xgx,hx), tzn, stopiern prawdopodobienstwa, ze zamach morderczy bywa
Smiertelny, jest bliski pewnosci, to wedtug 613,24 takze P{Kfxhx,gx) jest tak
bardzo bliskie pewnosci, iz w praktyce nie rozni sje od niej.

Aksjomat dodawania 613,1 zawierat warunek wykluczania sie cziondéw
alternatywy. Istnieje przeto zagadnienie, jak oblicza sie¢ prawdopodobiem
stwo alternatywy, gdy jej cztony nie spetniajg tego warunku. Przykiadem jest
prawdopodobienstwo, ze rzucajac jednoczesnie dwiema kostkami wyrzucimy
przynajmniej jedng z nich parzystg liczbe oczek. Stopien prawdopodobien-
stwa, iz rzut kostka da parzysta liczbe oczek, jest 1/2; gdybySmy wprost dodali
do siebie te prawdopodobieristwa dla obu kostek, otrzymaliby$my 1/2 4* 1/2 — 1,
rezultat wyraZznie falszywy, spowodowany tym, ze warunek wykluczania sie
nie jest tutaj zachowany; rzut parzysty mogg da¢ obie kostki jednoczesnie..
Majac przeto do czynienia z alternatywg czionéw nie wykluczajgcych sie,
trzeba jg przeksztatcic na alternatywe wylaczajacg i do tej nastepnie zasto-
sowaC aksjomat dodawania. Postugujemy sie w tym celu zwigzkiem EAgx
hxAKgxhxAKgxNhxKNgxhx, ktory otrzymujemy z tezy 226,16 przez podsta-
wienie p/gx, g/hx i ktdry pozwala niewylaczajacg alternatywe Afxgx zamienié
na wylgczajaca alternatywe tréjcztopowsq trzech koniunkcji. Do tej wolno
zastosowa¢ aksjomat dodawania 6131 i teze 613,2:

613.25  P(Jx,Agxhx) — P(fx,AKgxhxAKgxNhxKNgxhx) = P)fx,
Kgxhx) + P(fx,KgxNhx) + P(fx,KNgxhx)
Mamy nadto:
613.26  P(fx,gx) = P(JIx,Kgxhx) + P(fx,KgxNhx)
613.27  P(Ix,hx) = P(fx,Kgxhx) + P(fx,KNgxhx)

Dla sprawdzenia 613,26 i 613,27 nalezy wzig¢ pod uwage podstawienia tezy
226,15 EgxAKgxhxKgxNhx oraz EhxAKgxhxKNgxhx

Po dodaniu do siebie stronami réwnan 613,25,613,26 i 613,27 oraz po uporzadko-
waniu otrzymanych wyrazen otrzymuje sie og6lne prawo dodawania
prawdopodobieAstw

613.28  P{fx,Agxhx) = P(Jx,gx) + P(fx,hx) - P(fx,Kgxhx)
lub w postaci zwigzku logicznego

613.29 CKCPfxngqthxKCrfogxhx(r =p+ qg—pqg

Prawdopodobienstwo alternatywy mewylgczajacych sie cztondw jest réwne
sumie prawdopodobienstw kazdego z tych cztondw z osobna, pomniejszonej
0 prawdopodobienstwo ich koniunkcji. Prawdopodobienstwo, ze rzucajac
jednoczesnie dwiema kostkami wyrzucimy przynajmniej jedng z nich parzystg
liczbe oczek, jest 1/2 + 1/2 — 1/2 « 1/2 = 3/4. Prawo powyzsze jest uogol-

fi
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nieniem aksjomatu 613,1 i gdy cziony alternatywy wytaczajg sie, przeksztatca
sie nan. Wtedy bowiem ,Kgxhx“ jest falszywe dla wszelkich wartosci
x i P(fx,Kgxhx) — 0.

Graficzne uzmystowienie twierdzenia 613,28 daje rys. 30. Gdy przy
obliczeniu czestosci alternatywy Ag::hx wzgledem fx tworzymy sume czestosci
wzglednej gx oraz czestosci wzglednej hx, to wspdlng czes¢ obu zakreséw
uwzgledniamy dwukrotnie, dlatego nalezy od owej sumy odjaé jeden raz cze-
stos¢ wzgledng koniunkcji obu cztondw.

Dla przykfadu przytoczmy, ze w pewnej fabryce aparatéw technicznych
kontrola wykazuje 2% brakéw z powodu wad materiatu i 3% z powodu btedow
montazowych. Jaki jest przecietny procent brakdw w ogéle? Oba zrddia
brakdw nie wytaczajg sie, trzeba przeto od sumy obu czestosci, ktéra wynosi
5%, odjg¢ czestos¢ brakow, ktére wykazujg oba rodzaje defektow. Poniewaz
te s wzgledem siebie, jak poucza doswiadczenie, niezalezne, przeto mozna
zastosowaé szczeg6lne prawo mnozenia i przyjaé czestos¢ tacznego wystepo-
wania obu defektéw na 2%.3% =0,06%. Przecietna przeto brakdéw, obliczona
wedtug wzoru 613,28, wynosi 3% + 2% — 0,06% = 4,94%.

Niech za inny przyklad stuzy, cp nastepuje: Pewna firma zbywa swe wy-
roby czesSciowo przez zastepcow podrozujacych, ktdrzy pozyskuja klientele,
czesciowo przez inseraty. Prowadzona statystyka wykazuje, ze 80% zbytu
dajg zastepcy, 60% zbytu zawdziecza sie inseratem. Gdy przyjmiemy, ze
caty zbyt ptynie tylko tymi dwiema drogami, tzn. P(fx,Agxhx) — 1, to mozemy
obliczy¢ cze$¢ pozyskang przez obie one tgcznie P{fx,Kgxhx) =80% + 60% -
— 100% = 40%, tzn, 40% klienteli zawdzigecza firma tacznemu dziataniu
ogloszen i zastepcOw.

, 4. Prawo eliminacji

Stosunki prawdopodobienstwa moga by¢ skiadane w sposéb podobny
do dziatania mnozenia wzglednego. Niech rys. 31 przedstawia prawdopodo-
bienstwa od/x do gx i od K{xgx do hx, jak rowniez od fx do Ngx i od KfxNgx

do hx. Prawdopodobienstwo od fx do

hx daje sie przedstawi¢ za pomoca
prawdopodobienstw posrednich, nie wy-
starcza jednak w tym celu, jakby na
pierwszy rzut oka mozna przypuszczac,

X branie jednoej gatezi — przez gx lub
przez Ngx — lecz trzeba zna¢ wszystkie
cztery prawdopodobienstwa, tj. P{Jx,gx),
P(Kfxgx,hx), P(fx,Ngx) i P(KfxNgx,hx),
przy czym wedlug 613,2 P(fx,Ngx) —
Rys. 3L = 1—P(Jx,gx). Opierajgc sie na zwigzku
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EKAgxNgxhxhx, ktdry jest prostym przeksztalceniem ,tezy 226,!5 mamy
po kolejnym zastosowaniu praw dodawania i mnozenia prawdopodobienstw

P(Jx,hx) — P({x,KAgxNgxhx) = P(fx,AKgxhxKNgxhx)
= P(JIx,Kgxhx) + P(fx,KNgxhx), i ostatecznie
614,1  P(fx,hx) = P(fx,gx) wP{KfxgxJix) + P(fx,Ngx).(PKfxNgx,hx)

jest to prawo eliminacji (sc. cztonu posredniego gx) tworzace jak gdyby
rozszerzenie prawa sylogizmu. Dla przyktadu niech fx oznacza znéw dzien
upalny, gx — nadejécie burzy, hx — zmiane pogody. Prawdopodobierstwo
zmiany pogody po dniu upalnym mozna obliczy¢ z prawdopodobienistw po-
$rednich dla nadejscia i nienadejscia burzy, jezeli zna sie prawdopodobienstwo
nadejscia burzy po dniu upalnym, prawdopodobienistwo zmiany pogody po
burzy w czasie upatow i prawdopodobienistwo zmiany pogody po dniu upal-
nym, gdy nie bylo burzy. Graficzne umystowienie prawa 614,1 daje rys. 30,
czestos¢ h.x (zakres C) wzgledem fx (zakres A) rozkiada sie na czestos¢ wzgledng
hx przyporzadkowanych gx (zakres B) i hx przyporzadkowanych Ngx.

Jezeli zatozy sie w przypadku szczegdtowym, ze P(Kfxgx,hx) = P(gx,hx)
oraz P(KfxNgx,hx) —P(Ngx,hx), to wowczas 614,1 przechodzi na

614,2 P(fx,hx) = P(JIx,gx)-P(gx,hx) + P(jx,Ngx) wP(Ngx,hx)

Prawdopodobienstwo hx wzgledem gx, jak réwniez wzgledem Ngx, nie zalezy
od fx. Schematyczny przyklad zawiera sie w ukladzie nastepujacym: Ppsia-
damy trzy urny A, B, C; w urnie A mieszczg sie kartki, z ktdérych pewna cze$¢
oznaczona jest literg B, reszta zaS — literg C. W urnach B i C znajdujg sie
kule biate i czarne w réznych dla obu urn stosunkach. Kartka z literg B lub C,
wyciggnieta z urny A, oznacza ciggniecie kuli z urny B lub C; prawdopodo-
bieAstwo, ze wyciggne czarng kule, jest sumg prawdopodobienstwa, ze wy-
ciggne kartke z literg B, pomnozonego przez prawdopodobienstwo, iz wyciagne
czarng kule z urny B, oraz prawdopodobienstwa, ze wyciagne kartke z literg C,
pomnozonego przez prawdopodobienstwo, ze wyciggne czarng kule z urny C.

Jezeli zatozy sie w przypadku 614,2 nadto P(Ngx,hx) —O0, tzn. jezeli
Ngx wyklucza hx, to 614,2 przechodzi na
614,3 P(fx,hx) = P(fx,gx).P(gx,hx)

Dopiero w tej formie otrzymujemy catkowity odpowiednik zasady sylogizmu,
wolno bowiem wedblug definicji 612—I1 i aksjomatu 613,11 wyrazenie 614,3
przettumaczy¢ na

614,4 CKC JxgxC gxhxC fxhx
P q =Q
W mysl poprzedniego przykfadu otrzymuje sie ten przypadek, gdy urna C nie

zawiera zadnej czarnej kuli. Innych przyktaddéw dostarczajg zwigzki przyczy-
nowe:/* niech oznacza dzie upalny, gx — nadejscie burzy, hx — uderzenie



firu ¥

- 18 —

piorunu. Prawdopodobienstwo, ze w dzien upalny padnie piorun, jest ilo-
czynem prawdopodobienstw od upatu do burzy i od burzy do piorunu. Prawo
sylogizmu CKCfxgxCgxhxCfxhx jest szczegdlnym przypadkiem 614,4 przy
zalozeniu, ze p —q — 1. Zresztg takze 614,2 przechodzi bezposrednio w 614,3
i w prawo sylogizmu przy zalozeniu, ze prawdopodobienstwa od fx do gx i od
gx do hx sg implikacjami, tzn. P(fx,gx) —P(gx,hx) — /, gdyz wbwczas
P(fx,Ngx) — 0O, i drugi skiadnik sumy
odpada.

Prawo elimufacji moze by¢ uog6lnione,
jezeli — jak nieraz sie zdarza — alterna-
tywa AgxNgx daje sie zastapi¢ przez alter-
natywe wiekszej liczby wzajemnie wyklu-
czajacych sie atacznie wyczerpujacych czio-
now AgixAg2x A...g"x, tak iz hir daje przed-

stawi¢ sie wpostaci KhxAgIxAg2A...g x.
n

Zamiast schematu’rys. 3L mamy teraz sche-
mat inny, przedstawiony na rys. 32.

sposéb analogiczny, jak to byto dla 614,1, otrzymuje sie teraz zwigzek

614,5 P(fx,hx)=P(fx,glx)P(Kfxg,xM) ~P(fx,g2x).P(Kfxg2x,hx) -\
T + P{fx,gnx) lP(fognx,hx)

Prawo 614,5 pozwala nada¢ twierdzeniu 613,24 mng jeszcze postac; jezeli
mianowicie w 613,24 podstawimy za P(fx,hx) jego wartos¢ wedtug 614,5, to
otrzymamy dla kazdej z mozliwych i wzajemnie wylaczajacych sie przyczyn
zdarzenia hx:

6146 .
P(fx,9.x) * P(Kjxg,x,hx)
P{fohx,gkx) —_—— .
P(fx,g]x) mP{K)xgxx,hx) + ......... + P(Jx,0. r)§) * P(Kfxg r>§,hx)

Twierdzenie 614,6 nazj'wa sie prawem Bayes a. Wskazuje ono prawdopodo'
bienstwo cd zdarzenia hx wystepujacego w okreslonych okolicznosciach fx
do ktorejkolwiek z jego mozliwych i wzajemnie wylgczajacych sie przyczyn.
Oto przykiad liczbowy zastosowania prawa Bayes’a: W pewnej fabryce (niech
fx  znaczy ,,x pcchcdzi z danej fabryki") tizy.maszyny stuzg do wytwa-
rzania okre$lonego prcduktu. Pierwsza daje 10000 sztuk dziennie, druga
20 CO0 sztuk dziennie, tizecia 30 000 sztuk dziennie — niech ,,gix*“ znaczy
., X pcchedzi z pierwszej maszyny.“ i podobnie ,,g2x“ i’,,gsx". Kazda z.maszyn
daje pewng liczbe brakow; niech ,,hx" znaczy ,,x jest brakiem*, a mianowicie
pierwsza odrzuca przecietnie 4% brakéw, druga 2%, trzecia 4%. Wybieramy

[t flu Lt*2"<sr £/
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pewng sztuke wybrakowang i pytamy, jakie jest prawdopodobierstwo jej
pochodzenia z pierwszej, drugiej lub trzeciej maszyny. Obliczamy:

10,000 1 20,000 1
P(fx,gix) = 600Q0 - 6 P(fx,g2x) - 60t000-~3
30,000 L
p(fx,gx) = 60 (jO0 - é P(Kjxgix,hx) = 4% =4/100
P(Kfxg,x,hx) = 2% = 2/100 P(Kfxg3x,hx) = 4% = 4/700
716 . 4/100 .
P{Kjxhx, gyx) = Y/6-4/100' + 1/3.2/100 + 1/2.4/100 ~ /5~ 20%
1/3 . 2/100
P(Kfxhx,gX)=jj6' «/joo + ysi 2/ 700+ 1/2. 4/1CO =7/5 - 20%
1/2 . 4/100

P(Kfxhx,gsx) — 1/6 4100 + //jf 2/yoO + 7/2.4/760 = 5/5 - 00%

Prawdopodobienstwa, ze brck pochodzi z pierwszej i ze pochodzi z drugiej
maszyny, sg rowne; wprawdzie bowiem druga ma produkcje dwa razy wieksza,
ale tez daje dwukrotnie mniej brakéw. Prawdopodobienistwo za$ dla trzecjej
maszyny, dajacej potowe catkowitej produkcji, jest wieksze niz 1/2, poniewaz
wséréd maszyn pozostatych jest jedna pracujgca dokiadniej.

Ogolne prawo dodawania (613,28) jest punktem wyjscia do okreSlenia —
za pomoca prawa eliminacji — stopnia prawdopodobiefstwa implikacji, gdy
sg dane prawdopodobienstwa jej czionéw, Wobee réwnowaznosci miedzy
Cpg i ANpg (223,18, 223,19) jest:

P(fx,Cgxhx) = P(jx,ANgxhx) = P(fx,Ngx) + P(fx,hx) - P(fx,KNgxhx) (a)
P(fx,KNgxh:) = P{fx,Ngx) . F(KfxNgx,hx)
Wyraz P(KfxNgx,hx) obliczamy z prawa eliminacji 614,1:
. P(Jx,hx F(fr,gr) . P(Kfrgx,hr
P(KfxNgx,hx) = ( ) H Ix(N 5’1) ( g_ ) :
skad ostatecznie, powracajagc do (a) i zastepujac P(fx,Ngx) jego wartoscig
Z 613,8:
P(jy.hr)-F(fx gx) P(Kjxgx,hx)
P(fx,Cgxhx)=P(fx,Ngx)+P(fx,hx)—P(Ix,Ngx). P(fx,Ngx)
m = 7—P(fx,gx) + P(fx,gx) . P(Kjxgx,hx)
~ 1—P(fx,gx) + P(fx,Kgxhx)
614,7 P(fx,Cgxhx) = 1- P(fx,gx) + PUx,Kgxhx)
lub w postaci zwigzku logicznego
614,8 CKCpfxngquxgxthC'ijgxhx(r —1—p + pu)
(7 — p) to stopien prawdopodobienstwa dla Ngx, pu stopien prawdopodobien-

stwa dla Kgxhx, zatem stopieri prawdopodobieristwa implikacji Cgxhx jest
rowny stopniowi prawdopodobienstwa dla alternatywy ANgxKgxhx,
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W podobny sposob oblicza sie stopien prawdopodobienstwa réwnowaz-
nosci z prawdopodobieristwa jej cztonow, biorgc pod uwage zwigzek EEgxhxAh
gxfixKNgxNhx (postawienie tezy 226,17):

P(fx,Egxhx) = P(fr,AKgxhxKNgxNhx)
P(fx,Kgxhx) + P(fx,KNgxNhx) (wedlug 613,2)
= P(fx,gx) .P(Kfxgx,hx) + P(fx,Ngx) *P(KfxNgx,Nhx) (ngéulgl)

P(fx,Nhx) - P U M .P(Kjxgx,Nhx) (wedlug 614,1)
P(KfxNgx,Nhx) = P (fx,Ngx)

P(fx,Egxhx) - p{fxMx)_p {f Xgx). P(Kfxgx,Nhx)
~ P(fx,gx) . P(K/xgx,hx) + P[fx,Ngx) . .... P(fx,Ngx)

P(fx,gx)P(Kfxgx,hx) 1 — P(fx,hx) — p(fx,gx) = (/ —
- P(Kfxgx,hx))
L I — P(fxtgx)— P(fx,hx) r 2P(fx,gx)wP(Kfxgx,kx) .
614,9 P(fx,Egxhx) - 1 - P(fx,gx) - P (fM 2P(jx,0x) . P(Kjxgx,hx),
co mozna jeszcze wedtug 613,12 oraz 613,28 przeksztalci¢ na

614,10 P(fx,Egxhx) - 1 P{fxKgxhx) - P(fx,Agxhx)

Rozdziat 2* Wnioskowanie prawdopodobienstwowe
1, Wyjasnianie

Twierdzenia teorii prawdopodobiefistwa sg zasadami wnioskow, w kto
rych z prawdopodobienstwa przestanek otrzymujemy prawdopodobienstwo
konkluzji. Wnioski te nazywamy wnioskami prawdopodob.ens wo-
wymi. Mozna by ulegajac blednej analogii przypuszcza¢, ze ,ak z prawdz,
wosci poprzednika implikacji wnioskujemy przez oderwanie o prawdziwosci
nastepnika, tak z prawdopodobienistwa poprzednika w zwigzku piaw opo o
bieAstwa mozna wnioskowa¢ o prawdopodobieristwie jego nastepni’
kowoz byloby to niedopuszczalne. Zwigzek prawdopodobienstwa okreslilismy
wprawdzie w ten sposob, iz jest on w pewnym sensie uogolnieniem implikacji,
jednakze nie mozna oprze¢ na nim dyrektywy odrywania prawdopo o ien-
stwowego, ktora miataby byé czym$ analogicznym do zwy .6 yre y y
rywania, albowiem stopien prawdopodobienstwa nastepnika zwigz u praw
podobienstwmwego jest okreslony jedynie ze wzgledu na poprze 1)’
by¢ przeto oderr oderwany i stwierdzony niezaleznie od niego,
teorii prawdopodobienstwa majg badZ posta¢ implikacji mie zy pi P
bieAstwami (jak np. twierdzenia 613,1 i 613,11), badz
wych miedzy stopniami prawdopodobienstw (np. 61 ,

xg EKXGAT] Al (i

13, *



r1J,Is

. sff\ CK
J1Ag, A <mpm)= m+ K f**£*m)- P&, <Cf*ix)

? ZAzpz?-f\i\ KE ., £ < ly~p+i~/h)

181 -

614,6 in.); te drugie moga by¢ jednak za pomocg definicji 612-1 sprowadzone
do postaci implikacyjnej, tak iz opierajac sie na twierdzeniach logiki prawdo-
podobienstwa jako na zasadach rozumowania mozemy zawsze doj$¢ do kon-
kluzji, podobnie jak przy wnioskowaniu opartym na zasadach rozumowania
zaczerpnietych z teorii dedukcji przez stosowanie dyrektyw podstawiania
i odrywania. Ze wzgledu na te wspdlnos¢ dyrektyw nazywamy rozumowanie,
o ktorym tutaj mowa, rowniez wnioskowaniem. Przyklady wnioskdéw prawdo-
podobjenstwowych poznaliSmy przy sposobnosci objasniania poszczeg6lnych
twierdzenn logiki prawdopodobienstwa (por. 613,24, 613,28, 614,1, 614,2,
614,4, 614,6).

Prawdopodobienstwo jest stosunkiem miedzy funkcjami propozycjonal-
nymi. Gdy moéwimy o prawdopodobienstwie konkluzji wynikajacej wedtug
jakiego$ twierdzenia teorii prawdopodobiefistwa z prawdopodobiefistwa
przestanek, to w konkluzji tej stwierdza sie stopiei prawdopodobiefistwa pewnej
funkcji propozycjonalnej gx jako nastepnika stosunku prawdopodobienstwa
ze wzgledu na inng funkcje propozycjpnalng fx jako poprzednika tego stosunku.
Mowigc zaS w konkluzji wniosku prawdopodobienstwowegg o prawdopodo-
bienAstwie zdania okreslonego, traktujemy to zdanie jako specjalizacje funkcji
propozycjonalnej gx (por. 611); przez jego stopien prawdopodobienstwa m/n
rozumiemy czesto$¢ prawdziwych specjalizacji funkcji gx w zakresie prawdzi-
wych specjalizacji funkcji fi: stopien prawdopodobienstwa zdania ga ze wzgledu
najx jest rowny m/n, to tyle, co: ga jest jednym z m zdan prawdziwych uzyska-
nych jako specjalizacja funkcji gx w pewnym zakresie zmiennos$ci zmiennej X
wsrod n zdan prawdziwych uzyskanych jako specjalizacje funkcji fx w tym
samym zakresie,

Wazng zwilaszcza w metodologu nauk empirycznych odmiang rozumowa-
nia operujgcego prawdopodobieAstwem jest wyjasnianie lub ttumaczenie.
Zaktadamy w nim, ze zdanie (lub grupa zdan) hx, przyjete za przestanke, jest
implikowane przez zdanie gx; w wyniku rozumowania dgzymy do okreslenia
stopnia prawdopodobienstwa zdania gx. Z prawdziwosci nastepnika impli-
kacji nie mozna wprawdzie wnosi¢ o prawdziwosci jej poprzednika; jednakze
prawdziwo$¢ nastepnika pozwala na uznanie wedlug prawa prawdopodo-
biefAstwa przyczyny (613,24) pewnego stopnia prawdopodobienstwa poprzed-
nika. Niech bedzie P(fx,hx) stopniem prawdopodobienstwa zdania hx ze
wzgledu na dane z gory zatozenia lub — jak moéwi sie czasem ze wzgledu
na dotychczasowg wiedze fx; podobnie P(fx,gx) dla zdania gx; nazywamy
oba te prawdopodobieristwa prawdopodobieristwami z géry, poniewaz s3
one dane jako zatozenia do dalszego rozumowania. Zakladamy nadto, ze
przy uwzglednieniu fx, gx implikuje hx, czyli P(Kfxgx,hx) —I', przy tym
zatozeniu twierdzenie 613,24 przechodzi w

P(fx,0x)
621,1 = A
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lub w postaci zwiagzku logicznego
621,la CKCKfxgxhxKC fxgxC fxhxKC Kfxhxg y =—)

Dla przykladu niech bedzie ,,/*“ = ,.t Jest czlowiekiem®, ,,gx" = ,,x jes*
krakowianinem*, ,,hx* = ,,x jest Europejczykiem*. Stopieri prawdopodobien-
stwa od jest cztowiekiem i Europejczykiem“ do ,,x jest krakowianinem
jest réwny ilorazowi stopnia prawdopodobienstwa od ,,x jest cztowiekiem® do
,.X jest krakowianinem* przez stopien prawdopodobienstwa od ,,x jest cztowie-
kiem* do ,,x jest Europejczykiem®. F(Kfxhx,gx), dzyli prawdopodobienstwo
od nastepnika do poprzednika implikacji, jest okre$lone i rézne od zera,
jezeli prawdopodobienistwa z gory obu zdan, P{fx,gx) i P(fx,hx), sg r6zne od
zera. Jest ono tym wigksze, im wigksze jest F(fx,gx), czyli prawdopodobien-
stwo z géry poprzednika, oraz im mniejsze jest P(fx,hx), tj. prawdopodobien-
stwo z gory nastepnika. Twierdzenie 621,1 daje zasade rozumowania dla
okreslenia prawdopodobienstwa racji ga, gdy dane jest jej nastepstwo ha
(a jest nazwa, ktorg podstawiamy za zmienng sr). Tak np.spctkawszy w Bom-
baju cziowieka N mozemy z pewnym matym prawdopodobienstwem przy-
pusci¢, ze N jest krakowianinem. Prawdopodobienstwo to jest wieksze, jezeli
z qory bardziej bylo prawdopodobne, Zze mozemy spotka¢ krakowianina
w Bombaju (np. po przybyciu wycieczki z Krakowa do tego miasta). Jest ono
za$ takze wieksze wowczas, gdy okaze sie, ze 6w spotkany cztowiek jest Pola-
kiem, niz woéwczas, gdy stwierdzimy jedynie, ze to Europejczyk, bo mnigj
prawdopodobne z gory jest spotkanie w Bombaju Polaka niz spotkanie Euro-
pejczyka.

Odczytujemy dalej z twierdzenia 621,15

a) Wobec tego, ze P(Kfxhx,gx) < 1, jest rowniez 7 — < [ oraz
PQx,hx)

621,2 P(fx,gx)<P(fx,hx)

Prawdopodobienstwo racji jest mniejsze lub co najwyzej réwne prawdopodo-
bieAstwu nastepstwa (oba prawdc podobienstwa ze wzgledu na te same zalo-
zenia fx); réwnos$¢ zachodzi w przypadku réwnowaznosci miedzy racjg i jej
nastepstwem. Niech np. racjg bedzie, ze spotkany w Bombaju osobnik N
jest krakowianinem, nastepstwem — Zze jest on Lurop jjezykiem. Oczywiscie
mniejsze jest prawdopodobienstwo spotkania w 3c:.aotyu krakowianina niz
prawdopodobienistwo spotkania Europejczyka.

Jezeli giX i g sg dwiema racjami nastepstwa X, przy czym gtx
jest nadto racja ula ,,gzx", to wedlug wymienionej wiasnie zaleznosci
621,2P(fx, 8ix)<P(fx,g).
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Ktadac wedlug 621,1 P(Kfxhx, g,x) =Pin hx/; oraz PiKfx hx,g,x -

otrzymujemy na podstawie 621,2
P(jx, hx)

621.3 P Kfxhx, glx) < P(Kfxhx, g),

co interpretujemy, jak nastepuje: Stopien prawdopodobienstwa racji ze wzgledu
na dane nastepstwo jest tym wiekszy, im bardziej ogdlna jest ta racja im Ogol-
niejszy orzecznik w funkcji gx). Tak np. z przestanki, ze N Zle wyglada, z wiek-
szym stopniem prawdopodobienstwa wnioskujemy ogélnie, ze N jest chory,
anizeli, ze jest chory na okreslong chorobe.

b) jezeli P(fz, hx) </, to
621.4 P(Kfxhx, gx) > P(Jx, gx)

Spetnione nastepstwo, ktérego prawdopodobienstwo z gory bylo mniejsze
od pewnosci, powieksza prawdopodobienstwo racji.

c) Teze 621,1 mozna przedstawi¢ w postaci nastepujace;j:

621.5 PjKfxhx, gx) = ru 1
P(fx, gx) P(fx, hx)

Prawdopodobienstwo racji przy uwzglednieniu jej spetnionego nastepstwa
pozostaje do jej prawdopodobienstwa z géry w stosunku odwrotnym, jak praw-
dopodobienstwo z gdry tego nastepstwa do pewnosci. Im mniej przeto prawdo-
podobne z géry bylo pewne nastepstwo, tym bardziej wplywa ono po spetl-
nieniu na wzrost prawdopodobienstwa racji. Jezeli dwa nastepstwa h\X i hx
pewnej racji gx pozostajg wzgledem siebie réwniez w takim stosunku, \i h\X
jest racjg dla h2x, to wedtug 621,2 prawdopodobieristwo hxx z gory jest mniejsze
od takiegoz prawdopodobienistwa h2x i — wobec tego  hxx bardziej powieksza
prawdopodobienstwo racji gx, anizeli czyni to h2. Przypadek taki zachodzi,
gdy hxx jest twierdzeniem $ciSle sformutowanym, przepowiadajagcym pewne
zdarzenie z podaniem czasu i miejsca jego pojawienia sie oraz doktadnym
oznaczeniem szczegdtow, a natomiast h2x twierdzeniem ogdlnikowym, przepo-
wiadajagcym owo zdarzenie bez blizszych okreSlen. Jezeli przeto racja gx
pozwala na przepowiadanie nastepstw sformutowanych Scisle, to, te w razie
spetnienia sie przewidywania czynig gx bardziej prawdopodobnym anize i
przewidywania ogolnikowe. Twierdzenia okreslajace swdj przedmiot iloscio-
wo sg na ogot bardziej Sciste od czysto jakoSciowych (pierwsze szereguja
drugie klasyfikujg), racje przeto, ktére dajg konsekwencje ilosciowe, sg bardziej
prawdopodobne niz inne. Z tego miedzy innymi powodu wynika, ze prawa
fizyki ujete matematycznie sg najlepiej uzasadnione spomiedzy praw wszelkie i
nauk empirycznych.



d) Niech bedg dwa twierdzenia gxx oraz g2* >przypusémy, ze hxx jest na-

stepstwem Six, h2x za$ jest nastepstwem i2*; mamy przeto
P (fx,gxx) L A
P{Kfxhix,gIx) = pzyTT") oraz KKfxh,x.g»x) - p(/jr>AgX) >
j cZne za$ prawdopodobienstwo obu racji jest F{KKfxh, xhtx,Kg\xg2x); po-
tézmy dla skrocenia ,,KKfxh,xh,x" = ,a“
prawdopodobienstw
P(a,KSixSix) = P{a,g\X) mP(Kagxx,g-,X)

lezeli-xft* fj* jest wspdlng racjg zarowno /itx, jak h2x, to prawdopodobiefstwo
SIX ze wzgledu na oba nastepstwa ma stopien F\a,glx) rowny pierwszemu czyn-
nikowi prawdopodobienstwa F{a,Kglxg2x). Jezeli przeto drugi czynnik tego
prawdopodobieAstwa P{Kagxx,g2x) jest rézny od /. co zachodzi zawsze, gdy
g2x nie wynika z Kag\X, to

621,6 P{a,gyx) > P{a,Kglxg2x)

Prawdopodobienstwo wspolnej racji

i zastosujmy prawo mnozenia

réznych nastepstw ze wzgledu na
te nastepstwa jest wieksze anizeli tgczne prawdopodobienstwo racji odrebnych

poszczegOllnych nastepstw. Innymi stowy, bardzie, prawdopodobne jest jedno
twierdzenie ttumaczace tacznie pewng liczbe nastepstw mz zespét twierdzen
ttumaczacych oddzielnie poszczegdlne nastepstwa. Postulat przyjmowania
jak najmniejszej liczby hipotez (racji) dla wyjasnienia danych nastepstw, sfor-
mutowany w dawnej regule entia ncn sunt multiplicanda, jest uzasadniony przeto
nie tylko przez zasade ekonomii, lecz przede wszystkim przez wieksze prawdo-
podobieAstwo racji jedynej wobec kcniunkcji wiekszej ich liczby.
- e) Przypusémy, ze h,x i h2x sg dwoma nastepstwami racji gx i ze zadne
z nich nie wynika z drugiego. Mamy wedtug 621,1
P{fx;,gx) (a)

P(Kfxkx,gx) = p{fxAx)

uwzgledniajgc nastepnie h2x otrzymujemy
P (Kfxhxx,gx)
P{KKfxh]xh2x,gx) = p[KfxhiXth,x) '

poniewaz h2x me wynika z hxx, jest P(Kfxhxx,h2x) 1, a wiec

621,7 P (KKfxh1xh2x,gx) > P(Kfxh, X,gx)

Biorgc w ten.sposob pod uwage coraz wiekszg liczbe nastepstw racji gx, nie-
powigzanych ze sobg stosunkami wynikania, otrzymujemy szereg nieréwnosci.
PUx,gx) <F\KjxhxX,gx) <F(KKfxhxxh2x,gx) <P(KKKfxhlxh2xh3x,gx) s me

ktore wskazujg, ze prawdopodobieAstwo racji ro$nie z azuym przyp "

spetnienia sie przewidywanych na jej podstawie nastepstw. y ro_s rzy
gnac¢, do jakiej granicy wzrasta prawdopodobienstwo racji, wstawmy w réwnanie
(b) wartos¢ na F{Kfxhxx,gx) z réwnania (a) i wykonajmy mnozenie prawdopodo-
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bienstw PUx,h\x) >P(Kfxhlx,hzx) = P(fx,Khlxhzx), Wskutek tego (b) przyjmie
postac

.t s P(fx,gx),
P(KKfxhlxh2x,gx) = 'pyXKitixhtXy
a po zastosowaniu analogicznego przeksztatcenia dowolng liczbe razy

P(fx,0x)
P(KKK. mfxhIXh............ .,gX) = P(fXKK...hIXh2x...)"

stad wniosek, ze prawdopodobienstwo po lewej stronie réwnania osiggnie,
warto$¢ 1, gdy

621,8 * P{fx,gx) = P(fx,KK mmmhlxhzx. mm)

Ostatni warunek rozumie¢ nalezy w ten sposob, iz zostaje on spetniony w przy-
padku réwnowaznosci miedzy racjg gx i koniunkcja jej nastepstw KK- mhixh2x- m.
Albowiem wediug 621,2 prawdopodobienstwo racji jest me wieksze od prawdo-
podobienstwa nastepstwa, w przypadku pr::eto rdwnowaznosci miedzy racja
a jej nastepstwem zachodzi miedzy ich stopniami prawdopodobienstwa obu-
stronny stosunek nie-wigkszosci, czyli réwnos$¢. Prawdopodobienstwo racji
moze sie przeto zbliza¢ do pewnosci przy mnozeniu przypadkéw spetnienia
sie jej nastepstw i osigga pewno$¢ w przypadku wyczerpania w ten sposob
jej nastepstw; koniunkcjg bowiem wszystkich (nieréwnowaznych) nastepstw
pewnej racji jest jej rdwnowazna, Wyczerpanie takie za:hodzi w przypadku
tzw. indukcji zupetnej. Stwierdzenie, iz zostaty spetnione wszystkie dajgce
przewidzie¢ sie nastgpstwa, wystarcza do nadania racji catkowitej pewnosci.

2. Indukcja

Indukcjg nazywa sie odmiane rozumowania wyjasniajacego, w ktdrym
miedzy racjg i jej nastepstwami zachodzi stosunek sabal .ernacji (431,11),
przestankami przeto indukcji sa zdania szczegotowe postaci: niektére A sg B,
konkluzjg za$ zdania ogdlne o tych samych terminach: kazdo A jest B. Prze-
stanki sg czerpane z obserwacji; obserwowane zdarzenie x opisujemy w zdaniach
jednostkowych: x jest A, x jest B itd.; rozklada sie ono dzieki temu na skfad-
niki (cechy) A, B, C... Niech np. zdarzeniem bedzie stan pogody w pewnym
czasie i miejscu; 6w stan pogody zostaje opisany w szeregu zdan okre$lajacych
go pod wzgledem temperatury i wilgotnosci powietrza, ci$nienia barometrycz-
nego, kierunku i sity wiatru, stopnia zachmurzenia, iloSci opadu itd. Skfadniki
te sg zalezne miedzy soba, a odnosne zaleznosci wypowiada sie w zdaniach:
niektore A sg B, kazde A jest B itp. Zalezno$¢ wyrazong w zdaniu: kazde A
jest B, mozna wyrazi¢ inaczej, mowigc, ze A jest warunkiem wystarczajga-
cym lub przyczynag B, natomiast B jest warunkiem koniecznym lub
skutkiem A. Dla naszych celéw nie potrzeba wchodzi¢ blizej w strukture
stosunku przyczynowego, nie bedziemy tez uwzglednia¢ momentu czasowego



— 186 —

w stosunku miedzy A i B. Wystarczy wzig¢ pod uwage jedynie to, co mamy
na mysli, stwierdzajgc zdanie: kazde A jest B, mianowicie, ze jezeli co$ jest A,
to jest B; jezeli co$ nie jest B, to nie jest A.

Celem indukcji jest odkrywanie i uzasadnianie twierdzen o zwigzkach
wystarczajacego i koniecznego uwarunkowania miedzy sktadnikami zdarzen.
Spetnia przeto indukcja dwojakie zadanie, heurystyczne i uzasadniajagce. In-
dukcja przez eliminacje Bacona i Milla jest indukcjg heurystyczng; po-
zwala ona sformutowaé twierdzenia indukcyjne, ale me moze ich uzasaomc.
Indukcja przez wyliczenie proste, nisko ceniona przez wymienionych
pisarzy, jest indukcjg uzasadniajagcg, ona jedynie dostarcza twierdzeniom
uzyskanym przez indukcje eliminacyjng uzasadnienia, dzieki ktéremu stopien
ich prawdopodobienstwa zbliza sie do pewnosci.

Indukcja przez eliminacje postuguje sie dwiema podstawowymi
metodami: zgodno$ci i roznicy, h/ietoda zgodno$ci stuzy do szukania
sktadnikow zdarzenia, ktérych dany skiladnik jest warunkiem wystarczajagcym,
czyli skutkdw danej przyczyny; metoda roéznicy shuzy do szukania skad-
nikow, ktorych dany skfadnik jest warunkiem koniecznym, czyli przyczyny
danego skutku.

Przypusé¢my, ze szukamy skutku danej przyczyny A i stosujemy w tym celu
metode zgodnosci. Niech bedzie dany szereg obserwacji dotyczacych
zdarzen, z ktorych wszystkie zawierajg sktadnik A, a pozatym rdznig sie miedzy
sobg tak, by zadne dwa nie miaty wszystkich skiadnikéw jednakowych;

Zdarzenie | A, B, C, D, E
, Il A, nie-B, C, D, E
I A, B, nie-C, D, E
" IV A, B, C, nie-D, E itd.

Zaktadamy wychodzac od obserwacji |, iz prawdziwa jest alternatywa: ,,Kazde
A jest B lub C, lub D, lub E**. Zatozenie to z kolei opiera si¢ na dwdch dalszych:
1 Ze wsrod skladnikow kazdego zdarzenia, w ktérym zawiera sie skiadnik A,
istnieje inny skiadnik X taki, iz kazde A jest X (zatozenie determinizmu) oraz
2. ze 6w skfadnik X jest jednym ze skladnikéow B, C, D, E, wykrytych przez
obserwacje i wyrdznionych w opisie zdarzenia I. Obserwacje nastepne do-
starczajg zdan: ,pewne A nie jest B*, ,pewne A nie jest C , ..pewige A nie
jest D'\ ktore tgcznie z wyszczegllnionym wyzej zalozeniem dajg ztozony
sylogizm alternatywny tollendo ponens:

Kazde A jest B lub C, lub D, lub E
622,1 Pewne A nie jest B

Pewne A nie jest C

Pewne A nie jest D

Przeto; Kazde A jest E.



Metoda zgodnosci eliminuje przeto sposréd sktadnikow towarzyszacych skiad-
nikowi A w zdarzeniu, ktérego opis stanowi punkt wyjscia rozumowania, te,
ktére nie sg skutkami A. Rozumowanie, jikie zostaje przy tym zastosowane,
nie jest wnioskiem prawdopodobienstwowym, lecz wnioskiem dedukcyjnym.

Metoda rdznicy jest whasciwg metoda heurezy dla zadania odwrotnego,
tj. szukania przyczyny" danego skutku. Tu punktem wyjscia jest obserwacja
zdarzenia zawierajacego skiadnik Z, ktérego przyczyny szukamy ws$rdod innych
sktadnikéw tego zdarzenia. Dalsze obserwacje dobieramy tak, by me zawieraty
Z, natomiast zawieraty niektore inne ze skfadnikdw towarzyszacych sktadnikowi
: W pierwszym zdarzeniu; przy tym uzyteczne sg tylko obserwacje zdarzen
réznych miedzy sobg pod tym wzgledem. Schemat obserwacyj jest przeto
nastepujacy:

Zdarzenie IA, B, C, D, Z
p Il A, nie-B, nie-C, nie-D, nie-Z
" 111 nie-A, B, nie-C, nie-D, nie-Z
IV nie-A, nie-B, nie-C, D, nie-Z

Zaktadamy wychodzac od obserwacji | — podobnie jak przy metodzie zgod-
noSci — ze jeden ze sktadnikéw A, B, C, D, towarzyszacych Z jest jego przy-;
czyng, innymi stowy, zakladamy: Kazde A Kb kazcie B, tub kazde C{ u.
kazde D jest Z. Nastepne obserwacje dostarczajg przestanek: pewne A me
jest Z, pewne B nie jest Z, jtd., lak iz wnioskowanie ma posta¢ nastepu.,aca:
Kazde A lub kazde B, lub kazde C, lub kazde D jest Z
Pewne A nie jest Z
622,2 Pewne B nie jest Z
Pewne D nie jest Z
Przeto; Kazde C jest Z.

Metoda réznicy eliminuje sposrod skiadnikéw towarzyszacych sktadnikowi Z
w zdarzeniu, ktore jest punktem wyj$, ia rozumowania, te, ktdie nie sg jego
przyczynami. Zastosowane przy tym rozumowanie jest sylogizmem alterna-
tywnym modo tollendo ponente, nie jest przeto wnioskiem prawdopodobien-
stwowym, lecz wnioskiem dedukcyjnym, tak jaK rozumowanie metody zgo
nosci. Obie metody prowadz4 wprawdzie do konkluzji w postaci prawa m
dukcyjnego, tzn. zdania ogdlnego twierdzgcego, lecz konkluzja ta jest je yme
zwezeniem zatozenia z gory pizyjetego jako ogdlna przestanka Uernaiywna
rozumowania; przestanki szczegdtowe stuzg do odrzucenia poszc/.egd nyc
cztondéw alternatywy.

Uzyskane w wyniku zastosowania indukcji eliminacyjnej prawo indukcyjne
pie posiada wiekszego steprna prawdopodobienstwa anizeli z go.y przyjeta
jego przestanka alternatywna. Przestance tej mozna z gory przypisa¢ pewien
st pien prawdopodobienstwa, nie ma bowiem racji do jej wykluczana, je na
Ze stopien ten nie jest wysoki wobec do$¢ watpliwego zatozenia, jakie lezy u jej
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podstawy, ze szukany skutek lub szukana przyczyna znajdujg sie wsrod wy-
réznionych przez opis skfadnikéw zdarzenia bedacego przedmiotem obserwacji
wyjsciowej. Wiasciwe przeto zadanie uzasadnienia wniosku indukcyjnego
powstaje dopiero po jego sformutowaniu uzyskanym przez zastosowanie in-
dukcji eliminacyjne;j.

Zadanie to spetnia indukcja prosta, bedaca indukcja we wiasciwym
tego stowa znaczeniu w mys$l podanego na czele okre$lenia jako rozumowanie,
w ktorym przestanki postaci: niektére A sg B, stuzg do uzasadnienia konkluzji:
kazde A jest B. Niczym innym mianowicie jak indukcjg prostg jest rozumowa-
nie zwane tradycyjnie sprawdzaniem prawa indukcyjnego. W rozumowaniu
tym poszukujemy empirycznych przestanek typu ,pewne A jest B" jako na-
stepstw prawa indukcyjnego: kazde A jest B, celem jego uzasadnienia. Uza-
sadnienie to nastepuje w mysl prawa 621,1, ktore przeto takze dla indukcji
prostej, jako szczegblnego przypadku wyjasniania, jest zasadg rozumowania.
Celem wiaczenia indukcji prostej w schemat twierdzenia 621,1 trzeba wzigé
pod uwage, ze kazde spetnione nastepstwo postaci ,,pewne A jest B zwieksza
prawdopodobienstwo prawa indukcyjnego postaci ,,kazde A jest B* jako racji
przy zachowaniu warunkéw z 621,1 co do danych z géry stopni prawdopodo-
bieAstwa racji i nastepstwa.

To zwiekszenie stopnia prawdopodobienstwa jest tym wieksze, im mniej
prawdopodobne z gory byto zdanie: pewne A jest B. Z dwdch za$ zdan typu
~pewne A jest B to jest z gory (ze wzgledu na dotychczasowg wiedze) mniej
prawdopodobne, ktdre jest bardziej rézne od przypadkéw dotychczas obser-
wowanych. Jakkolwiek przeto kazda nowa obserwacja typu ,,pewne A jest B“
zwieksza prawdopodobienstwo prawa indukcyjnego: kazde A jest B, najbardziej
pozadane sg obserwacje dokonane w warunkach odmiennych, dotyczace zda-
rzen zawierajacych obok A i B skiadniki za kazdym razem inne, gdyz te obser-
wacje sg z gory mniej prawdopodobne i bardziej zwiekszajg prawdopodo-
bienstwo uzasadnianego prawa. Indukcja prosta, czerpigc swa site wylacznie
z prawa 621,1, nie wymaga przyjecia zadnych zatozen podobnych do zatozen,
jakie czyni indukcja przez eliminacje. Ani przeto me zaklada sie a priori za-
sady determinizmu w odniesieniu sktadnikow, ktérych zalezno$ci miedzy sobg szu-
kamy, ani tez me trzeba przypuszczaé, ze znamy szczegOlnie doktadnie wszystkie
skiadniki obserwowanych zdarzen. Jezeli tylko obserwacja dostarcza przestanek
postaci ,pewne A jest B w dostatecznie szerokim zakresie, to wystarczajg
one — i one wylacznie  do nadania prawu ,,kazde A jest B ““ dowolnie wysokiego
stopnia prawdopodobienstwa.

PrzyjmowaliSmy dotychczas, zgodnie z historycznym rozwojem teorii
indukcji, iz prawa indukcyjne sg bezwyjatkowe; wyznaczano sobie powszechnie
az do niedawnych czaséw za cel badania szukanie zaleznosci ogdlnych postaci
»-kazde A jest B , zgodnie z arystotelesowskirn postulatem ogdlnosci wiedzy,

(6rego wpltyw nawet na nowozytnych teoretykéw indukcji byt wyrazny, mimo
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calej ich tak opozycyjnej pozornie wzgledem Arystotelesa postawy. Bezwyjat-
kcwos¢ prawa indukcyjnego ,kazde A jest B interpretowana prawdopodobien-
stwcwo, gdy nadamy mu posta¢ implikacyjng ,jezeli x jest A, to x jest B*
oznacza pewnos¢ nastepnika: x jest B. ze wzgledu na poprzednik; ,x jest A“.
Takie bezwyjgtkowe zaleznosci sg jednak stosunkowo rzadkie. Najczesciej
zdarza sie, ze nie kazda obserwacja potwierdza rzekome prawo: kazde A jest B,
lecz obok zdarzen, w ktérych stwierdzamy o pewnym A, Zze jest B, obserwuje
sie inne, w ktorych pewne A okazujg sie nie-E. Obserwacja sprzeczna z prawem
indukcyjnym obala je w jego dotychczasowej postaci. Badacz, ktory ja zano-
towat, musi przede wszystkim rozstrzygnaé ,czy rzekome prawo nie jest tylko
omytka naukowa. Jezeli jednak poza tym okazatlo sie ono wartosciowe, to
istniejg dwie drogi do-wyboru.

Pierwsza utrzymuje postulat bezwyjatkowosci prawa indukcyjnego kosz-
tem badz zaciesnion a zakresu jego podmiotu, badz rozszerzenia zakresu jego
orzeczenia, jezeli okazato sie nieprawda, ze kazde A jest B, to dazymy albo
do takiego zacie$ni nia zakresu A, aby wszelkie nie-E pozostaty na zewnatrz
niego, albo tez do takiego rozszerzenia zakresu B, by takze zaobserwowane
nie-E znalazly sie w zakresie rozszerzonym. Zakres podmiotu ogranicza sie
dodatkowymi ckre$leniami w postaci czy to dodatkowych rozrdznien w jego
obrebie, czy to wykluczenia tzw. ckclicznoSci przeszkadzajgcych; a znowu
zakres erzoczenia rozszerza sie uogolniajgc orzeczenia w ten sposéb, by B stato
sie jego czescig. Schematycznym przykladem niech bedzie prawo, w ktérym
stwierdza sie, ze kazda masa wody, jesli do niej z zewnatrz jest doprowadzane
cieplo, podwyzsza swg temperature. +tatwo znalez¢ obserwacje niezgodne
z tym prawem: a) Moze zdarzyC sie, ze woda ogrzewana stabym plomieniem
w naczyniu Zle chronionym od utraty ciepta, a wystawionym na dziatanie
niskiej temperatury otoczenia, obniza swojg temperature, b) Obserwujac
pewng mase wody pod cisnieniem atmosferycznym w temperaturze 100°C
stwierdza sie, ze dalsze doprowadzanie ciepta nie podwyzsza jej temperatury,
jezeli nie pedcamy jej jednocze$nie zwiekszonemu cisnieniu, lecz sprawia,
ze przechodzi ona w tej samej temperaturze w stan pary nasyconej. Uwzgled-
niajgc obserwacje a) zacieSniamy zakres podmiotu przez wylgczenie okolicznosci
przeszkadzajgcej za pomoca zastrzezenia ,kazda masa wody, do ktorej z zew-
natrz jest doprowadzane ciepto i ktora jest dostatecznie chroniona przed jego
utrata, podwyzsza swa temperature”. Aby za$ utrzyma¢ w mocy prawo induk-
cyjne wbrew obserwa.ji b), mozna zacie$ni¢ zakres podmiotu lub rozszerzy¢
zakres orzeczenia. W pierwszym przypadku prawo otrzymuje brzmienie:
»Masa wody o temperaturze nizszej niz 1CG°C i pod cisnieniem atmosferycz-
nym, do ktorej z zewnatrz zostaje doprowadzone ciepto eemitd . W drugim
przypaoku nalon iast powiada sie: ,,Masa wody pod cisnieniem atmosferycz-
nym, do ktorej z zewnatrz jest doprowadzane ciepto, podwyzsza swag tempe-
rature do 100° C, a nastepnie przechodzi w stan pary nasyconej o tej samej
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temperaturze”. Wskazane sposoby najczesciej bywajg stosowane w fizyce
klasycznej. Prawo okreSlajagce okres wahadta T = nJ/ - me sprawdza sie

dla wychylen przekraczajacych 2°, prawo Boyle'a - Mariotte’a, wedtug ktdérego
iloczyn preznosci i objetosci odmierzonej masy gazu $ciskanego w niezmiennej
temperaturze jest wielkoscig stala, nie sprawdza sie dla znaé:n:ejszych cisnien
itd. Dla zachowania waznos$ci tych praw jako zwigzkéw ogolnych trzeba opa-
trzy¢ je zastrzezeniami zwezajgcymi zakres ich zastosowan do okreSlonych
granic; podobnie inne prawa fizyki elementarnej wymagaja zastrzezen zweza-
jacych je do przypadkéw wyidealizowanych, bez tarcia, lepkosci itp. We wszyst-
kich takich przypadkach prawo sformutowane catkiem ogdlnie, tj. bez owych
zwezajacych je zastrzezen, nazywane byw” prawem przyblizonym. W przy-
padkach, w ktérych modyfikuje sie prawo przez rozszerzenie orzeczenia, po-
zostaje prawo pierwotne szczegélnym przypadkiem prawa rozszerzonego;
w tym sensie prawo Boyle’a-Mariotte’a jest szczegdlnym przypadkiem prawa
Van der Waalsa.

Druga droge obiera sie porzucajac postulat bezwyjatkowosci prawa in-
dukcyjnego, ktdre przeksztatca sie wskutek tego na prawo stwierdzajgce juz me
pewnos¢, lecz prawdopodobienstwo nastepnika: x jest B, w przypadkach,
w ktorych zachodzi poprzednik: x jest A; zwigzek bezwyjatkowy miedzy A i B
przechodzi w zwigzek prawdopodobienstwa. Prawa tego typu nosza w praktyce
naukowej nazwe uogoélnien przybitzonych (Mili) lub korelacji induk-
cyjnych (Keynes) albo wreszcie praw statystycznych, poniewaz stopien
prawdopodobieristwa B ze wzgledu na A okresla sie zazwyczaj na podstawie
opisu statystycznego. Metoda porzucenia postulatu bezwyjg.kowosci prawa
indukcyjnego ma zastosowanie woéwczas, gdy me jest mozliwe ujecie okolicz-
nosci, ktére by pozwalaty odrdznié te A, ktdre sg B, od innych, ktdre nimi me sa.
Dzieje sie to, gdy sktadniki zdarzen obserwowanych sa bgaz zbyt skompliko-
wane, badz tez zasadniczo me dajg sie uja¢. Tak np, formuluje sie piawo
skutecznosci pewnego Srodka leczniczego w postaci stwierdzenia, ze skutkuje
ono w n% przypadkéw. Mozna przypuscic, ze przypadki skutecznosci lekarstwa
roznig sie od przypadkéw, w ktdrych pozostaje ono bezskuteczne, lecz ujecie
tej roznicy wymyka sie spod obserwacji z powodu zbyt wielkiej r6znorodnosci
czynnikow wspotdziatajacych. Rezygru je sie przeto z ich uchwycenia biorgc
pod uwage jedynie ogdt przypadkow stosowania lekarstwa i stosunek liczby
przypadkow, w ktérych okazato sie cno skuteczne, do tego ogdétu. Innym
przyktadem prawdopodobiefAstwowego ujecia zaleznosci jest prawo rozkiadu
czasteczek w promieniach alfa ciat promieniotworczych. Ze wzgledéw zasad-
niczych jest niemozliwe okreslenie potozenia i pedu czasteczki w je .nuj i tej
samej chwili, a wiec elementéw okreslajacych jej droge; dlatego tez mozliwe
jest jedynie podanie stopnia prawdopodobienstwa, z jakim spodziewaé sie
mozna pojawienia sie czasteczki w okreSlonym miejscu.
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Prawa statystyczne sg czesto pojmowane jako prawa czysto opisowe, tzn
zdajgce sprawe ze stanu rzeczy jedynie w zakresie dotychczas obserwowanych
przypadkow. Mogg one jeonak Ly¢ stosowane takze poza tym zakresem jako
prawa ogolne, pozwalajace przewidywac stopiern prawdopodobieristwa przypad-
kéw nowych, a zarazem wyjasniajace prawidtowosc statystyczng tych przypad-
kéw, podobnie jak to czynig prawa indukcyjne w stosunku do zaleznosci bezwy-
jatkowych. Tak np., gdySmy stwierdzili skuteczno$¢ lekarstwa w n% dotych-
czas obserwowanych przypadkéw jego stosowania, mozémy przypuszczaé,
ze jest to prawidtowos$¢ ogdélna i w dalszych obserwacjach analogicznych zo-
stame zachowany ten sam stosunek procentowy. Zarazem mozemy uwazac
odpowiednie prawo za racje Wyjasniajacg wyniki obserwacji stwierdzajacych
w nowych zastosowaniach ten sam stopieri prawdopodobienstwa przypadkow
skutecznosci.

3. Wnioskowanie przez analogie

. Wnioskowanie przez analogie jest w pewnym sensie odpowiednikiem
wnioskowania wyjasniajgcego. Przy wyjasnianiu przestankami sg nastepstwa,

stepstUZa]a‘h t'ejlcgarn%gjla tthaJ whnioskujemy z niektérych nastepstw o innych na.

Przypusémy, ze hyx i h2x sg dwoma nastepstwami jednej i tej samej racji
sx; Pogniemy okresli¢ stopienn prawdopodobieristwa h2x ze wzgledu na h,x
przedstawiony przez wyrazenie P(KfxhIX;h2), przy czym fx przedstawia
zatozenia, ktore posiadamy z goéry. W celu rozwigzania zagadnienia odwotu-
jemy sie do prawa mnozenia prawdopodobienstw 613,12 i prawidta iloczynu

613,21: ) th . N’)h _ .
FI%M mi’)(_ Mmm RixLY) - RKHXAY

s P(fxhX) ~~~pU A xT

(u
Wezmy nadto pod uwage twierdzenie 621,1: qu)hxg() g](_)ég%)
X

i wprowadZzmy warto$¢ na F(fXH)ﬁ w poprzednie réwnanie-

R Rix (@
Mamy nadto wedilug 621,1:
(e)

(o) j y wartosc row ie fdj
l !

®)
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Wedtug (f) przestanka hxx zwieksza prawdopodobienstwo konkluzji h2x zawsze
i tylko, jezeli warto$¢ wyrazenia pp lewej stronie réwnania jest wieksza od 1
Zarazem musi bye wieksza od 1 takze prawa strona réwnania (f), otrzymujemy
przeto

[ P(Kfxh2x,gx) P (Kjxhxx,gx)

VP(KfxKh, xh2x,gx) ' P(fx,gx) ' S>
*kad,;

P(KfxKh1xh2x,gx) P(KfxhoX,gx)

P(K}xhi1x,gx) P(fx,gx)

Nierownos¢ 623,1 przedstawia warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby
przestanka hxx zwiekszata prawdopodobienstwo konkluzji h2x. Warunek ten
da sie wyrazi¢ w nastepujagcych stowach: przestanka" hxx zwieksza prawdopo-
dobienstwo konkluzji h2x zawsze i tylko, jezeli ich wspodlna racja gx ma z gory
stopien prawdopodobienstwa rézny od 0 oraz jezeli przyrost prawdopodobien-
stwa gx ze wzgledu na h2x jest mniejszy przy uwzglednieniu htx anizeli bez
tegoz.
P{KfxKh, xh2x,gx) » o ] o ]

Stosunek P(KfxhiX,gx) ma warto$¢ tym mniejsza, im mniejszy jest
jego licznik oraz im wigkszy jego mianownik. Wiadomo, ze z dwdch nastepstw
hxx i h2x wspolnej racji gx, z ktérych pierwsze jest racjg drugiego, pierwsze
bardziej powieksza prawdopodobienstwo racji niz drugie (621 c). Mianownik
jest przeto tym wigkszy, im mniej rdzni sie hjX od gx, tzn. im wiecej elementow
wspdlnych istnieje miedzy hlx i gx; niech np. gx bedzie ,,x jest czerwone,
kragte, twarde, wonne i wyrasta na jabtoni“, stopien prawdopodobienstwa
od hxx do gx bedzie wiekszy dla hxx o brzmieniu ,,x jest czerwone, kragte,
twarde i wonne*, anizeli gdyby hxx byto ,,x jest czerwone i kragte*. Podobnie
licznik ma warto$¢ tym mniejsza, im Khxxh2x bardziej rozni sie od gx, tzn.
im bardziej rézne jest h2x od gx przy danym hxx, Im mniejsza warto$¢ stosunku

P (KfxKhxxh2x,gx) . » ‘ P(IKfxhxXhdx)
P(Kfxhx,gx) tym bardziej wzrasta warto$¢ stosunku —

N ——
F(}x,hi>x)

tzn. tym bardziej hxx zwieksza stopieri prawdopodobienstwa h2x. Tym bardziej
przeto przestanka hxx zwieksza stopien prawdopodobienstwa konkluzji h2x
przy wspdlnej racji gx, im hxx jest bardziej bliskie racji gx oraz im h jest od
niej dalsze. Wedtug poprzednio uzytego przyktadu wiekszy jest stopien
prawdopodobienstwa od hxx do h2x, jezeli hxx brzmi ,,x jest czerwone, kragte,
twarde, wonne*, h2 za$ ,,x wyrasta na jabtoni*, anizeli woéwczas, gdy hxx
ma brzmienie ,x jest czerwone i kragle”, natomiast h2x ,,x jest twarde
wonne i wyrasta na jabtoni®.



Rozdziat 3. Prawdopodobienstwo i lcgjld wiabwartosciowe

1 Wielowartosciowo$¢ metryczna

Pojmowalismy dotychczas prawdopodobieristwo jako stosunek miedzy
funkcjami propozycjonalnymi uwazajac je za uogdlnienie zwigzku implikacyj-
nego. Mozna jednak wigza¢ je takze z pojeciem prawdziwosci i uwazaé za uogol-
nienie tego pojecia. Dochodzi sie przez to do logiki wielowartosciowej w spo-
sob inny, anizeli poznaliSmy to poprzednio (por. 412 i 525).

Okreslilismy (611) prawdopodobiefstwo CPfXgX jako granice czestosci

gx wzgledem/*, tzn. jako granice, do ktdrej zmierza stosunek liczby m przypad-
kéw, dla ktérych gx, do liczby n przypadkdw, dla ktérych /*, przy wzrastaja-
cym n. Jezeli przyjmiemy, ze n jest wprost liczbg tych wartosci argumentu x,
dla ktérych rozpatrujemy funkcje gx, i ze nadto dla wszystkich tych n wartosci
fx jest prawdziwe, to wolno prawdopodobienstwo funkcji gx uwaza¢ wprost
za jej wiasnos$¢ przystugujaca jej w zbiorze n wartosci zmiennej x. Niech np.
gx bedzie ,,* jest strzatem celnym® i niech liczba strzetdéw oddanych bedzie
n = 100, w czym celnych m — 70, to stosunek liczby strzatdw celnych do liczby
strzatow oddanych m/n — 70% przedstawia prawdopodobienstwo funkcji gx
w zbiorze 100 wartosci jej argumentu, dobranym jako zbi6r oddanych strzatow.
Oznaczamy zbiér wartosci argumentu x, w ktérym rozpatrujemy prawdopo-
dobieAstwo funkcji gx, symbolem ,,x.\  Zbi6r x., w ktdrym okreslamy

prawdopodobienistwo funkcji gx, niech nazywa sie fundamentem tej funkcji,
odpowiadajgcy mu zbior (gx) jjj wartos¢* — ,,gx. W nawiasie funkcjg

ufundowang albo uktadem zdaniowym do mej nalezagcym. Prawdo-
podobieristwo funkcji (gx) w tym zbiorze oznacza sie¢ symbolem ,,Pi,(gx)) .

Réwnanie
31 R(@)=p

okresla stopien prawdopodobiefstwa funkcji rx w zbiorze x.. Zalezno$¢ praw-

dopodobienstwa funkcji gx od jx kryje sie w parametrze ,,i* zaleznym od do-
boru funkcji /*.

Niech oznaczenie prawdopodobienstwa wzorem 631-1 nosi nazwe ozna-
czenia predykatywnego, w przeciwienstwie do oznaczenia implikacyjnego
wzorem CPfxgx (611-1) lub P(fx,gx) =p (612-1). Elementy fundamentu Xi

muszg by¢ wyjete ze zbioru wartosci argumentu funkcji gc, dla ktorych
funkcja ta posiada sens, i uporzadkowane jako cigg okreSlony, gdyz przy
réznym ich uporzadkowaniu granica stosunku m/n, jezeli n wzrasta nie-
ograniczenie* moze przybiera¢ rézne wartosci. Niech np. przy pewnym upo-
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rzadkowaniu warto$ci argumentu funkcja gx zamienia sie kolejno na zdanie
prawdziwe (u) i fatszywe (/):
@ Vv, /1, v, [, v, [ eee
W zbiorze tak uporzadkowanym stopien jej prawdopodobienstwa p
— V2, gdyz jezeli przez n oznaczymy liczbe wyrazdéw szeregu (a) od poczatku

. L > [ I} n+/ %
az do rn-tego ,;i>‘w tym szeregu, to n —2m —/, czyli m = —~—*a stosune

+1 1+1/n ) . L
m/n n 5 dla n = 0o zmierza do granicy 1/2. Ten sam zbior
wartosci argumentu n jednak tak uporzadkowaé, by kolejne wartosci

funkcji byty:
O ARNAAAARNY

jezeli teraz przez n i m analogicznie oznaczymy liczbe wyrazéw w odcinku

szeregu (b) az do pewnego ,Vv" i liczbe wyrazéw > w tym odcinku, to
N . n-~h2 i nT?2 Il r2/n &
n—3m—2 i m— _é'T" a stosunek m/n = 5n P dla n=po

zmierza do granicy 1/3, ktdra jest stopniem prawdopodobienstwa w tym przy-
padku.

W réwnaniu 631— I, jezeli liczba n elementéw zbioru x. ros$nie nieograni-

czenie, to p przyjmuje wartosci wszelkich utamkéw w przedziale p 1;
jezeli natomiast n jest skonczone, to p przybiera jedng z wartosci O/n, | n,
2n, ... n/n, przeto dla n — 1 p moze miec jedng z dwdch wartosci 0/1 = 0

lub 1/1 —/, dla n = 2 p moze mie¢ jedng z trzech wartosci 0/2, 1/2, 2/2 = 1
itd., zaleznie od tego, dla ilu spomiedzy elementéw zbioru x. staje sie gx zda-

niem prawdziwym,

Przy przyjetych wyzej oznaczeniach powiedzenie, ze gx jest funkcjg pro-
pozycjonalng, ktérej fundament sktada sie z jednego tylko elementu xa, jest
rownowazne z powiedzeniem, ze podstawiliSmy w niej za zmienng x warto$¢
Xi, tzn, dokonaliSmy dziatania specjalizacji (311) tej funkcji, dzieki czemu za-
mienita sie ona w zdanie prawdziwe lub falszywe. W pierwszym przypadku
jej prawdopodobienstwo P((gx,)) = 1/1 = 1; w drugim natomiast P{(gxi)) =
~ 0/1 —0: prawdziwos¢ zdania otrzymanego przez specjalizacje funiccji
propozycjonalnej ttumaczy sie prawdopodobienstwem rownym 1, fego falszy-
wos¢ — prawdopodobienstwem rownym 0. Wyrazenia P((gXj))  1iP(\gxi))
sg metalogicznymi zdaniami o zdaniu {gxi), podobnie jak np. ,,Fw = v przy
stosowaniu metcdy matrycowej.

Tak przeto wigcza sie prawdziwosc i falszywos¢ w zbidr prawdopodobienstw
roznych stopni. Zbidr ten obejmuje szeregi o roznej licznie wyrazéw zaleznie
od wartosci liczby n, tzn. od liczby elementéw fundamentu x. funkcji propo-



zycjonalnej gjt, ktorej wlasnosciag w tymze zbiorze jest prawdziwos¢ resp. praw-,
dopodobieristwo — prawdziwo$¢ uwazamy teraz za szczeg6lny przypadek
prawdopodobienstwa albo prawdopodobienstwo za uogdlnienie prawdziwosci.
Funkcja propozycjonalna gx w zbiorze x. daje uklad zdaniowy wartosci (gx.)

skladajacy sie z n elementow, Szereg liczbowy stopni prawdopodobienstwa
facznie z wartoSciami skrajnymi O i / liczy n + / wyrazdw. W przypadku
n= 1, gdy (gx.) zawiera jeden tylko element bedacy specjalizacjg funkcji gx,

szereg 6w ma dwa wyrazy 0 /, prawdziwos¢ i falszywos¢; zdanie gxj przyjmuje
jedng z dwu wartosci logicznych; teoria funkcji propozycjonalnych w obrebie
fundamentéw O jedynym elemencie, czyli zwykla teoria zdan, jest logikg dwu-
wartosciowa. Gdy n = 2, elementy zbioru ufundowanego (gx.) przybierajg

wartosci 0, 1/2 i / (mianowicie O, gdy gx dla zadnej wartosci x. nie staje sie

zdaniem prawdziwym, 1/2 — gdy gx staje sie zdaniem prawdziwym dla jednej
z nich, 1 —gdy jest zdaniem prawdziwym dla obu), logika jest w tym przypadku
tréjwartosciowa, a miejsce zdan logiki dwuwarto$ciowej zajmujg w niej zbiory
ufundowane, bedace ukladami par zdan (gxi,gxd. Dla n —3 logika staje
sie czterowartosciowa o wartosciach 0, 1/3, 2/3, 3/3 — 1, a jej elementami sa
trojki zdan (gxlIt gx2, gx3 itp. Niech np. gx brzmi ,,x jest liczbg parzystg”
i niech fundament jej sklada sie z pieciu elementow x. = 12, 3, 4, 5.

Uktad zdaniowy (gx ) sklada sie przeto z pieciu zdann  jest liczbg parzystg*

.2 jest liczbg parzystg” itd., z ktérych dwa sa prawdziwe, a trzy falszywe;
prawdziwo$¢ lub prawdopodobienistwo funkcji gx w okreslonym jak wyzej jej
fundamencie wynosi przeto 2/5,

Wielowartosciowos$¢ logiczna, o ktorej teraz mowa, rozni sie istotnie za-
rowno od wielowartosciowosci modalnej, jak i od wielowartosciowosci sze-
regowej :

Hi‘u
ttoi'

a) Wielowarto$ciowo$¢ modalna jest wielowartoSciowo$cig zdan opartg

na ich klasyfikacji. W logice dwuwartosciowej zdania rozdzielajg sie na dwie
klasy, zdan prawdziwych i zdan falszywych; w logice tréjwartosciowej — na
trzy klasy — tak mozna tych klas rozr6zni¢ dowolnie wiele. Klasy zdan oznacza-
liSmy literami v,f, m. Niekiedy oznacza sie je liczbami: 1 oznacza prawdziwosc,
1/2 — mozliwos¢, 0 — falszywos¢. Liczby te jednak nie oznaczajg tutaj ani
wielkosci, ani porzadku, jakkolwiek sg dobrane wedtug analogii z oznaczeniami
teorii prawdopodobienstwa; ich sens jako liczb nie odgrywa roli i mozna by
je dowolnie pozamieniac.

b) Wielowartosciowo$¢ szeregowa jest rowniez wielowartosciowoscig zdan,

opiera sie jednak nie na klasyfikacji, lecz na uszeregowaniu zdan. Liczby ozna-
czajgce warto$¢ logiczng zdan spetniajg role wskaZznikow porzadkujgcych,
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t.j. wyznaczajagcych zdaniom miejsce w szeregu wedtug stopnia ich prawdzi-
wosci, mozna je tez uwaza¢ za konwencjonalng miare prawdziwosci.

c) Wielowartosciowos¢ prawdopodobienstwowa rozni sie od obu poprzed-
nich tym, ze nie jest wiclowartcScicwoscig zdan, lecz uktadéw zdaniowych.
Liczba elementow uktadu zmienia sie z liczbg rozréznionych wartosci zdanio-
wych. Tylko w logice dwuwarto$ciowej uklad zdaniowy jako nosiciel wartosci
prawdy i fatszu redukuje sie do jedynego zdania, w logice tréjwartosSciowej
ukfad zdaniowy skiada sie z dwoch zdan itd. WartoSci logiczne sg stopniami
prawdopodobienstw i jako takie sg identycznie oznaczone liczbami wskazuja-
cymi zarbwno miare, jak i uszeregowanie wartosci logicznych: warto$¢ logiczna
0 wiekszej liczbie jest wieksza od wartosci logicznej o mniejszej liczbie i w sze-
regu nastepuje po niej. Wielowartosciowo$¢ prawdopodobienstwowa bywa
dlatego nazywana wielowartosciowos$cig metryczng, w przeciwienstwie
do wielowartosciowo$ci modalncj, zwanej takze topologiczng przez analogie
do metrycznej i topologicznej geometrii.

2, Matryce dla metrycznej logiki wielowartoSciowej

Wszystkie trzy typy logik wielowartosciowych traktowane “metodg matry-
cowag s3, jak wiemy, teoriami metalogicznymi, moga by¢ jednak budowane
rowniez aksjomatycznie jako systemy logiczne ('r12).

Funkcje prawdziwosciowe dla uktadéw zdaniowych wielowartosciowej
logiki prp”~nr.ndnk.ienstwowei tworzvmv nrzez nastepujgce definicje:

W definicjach powyzszych wystepujg po lewych, ich stronach funkcje aigumen
tow (/*.), (gx.), tj. funkcji ufundowanych (631), natomiast wyrazenia po pra-

wych stronach sg funkcjami ufundowanymi funkcji zdaniowych. Funkcje
definiowane nalezatoby przeto, celem zaznaczenia réznicy kategorii seman.y”z
nej miedzy nimi i funkcjami zdaniowymi, oznaczy¢ odmiennymi symbc anrj®>
podobnie jak to uc y iliSmy dla funkcji, ktérych argumentami sg orze._zni
lub relacje. Dla prostoty mozna jednak tego nie czyni¢ i uwaza¢ za osta

teczne odrOznienie to, ze argumenty sg ujete w nawiasy Oznaczajagce un cje
ufundowane.
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Definicje 632-1 rozumiemy w sposéb nastepujacy:

a) Wymienione wyzej funkcje zostajg zdefiniowane w obrebie logiki
okreslonego stopnia wartosci, ktorg wskazuje wspdlny indeks Argumenty
funkcji Jx i gx oznaczamy tg samg literg x rozumujac podobnie, jak przy ozna-
czaniu argumentdéw funkcji {x ig¢x w zwigzku prawdopodobienstwa (por. 611).
Fundamenty obu funkcji sa réwnoliczne, a elementy ich sg przyporzadkowane
sobie wedlug wskaznika w sposob wzajemnie jednoznaczny. Niech np.
fx brzmi: ,Rzucajagc po raz x-ty kostkg | wyrzucitem liczbe oczek parzystg“,
gx za$ niech bedzie: ,Rzucajgc po raz x-ty kostkg Il wyrzucitem parzystg
liczbe oczek”. Niech zbidr x. bedzie serig szeSciu rzutow kostkg | i szeSciu

rzutow kostkg IlI, tzn. i — 1, 2, 3, 4,5, 6, Przyporzadkowanie miedzy rzutami
obu serii uzyskujemy w ten sposob, iz tagczymy w pary pierwszy rzut kostka |
z pierwszym rzutem kostkg Il, podobnie drugi z drugim i dalsze az do sz6stego.

b) Koniunkcjg obu uktadéw zdaniowych jest ukfad zdaniowy, ktérego
elementami sg koniunkcje przyporzadkowanych sobie wedtug kolejnych
wartosci indeksu i elementéw obu skladowych pkiadéw zdaniowych; a zatem
w przytoczonym wyzej przykladzie koniunkcjg uktadéw zdaniowych jest
uktadem szeSciu zdan postaci ,rzucajgc kostkg | po raz x. wyrzucitem parzy-

stg liczbe oczek i rzucajgc po raz x. kostkg Il wyrzucitem parzystg liczbe

oczek™. Niech np. liczbe parzystg da drugi, trzeci i czwarty rzut kostkg | oraz
trzeci i pigty rzut kostka I1; w takim razie P({fx)) = 1/2, P((gx)) — 1/3 oraz

P(K(fx.)(gx)) ~ 1/6. Analogicznie jest dla dalszych funkcji prawdziwoscio-
wych. we wskazany zatem spos6b obliczamy P(A(fx)(gx)) — 4/6, P(C(fx.)
(gx)) ~ P(AN(Ix.)(gx.)) =4/6, P(E(fx)(gx.)) — 1/2 (elementy obu ukfadéw
zdaniowych sg jednoczesnie prawdziwe lub jednocze$nie falszywe w pierwszej,
trzeciej i szOstej parze rzutow).

Do zdefiniowanych wyzej funkcji prawdziwo$ciowych nalezy jeszcze do-
faczy¢ zwigzek prawdopodobienstwa C Jxgx okreslony w obrebie danego fun-

damentu ; jego stopien prawdopodobienstwa oznaczamy analogicznie do okreslen
632—1 symbolem ,,P*C (tx)(gx))j'. Omawiany zwigzek przedstawia czestos¢

gx wzgledem fx w zbiorze tych warto$ci spomiedzy x., dla ktérych fx staje sie

zdaniem prawdziwym. W przyktadzie, ktérym postugiwaliémy sie ostatnio,
PjC (fx.)(gx.)j — 1/3, poniewaz na trzy rzuty kostka |, ktore daty liczbe pa-

rzysta, tylko jeden jest taki rzut kostkg II.
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Warto$ci matryc pbieramy w ten sposob, aby czypity one zado$¢ tezom
fachunku prawdopodobienstwa, ktére wypisujemy obecnie w pp.taci zmody- i* Y
fikowanej, mianowicie: ’

Dla koniunkcji F(K(Ix)( x ) = P|(/*.)j . P(CJ fx.)(gx )i (por. 613,12)
Dla alternatywy / ~A(Jx)(gx)) - F|(/*.)) + F((gx.))— P((fx ) - PICIfx.)(gX.)j

(por. 613,28)
Dla implikacji P*C(JIx.)(gx.)'j = 1—P|(/z)\ + Pj/x.)) . PiCjIx)(gx)]j

(por. 614,7)
Dla réwnowaznosci

/m(EQ,)C*) = (%) - 1(GV) + A (V) mPCE X" *9)
(por. 614,9)
Dla negacji P(N(fx)") = 1—P|(/x.) (por. 613,8)

W powyzszych zwigzkach wystepujg po prawej stronie wartosci Pj(/x.)),
P~isx))» tj> catkowicie okres$lone stopnie prawdopodobienstw ukfadéw zdanio-
wych jako argumentdw funkcji prawdziwosciowych, oraz wartosé P|C (fX)(gX.)].

ktora nie jest wyznaczpna przez tamte, gdyz moze by¢ rowna réznym utamkom
dla niezmienionych wartosci P|(/x.)j oraz P((gx)}, zaleznje od rozmieszczenia

zdan prawdziwych w pbu ukfadach zdaniowych, jak to tatwo sprawdzi¢ na przy-
ktadach. ObliczylisSmy w przyktadzie podanym wyzej P|C (fX)(gx.)\ ~ 1 3;

jezeli za$ przypuscimy, ze trzeci i czwarty, nie trzeci i pigty, rzut kostkg 11 da
parzystg liczbe oczek, to przy niezmienionych wartosciach P|(/*.)j oraz Pj(gx.)|

otrzymujemy PICj(fx)(gx)\ —213. Dla okre$lenia przeto w matrycach wartosci
funkcji prawdziwosciowych uktadéw zdaniowych (fX.) i (gx) trzeba podaé
nie tylko stopnie prawdopodobienstw obu ukladéw zdaniowych Pj(/xj)j
~ p oraz PMgx.)p = q, lecz takze stopien prawdopodobienstwa od (fx. do
(Sx)> czyli P(Cu(/*.)(s*.)) — u. Warto$¢ u podlega warunkowi ograniczaja-

cemu, wynikajgcemu z prawa eliminacji (614.1), ktére po wprowadzeniu
ostatnich oznaczenn ma posta¢

q—p.u+ (/ —p).u, gdzie u ~ P"C"N(fx)(gx,)j, skad

J—p
1- . >PrzVczym 0< u < /, a zatem

qg—p.u
0 < < /, rozwigzujgc te nierdbwnos¢ ze wzgledu na u otrzymuje sie

%
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prg—1 Q
P P

632.1

Wedtug 632,1 dla p~ 1, u~ g; dla p= Ou staje sie nieoznaczone.

Zgodnie z powyzszymi ustaleniami uktada sie nastepujgce tablice wartosci
funkcji prawdziwosciowych dla wielowartosciowych logik prawdopodobien-
stwowych:

a) Negacja:
. 632,2 P(le)) P(N(Jxl))

P 1—P

632,3

c) Wartosci prawdopodobienstwa Cu (f)g)(g)|<) dla przypadkéw granicz-
nych p — 0,1 oraz q= 0,1 (wedlug nieréwnosci 632,1)-

1 nierbwnos¢ 632,1 przyjmuje postac

P s v 0< 0.u</, a zatem jest spetniona
! ! ! przy dowolnej skoriczonej warto$ci u.

1 0 0

0 1 P *2, nierdbwno$¢ powyzsza przyjmuje postaé
0 0 M —1< 0.u< 0, upozostaje przeto réwniez

nieoznaczone.

Szczeg6towy interpretacje powyzszych tablic otrzymujemy przechodzac
do matryc dla logik wielowartosciowych przy zatozeniu, ze liczba elementow
zbioru x. jest n — 1,2, 3, mmm Azeby obliczy¢ matryce logiki dwuwartosciowe;j,

dla ktorej n — 1, nalezy za p, q wstawia¢ kolejno 0, 1; w wyniku powstaja dla
negacji, implikacji i innych funkcji prawdziwo$ciowych matryce iorilu klasycz-
nej. Nieoznaczono$¢ funkcji C (fx)(gx) nie odgrywa przy tym zadnej roli,
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poniewaz w przypadkach, w ktérych ona zachodzi, wspdtczynnik przy u jexst
wszedzie zerem- Dla przykfadu obliczmy matryce dla Kpg, Apq oraz Cpq:
T- m r, A..
Kpq dp<z m ;  Cpqg
P ° Pu p+ g—pull—p+ pu

o - =9
o

1
0
0
0

o O B -
O b O r

Klasyczna logika dwuwartosciowa jest zatem szczegdlnym przypadkiem logiki
metrycznej wielowartPSciowej, tzn. prawdziwosci i fatszywosci jej zdan daja
sie przyporzadkowaé liczby 1 i O jako miary prawdopodobienstwa.

3, Metryczna logika tréjwartosciowa i logika modalna
] ' {
Metryczna logika tréjwartosciowa daje nastepujgce tablice:

d

P 9 u Kpq Apq Cpq Epg Np
1 1 1 1 J 1 1 0
1 1 1 1 1
1 2 2 ) 1 2 2 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 \ 1 i
5 1 1 2 1 1 2 - 2
1 1 i 1
5 i 0.1 3o I I"e 03 2
1 1 1 1 1
2 0 0= 0 2 2 § 2
0 1 2 0 / i 0 i

1 _
0 2 ? 0 i |/ 2 i
0 0 ? | 0 0 | ; 1 !

W matrycach metrycznej logiki tréjwartosciowej wartosci funkcji prawdzi-
wosciowych dla argumentbw p = q= ~ przestajg by¢ jednoznacznie
okre$lone i otrzymujg po dwie wartosci. Jest to skutkiem okolicznosci, ze
warto$¢ u nie jest w tym przypadku jednoznacznie wyznaczona przez p i ¢
i dla uczynienia jej jednoznacznie wyznaczong trzeba jeszcze dodatkowego
zatozenia dotyczacego rozktadu wartosci (gx.) wzgledem wartosci (Jx). Dwu-

znaczno$¢ funkcji prawdziwo$ciowych ttumaczymy sobie tym, ze wartosci
argumentow p, q i ich negacji sa w tym przypadku identyczne. Jezeli wartosci

r-i-
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p, g interpretujemy w ten sposob, iz uwazamy je za identyczne (p —q), to
wspomniane wyzej dodatkowe zatozenie dla wyznaczenia u brzmi w ten spo-
sob, ze (g*.) jest prawdziwe dla wszystkich i tylko tych samych wartosci, co

(/*.) (w poprzednim przykiadzie, gdy drugi, trzeci i czwarty rzut kostkg 1 dal

parzystg liczbe oczek, takze drugi, trzeci i czwarty rzut kostkg Il dat liczbe
parzystg). Wobec tego u — 1, K% ~ s A%y —If, mwT. —h Eu H~ 1 Jezeli
natomiast uwazamy p i g za wzajemne negacje, p — Nqg oraz q = Np, to za-
kfadamy tym samym, ze N[gx) jest prawdziwe dla wszystkich tych i tylko tych
wartosci x., dla ktérych (}x) jest prawdziwe (w stuzacym nam przykiadzie

pierwszy, piaty i szosty rzut kostka Il daje liczbe parzysta oczek). Przy
takim zatozeniu u —0, /Cfg = 0, A\v =1 Cjj 3¢, EfZ ~
Poréwnanie trojwartosciowej logiki metrycznej Z tréjwartosciowg logikg
modalnai(242) ukazuje nastepujacg jeszcze odpowiednio$e; Pot6zmy w matrycach
tréjwartcSe.owej logiki modalnej V=1, m=8 / = 0, to okazuje si¢, ze ma-
tryce dla logiki modalnej przy definicji ,,Apq“ — XCCpqgq sg identyczne
z matrycami trojwartosciowej logiki metrycznej przy przyjeciu, ze dla p ~ 1[2
i g= Y2u—1, przy definicji za$ ,,Apq" = ,,CNpg“ z temiz matrycami,
gdy dla p= 1/2i ql/2 u—0. Tutaj réwniez przyjecie jednej lub drugiej defi-
nicji dla Apq jest rownowazne zatozeniu o takim lub innym rozktadzie wartosci
(?x.) wzgledem wartosdci (fx.). Wedtug definicji ,,Apgq" — ,,CCpgq winnismy

zatozy¢, ze uktad wartodci ( £ x pokrywa sie z uktadem wartosci (fx), ze zatem

u= 1, przy przeciwnym bowiem zatozeniu Apq = 1 wedlug tablicy 632,3,
natomiast CCpc,g-~ § identyczno$¢ przeto miedzy nimi staje sie falszywa
Przeciwnie za$ przy definicji ,,/ipp“ — CNIpqg" przyjmujemy zatozenie, ze
rozktad warto$ci {gxi) jest przeciwny rozktadowi {fxi), ze zatem u = 0, gdy-
bysmy bowiem przyjeli u= 1, to Apqg statoby sie rowne g, za$ CNpg — |
i znéw identyczno$¢ bylaby fatszywa,

Wieloznaczno$¢ funkcji prawdziwosciowych, pojawiajaca sie w logice me-
trycznej trojwartosciowej dla p—f i gq= rozszerza sie jeszcze przy
przejsciu do logik o wiekszej liczbie wartosci i obejmuje wartosci funkcji praw-
dziwosciowych dla utamkowych warto$ci argumentdéw p, ¢, przy ktorych wartosc¢
u musi byé osobno okreslona dla uzyskania jednoznacznosci funkcji prawdzi-
wosciowych. Tylko przeto w logice dwuwaitosciowej s wartosci funkcji
prawdziwosciowych wyznaczone przez same wartosci argumentow p. g, rozkfad
za$ wartosci argumentu- q wzgledem argumentu p nie odgrywa roli, bo przy
warto$ciach argumentow 0 i 1 wyznaczony jest juz przez same te wartosci.

PrzejScie od wielowartoscioviej logiki metrycznej do wielowartosciowej
logiki modalnej da sie wykonaé przez rozciecie szeregu prawdopodobieristw
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aa klasy, czyli powr6t od ich uszeregowania do klasyfikacji modalnej (611),
Konieczno$¢ w ukladzie zdaniowym (fx) definiujemy przez generalizacje

»Nec (/%) = ,(*) fx."\
co czytamy ,konieczne* ze (fx)‘\ to tyle, co ,dla kazdego x nalezacego do
zbioru x. jest prawda, ze fx\
Podobnie definiuje sie mozliwo$¢ i niemozliwosé
SHT () = L KEX) X (EX)NTX'im
~Mozliwe, ze (/*.)“, to tyle, co ,,dla-pewnych * nalezacych d6 zbioru Xx. jest
prawda, ze fx i dla pewnych x nalezacych do zbioru x.: Nfx .
LTmp (/%) = ,(*.) Nfx!
»Niemozliwe, ze (/*.)*, to tyle, co ,,dla kazdego x nalezacego do zbioru x..
Nfx.
Dla logiki n + 1 wartosciowej o dowolnym skoficzonym n mamy stad
zarazem:
N0 - P = T
633-1 »Pol (jxiT = ,,/ > P((fx)) >0*
Jmp (/)" = ,P((/**)) = 0°

Oznaczajac podobnie jak poprzednio przez p, g, u wartosci (fx),(gx) oraz
stopien prawdopodobienstwa (g*.) wzgledem (fjr*) ustalamy najpierw matryce

dla negacji:

Tablica ta jest utozona zgodnie z tablicg 632,2
p Np i analogicznie do tablicy logiki tréjwartoSciowej
modalnej (242,1), gdzie wartosci Nec odpowiada

Nec Imp
V, a wartosci Imp wartosc /.
Pos Pos Wartosci dla u obliczamy z nieréwnosci 632,1,
wstawiajgc za p, q wartosci wedtug definicji 633-1,
Imp Nec wartosci dla funkcyj prawdziwo$ciowych obliczamy

z wzoréw tablicy 632,3:



Tablica 6333

p 2 u Kpg Apq Cpq Epq
Nec Nec Nec Nec Nec Nec Nec
Nec Pos Pos Pos Nec = Pos
Nec Imp Imp Imp Nec Imp Imp
Pos Nec Nec Pos Nec Nec Pos
Pos Pos Imp PosNec Imp PosPos  Nec Pos Pos Pos[@n—Nee Imp Pos Nec
Pos Imp Imp Imp Pos Pon o Pos
Imp Nec > | Imp Nec Nec Imp
Imp Pos "P Imp Pcs ntc Pos
Imp Imp P Imp Imp Nec Nec

Jak widzimy, powtarza*sie tutaj taka sama nieoznaczono$¢ wartosci funkcji
prawdziwosciowych dla wartosci Pos argumentow p, g, jakg zauwazyliSmy przy
poprzednich matrycach; zrodtem jej jest okoliczno$é, ze wartos¢ u nie jest
wyznaczona przez wartosci p i g, jezeli te sg rozne od 0 /, lecz zalezy od tego,
jak p i q sa roztozone wzgledem siebie albo jaki jest — jakby sie mozna wy-
razi¢ — stopien sprzezenia p i ¢ stanowiacy o prawdopodobienstwie qwzgle-
dem p. Jezeli p i q sa mozliwe, to komunkcja, alternatywa, implikacja miedzy
nimi noze byé konieczna, mozliwa lub niemozliwa, zaleznie od przypadku,
z jakim mamy do czynienia. Gdy rzucamy monete, mozliwe jest wyrzucenie
orta lub reszki, alternatywa obu mozliwosci jest konieczna, ich komunkcja jest
niemozliwa, ich implikacja mozliwa. Przy rzucie kostkg wyrzucenie jedynki
czy dwdjki jest mozliwe, ich alternatywa jest réwniez tylko mozliwa, tak jak
implikacja, komunkcja jest niemozliwa. Przy jednoczesnym rzucie dwiema
kostkami komunkcja mozliwych rzutéw jest mozliwa, tak jak i alternatywa.
Z drugiej strony takze sama warto$¢ rr.odalna ujeszcze me wyznacza modalnosci
funkcji prawdziwosciowych: zaréwno dla rzutow monets, jaki dla rzutow kostka
u — Imp, gdyz wyrzucenie jednej strony monety wyklucza wyrzucenie drugiej,
a wyrzucenie jednej Sciany kostki wyklucza wyrzucenie ktorejkolwiek innej;
zarazem za$ alternatywa wyrzucenia jedn j z dwoch stron monety jest ko-
nieczna, alternatywa wyrzucenia jednej z dwoch stron kostki jest mozliwa

pierwszg obliczamy kladac we wzorze p + q—pu, p = & q —i, u — 0, zatem
P+ Q—pu —1; dla drugiej p =9 q=1], u= 0, zatem p q— pu =,
czyli réwna sie mozliwosci.

K — p>**
/1J - p+i-r'-
£ -
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Ten stan rzeczy tlumaczy owg dwoisto$¢, jaka spotykamy w logice mo-
ralnej tréjwartosciowej, zaleznie od przyjecia jednej lub drugiej definicji
alternatywy. Wieloznaczno$¢ funkcji prawdziwosciowych zjawia sie w logikach
wielowarto$ciowych juz poczawszy od tréjwartosciowej. Jedynie logika dwu-
warto$ciowa jest od niej wolna. Mozna jg usungé definiujgc funkcje prawdzi-
wosciowe ciasniej, rozrézniajgc dwa rodzaje alternatywy czy koniunkcji: jeden
rodzaj odpowiadajacy jednej z wartoSci wystepujgcych w matrycy, drugi od-
powiadajgcy drugiej z nich. Tak wiasnie uczyniliSmy odrozniajac alternatywe
zdefiniowang przez CCpqq od alternatywy zdefiniowanej przez CNpg, Od-
powiednie systemy logiczne sg szczegdlnymi przypadkami logiki okreslonej
przez matryce 633,2 i 633,3.



C%SC 7
Zarys rozwoju logiki

Rozdziat 1. Starozytno$¢ i Sredniowiecze

t. Okres przedarystotelesowski

Dzisiejszy stan logiki jest wynikiem jej historycznego rozwoju, w ktérym
zmieniaty s,e poglady zardwno na jej przedmiot, jak jej zadania i metody.
Wsrod owych pogladdéw wystepuja zwigzki i przeciwstawienia, ktérych sformu-
fowanie 1 stwierdzenie pozwala zrozumie¢ aktualne dzi$ jeszcze podstawowe
zagadnienia o0g.k. , zwigzane z nimi rozstrzygniecia. Tak przeto znajomosc
rozwoju logiki wyjasnia w niejednym punkcie jej stan dzisiejszy. Niezbedna
za$ jest ona dla zdania sobie nalezycie sprawy ze stanowiska logiki wsrdd roz-

ficznymi 3 *W3SZCza 26 zwi”zkdw>Kktore jg tgczg z innymi naukami filozo-
Tworcg logiki jako odrebnej nauki filozoficznej jest Arystoteles(384—322)
*g9 ,WZ Przed nim .ostaty przygotowane materiaty do jej zbudowania. Mozna
ozni w lozo 1l greckiej przed Arystotelesem trzy wyraznie rozne metody
rozumowan.
Pierwszg z nich, najstarsza, wyksztalcita joriska filozofia przyrody. Obser-
wacje Zaczerpniete z pewnej dziedziny doswiadczenia staly sie punktem wyj-
Scia dla uogdlnien obejmujacych catos¢ bytu. Tak obserwacje biologiczne

rAenynr7 o mU Wy8Moszen®a prawa o0golnego, iz z wody wszystko

powstato, rodobnego rodzaju uogélnieniem jest twierdzenie Heraklita
0 Zmiennosci rzeczy. Nie inaczej uzasadnia sie tez podstawowy pomyst
ato mizmu (wedtug legendy pomyst ten nasungt sie Leukippowi na widok
pytkéw unoszacych sie w promieniach stonecznych), choé w jego opracowa-
niu wspo ziaay nne jeszcze racje. Rozumowaniem jest tu indukcja prosta
wniosek zmierza od przestanki ,,pewne a jest b do konkluzji ,kazde a jest

t azywamy te metode, w odroznieniu od nastepnych, metodg indukcjli
prostej. ,,

Drugg jest metoda dedukcyjna, jej twoércg jest Parmenides. Zmierza
ona iio twierdzen apodyktycznych, tzn. twierdzen o tym. co musi by¢ lub nie

/Ahu



moze by¢; przed twierdzeniami tego rodzaju ustepujg dla wyznawcow tej
metody twierdzenia empiryczne o tym, co jest lub nie jest. Apodyktycznosé
twierdzern opiera sie¢ na oczywistoSci ostatecznych zatozen i dedukcyjnym
toku rozumowania. Zatozenie ostateczne Parmenidesa brzmiato mniej wiecej
,,CO jest, jest”, odpowiadato przeto ontologicznej zasadzie tozsamosci; dedukcja
za$ postepowata drogg niewprost, wedtug zasady sprzecznosci, odrzucajac
wszystko, co niezgodne z owym naczelnym zatozeniem, Konkluzjg byto usta-
lenie cech negatywnych bytu: jego trwania bez poczatku i korica, niezmiennosci,
eniepodzielnosci.

Platon udoskonalit i rozwingt metode Parmenidesa. Przede wszystkim
przez to, ze zastosowal jg ogdlnie do wszelkich pojeé, nie tylko pojecia bytu
i jego wiasnosci; okazat, iz kazde pojecie posiada swojg negacje, ktdra sie z nim
wyklucza. Nastepnie za$ przez wzbogacenie odmian dedukcji, oprdcz bowiem
dedukcji niewprost zastosowat dedukcje przez subalternacje, A wreszcie przez
stworzenie og6lnego pojecia rozumowania dedukcyjnego jako metody otrzymy-
wania twierdzern apodyktycznych z przestanek aksjomatycznych. Tak pojeta
dedukcja objeta sobg metode dedukcyjng w filozofii oraz metody rozumowania
stosowane przez Owczesng matematyke. Rozumowanie matematyczne stato
sie uznawanym Swiadomie wzorem wszelkiej dedukcji.

Trzecig metodg rozumowania, précz metod indukcji prostej i dedukciji,
byla metoda zastosowana przez Sokratesa do definiowania poje¢ przez
szukanie tego, co wspdlne w rozmaitoSci — metoda dialektyczna. Metoda
ta operowata przyktadami, wychodzita wiec od obserwacji, podobnie jak metoda
indukcji prostej, jednakze inaczej niz tamta urabiata materiat empiryczny.
Aby utworzy¢ definicje, uklada Sokrates tablice przyktaddéw, w ktérych rzecz
definiowana wystepuje, i druga, w .ktorej jej nie ma. Jest to postepowanie
takie samo, jakie w 2000 lat pdzniej stosowat Francis Bacon ukladajgc swe
tabulae praesentiae et absentiae oraz John Stuart Mili formutujac indukcyjne
kanony zgodnosci i roznicy. Proces budowania definicji wedtug metody sokra-
tycznej rozpoczyna sie od proby okreSlenia opartej na jakimkolwiek przy-
ktadzie; okreslenie takie okazuje sie za ciasne lub za obszerne. Jezeli jest za
ciasne, czyli obejmuje za duzo cech, trzeba definicje zgeneralizowaé, tzn.
wyeliminowa¢ cechy zbedne; dzieje sie to na podstawie tablicy obecnosci
wedtug metody zgodnosci. Jezeli jest za obszerna, czyli obejmuje za mato
cech, trzeba definicje zdeterminowaé, tzn. dolgczy¢ cechy brakujgce, a wyszu-
kanie ich odbywa sie za pomocg tablicy nieobecnosci wedtug metody roznicy.
Za ilustracje niech stuzy analiza przykladu podanego przez Xenofonta. Aby
zdefiniowaé, co jest niesprawiedliwe, tworzy sie dwie tablice: w pierwszej
wymienia si¢ przyktady czynéw niesprawiedliwych: Wyrzadza niesprawiedli-
wos¢, kto drugiego pozbawia mienia, wolnosci, rani, zabija; w drugiej ws$rdd
czynow sprawiedliwych znajdzie sie zwalczanie wrogdéw ojczyzny, karanie
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zbrodniarzy, ratowanie zdrowia choremu chocby drogg bolesnej operacji.
. Okreslenie niesprawiedliwosci wedtug ktoregokolwiek przyktadu z pierwszej
stablicy, np. jako pozbawienie mienia, byloby za ciasne. Trzeba wedlug metody
Zgodnosci odrzuci¢ wszystko, czym poszczegélne przyktady réznig sie miedzy
sobg, a uwzglednic¢ tylko ich cechy wspélne. Dojdzie sie tak do definicji brzmia-
cej mniej wiecej: Niesprawiedliwo$cig jest wyrzadzanie zla, to wiasnie jest
wspblne w przytoczonych przyktadach. Jednak ta definicja jest za obszerna,
bo podpadajg pod nig takze wyszczeg6lnione wyzej przyktady z tablicy czynéw
sprawiedliwych, z ktérych pierwszy i drugi réznig sie od przyktadéw czynéw
niesprawiedliwych tym, ze zlo jest wyrzadzane wrogowi, trzeci tym, ze zo
jest wyrzadzane w celu pomocy. Metoda roznicy wskazuje tutaj, ze owe wiasnie
cechy usprawiedliwiaja wyrzadzanie zta. Aby zacie$ni¢ poprzednig za obszerng
definicje, trzeba przeto uzupeini¢ jg zastrzezeniami wylkgczajgcymi okolicz-
nosci usprawiedliwiajgce i ostatecznie definicja otrzymuje posta¢: Niespra-
wiedliwos¢ jest to wyrzadzanie zia przyjaciotom w celu przyniesienia im szkody.
Sokrates wierzyt (a wiare te podzielat pdzniej Francis Bacon), ze definicje
otrzymane tg droga sg definicjami rzeczy, tzn. twierdzeniami o wiasnosciach
przedmiotéw oznaczanych przez definiowane nazwy. Nie zdawat sobie sprawy
z zawodnos$ci indukcji niezupetnej, ktdéra stosowat, i z rdznicy miedzy twier-
dzeniem indukcyjnym, kt(’)reI uzyskiwat, a definicjg, ktérg na nim opierat.

Platon rozwingt réwniez metode dialektyczng i powigzat jg z dedukcyjna.
Rozroznit postepowanie indukcyjne i definiowanie, nie rozrdéznione u Sokra-
tesa, w ten sposéb, Zze pierwsze uznat jedynie za metode heurystyczng —
droge dojscia — natomiast samo uchwycenie cech istotnych wchodzacych
w definicje jest, wedtug niego, odrebnym aktem intelektualnej intuicji (noesis).
Dialektyka, ktora u Sokratesa byla metoda tworzenia poje¢ przez definicje,
zostata przez Platona wzbogacona rozwazaniami dotyczacymi  stosunkdw
przeciwienstwa i podrzednosci miedzy pojeciami oraz odkryciem podziatu
logicznego. Znajomo$¢ stosunkéw miedzy pojeciami pozwolita Platonowi
zarazem na powigzanie dialektyki z dedukcja, dostarczajac zasady dla nowej
odmiany wnioskowania przez subsumowanie przypadkéw szczeg6towych pod
zasady ogdlne.

Metoda dialektyczna i dedukcyjna nie byfa jednak u Platona przedmiotem
badania, ktorym jest w logice, lecz tylko wiasnie metoda, narzedziem dla
metafizyki, dostosowanym wprost do badania rzeczywistosci idealnej i jej
hierarchii. Stosunki podrzednosci i nadrzednosci nie byty schematem klasyfi-
kacji pojeciowej, dajagcym sie dostosowac do. réznych dziedzin badania, lecz
przedstawialy rzeczywistg budowe Swiata idej; tworzenie rodzajow i gatunkow
byto odkrywaniem szczegdtow tej budowy. Owo zwigzanie nauki o pojeciach
i 0 stosunkach miedzy nimi z metafizyka musiato by¢ przezwyciezone, aby
powstata logika jako samodzielna dyscyplina.



2. Logika Arystotelesa

Oderwania logiki od metafizyki, dokonat Arystoteles, uczyniwszy metode
dialektyczng i dedukcyjng przedmiotem odrebnego badania, dokonat za$ tego
za pomocg wprowadzenia zmiennych na wzdr zmiennych matematycznych
celem oznaczenia nazw przedstawiajacych pojecia. Dzieki temu mdgt operowaé
nin:i w sposob og6lny i formutowa¢ schematy stosunkéw miedzynazwowych
i miedzyzdaniowych, a nauka o nich stata sie naukg o strukturalnych wiasno-
Sciach stosunkdw logicznych.

Oddzieliwszy logike od metafizyki zachowat Arystoteles zalezno$¢ pier-
wszej od drugiej, polegajagca na tym, ze dostosowat logike dokiadnie do
takiego pojmowania nauki, jakie wynikalo z jego pogladéw metafizycznych.
Wedtug tych za$ przedmiotem nauki sg pojecia ogdlne (rodzaje i gatunki)
i stosunki przeciwienistwa oraz podrzednosci miedzy nimi. Wiedza o nich
jest wiedzg apodyktyczng. Zgodnie z tym uczynit Arystoteles nie zdanie, lecz
orzecznik — odpowiednik pojecia — elementem logiki. Zakres zdar zacie$nit
do tych, w ktorych wystepujg dwa orzeczniki i stosunek podrzednosci (w zda-
niach twierGzacych) lub przeciwienstwa (w zdaniach przeczacych) miedzy
nimi, a zakres form wnioskowania — do roznych postaci sylogizmu katego-
rycznego. Takie zacie$nienie zakresu logiki sprawito, Ze rozumowanie mate-
matyczne pozostato poza jej zakresem, wbrew wyraznej tendencji filozofii za-
rowno platonskiej, jak arystotelesowskiej; wsp6lno$¢ bowiem miedzy sylogizmem
Arystotelesa i rozumowaniem matematycznym jest ta jedynie, Ze jedno i drugie
jest rozumowaniem dedukcyjnym. WspoIno$¢ ta jednak moze by¢ wyraznie
uchwycona dopiero przez teorie zdan, ktorej Arystoteles nie rozwingt; polega
ona bcwiem na identycznosci zwigzkdw miedzyzdaniowych miedzy przestan-
kami a konkluzjg w rozumowaniach matematycznych i w arystotelesowej sylo-
gistyce. Tu i tam te same tezy teorii zdan wystepujg jako zasady rozumowania,
najczesciej zas<d.i sylogizmu hipotetycznego modus ponens. Arystoteles wspol-
nos$¢ te rr.ogi ujgé czysto zewnetrznie i ogdél ikowo jako wspo6lnos¢ wiedzy apo-
dyktycznej. Natomiast rézne sg zarobwno elementy zdania (w logice arysto-
telesowej zmienne reprezentujg gatunki i rodzaje, w matematyce zmienne repre-
zentujg liczby lub utwory geometryczne), jak ich ukfad w zdaniu (tu przez sub-
sumcje lub stosunki od niej pochodne, tam przez réwnos¢, nieréwnos¢, podo-
bienstwo figur itp.), jak wreszcie rodzaj wynikania (w logice Arystotelesa z prze-
chodniosci subsumcji, w matematyce z wiasnosci stosunkéw matematycz-
nych).

Mimo omawianego zacie$nienia spowodowanego zaleznoscig od systemu
metafizycznego jest logika Arystotelesa tak dojrzatg teoria, iz nie tylko panowata
wraz z calodcig arystotelizmu do poczatku czaséw nowozytnych, lecz ona jedna
z catosci tej oparta sie zwyciesko przebudowie filozofii przeprowadzonej w wie-
kach XVII i XVIII, a glosne proby jej reformowania przedsiewziete w owych
czasach nie daty rezultatow, ktére by zdotaty ja podwazyc.
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Wykilad logiki Arystotelesa zawiera sie w pieciu traktatach: 1 Kategorie
(Karrjyopiat), o kategoriach, czyli najogodlniejszych orzecznikach; 2. O wyra-
zeniu (lJepl Ipi-r)vetae,D e interpretatione), treScig tej rozprawy jest na wstepie
Tozrdznienie nazw i jzdgit po czym nastepuje klasyfikacja zdan oraz analiza
stosunkéw miedzy nimi; 3. Analityki, ktére dzielg sie na dwie czesci, Analityki
pierwsze (’Av*XoTpca llpotepa, Analytica priora), zawierajgce teorie sylogizmu,
oraz Analityki drugie (‘AvsXxow-a pStepa, Analytica posteriora), zawierajgce
ogoblne rozwazania o dowodzeniu i jego ostatecznych przestankach; 4. Topiki
(Tawké od +0ld — miejsca, loci communes — mniej wiecej tyle, co
punkty wyjscia), o prowadzeniu dysput i ogélnie uznawanych zasadach stano-
wigcych typowe punkty wyjscia (stad ,,komunaty*) w dysputach; 5. O dowo-
dach sofistycznych (¢ ‘oeiatt®oi * EXSTEXL). przeglad gltdwnych odmian sofizma-
tow i ich krytyka. Woyliczone rozprawy logiczne zostaty przy redakcji pism
Arystotelesa, ktérej dokonat w | w. przed Chr. Andronikos z Rodos,
dziesigty po Arystotelesie scholarcha perypatetycki, zebrane w calo$¢ wedtug
podanej wyzej kolejnosci i opatrzone fgcznym tytutem Organon (’ Opya’oy),
tzn. narzedzie, co swobodniej daje sie uja¢ stowami ,,0 metodzie naukowej .

Porzadek, w jakim zostaty utozone czesci Organonu, jest wyrazem zapa-
trywan natury raczej dydaktycznej niz rzeczowej, jakie panowaty w szkole
perypatetyckiej, i postepuje od tego, co uwazano za prostsze, ku rzeczom bar-
dziej ztozonym; Organon nie jest jednolitg catoscig systematyczna, a poszcze-
golne jego czesci powstaty w réznych epokach dziatalnosci pisarskiej Arystote-
lesa. Dwie ostatnie rozprawy sg chronologicznie najwczesniejsze, nalezg bo-
wiem, jak sie zdaje, do okresu, w ktérym Arystoteles byt jeszcze czionkiem
Akademii Platoniskiej. Najbardziej dojrzalg i najwazniejsza czesScig Organonu
sg rozprawy O wyrazeniu i Analityki pierwsze. TreScig swa obejmuje Organon
nie tylko dziaty, ktore dzi$ zaliczamy do logiki, lecz takze rozwazania z dzie-
dziny metafizyki, teorii wiedzy i retoryki. Arystoteles nie miat tez terminu,
ktory by facznie obejmowat catos¢ rozwazan Organonu. Termin logiczny
wystepuje u niego tylko w formie przymiotnikowej, na oznaczenie kogo$, kto
wiada technikg rozprawiania i argumentowania. Tytut rozprawy zawierajgcej
najbardziej istotng cze$¢ logiki arystotelesowej, tj. teorie sylogizmu, Analityki
nalezy rozumie¢ w sensie podobnym, w jakim dzi§ uzywa si¢ tego terminu
mowigc o dowodzie analitycznym lub regresyjnym, tzn. jako rozwazania majgce
na celu znalezienie przestanek dla danego twierdzenia droga dokonanych na nim
logicznych przeksztatcen.

Sposrdd czesci skladowych, jakie mozna rozrézni¢é w treSci rozpraw Or-
ganonu, najwazniejsza dla poOzniejszego rozwoju logiki jest ta, ktdra opra-
cowuje rozwiniete przez Platona metody dialektyki i dedukcji, czyli to, co weszto
pdzniej w skiad tzw. logiki formalnej; jest to teoria wnioskéw z kwadratu lo-
gicznego, z odwrdcenia zdan i teoria sylogizmu, dotacza sie tu tez teorie zdan
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modnlnych, tj. zdan o koniecznosci, mozliwosci i niemozliwosci. Nauka o sto-
sumkach miedzynazwowych (praedicabilia), podziale logicznym i definicji,
stanowigca podstawe dla poprzednio wymienionych dziatdw, jest traktowana
w roznych czesciach Organonu do$¢ przygodnie, usystematyzowanie tych
dziatéw logiki jest dzielem po6Zniejszych komentatordw.

Arystotelescwska logika formalna ma za punkt wyjscia rozréznienie nazwy
i zdania. Zdanie definiuje Arystoteles, w odrdznieniu od nazwy, jako wyra-
zenie, ktore jest prawdziwe lub fatszywe. Jednakze nie zachowuje on konsek-
wentnie tego catkiem ogolnego okreslenia zdania, lecz przechodzi do szeregu
okre$len coraz to wezszych, tlumaczacych sie czesSciowo omodwiong wyzej
zalezno$cia logiki Arystotelesa od jego metafizyki, czesciowo wplywem rozwa-
zan jezykowo-gramatycznych. Pierwszym zwezeniem jest zalozenie przejete
od Platona (Prantl I, 72), ze zdanie jest ukladem dwoch nazw, gdyz prawdzi-
wosC i falszywos$¢é powstaje przez potaczenie lub rozdziat przedstawien (Peri-
herm. 1), z tym bezposrednio za$ faczy sie nastepne zwezenie okreslenia w ko-
lejnym zatozeniu, ze forma ukladu jest stosunek orzekania jednej z tych nazw
o drugiej; Arystoteles wypowiada stosunek ten zwrotem ,,B przystuguje lub
nie przystuguje kazdemu (lub nie kazdemu) A*“ réwnowaznym powiedzeniu
»kazde (lub niektére) A jest (lub nie jest) 5“. Trzecie wreszcie zacie$nienie
jest wynikiem zatozenia, ze orzeka¢ w zdaniu mozna tylko o substancjach;
wski.tek tego odpadajg zdania, w ktérych podmiotem /t bylaby nazwa nega-
tywna (nieokre$lona wedtug Arystotelesa, np. nie-cztowiek) lub pusta —e te
bowiem nie sg nazwami substancji. Odmiany zdan wylaczone przez wymie-
nione ograniczenia sg Arystotelesowi znane i sg nieraz przedmiotem rozwa-
zan; jezeli przeto wylgcza on je z systemu logiki.formalnej, trzeba to.przypisac
jego zasadniczemu stanowisku filozoficznemu, odmawiajgcemu im doniostosci
naukowej.

ZaleznosSci miedzyzdaniowe buduje Arystoteles jako funkcje zaleznosci
miedzynazwowych wsérdéd elementéw zdan. Wskutek tego jego teoria zalez-
nosci miedzyzdaniowych jest znéw zbyt ciasna. Funkcje zdaniowg alternatywy
zna tylko w postaci poaprzeciwienstwa, negacje tylko w postaci sprzecznosci
miedzy zdaniami kategorycznymi, dysjunkcje tylko w postaci przeciwiernstwa,
implikacje tylko w postaci subalternacji. Lecz zna roéwniez zwigzek miedzy
alternatywa i implikacjg oraz dysjunkcjg i implikacjg, bedacy zasadg wnioskow
ze 'tosunkow kwadratu logicznego; zna rowniez zasadnicza wiasnos¢ impli-
kacji jako funkcji prawdziwo$ciowej stwierdzajgc, ze wykluczony jest przypadek,
by z prawdy wynikat falsz, natomiast z prawdy wynika prawda, a z falszu
wynika prawda lub falsz (An. pr. B, 2).

Metody indukcji prostej, jak réwniez indukcji sokratycznej sg dla Arysto-
telesa wytgcznie metodami odkrywczymi, nie za$§ uzasadniajgcymi. Arystoteles
okresla indukcje jako rozumowanie, w ktorym przestanka jest wiedza o faktach
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zawarta badZ w zdaniach jednostkowych, badZ w zdaniach o gatunkach naj-
nizszych. Wiedzy ogdlnej nie mozna inaczej uzyskac, jak przez indukcje (An,
post. A, 18), jednak za wzorem Platona rozrdznia Arystoteles indukcije i opartg
na niej intelektualng intuicje, Pierwsza ujmuje to, co wspdlne, a dopiero druga
to, co ogolne. Przestankg indukcji jest cato$¢ poprzedniej wiedzy faktycznej,
w przeciwienstwie do rozumowania przez przykfad, czyli przez analogie, w ktd-
rym wystarcza jako punkt wyjscia ktérykolwiek z przypadkéw analogicznych
(An. pr. B. 23, 24). Azeby uzasadni¢ rozumowanie indukcyjne, sprowadza je
Arystoteles do schematu sylogistycznego, zdajgc sobie przy tym sprawe z oko-
licznosci, ze tylko indukcja zupetna daje sie w ten sposéb uzasadnié. Miano-
wicie, jak prawo ogdlne ,,Kazde B jest A", jako przestanka wieksza w sylo-
gizmie, za pos$rednictwem przestanki mniejszej ,,kazde C jest B", prowadzi do
konkluzji ,,Kazde C jest A*, tak w rozumowaniu indukcyjnym, odwrotnie,
wiedza empiryczna, ze kazde C jest A, jako przestanka wieksza sylogizmu,
prowadzi do prawa ogolnego, ze kazde B jest A jako konkluzji, jezeli zatozy
sie, ze przestanke mniejsza ,kazde C jest B“ wolno odwrdci¢ na ,kazde B
jest C*, a to zachodzi wiasnie tylko w przypadku indukcji zupetnej. Jest to
podobna analiza schematu indukcji, jak ta ktérg Jevons i Sigwart podali pod
nazwg inwersyjnej teorii indukcji.

Analityki drugie zajmuja sie zagadnieniem budowy nauki dedukcyjnej.
Arystoteles zna tylko jeden typ rozumowania uzasadniajgcego, mianowicie
sylogizm, gdyz, jak wspomniano, indukcja jest dlan rozumowaniem odkryw-
czym i nie uzasadnia swych twierdzen. Ze wzgledu przeto na sposob uzar
sadniania twierdzen wszystkie nauki sg dedukcyjne.. WSs$rdd nich rozréz-
nia Arystoteles wiedze apodyktyczng i dialektyczng wedtug oczywistosci i pew-
nosci przestanek. Wiedza apodyktyczna jest oczywista i pewna, bo takie sg
jej przestanki. Wiedza dialektyczna natomiast nie jest taka, bo wychodzi od
nieoczywistych i niepewnych przestanek. Termin dialektyka ma u Arystote-
lesa znaczenie inne niz u Platona, zblizone do dawniejszego znaczenia potocz-
nego; dialektyka jest wiedza, jaka posiada zreczny moéwca, umiejacy przekonac
innych do swoich twierdzen. Dialektyka ma za przestanki twierdzenia, ktére
wydajg sie prawdziwe wszystkim lub wiekszosci, lub medrcom (Top. . 1).
Sg to twierdzenia o tym, co prawdopodobne, tj. o tym, o czym sie wie, ze naj-
czesciej dzieje sie, jak np. ze zawistni nienawidzg lub ze zakochani sg zyczliwie
usposotieni dla oséb ukochanych (Anal. pr. Il, 27). Nie mozna jednak zesta-
wia¢ dialektyki arystotelesowskiej z nowozytng teorig prawdopodobienstwa,
tniata ona bowiem za zadanie rozwing¢ nie to, co wiasciwe jest rozumowaniu
prawdopodobnemu, lecz jedynie to, co da sie utrzymaé¢ z metody dedukcyjnej
w zastosowaniu do wiedzy nie-ogdlnej. Zwigzek miedzy prawdopodobien-
stwem w rozumieniu arystotelesowskim i w rozumieniu nowozytnym jest je-
dynie posredni przez pojecie mozliwosci. Nowozytne pojecie prawdopodo-
bienstwa ujmuje liczbowo rézne stopnie mozliwosci, ktéra wchodzi u Arysto-'
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telesa w rozréznienie zdan modalnych. Termin prawdopodobny oznacza
u Arystotelesa wysoki stopienn mpzjiwosci, odpowiada wiec sposobowi uzycia,
ktéry nazywa prawdopodobnym to, czego liczbowy stopien prawdopodo-
bieAstwa wynosi wiecej niz Va

Wiedza apodyktyczna tworzy zamkniety system nauk, obejmujacy nauki
matematyczne, przyrodnicze i ontologie. Cechg jej jest, ze wszystkie jej twier-
dzenia dzielg sie na ostateczne zatozenia, same przez sie prawdziwe, i na twier-
dzenia uzasadnione dedukcyjnie na mocy owych ostatecznych zatozen. Jest
to cecha, ktora, wedlug pdZniej przyjetych pogladéw, charakteryzuje nauki
dedukcyjne, dlatego tez wydaje sie wiasciwym poréwnanie wiedzy apodyk-
tycznej z naukamj dedukcyjnymi w pdzniejszym znaczeniu tego wyrazu. Po-
rownanie to prowadzi jednak od razu do stwierdzenia szeregu powaznych
roznic.

Pierwsza z nich jest miejsce, ktore w arystotelesowskim systemie nauk
zajmuje definicja. Nauka, wedtug niego, skiada sie z dwojakiego rodzaju ele-
mentow, ktorych rola jest w pewnym sensie rownolegta: definicyj i twierdzen.
Definicje przedstawiajg istote przedmiotéw badanych, twierdzenia — zwiazki
miedzy tymi przedmiotami. W terminologii dzisiejszej mozna by powie-
dzie¢, ze definicja to opis, twierdzenie — to wyjasnienie. JesteSmy skionni
przyjac¢ takie przeciwstawienie w naukach przyrodniczych, jednak w naukach
matematycznych definicje odgrywajg dzisiaj role podrzedng w stosunku do
twierdzen. Arystoteles nie czyni réwnicy miedzy obu typami nauk, bo wszystkie
je uwaza za apodyktyczne i wszystkim kladzie za zadanie, by przedstawiaty
pojecia (to, co ogdlne, y.ah-ukou) oraz ich hierarchie.

Zarowno definicje, jak i twierdzenia nauki tworzg system uporzadko-
wany W ten sposéb, iz definicje definiujg terminy za pomocg terminéw uprzed-
nio zdefiniowanych, a twierdzenia sg uzasadnione przez inne twierdzenia
uprzednio uzasadnione. Arystoteles zaklada, ze w pochodzie tym istnieje
kres, mianowicie terminy pierwotne, nie dajace sie zdefiniowaé, i twierdzenia
ostateczne, nie dajgce sie udowodnié. Owe terminy pierwotne (6 pot) i ostateczne
twierdzenia (aft(i)jj.ata) sg zatozeniami nauki. Rozum dochodzi do nich
na drodze indukcyjnej, lecz chwyta je droga owej intelektualnej intuicji, ktora
daje zaréwno bezposrednie poznanie istoty rzeczy oznaczonej przez terminy
pierwotne, jak tez bezposrednie stwierdzenie prawdziwosci oczywistych twier-
dzen ostatecznych. Terminy pierwotne majg za przedmiot najogoélniejsze ro-
dzaje, aksjomaty za$ — to najogdlniejsze twierdzenia. Jedne idrugie sgw swoim
zakresie najprostsze i tym Arystoteles wyjasnia ich oczywisto$é. Zatozenia obu
rodzajow sa bezwzgledne w tym jeszcze sensie, ze nie podlegajg zadnej dowol-
nosci; nie moga by¢ dobierane w spos6b dowolny, lecz rozum natrafia na nie
w sposob jednoznaczny i konieczny. Arystoteles zwalcza zaréwno teze mfini-
tystyczng, ze nie ma takich zalozen ostatecznych, lecz definiowanie i dowodze-
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nie moze postepowac nieograniczenie, jak tez teze relatywistyczng, ze owe zato-
zenig mogltyby by¢ dobrane na rézne sposoby. Wszystko to jest konsekwencjg
realistycznego stanowiska Arystotelesa, stawiajgcego za cel nauce odbicie obiek-
tywnej, bezwzglednej, wiecznej rzeczywistosci. Dzisiejsza teoria nauk staje
raczej na stanowisku relatywistycznym, i to w dwojakim sensie, dopuszczajgc
po pierwsze mozliwo$¢ wybrania aksjomatow danej nauki spomiedzy jej twier-
dzen na rozne sposoby i po drugie mozliwos¢ tworzenia roznych systeméw
naukowych (jak geometria euklidesowa i nieeuklidesowa) przez odrzucenie
lub modyfikacje niektérych aksjomatow. Za btgd formalny w budowie nauki
poczyta¢ musimy Arystotelesowi uznanie terminéw pierwotnych za zato-
zenia oprocz aksjomatow; btad ten popetni} zresztg réwniez Euklides. Albo-
wiem dopuszczenie oprdcz aksjomatow zatozen intuicyjnych, dotyczacych
znaczenia termindw, uniemozliwia petne wyszczego6lnienie przyjetych w nauce
zalozen i niweczy przez to aksjomatyczng konstrukcje nauki. Dlatego w dzi-
siejszych systemach aksjomatycznych terminy pierwotne nie majg innego
znaczenia, jak tylko to, ktore im zostaje nadane przez aksjomaty.

Trzecim rodzajem zatozen wiedzy apodyktycznej sg, wedlug Arystote-
lesa, wymagalniki, czyli postulaty tzn. zatozenia hipotetyczne,
wprowadzajgce w tok dowodu lub rozumowania, jak np., ze proste, o ktérych
w dowodzie bedzie mowa, sg rownolegte, w innym za$ przypadku prostopadte
do siebie itp. Sg to zatem poprzedniki twierdzen o postaci warunkowej i same
dla siebie nie tworzg twierdzen naukowych. Dlatego dzisiaj nie wymienia sie
ich réwnolegle z aksjomatami.

System wiedzy apodyktycznej w strukturze swojej ma odbija¢ (jak o tym
byfa juz mowa) strukture rzeczywistosci, ktora jest jej przedmiotem. Terminy
pierwotne majg za przedmiot przyczyny ostateczne, tzn. najogolniejsze po-
jecia, a twierdzenia pierwotne sg twierdzeniami, ktére podporzadkowujg rzeczy-
wistos¢ owym najogoélniejszym przyczynom. Taki uklad wiedzy prowadzi
do jej klasyfikacji, a w szczeg6lnosci do podziatu wiedzy teoretycznej na fizyke
(o tym, co zmienne), matematyke (0 tym, co niezmienne) i pierwszg filozofie
(o tym, co jest, o ile jest). Logika nie wchodzi do tego systemu nauk, jej przed-
miotem bowiem jest nie rzeczywistos¢ bedaca przedmiotem tamtych nauk,
lecz same nauki. Logika zajmuje przeto w systemie Arystotelesa miejsce, ktdre
dzisiaj okre$la sie terminem ,,metateona”. Niezrozumieniem tego stanowiska
byt rozpowszechniony juz w starozytnosci poglad okre$lajacy stosunek logiki
do innych nauk z punktu widzenia dydaktycznego jako nauki propedeutycznej
tub z punktu widzenia technicznego jako zbioru przepisbw rozumowania.
W szczegdblnosci to ostatnie jest niezgodne ani z catoscig arystotelesowskiego
uktadu nauk (bo wtedy logika musiataby by¢ zaliczona do nauk praktycznych),
ani z tekstem pism logicznych Arystotelesa, ktore zawierajg twierdzenia lo-
giczne w formie implikacyj, nie za$ dyrektyw rozumowania.
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3. Logika stoikow

Filozofia starozytna wydala drugi jeszcze oprécz arystotelesowskiego
system logiki, mianowicie logike stoicka, bedaca dzietem gtéwnie Chrysippa
ze Soloi w Cylicji (ok. 280—205). Logika ta, réwnie jak arystotelesowska,
miata metode dedukcyjng filozofowania za punkt wyjsciowy opracowania teore-
tycznego, jednakze nie nawigzywata ona do platonizmu. Jej Zrodia tkwig w bada-
niach tej spomiedzy szkdt sokratycznych, ktora zajeta sie przede wszystkim
rozwinieciem logicznej strony metody sokratycznej, to jest szkoly mega-
rejskiej. Zalozona przez Euklidesa z Megary, miodszego réwiesnika
Sokratesa, szkota ta gto$na byla gtéwnie z paradokséw logicznych, ktore ba-
wily i draznity opinie (jednym z tych paradoksow jest ,klamca por. 123);
glebsze dziedziny jej dziatalnosci zachowaty sie jedynie w nielicznych fragmen
tach, z ktérych mozna wnosi¢, ze logika megarejska znata prawdziwosciowe
funkcje zdaniowe. Diodoros Kronos, jeden z wybitnych megarejczykow
(zm. 307 przed Chr.) i nauczyciel stoika Zenona z Kittion, zdefiniowat w sposob
zupetnie ogoIny i zgodny z dzisiejszym pojmowaniem sprawy implikacje for-
malng, a uczeh Diodora Fildn (wspottowarzysz Zenona z Kittion, zaliczany
badZ do megarejczykow, badZ do stoikéw) — implikacje materialng. Defi-
nicja implikacji (to avor®évov) u Diodora okresla jg jako zdanie warunkowe,
ktérego poprzednik nie moze by¢ prawdziwy przy falszywym nastepniku, moze
by¢ za$ tylko to, co jest lub bedzie; przyktadem jest zdanie ,,si quis oriente cani-
cula natus est, in mari non morietur*, tzn. ,jezeli kto§ urodzit sie pod znakiem
wschodzacego Psa (gwiazdozbidr Psa na potudniowym horyzoncie), nie urnize
na morzu* (Prantl I, 456), przy czym quis jest zmienng nazwowa, zamiast ktorej
mozna wstawi¢ np. Fabius. Zdanie powyzsze jest przeto implikacjg ktdia zachodzi,
jezeli dla zadnej wartosci zmiennej nie jest ani nie zdarzy sie w przysztosci,
by poprzednik byt prawdziwy, a nastepnik fatszywy. Filon natomiast defi-
niuje implikacje jako potaczenie dwdch zdan, ktére me zaczyna sie od prawdy,
gdy konczy sie na falszu; wedlug tego zatem okreslenia implikacjg jest np.
zdanie ,,jezeli ziemia ma skrzydta, to ziemia istnieje , ktérego poprzednik jest
falszywy, a nastepnik prawdziwy, natomiast nie jest implikacjg zdanie ,,jezeli
ziemia istnieje, to ma skrzydta“, gdyz poprzedn.k jest prawdziwy, a nastepnik
fatszywy (Prantl 1, 454).

Logika stoicka Wychodzi réwniez, jak logika Arystotelesa, od okreslenia
zdania jako wyrazenia, ktore jest prawdziwe lub falszywe i przeciwnie niz
Arystoteles, pozostaje konsekwentnie przy tym okresleniu, nie wprowadzajgc
zadnych dodatkowych zatozen co do struktury zdania; co wiecej, stoicy pierwsi
dopatrzyli sie w zdaniu odrebnej funkcji poznawczej uznania lub odrzucenia,
nie dajacej sie sprowadzi¢ do potgczenia termindéw. Traktujg oni przeto zdanie
jako element logiczny i moga wprowadzajgc zmienne zdaniowe ujmowaé zalez
nosci miedzyzdaniowe w catej ogoélnosci. Spomiedzy zaleznosci miedzyzda
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mowych stoicy znal. negacje, implikacje, koniunkcje, alternatywe i dysjunkcje; yorw-- N
definiowali je jako funkcje prawdziwosciowe, podobnie jak to czyni sie dzisiaj r-

Znali tez stoicy zaleznosci miedzy tymi funkcjami pozwalajace przeksztatcaé

pewne twierdzenia logiczne na inne i uzasadnia¢ pochodne typy wnioskowania

przez sprowadzenie ich do pieciu typow pierwotnych:

I. Jezeli p, to q; — ot6z p: a wiec g
Il. Jezeli p, to q; — otdz nie-g: a wiec nie p.
IIl. Nie zarazem p i g; — otéz p: a wiec nie-a. COW. A« INMLIOM/ FI £ e2%e I

1 IV. palbo g; ot6z p: a wiec nie-q, .
"> V. p lub q; otdéz nie-g: a wiec p.

Owe pierwotne typy wnioskowania sg formutowane przez stoikOw jato % **** 'x**
rektywy rozumowania. Jednakze umiejg stoicy zamienia¢ je na tezy logiczne
postaci iaplikacyjnej, tak iz owe reguty wnioskowania zajmujg w logice stoickiej
miejsce aksjomatow.

Logika stoicka byta wolna od ograniczer zacieSniajacych logike arystote-
lesowska, poniewaz nie byla krepowana zatozeniami ogdlnofilozoficznymi
realizmu arystotelesowskiego. Stanowisko filozoficzne stoikdw charakteryzuje
nominalizm w dziedzinie ontologicznej oraz empiryzm metodologiczny w dzie-
dzinie epistemologicznej. Odpadaty wiec powody, ktére skionity Arystote-
lesa do wprowadzenia wytgcznie zmiennych nazwowych i zacie$nienia zakresu
logiki w spos6b, o jakim byla poprzednio mowa. Logika stoicka w swoim zato-
zeniu (jakkolwiek nie w opracowaniu) byfa catkowicie og6lng logikg zdan w dzi-
siejszym tego stowa znaczeniu.

Stoicy dzielili filozofie na logike, fizyke i etyke. Logika jest wiec w stoickim
systemie wiedzy jedng z nauk filozoficznych, przy czym, zgodnie z tendencjami
ujawniajgcymi sie takze w innych szkotach filozoficznych, nadawano jej role
nau i propedeutycznej w stosunku do pozostatych nauk filozoficznych. Stoicy
pierwsi uzyli terminu logika jako nazwy dla nauki o znaku i o tym, co on
oznacza. Do tak pojetej logiki zaliczali nauke o jezyku, a wiec gramatyke i re-
tory e, oraz nauke o prawdziwosci zdan, obejmujgca rozwazania epistemolo-
giczne i logiczne w naszym rozumieniu. Te ostatnig czes¢ logiki nazywali

iae tykg. W podzniejszej tradycji filozoficznej przez dlugi czas, bo przez
cae™wicki $rednie i pozZniej, bezsporng przewage otrzymuje termin dialek-
N3 kejreZ ktoreS°® wystepuje tez niekiedy — przyjety przez epikureizm,
3 XVH /¢y &A™ e s (< Demokryta — termin ,kanonika“. Dopiero od
W ustala sie ostatecznie termin ,logika“, wypierajagc wszystkie nazwy
poprzednio z nim wspoizawodniczace,

L Logika w pézniejszych starozytnosci

Rozwoj logiki w pOzniejszej starozytnosci jest zywy i ciggly, nie przynosi
le na niczego istotnie nowego do obu jej systemOw, arystelesowskiej logiki
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nazw i stoickiej logiki zdan. Powstajg monografie poswiecone specjalnym za-
gadnieniom, pisma polemiczne, a ku koricowi tego okresu komentarze i podrecz-
niki. Przewazna cze$¢ tej tworczosci pochodzi ze szkoly perypatetyckiej.

Bezposredni uczen Arystotelesa i nastepca jego na stanowisku scholarchy
perypatetyckiego, Teofrastos, rozszerza logike Arystotelesa w dwdch kie-
runkach. Formy sylogizmu kategorycznego wzbogaca wprowadzajgc do pier-
wszej figury, oprocz czterech trybow Arystotelesa, pie¢ dalszych, zwanych
posrednimi, bo dajg sie wywies¢ z przestanek jedynie za posrednictwem odwro-
cenia przestanek lub konkluzji. Sg to tryby zaliczone pdzZniej (przez Galen.osa,
zob. nizej) do figury czwartej (Arystoteles bowiem rozréznit tylko trzy figury
sylogizmu, me bioragc pod uwage porzadku przestanek réznigcego figure pier-
wszg od czwartej). Innym wzbogaceniem form arystotelesowych byto uwzgled-
nienie przestanek kategorycznych o zmiennych nazwowych) alternatywnych,
np. ,,A jest B lub C . Najwazniejszg jednak nowoscig byto wprowadzenie sylo-
gizmow miedzyzdaniowych, mianowicie sylogizmu hipotetycznego: ,Jezeli
A, to B; jezeli B, to C, przeto jezeli A, to C*, w ktérym litery A, B, C s3 juz nie
zmiennymi nazwowymi, jak u Arystotelesa, lecz — jak okazujg przytoczone
przyktady zmiennymi zdaniowymi, oraz sylogizméw modus ponens i modus
tollensi ,jezelj A, to B; otoz A, przetb B . ,jezeli A, to B; lecz nie-fi: przeto
nie-¢t. Ze wzgledu na me musimy uwaza¢ Teofrasta, podobnie jak megarej-
czykdw, za zrédto logiki stoickiej (Pr. 1, 382, 387).

Cenionym autorem logicznym byt lekarziGale nos (129—199 po Chr.), ktd-
remu przypisuje sie wydzielenie teofrastowskich posrednich trybow sylogistycz-
nych pierwszej figury w figure czwartg (,,gaknowska ). Galenos zajmuje sie wy-
czerpujagco odwracaniem zdan, w zwigzku z czym znajdujemy u niego po raz
pierwszy funkcje prawdziwosciowg roéwnowaznosci w odniesieniu do zdania
i jego odwrdcenia oraz rozréznienie konwersji i kontrapozycji zdania katego-
rycznego (Pr. | 568). Galenos tez ma zastuge, iz jeko pierwszy w polemice ze
sceptykami wyraznie wskazat logice postulat postaci aksjorratycznej, na wzor
geometrii (Pr. L 562); jakkolwiek mogto sie to wydawac tliskim ze wzgledu na
powszechnie uznany apodyktyczny charakter logiki, podobnie jak matematyki,
wprowadzenie tej mys$li w zycie nastgpito dopiero w czasach nowozytnych.

Monografia z korica starozytno$ci, ktora odegrata wielkga role w logice
Sredniowiecznej, jest rozprawa neoplatonika Porfiriusza (232—304) Wstep
do Kategoryj Arystotelesa (zwana krdtko Wstepem — lIsag:ge). Rozprawa ta
okresla i objasnia pojecia sposobow orzekania (praedicabilia), uogolniajac kla-
syfikacje z arystotelesowskich Topik, w ktorych rozréznienie zagadnien i te-
matdéw dysput byto przeprowadzone wedlug zasady, czy orzeka sie w nich
0 rzeczach rodzaj, gatunek, wiasciwos¢ lub przypadtosé.

Wsrod pism polemicznych w kwestiach logiki n'jwazniejcze sg pisma
sceptyka i lekarza Sextosa Empiryka (ok. 150 po Chr.), a w szczegdlnosci
jego dzieto Przeciwko dogmatykom, skierowane gtéwnie przeciw filozofii stoickiej.

ZJt. A(Ci
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Polemika dotyczy nie formalno-logicznych, lecz epistemoiogicznych podstaw
systemu stoickiego, jest jednak szczegOlnie wazna dla historii logiki przez to,
ze Sextos dokladnie zna i rozumie logike stoicka; wobec niedochowania sie
pism logicznych Chrysippa i innych stoikéw dzieta Sextosa sg najwazniejszym
Zrodtem, z ktérego czerpiemy znajomos$¢ logiki stoickiej.

Spomiedzy starozytnych komentatorow logiki Arystotelesa najwybitniej-
szy jest Aleksander z Afrodyzji\(ok- 200 po Chr.). Na wzmianke zastu-
gujg sposrod innych perypatetyk Te mistios (w w. IV po Chr.) oraz neopla-
tonicy Amrnonios (w V w. po Chr.) i Simplikios (w w. VI po Chr.),
a wreszcie piszacy po tacinie Boecjusz (ok, 40™-525). Wszyscy oni w eru-
dycyjnych komentarzach ustalili tradycyjny catoksztatt logiki arystotelesow-
skiej z niektorymi modyfikacjami zaczerpnietymi z logiki stoickiej — oba
bowiem systemy logiczne wielostronnie na siebie oddziatywaly —a nadto
przekazali czasom poOzZniejszym wiele szczegoldw z zaginionych traktatéw lo-
gicznych innych autoréw.

Anitius Manlius Severinus Boethius (Boecjusz) odgrywa role
w historii logiki jako ttumacz na jezyk facinski i komentator pism logicznych
Arystotelesa, jako jeden z tworcéw tacinskiej terminologii logicznej (ktorej po
czatki dali jeszcze w | w. przed Chr. Varro i Cicero) oraz jako autor podrecz
nikbw. Poprzednikami Boecjusza jako autora podrecznikéw byli: wspom
niany wyzej Galenos, autor pierwszego podrecznika logiki w jezyku greckim
(Institutio légica — Wprowadzenie do logiki retor i eklektyk filozoficzny
Apulejusz z Madaury (w w. Il po Chr.), ktdrego facinski podrecznik
faczyt elementy logiki perypatetyckiej z zapozyczeniami stoickimi (Pr.ml, 578),
oraz Martianus Capella, facinski neoplatonik z w. V, autor kompila-
cyjnego podrecznika logiki (podtytutem Dialektykat) w obrebie encyklope-
dycznego opracowania obejmujacego siedem nauk szkolnych trivium (gramaty-
ke, dialektyke i retoryke) oraz quadrivium (geometrie, arytmetyke, astronomie
i muzyke). Boecjusz pozostawit facinskie ttumaczenia wszystkich czesci Or-
ganonu z komentarzami do dwoch pierwszych oraz monograficzne podrecz-
niki De divisionc, De definitione, De syllogismo categorico. De syllogismo hypo-
thetico. W pismach tych zbiera poglady tradycyjne i ustala je w postaci,
w jakiej przetrwaty one wieki S$rednie i nawet czasy pdZniejsze. W szczegol-
nosci dotyczy to zakresu i ukfadu poszczegdlnych czesci logiki tradycyjnej
z naukg o terminach na czele, po ktorej nastepuje nauka o zdaniach, a wreszcie
nauka o wnioskach; zasadg tego ukfadu jest przechodzenie od elementéw do
ztozonych z nich catosci (Pr. 1, 680). Znajduje sie juz u Boecjusza kwadrat
logiczny w postaci, w jakiej jest do dzisiaj przytaczany, odwracanie zdan
wprost i przez kontrapozycje (Pr. I, 691) oraz sformulowanie dictum de omni
etde nullo jako zasady sylogizmu (Pr. I, 699). W pracy o sylogizmie hipotetycz-
nym przedstawia Boecjusz rozumowania oparte na miedzyzdaniowych zwigz-
kach implikacji i alternatywy, postugujac sie przy tym, za wzorem stoikow.

E*
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zmiennymi zdaniowymi; twierdzi jednakze, ze sylogizm hipotetyczny czerpie
uzasadnienie z kategorycznego, uzaleznia przeto w ten sposéb logike zdan od
logiki nazw (Pr. 1, 700).

Znaczenie Boecjusza polega na tym, iz byt on posrednikiem miedzy logikg
Starozytng i $redniowieczna. Przez dilugie wieki filozofia $redniowieczna
czerpata wiedze logiczng prawie wylgcznie z pism i thumaczeh Boecjusza.

5. Logika S$redniowieczna

W wiekach $rednich logika stata sie przedmiotem szkolnym jako czes¢
trivium oraz nauka pomocniczg prawa i teologii. Te dwie okolicznosci, a nadto
fakt, jz opierata sie na tradycji starozytnej, przekazanej w podreczniku Mircjana
Capelli i pismach Boecjusza, ttumacza drogi rozwojowe jej dziejow w pierw-
szym okresie Sredniowiecza. Rozwazania logiczne toczg sie wedtug utartych
wzoréw, a nasuwajgce sie nowe zagadnienia majg swdj poczatek zewnatrz nich
w zastosowaniach teologicznych. Pierwsze takie zagadnienie powstato w w. XI,
dotyczyto za$ zakresu stosowalnosci twierdzen logicznych. Niektdrzy
z 6wczesnych nauczycieli dialektyki zarazem teologowie, jak Berengariusz
z Tours, stawiali wyzej autorytet dialektyki niz autorytet dogmatéw i glosili
zasade krytyki artykutow wiary ze stanowiska logicznego. Krytyce tej pod-
dawano nauke o Tréjcy, o Eucharystii, o nieSmiertelnosci duszy i m. Takie
stanowisko wywotato reakcje ze strony teologicznej, ktorej czotowym przed-
stawicielem stal sie¢ kardynat Piotr Damiani z Rawenny. Damiani po-
stawit kwestie granic stosowalnosci logiki na tle konkretnego zagadnienia teolo-
gicznego boskiej wszechmocy i rozstrzygnat jg twierdzeniem, ze nie tylko prawa
przyrody, lecz takze prawa logiki wraz z zasadg sprzecznosci sa boskiej woli
poddane i majg tylko wzgledne znaczenie; obowiazujg mianowicie tylko w obre-
bie ograniczonej ludzkiej logiki. Stad za$ wniosek, ze dialektyka nie moze
zadac dla siebie prawa rozstrzygania zagadnien dotyczacych tajemnic boskich,
lecz, jak stuga swej pani (velut ancilla dominas), winna podaac sie w tym zakresie
wymaganiom teologii.

Drugie zagadnienie wylonito sie w w. X1l w zwigzku z przeciwienstwem
ontologicznych stanowisk realizmu i nominalizmu. Zaostrzenie dawniej
juz znanego rozrdznienia nastgpito na tle teologicznego sporu w sprawie nauki
0 Trojcy w Bogu, wszczetego przez nominaliste Roscellina. W dziedzinie
logiki spor realizmu z nominalizmem jest przede wszystkim sporem o jej przed-
miot. Realizm, przyjmujacy istnienie przedmiotow ogélnych odpowiadajgcych
ogélnym terminom, prowadzi do pogladu, wedtug ktorego logika jest nauka
o owych przedmiotach og6lnych i zwigzkach miedzy nimi, jakkolwiek moze
tez realizm 1taczy¢ sie z poglagdem odmiennym, wedlug ktorego logir-a jest
naukag o terminach i zwigzkach miedzy terminami; nominalizm natomiast,
odrzucajacy istnienie przedmiotow ogélnych, moze pojmowac logike jedynie
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w 6w drugi sposéb. Inng konsekwencjg stanowiska nominalistycznego w logice
jest redukcja, semantyczna zdan, w ktorych podmiotach wystepujg terminy
ogolne. Zdania takie muszg byC¢ interpretowane jako zdania o indywiduach,
a wiec wszelkie zdania redukujg sie do zdan jednostkowych, te stanowig pod-
stawowg Kkategorie zdan. Wreszcie trzecig konsekwencjg nominalizmu jest
interpretacja zakresowa zwigzkéw miedzynazwowych, realizm natomiast in-
terpretuje zazwyczaj zwigzki te treSciowo. C

Wiek XII przyniost Sredniowiecznej filozofii zachodnio-europejskiej
znajomo$¢ szeregu zapomnianych dotad pism Arystotelesa, miedzy ktorymi
z pism logicznych byly Analityki pierwsze i drugie. Topiki oraz 0 dowodach
sojistycznych. Weszly one szybko w cato$¢ logicznej literatury szkolnej jako
Logica nova, w przeciwstawieniu do Ldgica vétus, ktéra obejmowata poprzednio
znany materiat szkolny, tj. dwie pierwsze czeSci Organom, Wstep Porfiriusza,
pisma Boecjusza i niektére inne z pOznej starozytnosci, To wzbogacenie
zrodet nie wzbogacito jednak na razie mysli logicznej ani w nowe zagadnienia,
ani tez w w nowe rozwigzania.

W pierwszej potowie w. XII1 materiat logiki $redniowiecznej doznat raz
jeszcze rozszerzenia, tym razem przez nieznane blizej zrédia; domyslac sie
mozna, ze byly one pochodzenia arabskiego lub bizantyfAskiego (przypuszcze-
nie, ze posrednikiem byt tu traktat autora bizantyriskiego z w. XI Michata
Psellosa, okazato sie¢ mylne). Zrddta te odnowily elementy stoickie, ktére —
dotagczone do poprzednio uprawianej logiki arystotelesowej (vétus et nova),
zwanej odtad Logica antiqua — daty nowa posta¢ logiki Sredniowiecznej, Ldogica
modernorum. Zewnetrznym wyrazem rozwoju logiki w tym okresie byto po-
jawienie sie trzech podobnych do siebie w ukfadzie i tresci kompendiow
logicznych; dotychczas bowiem twdrczos¢ w dziedzinie logikt miescita sie
w komentarzach do pism Arystotelesa, Boecjusza i innych. Autorami tyc
kompendiéw byli Wilhelm Shyrewood, Lambert z Auxerre i Petrus
Hispanus z Lizbony (pOzZniejszy papiez Jan XXI), ktoérego d*eto ;um-
mulae Logicales uzyskato rozglos najwiekszy i miato jeszcze w w. XV i X
blisko 50 wydan drukiem.

Logica modernorum przynosi dwa najwazniejsze uzupetnienia:

a) Pod tytutem De proprietatibus terminorum (o wiasnosciach terminéw)
omawia funkcje semantyczne czeSci zdania, mianowicie nazw wystepujacyc
w podmiocie i orzeczeniu zdania oraz funktoréw nazwotworczych i zdanio-
tworczych, zwanych tu wyrazami synkategorematycznymi (wspotorzek. jacyrm).
Wsrdd funkcji semantycznych nazw omawia sie znaczenie {signljicatio) i supo-
nowanie (suppositio) wraz z innymi mniejszej doniostosci, (significare ~~
mniej wiecej tyle, co znaczy¢ lub wspdloznaczac, supponere oznaczac).

Wyrazenia synkategorematyczne sa okreslane badZz jako tzw.” exponibi ia”

(wyrazenia wymagajace rozwiniecia), np. ,kazdy , ,jakis , ,t}iko , ,opiocz
przez definicje uwiktane, np. ,tylko A jest B ,to tyle, co ,kaz e
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jest A“ (Pr. 111 69—260), badZ jako coniunctiones, tj, spdjniki miedzyzdaniowe,
konsekutywne ,jezeli*, kopi latywne ,,i*, dysjunktywne ,lub“ (Pr. Il
23783); okreslenia coniunctiones sg okresleniami funkcji prawdziwosciowych
implikacji (propositio hypothetica conditionalis), koniunkcji (copulativa) i alter-
natywy (duiunctiva): w pierwszej mianowicie poprzednik nie moze by¢ praw-
dziwy bez prawdziwego nastepnika, w drugiej oba skladniki musza by¢ praw-
dziwe, w trzeciej musi by¢ prawdziwy przynajmniej jeden z nich (Pr. 111,
43-158),

b) De consequentiu (o zwigzkach wynikania) jest og6lng teorig zwigzkow
miedzyzdaniowych, obejmujacg zaréwno sylogizm kategoryczny, jak i wszelkie
inne odmiany wnioskéw. Doniosto$¢ teorii konsekwencji polega na tym, ze
zkgczyta ona oba systemy logiki starozytnej, arystotelesowski i stoicki, w jedng
teorie wnioskowania i uczynita to w sposdb catkowicie poprawny, pojmujac
sylogizm kategoryczny jako implikacje, w ktorej przestanki sg poprzednikiem
(antecedens), konkluzja — nastepnikiem (consequens). (Pr. 111 139—613). Teoria
konsekwencyj rozrdznia nadto catkiem stanowczo implikacje i regute wnio-
skowania przez odrywanie jako coniunctio conditionalis przez ,sr i coniunctio
rationalis (ratio — rozumowanie) przez ,,igitur" lub ,ergo". Konsekwencje
dzielono na formalne i materialne. Konsekwencje formalne to te, ktére mozna
otrzymaé z jakiego$ prawa logicznego przez podstawienie, taka jest np. kon-
sekwencja ,jezeli zaden kwadrat nie jest kotem, to Zadne kolo nie jest kwa-
Pratem®, Konsekwencjg materialng nazywano za$ takie polgczenie zdan, ktére
zamienia sie na konse- kwencje formalng przez dolgczenie dodatkowej prze-
stanki; taka jest np. konsekwencja ,,dzi$ jest czwartek, przeto jutro jest piatek ,
ktorg, przez dotaczenie przestanki ,jezeli dzi$ jest czwartek, to jutro jest pigtek
zamienia sie na konsekwencje formalng, mianowicie podstawienie sylogizmu
hipotetycznego modus ponens. Znano liczne twierdzenia o konsekwencjach
identyczne z tezami dzisiejszej teorii zdan, jak np., ze z zaprzeczenia naste-
pnika okresu warunkowego wynika zaprzeczenie poprzednika (prawo transpo-
zycji 222,7), ze ze zdania falszywego wynika cokolwiek (por. 222,5), ze zdanie
prawdziwe wynika z jakiegokolwiek zdania (por. 221,2) itp. (Pr. 1li 141—622).

Nauka o konsekwencjach nie zawiera sie jeszcze w podreczniku Piotra
Hiszpana ani w obu poprzednich. Natomiast jest ona juz szczegdtowo roz-
winieta W pismach Dunsa Szkota z poczatku w. XIV. Duns Szkot oraz
Wilhelm z Ockham w pierwszej potowie w, XIV Sgnajwybitniejszymi przed-
stawicielami rozkwitu logiki $redniowiecznej.

Rozdziat 2. Czasy nowozytne i nowoczesne

1. Logika heurystyczna

Poczatki filozofii nowozytnej znamionuje negatywna postawa wzgledem
tradycji Sredniowiecza a zarazem zwrot do badan empirycznych. Obie te cechy
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wyciskajg swe pietno na poczatkach nowozytnej logiki: jest ona opozycyjna
w stosunku do logiki Sredniowiecznej w tym. ze pomniejsza znaczenie rozumo-
wania uzasadniajacego, przede wszystkim sylogizmu, natomiast kiadzie nacisk
na metody heurystyczne badarn naukowych.

Hasto. Ze logika jest naukg o odkrywaniu, gtoszg w w. XVI Ludovico
Vives (De disciplinis, 153\) i pierre de la Ramee (Petrus Ramus. W
tutiones aialecttcae, b43); sg to jednak na razie tylko hasta. Nowg metodo-
logie heurystyczng usituje opracowa¢ Francis Bacon of Verulam (Novum
Organon, 1620) przez analize metod badania indukcyjnego. Bacon obejmuje
terminem indukcja obie metody dochodzenia od zdarh o faktach do uogol-
nien  ktérymi postugiwata sie filozofia starozytna. Indukcje prostg uwaza
je nak za menaikowa (res j uerilis), uznaje jedynie indukcje przez eliminacje
ktoérg pojmuje w sposéb catkowicie podobny do indukcji sokratycznej. Miano-
wicie, jak u Sokratesa, indukcja miata da¢ poznanie cno6t, a wiec pewnych wiasci-
wosci cztowieka, przez wykrywanie ich skfadnikéw koniecznych i wystarcza-
jacych, tak wedtug Bacona zadaniem indukcji jest dostarczanie wiedzy o wihasci-
wosé,ach (naturach) rzeczy przez wykrywanie tych ich sktadnikéw (form),
ktore wszedzie , tylko tam wystepuja, gdzie znajdujg sie owe natury. Formy
nazywa Bacon takze prawami (leges); jezeli bowiem potrafimy potaczyé formy
pewnej natury z jakimkolwiek cialem, to nadamy mu odpowiednig nature,
ncu-eja rozpoczyna sie od utozenia tablic trojakiego rodzaju: Tabula essen-
ce s\ve praesentme wymienia wszystkie znane przypadki (instantiae), w kto-
> *wystepuje adana natura, tak np. natura ciepta wystepuje w promieniach
scnca, w ptomieniu ognia, w ciatach zwierzecych, nawozie itd. Tabula decli-
nationts swe absentiae in proximo zestawia przypadki, w ktérych brak badanej
na uiy, np. nie ma ciepta w ptynach naturalnych, w promieniach ksiezyca,
wn 0 ygac i lisciach ro$lin itd. Wreszcie trzecia jest Tabula graduum sive com-
a a wae, zestawia ona przypadki zmiennosci badanej natury, jej stopien

gjszy u sabszy w tym samym ciele lub jej wystepowanie w réznych

z rozmang sifa, nic bowiem nie moze by¢ formg danej natury, co wraz

Z nig nie zwigksza sie lub nie zmniejsza, tak np. u tych samych istot zywych
p ota cia a zmienia sie przy ruchu lub natezeniu, u réznych zwierzat jest
rozmaita itd. Wedtug owych tablic indukcja wyszukuje forme, ktéra z badang zas
u g istnieje gcznie, ktérej tacznie z nig nie ma i ktora wreszcie tgcznie wraz

4 sie zmienia. Wstepnym przeto krokiem indukcji jest eliminacja wszystkich

y i ow, nie e gcych formg danej natury wedtug wyzej wskazanych kryteriow,
astepny z iera instancje pozytywne, wskazuje np., iz formg ciepta jest
szczego nego rodzaju, mianowicie ruch czasteczek ciata materialnego;

g y uci ta i potrafilismy wzbudzi¢ w ciele, to powstaje w nim ciepto. Ten
Zy rezu tat jest jednak jeszcze tymczasowy (interpretatio inchoata), trzeba

F., ocruc przez badanie przypadkéw wybranych (praerogaiivae instantiarum),
y  rozrozni* sie 27 odmian; sg to takie, w ktoérych badana natura wy*



fitepuje sanja jedna lub w ktérych mozna forme wihasciwg dja dane; natury
oddzieli¢ od imjych jtd,

2, Psychologizm w logice

Bacon nie porusza zagadnienia, jak uzasadnione sg wyniki uzyskane przez
zastosowanie metod indukcyjnych, nie mg on jeszcze zadnych watpliwosci
w tym przedmiocie. Zagadnienie uzasadnienia zdobywanej wiedzy wytania
sie natomiastu René Descartes'a, (Discours de la méthode, 1637), ktory zajmuje
wobec logiki stanowisko zupetnie podobne, jak poprzednio wymienieni auto-
rowie, ganigc logike szkolng i formutujgc zamiast niej regulae ad directionem
ingenii, tj. wskazoéwki poszukiwan naukowych. (Rozpr. o met Il al 6 Wstep
franc, do Princ. Philos. AT - X 2, 13, 24, 29n). Negatywna postawa wobec
logiki klasycznej kaze szuka¢ uzasadnienia wynikéw badan gdzie indziej
Zgodnie z calg swojg postawg poznawczg przenosi je Descartes w dziedzine
psychologiczng, mianowicie; to jest nalezycie uzasadnione, co jasno i wyraznie
poznaje. Descartes obejmuje swojg zasadg oczywistosci oba zagadnienia uza-
sadnienia, ktdre postawit Arystoteles V, Analitykach, to jest zagadnienie dowodze-
nia twierdzer i zagadnienie prawdziwosci aksjomatéw; mianowicie oczywi-
stos¢ jest dlan koniecznym i wystarczajgcym warunkiem zaréwno dla uznania
prawdziwosci aksjomatéw, jak i poprawnosci dowoddw— dowdd jest po-
prawny, jezeli kazdy jego krok jest oczywisty. Oba te zagadnienia nie'sg jednak
jednego rodzaju; zagadnienie prawdziwosci aksjomatow jest zagadnieniem
epittemologicznym, zagadnienie dowodzenia twierdzen za$§ — zagadnieniem
logicznym. Odtad tez az po czasy nam wspolczesne splatajg sie rozwazania
logiczne z psychologicznymi i epistemologicznymi, Descartes stoi u poczatku
rozwoju, ktdry wynika w sposéb, mozna by powiedzie¢, naturalny z postawy
metodologicznej tych czasow, Kkiedy tak wielki nacisk potozono na odkryw-
czo$¢, Odkrywanie w nauce —to proces psychologiczny. Zbadanie genezy
i Wihasciwosci tego procesu moze wydawac sie odpowiednig drogg do uzasad-
niehia epistemologicznego i logicznego wiedzy, ktora jest jego rezultatem.

Na te droge wszedt zupetnie Swiadomie John Locke (An Essay concer-
ning human understanding, 1690), dajac podstawe dla kierunku zwanego psycho-

ogizmem w logice. Locke pragnie przeprowadzi¢ badanie zrodet wiedzy, aby
ustali¢ stopien jej pewnosci i jej granice, Wyniki ahaliz Locke’a w kwestii uza-
sadnienia wiedzy obracajg sie w granicach kartezjanskiego rozréznienia wiedzy
intuicyjnej pewnej, bo opartej na oczywistosci, i niepewnej wiedzy zmystowe;j.

awi lume (Treatise on human nature, 1738) postepujac drogg wskazang
przez Locke a doszedt do nowych rezultatow. Wiedza oczywista jest wiedza
jedynie o0 zwigzkach miedzy ideami, wiedza o faktach opiera si¢ na stosunkach
przyczynowych miedzy faktami. Zrodtem twierdzen o zwigzkach przyczynowych
jest ojarzenie przedstawien, ktoére powstaje, gdy obserwujemy ich nastepo-
vanie po sobie w,powtarzajgcych sie-przypadkach Wszelkie przeto wykracza-



jace poza(bezpoérednie spostrzeganie twierdzenia d?faktach, a nalezg do nich
twierdzenia indukcyjne, majg tylko subiektywng podstawe w kojarzeniu, brak
im obiektywnego uzasadnienia.

Logika psychologistyczna stata sie w w, XIX logikg pozytywizmu angiel-
skiego, jej czotowym przedstawicielem jest John Stuart Mili (A System
of Logic, Ratiocinative and Inductive, 1843), Mill znajduje sie¢ pod wyraznym
wptywem Humea. Psychologizm Milla ujawnia sie w okre$leniu przedmiotu
logiki i w nierozréznieniu zagadnien z jednej strony psychologicznej genezy
zdan, z drugiej strony ich uzasadnienia. Logika jest wedtug Milla naukg o czyn-
nosciach umystowych, w ktérych przechodzimy od rzeczy znanych do niezna-
nych, czyli o rozumowaniach. Pierwotng formg rozumowania jest rozumowanie
od szczegdlnego przypadku do nowego przypadku analogicznego; oparte jest
ono na kojarzeniu przedstawien: kto sparzyt sie w palec wlozywszy go w pto-
mien, wierzy, ze je$li drugi raz postgpi tak samo, oparzy sie znowu. State
powtarzanie sie tego rodzaju wnioskow', ktdrym Zzaden fakt nie zaprzecza,
budzi pewnos¢, ze to, co zdarzyto sie raz w okreSlonych okoliczno$ciach, po-
wtérzy sie za kazdym razem, jezeli tylko zajdg ponownie owe okolicznosci.
To prawo jednostajnos$ci przyrody staje sie zasadg og6lna, na ktorej
z kolei opiera sie indukcja, tj. wnioskowanie od szczeg6towego przypadku
do zdania ogdlnego. Indukcja jest jak gdyby streszczeniem szeregu aktow
pierwotnej formy rozumowania przez skojarzenie, a zdanie ogolne jest jak gdyby
formulg skrotowa, rejestrujaca zbidr poszczegdlnych przypadkéw jednego
typu (taka interpretacja zdania og6lnego wystepuje odtad bardzo czesto wsrédd
pozytywistycznych metodologéw). Dedukcja za$ od zdania ogdlnego do przy-
padku szczegdtowego nie daje niczego nowego, gdyz ow przypadek szczegdtowy
jest wraz ze wszystkimi innymi zarejestrowany w zdaniu og6lnym; dedukcja
jest jedynie jak gdyby odcyfrowaniem poprzednio sporzadzonej notatki.

Logika psychologistyczna krzewita sie silnie az do w. XX. W Niemczech
dali jej poczatek Jacob Friedrich Fries (System der Logik, 1811) oraz
Friedrich Eduard Beneke {Lehrbuch der Logik als Kunstlehre des Denkens,
1832). Ten glosi poglad, ze psychologia jest podstawowa naukg filozoficzna,
a logika  podobnie jak inne nauki filozoficzne —to stosowana psychologia.
Zadaniem logiki jest opis form myslenia i genetyczny wywdd form ztozonych
z form prostych. Wsrdd autoréw licznych opracowan logiki tego kierunku na
uwage zastuguje Christoph Sigwart (Logik, 1873—78).

3. Reakcja antypsychologistyczna

a) K nt i logika transcendentalna

Psychologistyczne stanowisko Hume’a zostalo poddane krytyce zaréwno
co do metody, jak i co do wynikéw przez Immanuela Kanta. Kant (Kritik
d»r reinen Vernunft, 1781) sadzi mianowicie, ze uzasadnienia wiedzy nalezy
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szuka¢ nie przez badanie psychologiczne czynnoSci poznawczych, lecz
przez analize tresci poznania. Kant przeczy nadto zdaniu Humea, ze pewna
jest jedynie wiedza o stosunkach miedzy ideamj (wiedza analityczna w termi-
nologii Kanta), albowiem matematyka i mechanika teoretyczna zawierajg
nieanalityczng wiedze o faktach (Kant nazywa jg wiedzg syntetyczng), ktéra
jest pewna. Pewnos$¢ jej winna by¢ wyjasniona przez analize treSci poznania.
Zadane wyjasnienie znajduje Kant w stwierdzeniu, iz istnieja powszechne i ko-
nieczne skfadniki wiedzy o faktach, ktére nalezg do formy, nie do materii pozna-
nia i zawarte sg w twierdzeniach matematyki i mechaniki teoretycznej. Materie
poznania umyst otrzymuje z zewnatrz, tworzg jg wrazenia zmystowe powsta-
jace w umysle pod wpltywem dziatari zewnetrznych, formg poznania jest ukiad,
w ktory umyst ujmuje wrazenia zmystowe. Forme poznania umyst sam na-
rzuca niejako przedmiotom i pewnos$¢ twierdzen matematyki oraz mechaniki
teoretycznej tym jest uzasadniona, iz przedmioty, ktdrych one dotycza, s3
uksztattowane zgodnie z ich treScig przez narzucone na owe przedmioty
formy poznania. Badanie, ktére ma na celu uzasadni¢ obiektywno$¢ wiedzy,
nazywa Kant transcendentalnym, tj. dotyczacym stosunku wiedzy do jej przed-
miotu. Przedmiotem badania transcendentalnego sg sktadniki formalne poznania,
bo wiasnie dzieki mm powstaje odpowiednio$¢ miedzy wiedzg i jej przedmio-
tem. Skiadniki te sg dwojakie, odpowiednio do dwojakich elementow wiedzy,
mianowicie przedstawien i sgdéw. Formami przedstawiania sg czas i przestrzen,
wszystko bowiem, co sobie przedstawiamy, jest w czasie i w przestrzeni. Formy
sadzenia nazywa Kant kategoriami; sg to pojecia, pod ktore przedmioty podpo-
rzadkowujemy wydajac o nich sagdy. Nauce o formach przedstawiania nadaje
Kant nazwe estetyki transcendentalnej, nauce o formach sadzenia nazwe
logiki transcendentalnej. Logika transcendentalna rézni sie wedtug Kanta od
logiki formalnej stworzonej przez Arystotelesa tym, ze logika formalna ab-
strahuje catkowicie od treSci poznania i stosunku poznania do przedmiotéw,
a zajmuje sie tylko zwigzkami prawdziwosciowymi miedzy zdaniami nato-
miast logika transcendentalna abstrahuje jedynie od tego, co w tresci sagddw jest
zmienne i przypadkowe, zajmuje sie za$ tymi skiadnikami ich tresci, ktdre sg
powszechne i konieczne. Tymi skladnikami sg wihasnie wspomniane wyzej
kategorie. Jest ich tyle, ile jest rodzajoéw sadow, tych za$ wylicza Kant dwanascie,
w czterech grupach: ilosci (ogolne, szczegdtowe, jednostkowe), jakosci (twier-
dzace, przeczace, limitujace), stosunku (kategoryczne, hipotetyczne, dysjun-
ktywne) i modalnosci (problematyczne, asertoryczne, apodyktyczne). Kazdy
sad nalezy do czterech spomiedzy owyv.h rodzajow, mianowicie do jednego
w kazdej grupie, i faczy podmiot i orzeczenie w jednds¢ podporzadkowang pod
kategorie odpowiadajacg rodzajowi sadu w ten sposOb, iz przedstawienie
np. czerwonej rézy zamienia sie na przedmiot do$wiadczenia, tj. obiektywizuje
sie niejako w stwierdzeniu, ze niektore r6ze sg czerwone; mianowicie sad ten
jako szczegdtowy tworzy synteze rézy i jej barwy, podporzadkowang pod kate-
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*orie wielosci, jako twierdzacy podporzadkowuje te synteze pod kategorie
realnosci, jako kategoryczny - pod kategorie substancji i jej cechy, jako aserto-
ryczny - pod kategorie istnienia; czerwone rdze sa przedmiotami, ktore wyste-
puj. w wielu egzemplarzach jako realne i istn.ejace, jako substancje obdarzone
dang cechg. Logike transcendentalng dzieli Kant na transcendentalng analityke
i transcendentalng dialektyke, idac za arystotelesowskim podziatem logiki,
ktory analitykg nazwat teorie sylogizmu, tj. wnioskowania apodyktycznego,
I dialektyka - teorie wnioskowania, ktérego konkluzje mogg byc zawodne. Trans-
cendentalni analityka ma za zadanie wykrycie w poznaniu powszechnych a za-
razem koniecznych pojec i zasad, ktdre czynig poznanie prawdziwym, oraz wyka-
zanie w jaki to staje sie spos6b. Rozwigzaniem tego zadania jest streszczony
wiasnie .transcendentalny wywod kategorii“. Transcendentalna natomiast
dialektyka ma wykry¢ btedy wynikajgce z zastosowania poznawczych form sa-
dzenia poza granicami do$wiadczenia; takie mianowicie btedne ich zastosowanie
wytwarza idee metafizyczne i prowadzi do twierdzen antynomialnych.

Logika transcendentalna Kanta ma swoj dalszy cigg w filozofii ideali-
stycznej Fichtego i Hegla oraz w filozofii nowokrytycznej J 0113"“
Fichte (Grundlage der gesammten Wissenschofislehre, 179 ) i
heim FrUdrich Hegel (»W W < der Losik. 1812-16) po,™ ,« loafcf
(Fichte uzywa terminu Wissenschafslehre) jako analize tresci poje¢, poste-
puTaca od poje¢ ogdlnych i prostych ku coraz bardziej szczegbtowym i zto o
nym wedlug metody dialektycznej: tezy, antytezy i syntezy. Nazwa ,diale”
tyka" jest tu uzyta w sensie platonskim na oznaczenie nauk, o dziataniach nad
ucieciami - lecz u Platona tezg i antytezg sg dwa przeciwne gatunki, syntezg
za$ - obejmujacy je rodzaj, natomiast u Fichtego i Hegla memQz™ p° A
prawa, wedtug ktdrego teza i antyteza taczg sie w syntezie, na,czesoe te z g »
tezg sg dwa gatunki przeciwne, a synteza jest czym$ mie zy l,.ntow-
w roznych znaczeniach tego wyrazu. Dodatkowym zatozeniem owej po =
skiej logiki idealistycznej jest twierdzenie, ze dialektyka pojeciowa jest zarazem
przedstawieniem praw rozwoju historycznego.

W filozofii nowokrytycznej z konca w. XIX i poczatku w. °gl1*
za zadanie wykrycie apriorycznych, zatozeh wiedzy, wszcze g 6 Ino $c
tycznej. W tym sensie piszg miedzy innym, Hermann Cohen (Log*
L en Erkenntnis, 1902) oraz Paul Natorp (Die loschen Grundlagen
exakten Wissenschaften, 1910).

b) Od Bolzana da Husserla

Przezwyciezenie psychologizmu w logice na catkowicie inn jd
u Kanta inicjuje szereg myslicieli, ktérzy wychodzg v prawczie cc.
jednak umiejg uchwycic¢ réznice miedzy opisem czynnosci n >
waniem zwigzkéw logicznych.
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Bernard Bolzano {Wissenschaftslehre, 1837) oddziela konsekwentnie
dziedzine logiki od psychologii, odrdzniajgc przedstawienia jako takie i zdania
jako takie (Vorstellungen an sich i Sdtze an sich) od czynno$ci psychicznych przed-
stawiania i sgdzenia oraz prawde jako takg (Wahrheit an sich) od przekonania.
Rozroznienie to stato sie punktem wyjscia dla rozrdznienia miedzy aktem
psychicznym i jego treScig, przedstawianiem i przedstawieniem, sgdzeniem
i sgdem u poOZniejszych autorow tego kierunku. Drugim waznym punktem
w logice Bolzana jest metoda badania zwiazkéw logicznych przy zatozeniu
zmiennosci pewnych czesci zdania. Tak otrzymuje Bolzano ze zdania np.
»cztowiek jest Smiertelny , podstawiajagc w nim za ,.cztowiek” inne terminy,
forme, ktéra odpowiada catkowicie funkcji propozycjonalnej w logice Russella
(zob. nizej). Franz Brentano (wykfad logiki Brentana w ksigzce jego ucznia:
Franz Hillebrand, Die neuen Theorien der kategorischen Schliise, 1891)
odroznia logiczne zwigzki prawdziwosciowe od genetycznych zaleznosci psy-
chologicznych miedzy myslami i daje oryginalng, jednolita i konsekwentng
teorie zdan sprowadzajgc rézne ich formy do postaci egzystencjalnej. Wyniki
logiczne zarowno Bolzana, jak Brentana zgadzajg sie w wielu istotnych punktach
z pbzniejsza logika matematyczng. Wychodzac od Bolzana i Brentana, Edmund
Husserl (Logische Untersuchungen, 1900) dat jakby synteze stanowiska anty-
psychologistycznego; wyodrebnit i zdefiniowat psychologizm jako kierunek
w logice oraz opart jego krytyke na dokladnej charakterystyce rdéznicy, jaka za-
chodzi miedzy prawami psychologii, nauki empirycznej, a twierdzeniami logiki,
ktora nie jest naukg empiryczng. Prawa psychologiczne dotyczg zwigzkéw moty-
wacyjnych miedzy przekonaniami, prawa logiczne zajmujg sie nie powstawa-
niem przekonan, lecz zwigzkami, jakie zachodza miedzy zdaniami ze wzgledu
na ich prawdziwo$¢, niezaleznie od tego, czy wyrazajg one czyjekolwiek prze-
gnania. Kazimierz Twardowski (O czynnosSciach i wytworach, 1911)
ujmuje stosunek miedzy zjawiskiem psychicznym sadzenia i zdaniem w sensie
ogicznym jako stosunek czynnosci do jej wytworu: zdanie jest uzewnetrznio-

nym i utrwalonym w stowie moéwionym lub pisanym wytworem psychicznej
czynnosci Sgdzenia.

4. Logika formalna do Leibniza

Logika psychologistyczna i transcendentalna sg kierunkami ubocznymi,
tore wprowadzajg do logiki zagadnienia psychologii poznania i epistemologii
Literatura logiczna z w. XVI i XVII, kontynuujaca logike formalng w dawnym
tego s owa znaczeniu, nie zawiera nowych zagadnier ani wynikéw. Autorami
wy itniejszych opracowan podrecznikowych tego czasu sg: portugalski jezuita
etrus Fonseca (Instituticnum dialecticarum lihri octo, 1564— catkowicie w sty-
u scholastycznym), Jacobus Zabaiella, pacew. ki arystotelik (Logica,

). Marcin Smiglecki, jezuita wilenski, wysoko ceniony we Francji



i w Anglii (Logica selectis disputationibus illustrata et in duos tomos distributet,
Ingolstadii, 1618, dwa dalsze wydania oxfordzkie z r. 1634 i 1658), Joachim
Jungius (Logica Hamburgensis, 1638), An.toine Arnault i Pierre Nicole
(La Logique ou l'art de penser, 1662 — cytowana zwykle jako Logika Port-
Royal, zwiezty podrecznik logiki klasycznej z kartezjanskimi uzupetnieniami),
Girolamo Saccheri (Logica demonstrativa, 1692 — jest to krotki wykiad
logiki w postaci zaksjomatyzowanej, realizujgcy postulat postawiony w tym
wzgledzie jeszcze przez Galenosa).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) nie pozostawit zwartego
opracowania logiki, lecz w wielkiej liczbie szkicow, fragmentdéw, uwag, pocho-
dzacych ze wszystkich niemal okreséw jego dziatalnosci filozoficznej, wypo-
wiedziat pomysty, ktére staty sie punktem wyjscia nowoczesnego rozwoju
logiki. Pomysty te zmierzajg do utworzenia systemu symboli (Characteristica
universalis, ,,character znaczy tyle, co symbol), dla przedstawienia dowolnych
przedmiotow i stosunkéw miedzy mmi, podobnie j?k symbole matematyczne
przedstawiajg liczby i ich zwigzki. Owa characteristica universalis miataby byc
narzedziepa nauki ogolnej o rzeczach — Mathesis universalis (Leibniz nazywa ja
tez Logica Mathematica i Logistica) — jednym z dziatow tejze bytaby matema-
tyka wielkosci. Istotna w tym byla mysl, Zze zwigzki logiczne wystepujace
w rozumowaniach sg analogiczne do zwigzkdéw miedzy liczbami, ktore tworza
podstawe dziatan rachunkowych w arytmetyce. Stad wniosek, ze rozumo-
wanie jest rodzajem rachunku,'Leibniz nazywa go calculus ratiocinator, czyli
rachunkiem logicznym. Podobne przekonania bylty wygtaszane juz dawnigj,
miedzy innymi Tomasz Hobbes (Elementarum Philosophiae sectio prima De
Corpore, 1655; cze$¢ logiczna nosi tytut Computatio sive Logica) nizywa logike
rachunkiem (computatio) i twierdzi ,,ratiocinari idem est quod addere et sub-
trahere”. Dopiero jednak Leibniz wysnut stad v,fasciwe konsekwencje, miano-
wicie potrafit zdefiniowa¢ dziatania logiczne na wzdr dziatani arytmetycznych,
ale z zachowaniem ich odrebnosci, wprowadzit na ich oznaczenie symbole
zamiast dotychczasowych oznaczen stownych, a wreszcie sformutowat szereg
twierdzen symbolicznych, ktére okreslajg ich wiasnosci, podobnie jak twieidze-
nia arytmetyki okreslajg wiasnosci dziatan arytmetycznych. Tak Leibniz
stworzyt nowoczesng logike symboliczng (przynajmniej w zasadzie, podat bo-
wiem jedynie jej program i fragmenty). Zarazem za$ wskazat droge k t osiag-
nieciu tego, co zamierzyt juz Arystoteles, czego jednakze nikt do owej cnwili
dokonaé nie zdotal, mianowicie objecia jedng teorig rozumowan logiki i mate-
matyki. Arystoteles postawit tu jedynie pierwszy k"ok przez wprowiizeme
symboli zmiennych na oznaczenie czionéw sto mnkow logicznych; pézniejsi
(Saccheri) uczynili z logiki system'zakrjomatyzewany na wzor geometrii Euk i-
desa; Leibniz zainicjowat krek ostatni przez szczesliwe uchwycenie istoinyc
wihasnosci stosunkéw logicznych i obmyslenie symboliki, ktéra pozwala m
nalezyte sformutowanie twierdzen przedstawiajgcych te wiasnosci.



5. Algebra logiki

Tymi, ktdrzy zrealizowali pomysty Leibniza, byli logicy angielscy nie
pozostajgcy wprawdzie pod jego bezposrednim wplywem, zapewne jednak po-
siadajacy wiadomosci o jego logice przekazane drogg posrednig, mianowicie
za posrednictwem wybitnego niemieckiego autora prac z dziedziny logiki
i zwolennika logiki Leibniza, nazwiskiem Johann Heinrich Lambert
(Neues Organon, 1764). Sg to — wsrod innych — Augustus de Morgan
(Formal Logic or the Calculus of Inference, necessary and probable, 1847) i przede
wszystkim George Boole (The Mathematical Analysis of Logic, 1847 oraz
An Investigation of the Laws of Thougt, on which are founded the mathematical
theories of Logic end Probabilities, 1854). Logika Boole a jest logikg nazw,
w ktérej trzy dziatania logiczne, generalizacja, specjalizacja i negacja, nazwane
dodawaniem logicznym, mnozeniem logicznym i odejmowaniem logicznym, sg
pojete na wzor odpowiednich dziatan arytmetycznych, a stosunki réwnowaznosci
miedzynazwowej i subsumeji tworzg réwnosci i nieréwnosci logiczne, analo-
giczne do réwnan i nieréwnosci algebraicznych. Logika wtym przedstawieniu staje
sie teorig rownan miedzynazwowych, a jej problemy — problemami rozwia-
zywania tych réwnan ze wzgledu na pewne ich wyrazy lub tez eliminowania
pewnych wyrazbw z danego ukladu réwnan. Kazde rozumowanie logiki kla-
sycznej daje sie przedstawi¢ jako problem pierwszego lub drugiego rodzaju
(np. sylogizm jako zagadnienie eliminacji terminu $redniego), przy czym otrzy-
muje sie rozwigzania o wiele bardziej réznorodne niz w logice klasycznej, gdyz
wyczerpujace wszystkie mozliwe przypadki.

Ze wzgledu na analogie do arytmetyki i algebry system logiki Boole a
nosi nazwe algebry logiki lub logiki algebraicznej. Algebra logiki zostata rozwinieta
przez wielu autoréw w system bardzo obszerny. Nalezy do nich uczen Boole a
William Stanley Jevons (The Principles of Science, 1874), autor szeroko
rozpowszechnionych opracowan logiki o charakterze podrecznikowym i wyna-
lazca maszyny logicznej, pozwalajacej otrzymywac¢ wnioski w sposob mecha-
niczny, podobnie jak arytmometry stuzg do mechanicznego wykonywania ra-
chunkéw. John Venn (Symbolic Logic, 1881) taczy wyklad algebry logicznej
z licznymi informacjami historycznymi i bibliograficznymi. Amerykanski logik
Charles Saunders Peirce (1839—1914) w szeregu rozpraw rozszerzyt
algebre logiki na teorie stosunkéw traktowang w sposob analogiczny. Czotowe
opracowanie algebry logiki wraz z teorig stosunkéw dat Ernst Schrdder
(Vorlesungen uber die Algebra der Logik. 1890-95). Louis Couturat (L algebre
de la logique, 1905) podaje zwiezly i przejrzysty jej wyklad.

6. Logika matematyczna

Proces zblizania sie miedzy logika i matematyka byt procesem dwustron-
nym, z jednej bowiem strony logika zblizata sie do matematyki przez coraz ogol-
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niejsze ujmowanie zwigzkow i dziatan logicznych, z drugiej strony matematycy
byli zmuszeni w miare rozwoju swej nai ki do zajmowania sie jej budowg lo-
giczng. Matematyka byla od czaséw Platona i Arystotelesa modelem, wedtug
ktorego ksztattowaly sie zapatrywania na logiczng budowe nauki w ogdle;
rozwoj badan nad logicznymi podstawami matematyki musiat przeto pociggnac
za sobg konsekwencje wazne dla catej logiki.

Juz Saccheri zajmowat sie zagadnieniem wzajemnej niezaleznosci logicznej
aksjomatow geometrii Euklidesa. W szczeg6lnosci aksjomat pigty wzbudzat
watpliwosci; podejrzewano, ze moze on by¢ udowodniony na podstawie przy-
jecia pozostatych aksjomatow. (5wpiaty aksjomat deje sie sformutowac w zdaniu :
Przez punkt lezacy poza prostg na danej ptaszczyznie przechodzi jedna i tylko
jedna réwnolegta do owej prostej. Matematyk rosyjski Mikotaj tobaczew-
ski (w r. 1829) uczynit probe udowodnienia wymienionego aksjomatu nie-
wprost, przez doprowadzenie do sprzecznosci zatozenia z nim niezgodnego,
iz przez dany punkt na plaszczyznie przechodzg dwie réwnolegte do danej
prostej na tej samej plaszczyZnie. Okazato sie jednak, ze przy takim zato-
zeniu nie ma sprzecznosci z pozostatymi aksjomatami i ze konsekwencje jego
dajg nowa posta¢ geometrii, geometrie nieeuklidesowg tobaczewskiego. Na-
stepstwa odkrycia tobaczewskiego dla'logiki byly niezmiernie donioste. Wy-
kazato ono, wbrew zdaniu wygtoszonemu jeszcze przez Arystotelesa, ze aksjo-
maty nauki dedukcyjnej nie sa konieczne w tym sensie, by mogty by¢ ustalone
w jeden tylko sposob. 'Pojecie absolutnej nauki dedukcyjnej, wychodzacej
od oczywistych zatozen i gwarantujgcej pewno$¢ wynikéw, musiato ustgpic
miejsca pojeciu nauki hipotetyczno-dedakcyjnej, w ktorej twierdzenia uznaje
sie w zaleznosci od przyjetych na czele zalozen.

Mniej wiecej jednocze$nie z powstaniem geometrii nieeuklidesowej mate-
matyk i logik francuski J. D. Gergonne (1826) sformutowat zasade dualnosci
twierdzeh geometrycznych. Orzeka ona, Ze twierdzenia geometrii rzutowej,
dotyczace wzajemnego potozenia p nktéw i prostych m ptaszczyZnie tub punk-
tow i plaszczyzn w przestrzeni, wystepujg parami, w ktdrych jedno z twier-
dzen przeksztatca sie na drugie przez zamiane ze sobg wyrazéw ,,punkt i ,pro-
sta“ (lub ,plaszczyzna)“, ,lezy na“ i ,przecina sie“; tak np. twierdzenie
».kazde dwa punkty leza na jednej prostej* przeksztatca sie w ten sposéb na
»,kazde dwie proste przecmrjg sie w jednym p nkcie“. Jezcli zamiast wyra-
z6w ,,punkt”, ,prosta“ uzyjemy symboli zmiennych, a wyrazenia takie, jak
»lezy na“ lub ,przecing sie*“, zastgpimy przez og6lhe symbole stosunkow
lub inne funktdéry stosownie okreslone, to powstajg twierdzenia ogolna, ktore
dopuszczajg rozmaite interpretacje, zaleznie od tego, jakie znaczenie zostanie
nadane symbolom funktoréw i zmiennych. W ten spos6b mozna zbudowaé
»~geometrie abstrakcyjng”, w ktorej opcisje sie symbolami abstraksyjnymi,
nie odwotujagc sie do intuicji geor.iutryczh j, bedacg p nk n wyjs .m geo-
metrii  klasycznej. Znaleziono wiecej jeszcze przyktaddéw na abstrakcyjne



systemy hipotetyczno-dedukcyjne, dopuszczajgce odmienne i rézije miedzy
sobg mozliwosci interpretacyjne. Odkrycia te okazaty, wbrew powszechnie
panujgcemu od Platona az do Kanta zapatrywaniu, ze geometria nie musi
opiera¢ sie na intuicji przestrzennej, pozwolity odrozni¢ w systemach deduk-
cyjnych to, co jest zaczerpniete z intuicji zmystowej, od elementow struktu-
ralnych, a w ten sposob wskazaty droge do budowania teorii $ciSle sformali-
zowanych.

Dalszym wkiadem matematyki do logiki byla analiza pojecia nieskon-
czonosci. Newton i Leibniz stworzyli tzw. rachunek nieskoficzono$ciowy,
ktérego podstawowg myslg jest rozktadanie zmian wielkosci badanych na do-
wolnie male elementy (rézniczkowanie) i nastepnie sumowanie owych elemen-
tow w obrebie dowolnie obranych odstepéw (catkowanie). Metody rachunku
nieskonczono$ciowego wyjasnity pojecia ciggtosci i ruchu, tak trudne do uje-
cia dla mysli starozytnej, Bernard Bolzano (Paradoxien des Unendlichen,
1851) postawit i rozwigzat inne zagadnienie tgczace sie z pojeciem nieskon-
czonosci. Cechg charakterystyczng zbiorow nieskonczonych jest, wedtug tych
rozwazan Bolzana, posiadanie czeSci wiasciwej (tj. réznej od catego zbioru),
ktora jest réwnoliczna z catym zbiorem; tak np. zbidr liczb naturalnych roz-
ktada sie na dwie czesci wiasciwe: zbidr liczb catkowitych dodatnich parzystych
i zbior liczb catkowitych dodatnich nieparzystych, przy czym kazda z tych
czesci jest roéwnoliczna z catym zbiorem. Idac dalej drogg wskazang przez
Bolzana, Georg Cantor stworzyt w swoich rozprawach z lat 1878—1883 ma-
tematyczng teorie mnogosci, ztozong z dwdéch zasadniczych czeSci: pierwsza
zawiera analize nieskofczono$ci i rozrdznia jej rodzaje, druga zajmuje sie
uporzagdkowaniem elementéw w zbiorach nieskonczonych i wnika rozwaza-
niami swymi w teorie stosunkow.

Wszystkie te odkrycia wraz z rosngcg potrzeba krytycznej rewizji podstaw
matematyki wiodly ku zadaniu zbudowania teorii rozumowania matematycz-
nego. Zadanie to catkowicie analogiczne do zadania, jakie Arystoteles postawi)
sobie w stosunku do rozumowan stosowanych we wspdtczesnej mu nauce, byto
punktem wyjscia logiki matematycznej, ktorej twércami stali sie Giuseppe
Peano we Wioszech oraz Gotttob Frege w Niemczech. Kazdy z nic
stworzyl system odrebny i niezalezny od drugiego. Wspdlne im obu byto
postugiwanie sie metoda symboliczng w duchu Leibniza, pozwalajaca na prze
stawienie rozumowan matematycznych w postaci $cistej, z catkowitym po
minieciem wyrazen zaczerpnietych z jezyka potocznego. Kazdy z nich stwo-
rzyt w tym celu inng symbolike, przy czym Peano byt szcze$liwszy, gdy Z jego
symbolika okazata sie bardziej przejrzystg i w dalszym rozwoju wyparta sym
bolike Fregego.

Zastugg Peana (pierwsze prace 1888; Revue de Mathématiques i borma
Lire da Mathématiques *1891—1905) byfa przede wszystkim analiza struktury
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wewnatrzzdariiowej bardziej poprawna od analizy danej przez Arystotelesa,
Podstawg tej analizy jest rozrdznienie znaczen stowa ,jest* w zdaniu jednost-
kowym i w zdaniu ogdlnym. Frege (Begriffsschrift eine der arithmetischen nach-
gebildete Formelsprache des reinen Denkens, 1879: Grundgesetze der Arithmetik,
1893—1903) natomiast stat sie tworcg nowoczesnej teorii zdan, ktdrg pierwszy
przedstawit w SciSle aksjomatycznej formie systemu dedukcyjnego, opartego
na dwdch terminach pierwotnych, implikacji i negacji, oraz szeSciu aksjomatach,
przy zastosowaniu nadto dwoch jedynie regut wnioskowania, podstawiania
i odrywania.

Bertrand Russell (The Principles of Mathematics, 1903; Whitehead
A N. — Russell B. Principia Mathematica, 1910), opariszy sie na pracach
Peana i Fregego, dat pelny system logiki matematycznej, obejmujacy teorie
zdan, teorie orzecznikdéw (klas) i teorie stosunkéw. Dzielem Russella jest
stworzenie z logiki zdan i logiki orzecznikéw, ktére rozwijaty sie w ciggu calej
historii logiki obok siebie, jednej catosci, w ktdrej logika zdah jest dziatem
podstawowym, a logika orzecznikbw — jej nadbudowa. Rezultat ten zostat
osiggniety za pomocg wprowadzenia pojecia funkcji propozycjonalnej; orzecz-*.
niki wystepuja jedynie w funkcjach propozycjonalnych, a wszelkie zwigzki
miedzyorzecznikowe redukujg sie do zwigzkéw miedzy funkcjami propozycjo-
nalnymi, identycznych ze zwigzkami miedzyzdaniowymi, gdyz funkcje pro-
pozycjonalne to nic innego, jak zmienne zdaniowe. Logika matematyczna
w postaci, jaka jej nadal Russell, jest przeto uogdlnieniem obejmujacym w jednej
catosci oba systemy logiki klasycznej, logika stoicka jest czescig logiki zdan,
a logika perypatetycka — fragmentem logiki orzecznikdw. Zarazem lo%ika
Russella spetnia program Arystotelesa w tym kierunku, Zze jest pierwszym
systemem logiki, ktéry uwzglednia metody rozumowania nauk dedukcyjnych
facznie z matematyky; jest to pierwsza logika catkowicie ogélna pod tym
wzgledem. Okres$lenie ,matematyczna® wskazuje jej punkt wyjscia i zadania
bezposrednie, lecz nie znaczy, by byla ona ograniczona do dziedziny
rozumowan matematycznych. Nalezy je rozumie¢ jako oznaczenie wspot-
czesnego stadium rozwojowego logiki, obejmujacego takze matematyke, w
przeciwienstwie do stadidw dawniejszych logiki perypatetyckiej, stoickiej lub
scholastycznej.

System Russella jest wreszcie pierwszym systemem logiki liczagcym
sie ze sprzeczno$ciami, jakich przykfady znano juz w starozytnosci (paradoks
ktamcy, paradoks krokodyla i in.) i jakie powstaty réwniez na tle nowoczesnej
matematyki i logiki (paradoks Richarda, paradoks Russella). Dopiero tak
subtelne narzedzie analizy logicznej, jakim operuje logika matematyczna,
pozwolito nalezycie sformulowaé owe paradoksy i znalezé ich rozwigzanie
w postaci teorii typow logicznych, ograniczajacej dowolnos¢ uogdlnien dp
pewnych granic.
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il Cjk jhyAiile- d, iii j
1 Logika prawdopodobienstwa

\WV w. XVII powstaje matematyczna teoria prawdopodobienstwa z prak-.
tycznym celem obliczania prawdopodobiefistwa wygranej w grach hazardo-
wych; jej twércami sg Biaise Pascal ( w listach do matematyka P. Fermat,
ogloszonych pod$miertnie, Varia opera math. D. Pétri de Fermai, 1678), Chri-
stian Huyghens (De ratiociniis in ludo alcag, 1657) i zwkaszcza szwajcarski
matematyk Jacques Bernouilli (Ars coniectandi, 1713), Matematyczna
teoria prawdopodobienstwa méwi o prawdopodobienstwie zdarzen i definiuje
prawdopodobienstwo za pomocg zasady homggenicznosci lub braku racji.
Mianowicie dla obliczenia prawdopodobienstwa pewnego zdarzenia obiera
sie zbior alternatyw przedstawiajgcych mozliwosci, w ktérych ono zajdzie
lub nie zajdzie, i réwnorzednych pod tym wzgledem, ze dla Zzadnej z nich
me istnieje racja uzasadniajgca przypuszczenie, iz raczej ona sie zrealizuje
mz ktorakolwiek z pozostatych. Alternatywy nosza nazwe przypadk6w' mozh
wych, te za$ spomiedzy nich, przy ktorych zachodzi dane zdarzenie, sg przy-
padkami sprzyjajagcymi. Prawdopodobienstwem zdarzenia jest stosunek liczby
przypadkéw sprzyjajacych do liczby przypadkdéw mozliwych. Zasadg homo-
genicznosci lub braku racji nazywa sie przytoczone wyzej zatozenie, iz dla kaz-
dego zdarzenia, ktérego prawdopodobienstwo obliczamy, istnieje zbior alter-
natyw homogenicznych, czyli jednorodnych w tym sensie, ze dla zadnej z nich
me istnieje racja uzasadniajaca przypuszczenie, iz raczej ona sie zrealizuje
niz ktorakolwiek z pozostatych. Np. przypusémy, ze obliczamy prawdopodo-
bienstwo otrzymania przy rzucie kostkg parzystej liczby oczek. Zbior przy-
padkéw mozliwych sktada sie z szeSciu alternatyw, kazda z nich odpowiada
otzrymaniu przy rzucie kostkg jednej z szesciu Scianek oznaczonych kolejno
liczbg oczek od 1 do 6. Zasada homogenicznosci zaktada w tym przykiadzie
brak racji do przypuszczenia, ze przy dowolnym rzucie otrzymamy pewng
szczeg6lng liczbe oczek m— wszystkie sg rdwnie mozliwe. Poniewaz zas spo-
miedzy nich trzy dajg liczbe parzysta, trzy zas liczbe nieparzysta, przeto prawdo-
podobienstwo otrzymania liczby parzystej jest 3/6 = 1/2.

Zastosowania matematycznej teorii prawdopodobienstwa zostaty wkrotce
rozszerzone na dziedzine ubezpieczen; w dziedzinie tej nalezalo oprzec sie
me na ustalonej a priori alternatywie przypadkéw rownie mozliwych, lecz
na empirycznych' danych statystyki; przypadki mozliwe sg tu identyczne
z tymi, ktore zostaly zaobserwowane, sprzyjajace za$ sa wsrod nich przypadki
takie same, jak ten, ktdrego stopieri prawdopodobieristwa chcemy obliczyc.
Jezeli przeto pragniemy statystycznie ustali¢ prawdopodobiernstwo, ze czlowiek
dwudziestoletni dozyje czterdziestego roku zycia, to winnismy ustali¢ statystycz-
nie, ilu spomiedzy dwudziestoletnich ludzi w danej populacji aozywa czter-
dziestego reku zycia. Zasada homogenicznosci, zrozumiata przy grach hazar-
dowych, gdzie rzut kostka lub rozktad kart ma by¢ w swym zalozeniu przy-
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padkowy, tutaj — gdy chodzi o takie zdarzenia, jak dozycie osoby dwudziesto-
letniej do czterdziestego roku zycia — staje sie zatozeniem fikcyjnym, gdyz
niezgodnym z dobrze znanymi réznicami indywidualnymi zdrowia i warunkow
zycia, od ktorych zalezy dtugowiecznosé.

Powstalo przeto odmienne od starozytnego zagadnienie prawdopodo-
bienstwa, polegajace na szukaniu teorii, ktéra by objeta wszystkie typy rozumo-
wania prawdopodobienstwowego i data uzasadnienie wynikéw tego rozumo-
wania. Pierwszy z pisarzy filozoficznych zajat sie nim Dawid Hume (Treatise
on Human Nature, 1739). Jego zastuga jest wskazanie zwigzku miedzy indukcjg
i prawdopodobienistwem w nowym znaczeniu. Hume rozréznit dwa rodzaje
prawdopodobienistwa, przypadkowe i przyczynowe. Z pierwszym mamy do
czynienia w grach hazardowych, z drugim — w przypadkach ostabionych
zwigzkéw przyczynowych, gdy przyczyna, np. przyjecie lekarstwa, nie zawsze
wywotuje zamierzony skutek. Teoria prawdopodobieristwa Hume a jest,
podobnie jak jego teoria przyczynowosci, teorig psychologistyczng i opiera sie
na tej samej zasadzie. Mianowicie prawdopodobienstwo obu rodzajow jest
wiasciwoscig nie zdarzen, lecz przekonan — jest sitg przekonania, w ktdrym
oczekujemy pojawienia sie zdarzenia. Spostrzezenie zdarzenia budzi yspo
zycje do oczekiwania, iz powtorzy sie ono znowu w takich samych okoliczno-
Sciach ; im wiecej razy powtarzato sie ono, tym ta dyspozycja jest si nie'sz®
i tym wieksza sita przekonania, ktdre ona budzi, natomiast kazdy pizypa e
przeciwny dyspozycje te ostabia. Tak przeto prawdopodobienstwo jako sita
przekonania rosnie lub stabpie wraz z liczbg przypadkdw sprzyjajacyc ”S$ro
przypadkow mozliwych i staje sie pewnoscig w przypadku granicznym, g y
wszystkie przypadki mozliwe sg zarazem sprzyjajgcymi, jak w indu cji
wyjatkowe;. R

Teoria Hume'a jest teorig subiektywnych przekonan o prawdopodobien-
stwach; powstaly po niej teorie inne, usitujace uja¢ prawdopodobienstwo 0
strony obiektywnej. Pierwszg z nich jest teoria czestosciowa (Frequeney i >eory),
stworzona przez angielskich logikéw, gtownie Joha Vena (The -°&c*0
Chance, 1866); punktem jej wyjscia byla krytyka zasady homogenicznosci,
ktéra, zdaniem tworcow teorii czestosciowej, jest pozbawiona uzasa niema
i nie moze stuzy¢ za przestanke rozumowan prawdopodobienstwowyc . " jgj
miejsce nalezy odwota¢ sie do doSwiadczenia statystycznego. Teoria czest
wa zajmuje zatem stanowisko empirystyczne. Nalezy ustalac "7~
szeregi obserwacji zaréwno wtedy, gdy mamy do czynienia z hazar em, ja
w przypadkach zjawisk ekonomicznych i spotecznych, i opracowywac 'p™ 6
darni matematycznymi, aby otrzyma¢ prawa prawdopodobienstwa. sta
wowe dla czestosciowej teorii prawdopodobienistwa jest jiojecie szeregu-
regu zdarzen pewnego zbioru (niech to bedg np. rzuty kostkg) istniejg, ja' ws a
zuje obserwacja statystyczna, elementy z wiasnoscig U) (np. wyrzucenie p
rzystej liczby oczek), wskazujgce tendencje do wystepowania z prawi oOwosc. g
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tym bardziej wyrazng, im diuzszy jest dany szereg. Jezeli w pewnym szeregu
ztozonym z n elementéw m elementéw posiada wiasnosci w, to powiadamy,
ze wilasnos¢ U) wystepuje w danym szeregu z prawdopodobienstwem m/n.

Teoria czestoSciowa ujmuje prawdopodobiefdstwo od strony matematycz-
nej. Ze strony logicznej okreslat je juz Bolzano jako stosunek miedzy zdaniami.__
ktérego szczegdlnym przypadkiem jest stosunek racjPdo nastepstwu. John
Maynard Keynes (A Treatise on Probability, T92l) zbudowat logiczng
teorie prawdopodobienstwa, ktéra mowi, w przeciwienstwie do matematycznej
teorii prawdopodobienstwa, o prawdopodobienstwie zdan, nie za$ o prawdopodo-
bienstwie zdarzen. Prawdopodobienstwo zdania okre$la sie ze wzgledu na
jego przestanki tak, iz jest ono stosunkiem miedzy zdaniem i jego przestankami.
Ro6zne prawdopodobienistwa mieszczg sie miedzy dwoma przepadkami skraj-
nymi, mianowicie miedzy pewmoscig negatywmga, gdy przestanki zdania wy-
kluczajg je, i pewnoscig pozytywna, gdy je implikuja. Wychodzac z tych
okreslen otrzymuje Keynes twierdzenia matematycznej teorii .prawdopodo-
bienstwa i stosuje je celem uzasadnienia metod rozumowania przez indukcje
i analogie. Scista analize metod” rozumowirua indukcyjnego przeprowadzit
nastepnie, opierajac sie na zatozeniach Keynesa, Jean Nicod (Le probléme
logique de Vinduction, 1924).

Potaczenia teorii czestosciowej z Keynesa teorig prawdopodobienstwa
dokonat Hans Reichenbach (Wahrscheinlichkeitslehre, 1935), definiujac
prawdopodobienstwo jako stosunek miedzy funkiami propuzycjonalnym:, me
za$ zdaniami; stopien prawdopodobienstwa zostaje ustalony przez czestosé
wzgledng wartosci argumentu, ktére spetniajg funkcje propozycjonalng, stano-
wigcg poprzednik stosunku prawdopodobienstwa, w zbiorze wartoSci argumentu
spetniajgcych funkcje propozycjonalng w nastepniku tego stosunku. Teoria
Reichenbacha zostala przedstawiona w poprzedniej czesci niniejszej ksigzki.

Istniejg réwniez czysto aksjomatyczne opracowania teorii prawdopodo-
bieristwa, w ktorych pojecie prawTcpodobiefistwa wprowadzaTie przez system
aksjomatow wystarczajagcych do rozwiniecia teorii prawdopodobienstwa.

8. Okres wspotczesny rozwoju logiki «

Okres wspotczesny rozwoju logiki od roku 1910, w ktérym ukazaly sie
Whitehead-Russelta Principia mathematica, charakteryzuje pogtebienie i roz-
szerzenie badan logicznych, idace w nastepujgcych zwiaszcza kierunkach:

a) Catkowitego opracowania teorii zdan, podstawowego dziatu logiki, jako
systemu sformalizowanego, sprowadzenia jej do jedynego terminu pierwotnego
i jedynego aksjomatu (Scheffer, Nicod, tukasiewicz).

b) W zwiazku z powyzszym nastgpit rozwoj metodologii budowy systemow
aksjomatycznych, opracowanie metod badania niesprzecznosci, niezaleznosci
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i zupetnosci uktadu aksjomatow, rozroznienie aksjomatdéw i dyrektyw rozu-
mowania (Lukasiewicz, Tarski, GoJel, Hilbert i jego szkota, i in.).

c) tacznie z tym doszto do wyodrebnienia dziedziny metalogiki oraz me-
tamatpmajyki i ich opracowania (Carpap, Tarski).

d) Badania dotyczace systemOw aksjomatycznych i ich struktury daty
podstawy do stworzenia semantyki logicznej, czyli logicznej analizy jezyka
naukowego (Lesniewski, Tarski, Ajdukiewicz, Carnap).

e) Powstaty systemy logiki tzw. niearyatotelesowskiej luh wielowarto-
Sciowej (Post, tukasiewicz, Brouwer).

f) Rozwinela sie wreszcie w Scistym oparciu o inne dziaty logiki logiczna
teoria prawdopodobieristwa i objeta sobg te dziaty rozumowania wraz z rozumo-
waniami przez indukcje i przez analogie, ktdre pozostawaty poza zakresem
zainteresowan logiki klasycznej (Keynes, Reichenbach).

W dzisiejszym stanie swego rozwoju oraz swej techniki stata sie logika
specjalnoscig naukowg uprawiang niezaleznie od obu dziedzin naukowych,
z ktorych Wyrosta, to jest filozofii i matematyki. Nie oznacza to jednak zer-
wania wzajemnego zwigzku miedzy nimi. Przez swoj charakter badan catko-
wicie ogolnych pozostaje logika naukg filozoficzng i n.koma, kto pragnie upra-
wia¢ badania filozoficzne, w dziedzinie zwlaszcza metafizyki lub teorii poznania,
nie wolno jej ignorowaé¢ pod grozba popadniecia w ptytkos¢ i bledy. Z drugiej
strony badacz w dziedzinie logiki, jezeli nie ogranicza sie do przyczynkdw naj-
bardziej specjalnych, nie moze oby¢ sie bez gruntownej znajomosci zagadnien
ogolnofilozoficznych, gdyz nie zrozumie bez niej nalezycie wiasnych zatozen
i nie potrafi ujagé ich z nalezytym pogtebieniem.

Takze matematyka wspdiczesna wigze sie z logikg tak licznymi weztami,
jak nigdy przedtem. Obie nauki posiadajg dzialy graniczne, dostarczajg sobie
wzajemnie zagadnien i rozwigzan.

PRZYPISY

Petne tytuty dziet i rozpraw podane sg w Wykazie bibliograficznym.

Asocjacyjna teoria znakow, w szczegoélnosci wyrazOw mowy, jest bardzo
dawnego pochodzenia. Lezy ona, jak wolno przypuszcza¢, u podstawy okre-
$lenia, jakie znajduje sie u Hobbesa: ,,Nazwa jest dowolnie wybranym stowem,
ktore stuzy za znak, aby wywola¢ w naszym umysle mysl...  Okre$lenie to
powtarza i przyjmuje John Stuart Mili (Logika, t. I, rozdz. Il, §i). —Por.
Hofler Logik, str. 55 (w odsylacz i).

Myslenie symboliczne ze stanowiska teorii asocjacjiurj objasnia przy
sposobnosci analizy myslenia pojeciowego Twardowski, O istocie pojec,
IV, Str. 22.
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Pojecie intencji znaczeniowej pochodzi od Hus seria, Logische Unlersuchun-
gen, Bd. I, T. I. AusdrucA uni Eeieutung, str. 23 i nast. Teoria intencji znacze-
niowej rozwinieta w tejkscie jest referatem z rozprawy Ajdukiewicza O zna-
czeniu wyrazen. W tejze rozprawie zawiera sie krytyka teorii asocjacyjnej.

SzczegGtowe omoOwienie pojecia znaku w rozprawie Ossowskiego,
Analiza Pojecia znaku.

112

W sprawie wyrazania: Twardowski O czynnosciach i wytworach, § 30
i nast.; Ossowska Stowa i mysli; \V'elfisz Wyraz i zycie psychiczne; takze
Kotarbinski. Elementy, czes¢ |, rozdz. 1

O allpgenicznej oraz ldiogenicznej teorii sadow por. K. lwardowski
0 idior i allogenetycznych teoriach sadu, Przegl. Filozoficzny r. X (1907). sth 476;
Daniela Tennerdwna Istnienie jako ,,tres¢" sadzenia i sadu, Przegl. Fdoz.
r. XVII (1914), str. 465.

m

Logika jako sktadnia nauk dedukcyjnych: Padoa La logique déductive -
20, str. 19.

Okreslenie regut sensu i ich podziat na empiryczne, aksjoinatyczne i de-
dukcyjne pochodzi od Ajdu kiey.icza Sproche and Sinn. Por. tez tego? autora
Das Welthild und die Begriffsapparatur.

Analizie logicznej budowy jezyka jest po$wiecona podstawowa inonograba
Garn apa Logische Syntax der Sprache.

122

Kategorie semantyczne okreslit i rozréznit Husserl Logische Imiersu-
chungen, Bd. IlI, T. I, 8 10. Do badah nad podstawami nauk dedukcyjnych
wprowadzit je Lesniewski. Por. Ajdukitwicz Gldéwne zasady metodologii
1 logiki, rozdz. I, 83, str. 9i 148; Kotarbinski Elementy, str. 67; larski
Pojecie prawdy, str. 66.

O zdaniu atomowym: Whitehead-Russe!1l Principia Mathematica,
t. 1, wyd. 2, 1925, str. 15.

Rozroznienie nazw i orzecznikéw: Kotarbinski Elementy, str. 16 i nast.,
Ajdukiewicz W sprawie uniwersaiidw; Carnap Logische Syntax der. Sprache,
str. 11 i nast. (Eigennamen und P.adicate).

W sprawie terminu funktor: Tarski Pojecie prawdy, str. 10, ods. /m

Paradoks klas zostat podany przez Russella 7he Principles of Mathema-
tics, str. 79.

Rzedy kategorii semantycznych: Tarski Pojecie prawdy, str. 69.
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Teoria typow logicznych: Whitehead-Russell Principia Mathematica 1,
str. 39 i nast. oraz str. 168 i nast, Por. tez. Carnap Abriss der Logistik, str. 19
i nast. oraz 30 i nast.; Ajdukiewicz Die syntaktische Konnexitéat.

123

Rozr6znienie wyrazen pierwszego i drugiego stopnia (wyrazen cudzy-
stowowych) wprowadzit do logiki wspdtczesnej Frege Grundgesetze der Arith-
metik |, str. 4. W sprawie jezyk6éw rdéznych stopni: Tars ki Pojecie prawdy,
str. 5, 18 i in. (jezyk drugiego stopnia nosi nazwe metajezyka); Carnap Logi-
sche Syntax der Sprache (Obiersproche i Syntaxsprache).

Paradoks nazw heterosemantycznych i inne paradoksy omawia praca:
Greiling u. Nelson Bemerkungen zu den Paradoxien...

Rozroznienie logiki i nauki o jezyku logiki: Kokoszynhska Logiczna
sktadnia jezyka; Tarskt O ugruntowaniu naukowej semantyki.

211

Funkcje prawdziwosciowe: Whitehead-Russell Principia Mathematica
str. 120.

W sprawie interpretacji zdarn pozornie ztozonych, pojmowanych nie jako
zwigzki miedzynazwowe: Kotarbinski Elementy, str, 207 i nast.; Carnap
Logische Syntax der Sprache, str. 188 i nast.

212

Stownik i reguly skfadni jezyka teorii zdan; +tukasiewicz Elementy
logiki matemat., str. 59 i nast.

%tzw. marginesowym charakterze definicyj: tukasiewicz Elementy,
str. 53.

Idea definiowania termindw w uwiklaniu, tzn. w sposéb analogiczny,
jak zostajg okreslone niewiadome w réwnaniach algebraicznych, pochodzi
od Gergonne a Essai sur la théorie des définitions; por. Enriques Zur Gesch.
der Logik, 21, str. 109 i 160; takze: Ajdukiewicz Logiczne podstawy nau-
czania, str. 39.

W sprawie mesprzecznosci, niezaleznosci i zupetnosci uktadéw aksjoma-
tow teorii dedukcji: tukasiewicz Elementy, Ill, str. 99 i nast.

Zagadnienie mezupetnosci systeméw aksjomatycznych obejmujacych po-
jecie liczby postawit i rozwigzat K. Godel Uber formal unentscheidbare Satze
der Principia Mathematica und verwandter Systeme 1. Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik, Bd. 38, 1931. Por. Carnap Logische Syntax der Sprache,

93 i nast.; Tarski O ugruntowaniu naukowej semantyki, str. 9(56); Mo-
stowski O zdaniach nierozstrzygalnych.
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Uktad aksjomatéw im plikacyjnc-negacyjnyFrege Begriffsschrift, Grund-
gesetze der Arithmetik. I; Lukasiewicz Z historii logiki zdan, str. 21 (435);
Lukasiewicz Elementy, str. 45.

Uktad aksjomatéw alternatywno-negacyjny: Whitehead-Russell Prin-
cipia Mathematica I; P. Bernays Axicmaiische Untersuchung des Aussagen-
kalkils der Principia Mathematica. Mathematische Zeitschrift 25, 1926; por.
Hilbert-Ackermann Grundlage der theoretischen Logik, str. 22 i nast; Lu-
kasiewicz Vollsiijindigkeitsbeweis.

Aksjomat Nicode’a; Jean Nicod A reduction in the number of the primi-
tive propositions of Logik; por. Russell Introduction, str. 148 i nast.; Luka-
siewicz Uwagi o aksjomacie Nicoda, str. 382.

Rozréznienie tez logicznych i dyrektyw rozumowania pochodzi od Fre-
gego (Begriffsschrift), jakkolwiek juz w logice scholastycznej znano analogiczne
rozréznienie koniunkcji kondycjonalnej i koniunkcji racjonalnej (715); por.
Lukasiewic? Elementy, str. 9 oraz str, 63 i nast.

W sprawie okreSlenia dedukcji jako rozumowania z ogotu o szczegdle:
Mili Logika, t. I, ks. Il, rozdz. 18 3; Lukasiewicz Uwagi o aksjomacie
Nicoda i o dedukcji uogdlniajacej, str. 366.

O réwnoznacznosci wyrazen w teoriach aksjomatycznych i w jezyku po-

tocznym: Kotarbifiski Elementy, str. 201 i nast.
Dyrektywa zastepowania wyrazen réwnowaznych: Hilbert-Ackermann
Grundzlige der theoretischen Logik, str. 25, Rigol VI.

221-226

Podane tezy teorii zdan sg wybrane po najwiekszej czesci z dziek: Cou-
turata Algébre de la logique; Whitehead-Russella Principia Mathematica,
t. I; Kotarbinskiego Elementy, Cz. Ili, rozcz. I, 8 3; +tukasiewicza
Elementy, Il, § 5; Zawirskiego Logika teoretyczna. li, § 2

W sprawie odczytywania tez logicznych w wyrazach jezyka potocznego:
LeSniewski O podstawach matematyki, Wstep, str. 180—181.

O tezie 221,9: Lukasiewicz W obronie loghtyki, str. 11. U d aksjo-
matéw dla implikacji: Lukasiewicz Elementy legii'J rr.ctem., str. 77.

O tezie 222,3 jako zasadzie rozumowania znanego E k'idesowi: G. Vai-
lati Raisonnements par réluction a l'absurde; Lukasiewicz Elementy, stu 2b
i nast., str. 32, str. 47 i nast. Przyklady tez 222,3, 222,4 zaczerpniete od Sle-
szynskiego, Teoria dowodu.

O tezie 222,6, ktdrg jako charakterystyke zdania f szywego wymienia
Duns Szkot: Lukasiewicz Z historii logiki zdan, str. 434.

Do tezy 222,19: przykfad zaczerpniety z dyskusji w sprawie indetermi-

nizmu fizyki kwantowej, por. Lukasiewicz Logistyka a filozofia, str. 116
i nast.

mms
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O tezie 222,20 i innych tezach stanowigcych jedyny aksjomat ukladu im-
plikacyjno-negacyjnego: Sobocinski Z badan nad teorig dedukcji, str. 172—176
oraz przypisek 5, str. 187—190; Lukasiewicz Logistyka a filozofia, przypisek
10. str. 120 (9).. C

O tezach 223,7 i 223,8 w zwigzku z definicjg Apa za pomoca jedynej statej
logicznej C: Lukasiewicz Elementy, str. 88. Teza 224,27 byla juz znana
w logice stoikéw, Lukasiewicz Z historii, logiki zdan, str., 9 (423).

Tezy 224,37 i 224,38 oraz 224,39 i 224,40.sformutowat w postaci symbo-
licznej Augustus de Morgan Formal Logic, 1847. Byly one jednak znane
juz w logice Sredniowiecznej, por. Lukasiewicz Z historii logiki zdan, str. 432.

Zasada dualhgsci miedzy alternatywg i koniunkcjg zostata sformutowana
przez Peirce’a (On an improvement}, por. Padoa La logique deductive, 110,
str. 82; Couturat L'Algébre de la Logique 14, str. 21.

Prawa facznosci dla réwnowaznosci; LeSniewski Grundzyge eines neuen
Systems I, § 3, str. 16.

231

Pierwszym, ktory zwrdcit uwage na zupetno$¢ dowoddw pod wzgledem
logicznym, byt Frege (Begriffsschrift). Posta¢ dowodu zupetnego podana
w tekécie pochodzi od Lukasiewicza; por. Lukasiewicz O znaczeniu i po-
trzebach logiki matematycznej, str. 610 i nast., przypisek; Elementy, str. 66.

Objasnienie pojecia systemu sformalizowanego: Ajdukiewicz Logiczne
podstawy nauczania, 52, str. 58.

232
Przyktady zostaty zaczerpniete z dziet wymienionych w przypisku 221  226.
* \
241

Tworcg metody matrycowej jest Peirce (On the Algebra of Logic), por.
Lukasiewicz-Tarski Badania nad rachunkiem zdan, str. 3 ods. b, Lukasie-
wicz W obronie logistyki, str. 11

Twierdzenie, iz funktor D a takze funktor H moze by¢ jedynym wyrazem
pierwotnym teorii zdan, pochodzi od Sherfera (A set of postulates). E. Zylinski
(Some remarks) wykazal, ze zadne inne funktory prawdziwosciowe oprécz D
i H wiasnosci tej nie posiadaja.

O tautologiach: W.ittgenstein Tractatus, 4, 46; Carnap Abriss der
Logistik., 4b, str. 8; Reichenbach Wahrschcinlichkeitslehre, str. 25, 48, 366.

242

Zasada dwuwartosciowosci i logika wielowartosciowa: Lukasiewicz
Philosophische Bemerkungen, § 6, str. 63; Ah,a:ig: Zar ue*~uc.de a)J
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we~tigkfiitssatzes, ste. 75; Zawirskj Stosunek logiki wieloipartoSciowej do ra-
chunku prawdopodobienstwa; .str. 18.

O zdaniach modalnych: Czezg”ski Arystotelesa teoria z.lai talal tychi
Bophenski Notes historiques.

Logika ifltpicjpnistyezng: L. E: J. Brouwer lutaiMonistische Zerlegung
maihematjseher. Grundbegriffe. Uwagi dotyczace matryc iogiki intaicjonistycznej
pochodzg pd int Jaskpwskiego; po- Recherches sur la logique.

O zagadnieniu istnienia: Janiszewski O realizmie i idealizmie w mate-
matyce.

Uktad aksjomatow dfa tréjwartoSciowej logiki mozliwosci: Wajsberg
Aksjomatyzacja trojwartosciowego rachunku zdan; Stupecki Der volle dreiwert.
Aussagenkalkil; Lukasiewicz Znaczenie analizy logicznej dla poznania,
str. 376 oraz Die Logik und das Qrundlcgenproblem, str. 97.

Uktad aksjomatéw logiki intuicjonistyeznej: A. Heyting Die formalen
Regeln der intuitionistischen Logik; Zawirski Geneza i rozwoj logiki intuiejo-
nistycznej; Lukasiewicz Die Logik und das Grundlagenproblem, str. 86.

243

Dowody rnesprzecznosci i niezaleznosci implikacyjno-negacyjr.egs uktadu
aksjomatow: Lukasiewicz Elementy, Ili, § 6, str. 99 i nast. Dowdd zupet-
nosci dwuwarto$ciowej teorii zdan: Lukasiewicz Ein Vollstandigkeitsbeweis
des. zweiwertigen Aussagenkalkiils.

3

Pojecie funkcji propozycjonalnej pochodzi od Russella The Principles,
of Mothem. 22, str. 19 i nast.

Pojecie i nazwa kwantyfikator (quantifier) pochodzi od Peirce’a On the
Algebra cf Logic, str. 197-

Terminy, generglizacja i specjalizacja na przekr.zi t.enie funkcji propo-
zycjonalnych w zdania: Reichen bach. Wahrscheinlich r/.iislehre. § 5, str. 30.

Rozréznienie funktorow i operatoréw: Tarski Pojecie prawdy, str. 69,
przyp. 65.

312-315

Wykiad teorii fcpktji propczycjonalnych z kwantyfikatorami wedtug
Hilbert-Ackermanna Grund, i e der theoretischen Logik, str. 53 oraz Rei-
chenbacha Wahrscheinlichkeitsienre, str. 37 i nast.

316

Rozréznlienie implikacji materialnej i formalnej u Russell'a Principles
of Mathematics 5, sir. 14 i 40—45, str. 36 i nasi. Por. tez Reichen bach
Wahrscheinlighkeiisfehre. str. 32 i nast
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Whynikanie jmplikaeyjne i wynikanie snfcrencyjne: Kotarbinski Elementy,
str. 202.

0 fuakcjach ekstensjonalnych i zasadzie ekstensjondnosei;, Russe’l
Whitehead Principia Mathematica i, App. C, str. 059 i nas:;; Carnap
Abriss de Lcgistik 9e, str. 22; Carnap L g :che Syntax, str, 188 i nast; por.
tez Ajdukiewicz O stosowalnosci czystej logiki.

"' m i . 321
Teoria zdan z kwantyfikatorami; Lukasiewicz Elementy, 1V, 8, str

154—170.

'm - - m 322

O rozszerzonej teorii funkcji zdaniowych™: Hilbert-Ackermann Grund-
ziige der theoret. Logik, Kap. 4, str. 82 i nast.

Prototetyka: Le$niewski Grimdzlige eines neues Systems der Grundl,
d. Mathem.

O tezie 322,3: Tarski O wyrazie pierwotnym logistyki, it
323
Principium ideniitatis indiscernibilium i definicja identycznosci: Coutu-
rat Opuscules.......... de Leibniz, str. 519. Por. Carnap Abriss der Logistik,

7a, str. 1J. Analogiczne twierdzenie glosit To.masz z Akwinu; Quaecumque
sunt idem, ita sg habent, quod quidquid praedicatyr de uno, praedicatur et de alio.
(Sumrna TheoL, p, L qu, XL, art. 1,3) —:por, W. )Vii kosz O definicji przez
abstrakcje, Kwartalnik Filozoficzny XIV (1937). str, 7-

324

W sprawie rozrdznienia typdw i rzedéw kategorii se r,antycznych: Car-
nap Ahr. der Logistik, 13, str, 30; Tarski Pojecie prawej... str. 69.

411 |

Funkcja orzecznikowa ,,x jest P* zostata wprowadzona do logiki matema-
tycznej pcd nazwa appartenance (przynalezno$¢) przez Peana. Peano uzywa
skrétu (od ,saxi“) na oznaczenie funkéora ,jest*’. Zarazem Peano juz
ustalit, ze kazda funkcje propozycjonatng mozna przedstawi¢ w postaci przy-
naleznosci; por. Pacioa La logique déductive, 24, str. 22, otaz 59—&60, str,
48—49. Iwic rdzeniu ostatnio przytoczonemu Russe;] nada} nazwe aksjomatu
sprcw'adzalnosci; por. Couturat Die Prinzipien der Logik IH, §tr. 160,

W sprawie interpretacji symbolu ,,px * por. Ajduki'ewjiqz B(e syntaktische

Konnexitat. u
r
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412

Zarowno Peano, jak Russell operujg nie orzecznikami, lecz nalezacymi
do nich klasami. Teorie orzecznikéw podat Le$n.ewsk.

nazywajac ja ,onto-
£j ci,” teorig J L . .jes«*.

Lesniewski O podstawach matematyki.

rozdz"' Xl ; Uebe,dic Grnndlagendc. Kotarbinski
,  077—247 , 253—254 Podane tam okreslenia orzecznikbw ztozonych sa

'w szczegbtach odmienne od naszych, poniewaz nie rozrézni, sie tan, kategorii
semantycznych nazw i orzecznikdw, w k lek tego trzeb, wyrazme sformuto-
J S istnienia , .edynos$ci desygn.tbw nazw. Por. tez Reichenb.ch
Wahrscheinlichkeitslehre, 2, § 7.

413

Prawo odwrotnos$ci tresé, , zakresu:

Wiegner W sprawie zasady odwrot-
nosci* Czezowski

0 zaleznosci miedzy treSciami t zakresami pojec.
Zagadnienie klasyfikacji stosunkdw miedzy zakresami poge po. aw.
merwsz, Gergonn'efEssai de dialectique ralionclic) , rozrozn.t op,eralac s,e na
milicji geometrycznej, jak, daj, schematy Eulera, pie¢ rodza,ow stosunkéw
miedzy dwoma zakresami. Analityczna zasade podziatlu Gergonne P
Schréder (Algebrade. Logktom 11 1) a potem w sposob P "™
Sleszynski (0 logice tradycyjnej). Oba, on, bior, pod uwage tylko zakresy
wspolne orzecznikow S i P. S i nie-P. nie-S . P. pom,., zas »la» w”Iny
»rzecznikbw nie-S i nie-P i wskutek tego me odrozn,,,,

wienstw, od stosunku niezalezno$ci i stosunku Sprzecznosci od stosunku prze
ciwienstwa. Por. Czezowski

Ruch Filozoficzny, t. X1, 1928/9, str. 182a.

421

0 okredlnikach (deskrypcjach) : Peano Notations-, Whitehead-Russell
Principia Math. Por. Carnap Abriss der Logistik, str. 13.

422

Sprowadzenie zdan kategorycznych logiki klasycznej do zwigzkéw jrnpli-
kacyjnych miedzy funkcjami orzecznikowymi u Peany. Por. Padoa
déductive 101 i nast., str. 76 i nast. .

Rozréznienie zdan ogdélnych mocnych i stabych: Kotarbrnsk. Elemen vy,
str. 232, 233.

a gec

423

Zdania kategoryczne o zaprzeczonym podmiocie wymienia
(Perihermeneias, cap. 10, 19b). Jednak dopiero De Morganowi nalezy przypis

Eleme" »m

ZagadnienieGergonne a w log.ee klasyczne,.
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uzupetnienie klasycznej czwdrki zdan zdaniami o zaprzeczonym podmiocie.
Por. Schroder Algebra der Logik, t. Il, cz I, § 39; Ladd-Franklip
Proposition, str, 368.

424

Analiza zdania okreSinikowego: Russell Introduction.

431

Kwadrat logiczny u BoethiusafDe interpretatione, ed. Migne, t. 64, p. 321).
fepria wnioskéw logiki klasycznej w szacie przedlogistycznej jest wyczer-
pujaco przedstawiona w dziele J. N. Keynesa Studies and Exercises informal
Logic. Analiza tych wnioskéw z punktu widzenia logiki wspoiczesnej: Ladd-
Franklin Sylogism; Ajdukiewicz Zatozenia logiki tradycyjnej; Lukasie-
wicz Elementy, str. 170—190; Sleszyr’lski Teoria dowodu, t. |
«

432

lermin ,,obwersja pochodzi od logika angielskiego A. Baine a, niektorzy
inni autorowie uzywajg terminu ,aeqi.ipollentia“, Termin ,inwersja** wpro-
wadzit J. N. Keynes Studies and Exercises in Formal Logic, str. 133, 139.

511

Iworcg teorii stosunkow jest Peirce w rozprawie Three papers. IlI.
| eorie Peirce a rozwingt E. Schr 6der Algebra und Logik der Relative. Teona
Peirce a-Schiodera interpretuje stosunki zakresowo jako zbiory par indywi-
dudéw. Teorie stosunkdéw w interpretacji tresciowej podat B. Russell Sur la
théorie des relations. Wyklad teorii stosunkéw zawierajg miedzy innymi naste-
pujgce dzieta: Whitehead-Russell Principia Mathematica 1, Carnap
Airiss der Logistif (w skrocie z poprzedniego), A. Tarski O logice matematycz-
nj (wiadomosci elementarne).

O rzedach stosunkéw: Carnap Abriss der Logistik 13a, str. 30 i nast,;
Tarski Pojecie prawdy, str. 69, przyp. 65.

513

Sylogizmy niewprost, rozwazane ogélnikowo przez Arystotelesa (Anal, pr.,

I c. 36) staty sie przedmiotem analizy u Joachima Jungi usa. Od niego za-
czerpnat je Leibniz, ktory zainteresowat sie nimi jako rozumowaniem, me da-
1 Jtcym SI? UBRC w schematy logiki tradycyjnej (Couturat La logique deLeibniz,
Ch. IIl, 8§15, str. 75). Stad nabraty one rozgtosu i ,,De Morgan, jak podaje
Jevons, zwykt byt mawia¢ na swych wykladach, Ze cata logika arystotelesowska
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nie wystarcza, aby wychodzac z zatozenia, ze konh jest zwierzeciem -ud, 1

iz glowa koma jest gtowa zwierzecia“ (Sleszynski Zaremk e T
t. gIJ str. 74). ! ¢ a ¢ vx(/ieszyynski—"aremmba ‘Feorle, dOWOdU,

522
Definicja liczby kardynalnej przez abstrakcie nrl k' -
pochodzi od CnrtuU 568,
oraz Russella Principles, str. Il i nast besetze, $ 40, sti. 5/

RuAnSU!t$S i C°",“r*'U**“ *> x _ % x _y  20;

* * m  1lnast-oraz D definicji ez dstékdie.
523
F .A O ils""7 2T W sl0Bunek i“*
A A s

Whitehead-Russul PHALT1 7 1% T rv-
logiki formalnj. §23, Str. ” Vi

w o "' 'Mi* puud /
524
hegnff. Wa8>',ik0“'*n"* 1 szeregowaniu: Haurpol-Oppenhe, D, wW
525
0 szeregujgcych logikach wielowartosciowvrke D _m1 | ,
snr "k *e,*henbach W~» -

scheinlicrkeitflehre, 8 70, str..367 i nast W L. ,*he,
Dor narltn , u ] sprawie ich okreslenia matrycowego
Bemerkungen, str. U. nterpTetaCla hczb®™ teorii zdan oraz Philosophische

526

a,lrtr:ssizsrb5Ts a

ZZ y-** Nerp,.kJ M 4oL LT ftt
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621

W sprawje yzasadnjenia konkluzji przy wyjasnianiu: J. Nicod Le pro-
bléme logique &e FfrSaetiSfti str- 65 i nast.; Ajdu kiev/icz Glowne zasady meto-
dologii nauk i logiki formalnej §38, stf, 279 i nast. Twierdzenie o rownowaznosci
racji z koyiuykcja jej nieréwnowaznych nastepstw; Ajdukiawicz W sprawie
odwracalnosci stesunku wynikania,

622

O ujeciu s{osupku miedzy indukcjg prosta i eliminacyjng: J. Nicod j. w.
(passim).

O prawach bezwyjatkowych i przyblizonych: J, Netali mann Wprowa-
dzenie do zagadnien filozoficznych, cz, J, 26—29, str, 83 i nast.

631

O logikach y/ielowarto$cipwych metrycznych i modalnych: Reichenbach
Wahrscheinlichkeitslehre, § 71, str. 374 i nast.; Zawirski Stosunek logiki wielo-
wartosciowej do rachunku prawdopodobienstwa.

v

711

O znaczeniu Platona w historii dedukcji; Jordan Platon odkrywcag metody
aksjomatycznej; tenze O matematycznych podstawach systemu Platona.

Indukcja sokratyczna: Xenofont Memorabilia, 4, 2, 14 na; por. Uner-
weg-Praechter Die Philosophie des Altertums, 12 Aufl., str. 142,

712

O logice Arystotelesa: H. Scholz Geschichte der Logik>§2, 1, str. 22 i nast.
Najobszerniejsza zrddtowa historig logiki starozytnej i Sredniowiecznej jest
czterotomowe dzieto: Prantla Geschichte der Logik im Abendlande. Autor
jego, zwolennik filozofii heglowskiej, nie ma jednak zrozumienia dla swoistych
zagadnien logiki (por. Lukasiewicz Z historii logiki zdan, str. 418, 420, 425,
przyp. 23), jak tego dowodzg nastepujace jego stowa (t. I, str. 500): ,,...die
formale Logik Verdient kein besseres Schicksal, almlass sie verhohnt und mit Fissen
getreten wird*“ (logika formalna nie zastuguje na los lepszy, jak wyszydzenie
i podeptanie nogami). Powotanie sie na dzieto Prantla jest zaznaczone w tekscie
jako ,,Pr* z podaniem tomu i stronicy. Opracowaniem historii logiki, stojacym
na wysokosci dzisiejszego sianu wiedzy, choé¢ bardzo zwieztym, jest Scho lza
Geschichte der Logik-

713

O logice stoikéw: +tukasiewicz O logice stoikéw, oraz Z historii logiki
zdan; Scholz j. w., §2,TI, str. 3L i nast.
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O logice $redniowiecznej: Uberweg-Baumgarten Grundriss, der Gesch.
der Philosophie der patristischen und scholastischen Zeit, & 24, 25, 41i Luka-
siewicz Z historii logiki zdan; Kokoszyriska Nauka a s»Pozycji terminom
wedlug Piotra. Hiszpana; Salamucha Logika zdan U Wilhelma Ockhama;
tenze Pojawienie sie zagadnien antynomialnych na gruneje logiki $redniowiecznej.

724, .

»

O logice Leibniza: Couturat La logique de Leibniz; por. Scholz Ge-
schichte der Logik, §3, 1 O Smigleckim Struve Historia logiki, str. 162, 186,

726

O zagadnieniach logicznych podstaw matematyki: Enriques Zur Ge-
schichte der Logik, HI. str. 101 i nast.
O logice Peana: Peano Notations de Logique Mathématique; Padoa
La logique déductive.
O logice Fregego: Russell Principles of Mathematics, App. A, str. 501
i nast.; Lukasiewicz Z historii logiki zdan, str. 435 i nast,
\

727

Zarys historyczny teorii prawdopodobienistwa: Keynes A Treatise on
Probability, rozdz. Ill, str. 79 i nast.

O prawdopodobienstwie u Hume a: Rutski Doktryna Hume a o prawdo-
podobienstwie.
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ZESTAWIENIE OZNACZEN SYMBOLICZNYCH

a) Paragraf lub numer porzadkowy definicji
b) Nazwa znaku

c) Jego postaé

d) Brzmienie w czytaniu

a b C d
122 zmienne zdaniowe P,qr,.. p, q, 1.
nazwy a, b, c,. a, b, c,..
Zmienne nazwowe X Y, 2, X, Y, Z,...
orzeczniki A.B.S, P, Q,,.. A(duze), B (duze).
S,P,Q,...
zmienne orzecznikowe X, Y, Z,... X (duze), Y (duze),...
212 negacja przyzdaniowa  Np nie p
implikacja Cpq jezeli p, to q
réwnoznacznos¢ defini- .
cyjna % znaczy to samo, Co
212-1 alternatywa Apq p lub q
212-11 koniunkcja Kpq P'd
212-111  dysjunkcja Dpq p albo q
212-1vV réwnowaznosc¢ Epq zawsze i tylko, jezeli p,
to q
241 rownowarto$¢ logiczna — jest (sc. réwnowartoscio-
we)
31 funkcja propozycjonalna fx, 8x, hx,... fod x, god x, hod x..
311 kwantyfikator og6iny *) dla kazdego x:
311 kwantyfikator szczego-
towy (Ex) dla pewnego x: (lub:
istnieje takie x, ze..)
3235 stosunek identycznosci  Ixy X jest (identyczne z) y
324 typy i rzedy kategorii  Ko), 1(}0))... kat. semant. typu t(0)
semantycznych rzedu 1, typu t(t(0))
rzedu 2..

411 funkcja orzecznikowa Px, QX,... X jest P, x jest Q,



a b
411 funkcja orzecznikowa
in abstracto

4)2-1 Negacja orzecznika
412-11 Suma orzecznikéw
412-111 lloczyn orzecznikdw
412-1V Dysjunkcja orzecznikow
412-V Subsumcja orzecznikow

412-VI Réwnowaznosé

412-VIl  Orzecznik uniwersalny
412-V1l1 ” zerowy

421-1 Okreslnik (deskrypcja,
orzecznik jednostkowy)
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C
Pi, Qi

NPx
APSXx
KPSx
DPSx
CPSx
EPSx

Ux
ZX

Oa

422-1 Zdanie ogolne twierdzace SaP lub aSP

422-X . ., przeczace

422-XV . SZCzeg.twierdz.

422-XVII1 . ., przecz.

423-1 Zdania o podmiocie
zaprzeczonym

424-1 Zdanie okreslnikowe
(deskrypcyjne)

432 Odwrdcenie proste
(konwersja zdania)

511 Relacja (stosunek)
dwucztonowy

o1l Rei. (stos.) dwuczton.
in abstracto

512-1 Negacja relacji

512-11 Suma refacyj
512-111 lloczyn relacyj

312-1v Dysjunkcja relacyj

SeP lub eSP
SiP lub iSP
SoP lub oSP
SaP lub aSP
Se'P lub eSP
Si'P lub i'SP
So P lub o'SP
PO

ceSP, ciSP
Rxy

Kxy

2Rxy
WRSxy
&RSxy

hRSxy

d

wiasno$¢ P (w interpre-
tacji treSciowej) lub klasa
P (w interpretacji za-
kresowej)

X jest nie P

X jest P.iub S

xjestPiS

x jest P albo S

X, ktore jest P, jest S

tylko x, ktoére jest P,
jest S

X jest czyms$

X nie jest niczym (nie
ma X)

a jest (jedynym) 0

kazde S jest P

zadne S hie jest P
niektére S sg P
niektére S nie sg P
kazde nie S jest P

zadne nie S nie jest P
niektére nie S sg P
niektére nie S nie sg P
(jedyne) O jest P

zadne P nie jest S, nie-
ktore P sg S

X pozostaje w stosunku
R do y

stosunek dwucztonowy R

X pozostaje (jest) w sto-
sunku nie R do y

X pozostaje (jest) w sto-
sunku R lub S do y
X pozostaje (jest) w sto-
sunku R i S do y

X pozostaje (jest) w sto-
sunku R albo S do y



a
512-V

512-Vi

512-VI1

512-VIlI

513-|

513-11

513-111

514-1

515-1

51511

515-1vV

521-111

521-IvV
522-1

522-11
522-111

522-1V

— 255 —
b C
Subsumpcja relacyj tRSXy
Réwnowazno$¢ relacyj aRSxy
Relacja uniwersalna u XU
Rejacja zerowa Bxy

Orzecznik wzgledny: po- R 'yx
przednik R-owy ygreka

Nastepnik R-owy iksa R xy

R-owy poprzednik pew- R” f
nego S .

konwersja (odwrotno$¢) Rxy
stosunku Rxy

lloczyn wzgledny Rxy W Sxy
i Sxy

Potegi stosunku Rxy Rnxy

Suma wzgledna 2RSxy

Funkcja deskryptywna R-*yX

Zdanie z funkcjg deskry- PR~*y
ptywng
Odpowiednio$¢ doskonata DoRxy

Réwnolicznos¢ zbiorow  RIfxgx
Liczba kardynalna 0 on

1 Ifx

d

X, ktére jest w stosunku
R do vy, jest w stosunku
S doy

tylko x, ktére jest w sto-
sunku R do vy, jest
w stosunku S do y

X jest w stosunku uni-
wersalnym do y

X jest w stosunku zero-

wym do vy
X jest R-owym poprzed-
nikiem ygreka

y jest R-owym nastepni-
kiem iksa

X jest R-owym poprzed-
nikiem pewnego S
X pozostaje w stosunku
R odwrotne do y

X jest w stosunku R
wzgledem S do y

X jest do y w stosunku

R do potegi n
X jest w stosunku R do
kazdego, kto nie jest

w stosunku S do i

X jest jedynym R-owym
poprzednikiem ygreka
jedyny R-owy poprzednik
ygreka jest P-em

Rxy jest odpowiednios-
cig doskonatg

zbiory fx i gx sg réwnd-

. liczne

fx jest funkcjg o zakresie
zero

fx jest funkcjg o zakresie
jeden



V2-v

523-1

523-11

526-1

61 1-1

612-1

631-1

633-1

b
Liczba kardynalna 2

Stosunek porzadkujacy

Stosunek dziedziczenia

Izomorficznos¢ stosun-
kow

Prawdopodobienstwo
implikacyjne

Stopien prawdopodo-
biefistwa

Prawdopodobienstwo
predykatywne

Koniecznosé

Mozliwosc¢

Niemozliwosé

256

2ii

OrdfxRxy

HerfiR xy

IzPiyRwz

C f
n XgX
P(fx, gx)

P((gxi))

Necfx
Posfx.

Impfxl

d

fx jest funkcja o zakre-
sie dwa

zakres f£ jest uporzadko-
wany ‘przez stosunek
Rxy

wiasno$¢ fx dziedziczy sie
wedtug stosunku Rxy

stosunek Px$ jest izo-
morficzny ze stosunkiem
Rwz

jezeli fx, to prawdopo-
dobnie w stopniu p gx

stopien prawdopodobien-
stwa od fx do gx

stopien prawdopodobien-
stwa funkcji gx w zbio-
rze XI

w zbiorze x. jest ko-

nieczne, ze fx
w zbiorze x. jest moz-

liwe, ze fx
w zbiorze x. jest nie-

mozliwe, ze fx
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" semantyczna 212
definiens 212, 612
definiendum 212
definiowanie 711
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De Morgana prawa 224, 512
dla alternatywy 326, 515
koniunkcji 515

denotacja 411
descendent 523
deskrypcja 521
deskryptywna funkcja 521, 611

desygnat znaku 111, 122, 411, 412, 413, 421,
424, 513, 525
determinacja 413
determinizmu zasada 622
diagram 526
dialektyczna metoda 711, 712
” wiedza 712
dictum de omni 212, 313. 433, 714
differentia specifica 413
Dimatis 433
Disamis 433
dodajnika prawo 223
dodawanie logiczne 223, 725
dominium (przedpole) 511
doswiadczenie 711
doskonata odpowiednio$¢ 522
dowodzenie 231, 232, 712
dowodowy wiersz 231, 232
dowod 231, 523, 712
" analityczny 712
" regresyjny 712
,  sformalizowany 231
" zupetny 231, 232
drugiego stopnia jezyk 123
Dunsa Szkota prawo 222
dwuwarto$ciowa logika 211
dwuwymiarowa matryca 242, 511
dwuwarto$ciowosci zasada 242, 525
dychotomiczny podziat 525
dylematu destrukcyjnego prawo 222, 224
» konstrukcyjnego ,, 222, 224
dyrektywa aksjomatyczna 212, 231
" dedukcyjna 212
» dodajnika 223
" komutacji 221, 223
” kompozycji nastepnikéw dla kon-
iunkcji 224
dyrektywa kompozycji poprzednikéw alterna-
tywy 223
dyrektywa tgcznosci 223
" tacznosci dla koniunkcji ife4, 515
” mnoznika 224
” negowania koniunkcji 224
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dyrektywa pierwotna 212, 232

" odrywania 212, 221, 621

" pochodna 212

" podstawiania 212, 312, 321, 324,

433, 621

dyrektywa podwojnego przeczenia 222, 224
przemiennos$ci alternatywy 223
koniunkcji 224
dwéch kwantyfika-

toréow 515
dyrektywa rozumowania 231,242, 243, 312, 713
sensu 121, 122, 123, 212, 231. 322
sktadni 121, 231
" sylogizmu 221, 223
" synfaktyczna 121, 122, 123
transpozycji 222
" transponowania implikacji 223, 224
" wiacra iia (importacji) 224, 226
" wigczania kwantyfikatoréw 312, 512
" wtérna 212, 312, 412
" wylgczania (eksportacji) 224
" zastepowania 212, 223, 224, 225,
226, 321, 323
dyrektywa zastepowania wyrazef réwnowaz-
nych 212
dysjunkcja 212, 225, 226, 431, 712, 713
” orzecznikéw 412
" relacyj 512
dysjunkcyjny ukfad 212
dyspozycja 112
dystrybucji prawo 224
dziedziczna wiasnos¢ 243

E

egzystencjalna interpretacja 422, 423, 432
egzystencjalne zdanie 311
ekonomii zasada 621
eksportacji prawo 224
ekspresja psychologiczna 111
ekstensja 316
ekstensjonalna funkcja 316
ekstensjonalnosci zasada 316, 322
ekv jWalencja 212, 412
eliminacji prawo 614, 632
empiryczne nauki 526
" prawdopodobieristwo 611
" reguty sensu 121
" twierdzenie 711
empiryczny typ 524
efnpiryzm 242, 713

Epimenidesa paradoks 123
epistemologia 422, 724
estetyka transcendentalna 723
exponibilia 715

F

falsz 211, 241, 242, 315, 631
fatlszywe zdanie 24!
Felapton 433
Ferio 433
Ferison 433
Fesapo 4”73
Festino 433
figura sylogizmu 433
fikcyjny przedmiot 424
filozofia 713
" nowokrytyczna 723
" przyrody 711
filozoficzne nauki 711
forma 413, 422
" poznania 723
,»  Sylogizmu ostabiona 433
. sylogizmu podrzedna 433
formalista 242
formalizm 242
formalna implikacja 315, 316, 612
» logika 723, 724
" réwnowazno$¢ 316
Fresison 433
fundament funkcji 631
funkcja deskryptywna 521, 611
.,  ekstensjonalna 316
., logiczna 321, 323, 324, 525
,,  odwracalna 522
.,  prawdziwo$ciowa 211, 212, 224, 241,
242, 311, 321, 322, 324, 412, 511, 512, 632,
633, 713, 714
funkcja propozycjonalna 122, 221, 311, 316,
431, 433, 511, 522, 524, 611, 612, 621, 631,
723, 726
funkcja tautologiczna 241, 242
,  ufundowana 631, 632
,  zdaniowa zmiennych zdaniowych 122,
211,632
funkcja zdaniowa argumentéw nazwowych 122
funkcji zakres 316, 411
funkcji prawdziwosciowych teoria 322
funktor nazwotwérczy 511, 715
»  prawdziwosciowy 322, 412
" relatywny 511, 521
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»  zdaniotwérczy 122, 211,212, 221, 311,
323, 411, 412, 511, 512, 715

G

gatunek (species) 413, 422, 524, 712, 714
gatunkowa réznica (differentia specifica) 413
generalizacja 122, 311, 324, 725

" funkcji orzecznikowych 421

., orzecznika 413,
generalna implikacja 316
» nazwa 122

" réwnowaznos$¢ 316
generalne zdanie 421
generalizator 311
genus (rodzaj) 413
granica czestos$ci 611, 631

H

heterosemantycznych nazw paradoks 123
heterosemantyczny orzecznik 123
heureza 212
heurystyczna metoda 711
heurystyka 212
hierarchia typéw 122
hipotetyczny sylogizm 212, 221, 224, 712
hipoteza 621
hipotez komutacji prawo 226, 232

" przemiennosci prawo 221
homogeniczny stosunek 511, 526
homogenicznosci zasada 727

|
idealista 242
idealny typ 524
identitatis indiscermbihum principium 323, 526
idendtyczno$¢ 323, 424, 515, 522, 525, 526
identycznosci prawo 221, 512
" stosunek 323
" zasada 121
idiogeniczna teoria sadow 112
iloczyn orzecznikéw 412, 413
relacyj 512
,®  wzgledny 514, 515, 522
iloczynu prawidio 613
ilos¢ (quantitas) 422
iloraz dwoch prawdopodobienstw 613
implikacja 212, 221, 223, 224, 226, 231, 232,
242, 243, 314, 315, 316, 321, 322, 421, 424,
431. 432, 433, 512, 524, 525, 614, 631, 632,
633, 712, 713, 714, 715, 726
~implikuje" 211

implikacja formalna 315, 316, 422, 612, 713

" generalna 316

" indywidualna 316

" materialna 315, 316, 612, 713
implikacji negowania prawo 222

» transpon iwanie 433
implikacyjna interpretacja 422, 423. 432
implikacyjne wynikanie 316
implkacyjno-negacyjna teoria zdan 321
implil a:zyjno-negacyjny tiklad 212, 241,243, 322
implikac j lo-negacyjnego systemu jezyk 212
impj rt cji prawo 224
indukcja 622, 721, 722, 727, 728

» heurystyczna 622

” matematyczna 523

" prosta 622, 711, 712, 721

” sokratyczna 721

" przez eliminacje 622, 721

" przez wyliczenie proste 622

" zupeina 621

indukcyjna korelacja 622
indukcyjne prawo 622
" twierdzenie 622
indukcji teoria 622
indywiduum 122, 314, 323, 411, 413, 422, 4.4
511, 526
indywidualna implikacja 316
» nazwa 122
indywidualny stosunek 526
inferencyjne wynikanie 316
inferencyjny zwigzek 232
infinitacja 422
intencja 111, 112
” znaczeniowa 111, 112
intencji znaczeniowej teoria 111, 112
inteligencja 524
interpretacj i 212, 311, 316, 511, 526
" egzystencjalna 422, 423, 432
" implikacyjna 422, 423, 432
" subsumcyjna 422, 423, 432
" tresciowa 511
" zakresowa 412, 511
intuicjonistyczna logika 242
intuicjonizm 242
intuicja (nce is) 711, 712
inwersja 462

. inwersyjna teoria indukcji 712

istotna cecha 413
izomo.f czny stosunek 528
izomortizm 526



J
jakos¢ (qualitas) 422
jednostajnosci przyrody prawo 722
jednostkowa nazwa 122
jednostkowe zdanie 313, 424, 525
jednoznaczny stosunek 521
jednoznaczno$é 526
jezyk 121. 122, 123
drugiego stopnia 123
naturalny 121
naukowy )22
pierwszego stopnia 123
potoczny 122, 123, 211, 212, 422
symboliczny 121, 123
systemu ahernatywno-negacyjnego 212
implikacyjno-negacyjnego 212

K
kanonika 713
kardynalna liczba 522, 526
kategoria 712, 723
" semantyczna 122, 324, 411,412, 511,
632
kategoryczne zdanie 422; 431
klasa 122, 411, 412, 524, 525, 526
klas paradoks 122« 123
klas logika 422, 432, 433
klasyczna logika 121, 123, 212, 242, 413, 422,
431, 728
klasyfikacja 122, 524, 525, 611, 631, 633
klasyfikowanie 524
klasyfikacyjny opis 524
kompozycji dyrektywa 223, 224
" prawo 223, 224, 315
komutacji dyrektywa 221, 223
” prawo 221, 226, 512
komutacja przestanek 433
konieczno$¢ 611, 612
koniunkcja 212, 224, 226, 242, 311, 313, 314,
321, 322, 422, 423, 424, 432, 513, 514, 515,
612, 613, 621, 632, S33, 713, 715
konkluzja 212, 221, 232, 433, 62i, 622, 623, 7| |
konnotacja 411
konsekutywna (pochodna) cecha 413
konstytutywna (okreslajgca) cecha 413
konstytucja psychofizyczna 524
konsekwencja formalna 715
” materialna 715
konstrukcyjnego dylematu prawo 222
kontrapozycja 433, 612, 613, 714

konwersja 514, 515, 521, 522, 523, 714,

korelacja indukcyjna 622

korelator 526, 611

kryterium prawdy 231

kwadrat logiczny 431, 712, 714

kwantyfikator 122,221,311,312,315,321,322,
323, 324, 421, 422, 512, 522

kwantyfikator ogélny 311, 313, 314, 321, 322,
411, 412, 421, 431, 433

kwantyfikator szczegétowy 311, 314, 315, 32],
422, 513

kwantyfikatoréw teoria 311

kwantyfikatoréw wiaczania dyrektywa 312

prawo 315

L

liczbg kardynalna 522, 526

» porzadkowa 526
limitujgce (ograniczajace) zdanie 422
logieg antiqua 715
modernorum 715
nova 715

. yetus 715
logiczna stata 212
wartoé¢ (funkcji zdaniowej) 211, 212,

232
logiczne dodawanie 223
mnozenie 613, 728
» odejmowanie 725
logiczny symbol 123
logicznych typéw teoria 122
logiczny kwadrat 431, 712, 714
logika 121, 123, 211, 212, 231, 312, 316. 522,
526, 711, 712, 713, 715, 721, 723
logika dwuwarto$ciowa 211, 242, 525, 631
formalna’712, 723, 724
heurystyczna 721
intuicjonistyczna 242
klas 422, 432, 433
., klasyczna 121, 123, 212, 242, 413, 422,
431, 728
logika matematyczna 121, 723, 726
modalna 525, 633
mozliwosci 242
nazw 714
prawdopodobiefstwa 242, 621
psychologistyczna 724
Sredniowieczna 715
symboliczna 725
transcendentalna 723, 724
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.  wielowartosciowa 242> 525, 631, 633 N
zdan 242, 243, i\ | 412, 714 nadrzedno$¢ 423
luka 526 nastepnik 211
nastepstwo 621, 622
nasycenie 523
sci dvrek L naturalny jezyk 121
(acznesci p?’;jv;y‘z"’; 2;; 2;32 nauka 123, 526, 712, 726
" ' ' , dedukcyjna 112, (21, 212, 712

kukasiewicza-Nicpd aksjomat 225 empiryczna 526, 621

., filozoficzna 711
M »  Mmatematyczna 526
matematyczna logika 121, 723, 726 naukowe prawo 524
matematyka 121, 242, 711 nazwa 112, 122, 311. 411, 422. 424
autosemantyczna 123
cudzystowowa 123, 211
generalna 122

materia poznania 723 "
materialna supozycja 123 "
materialis suppositio 121 "
materialna implikacja 316, 612 ,  heterosemantyczna 123
matryca 241, 243, 514, 526, 632, 633 ” indywidualna 122
matrycowe sprawdzanie 241 .. jednostkowa 122
matrycowa metoda 243, 631, 632 , 0golna 122, 411

matryca dwuwymiarowa 511 nazwotwoérczy funktor 511
" relacyj 512 negacja 211, 212, 222, 224, 241, 242. 243, 313,

metalogika 123, 212, 231, 241, 242, 728 314, 321, 322. 412, 421, 422, 431. 711, 712,.
metalpgiczne wyrazenie 211 713, 725, 726

metafizyka 413, 711 negacji podwdjnej dyrektywa 222
negacyjno-implikacyjnego systemu jezyk 212
negacji zdania prawo 315

negacja konwersji 514

negowania alternatywy prawo 224

implikacji prawo 222

koniunkcji prawo 224

metamalematyka 728

metateoria 712

metoda akijomatyczna 525
bezposrednia uczenia M2
., dedrksyjna 713 "
dialektyczna 711 »

, Mmatrycowa 243, 525, 631, 632 Nicod-tukasiewicz aksjomat 225
réznicy 622 niemozliwo$¢ 611, 612, 633

, statystyczna 524 nierzeczywisto$¢ 422

., zgodnosci 622 nieskonczonos$¢ 522

nieskofAczone zdanie 422

niesprzeczno$¢ uktadu aksjomatéw 212, 242, 243
niezalezno$¢ uktadu aksjomatéw 212. 243
niezalezno$¢ 423, 613

nominalizm 713, 715

metodologia 621

metryczny opis 524
mnozenia aksjomat 613, 728
mnoznika dyrektywa 224

” prawo 224

moc zbioru 522, 523
modalna logika 525 0]
modalne zdane 242, 525, 611 obserwacja 622
modus ponens 212, 221 obwersja 422, 433

- tollendo ponens 223, 224 oczywistosé 231
mozliwo$é 242, 422, 611, 633, 712 odejmowanie logiczne 725
mozliwosci logika (tréjwartosciowa) 242 odpowiednio$¢ doskonata 522, 526
mys$l 111 odrywania reguta 321
myslenie symboliczne 111 odrywanie 211, 212, 231, 232, 313, 421. 621

myslenia prawa 121 odtwércze wyobrazenie 112



odwracanie zdan 432. 7)2, 714
odwrotno$¢ 514
odwrotny stosunek 514
odwrécenie proste 432, 433
” przez ograniczenie 432, 433
" przez kontrapozycje 432
" sylogizmu 433
" prava tautologii 223
" stosunku 514
og6lna nazwa 122, 4) 1
og6lne zdanie .412, 23
ogélny < i, Y.-Ol 311, 313, 411, 412
ograniczajace zdanie $2
ontclogia 712
operator 311, 411
opis 524
. klasyfikujacy 524
,» Mmetryczny 524
. strukturalny 52$
, Szeregujacy 524
., typologiczny 524
opozycja zdan 431
opozycji zdahn zasada 212
opposuio contradictoria 431
” co itraria 431
" subcontraria 431
orzecznik (predykat) 122, 411, 412, 413, 521
» heterosemantyczny 123
» transcendentalny 413
., uniwersc|.y 412, 421
" wzgledny 511, 521, 513
" zerowy 412, 421, 424
" ztozony 412, 421, 424
orzecznikowa funkcja 513, 421
orzecznikow teoria 411, 412
» subsumcja 412, 413
" suma 412, 413
orzeczenie (praedicatum) 422
oznaczania stosunek 111, 112

P
paradoks Epimenidesa 123
klas 122, 123

" nazw heterosemaitycznych 123
partykularyzator 311
Peirce a twierdzenie 221
pewnik 231
pewno$¢ 612

” negatywna 612
pierwotny termin 112, 242
pierwsza filozofia 712
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pierwszego stopnia jezyk 123
pierwotne pojecie 212
pochodna dyrektywa 212
podmiot zdania (subiectum) 422
podprzeciwienstwo 423, 431
podprzeciwiefisfwa prawo 314
podporzadkowanie 431
podporzagdkowania prawo 315
podrzedno$é 423, 431
podstawianie (podstawienie) 212, 221, 222. 224,
225, 231, 232. 312, 321, 6)3
podwdjnego przeczenia dyrektywa 222, 224
» " prawo 222, 232
" " zasada 212
podziat dychotomiczny 525
podziatu zasada 525
pojecie 112. 524
" pierwotne 212
pole (campus) 511, 523
,,poniewaz" 211
poprzednik 211
postulat 712
" bezwyjatkowosci prawa indukcyjnego
622
potoczny jezyk 123, 211
powiedzenie 122
praedicabilia 413, 714
prajdicatum (orzeczenie) 422, 433
pragmatyzm 242
prawda 211, 242, 241
prawdopodobieristwa logika 242
” rachunek 612. 632
” stosunek 611
" teoria 611, 612
prawdopodobieAstwo 611, 612, 613, 614, 621,
622, 623, 631, 632, 633, 712, 727
prawdopodobiefAstwo aprioryczne 611
" bezwzgledne 611
" empiryczne 611
N uzupetniajgce 613
" wzgledne 611
prawdy kryterium 231
prawdziwe zdanie 241, 411
prawdziwosciowa funkcja 211, 212, 224, 324,
412, 511, 512, 522
prawdziwosciowy zwigzek 412
prawidtowo$¢ statystyczna 622
prawo absorbcji 226, 241
., asercji 221
., Bayes‘a 614
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, De Morgana 226, 512, 515
, dodajnika 223
dodawania prawdopodobienstw 613,,6! 4
, Dunsa Szkota 222
dylematu destrukcyjnego 222, 224
y,, dylematu konstrukcyjnego 222, 224
eliminacji 614, 632
identycznosci 221, 512
jednostajnosci przyrody 722'
,  kommutacji 221, 226, 512
. kompozycji 223, 224, 226, 315, 515
logiczne 723
., tacznosci 223, 224, 226, 322, 515
,» mnozenia prawdopodobieAstw 613, 621,

prawo mnoznika 224
, Mmyslenia 121
., haukowe 524
., nhegacji zdania 315
,» hegowania alternatywy 224
» implikacji 222
koniunkcji 224
, odwrocenia (konwersji) 514
, opisowe 62
., podporzadkowania 315
., podprzeciwieAstwa 313
» podwdjnej konwersji 514
. podwodjnego przeczenia 222, 226, 232,
432
prawo przeciwienstwa 313
.  przeksztatcenia implikacji na réwnowaz-
nos$¢ 226
prawo przeksztatcenia sylogizméw 212
»  Pprzemienno$ci 221, 223, 224, 225, 226,
313. 314
prawo psychologiczne 723
.,  redukcji do absurdu 222
.,  rozdzielno$ci (dystrybucji) 224, 226, 515
., ' rozwiniecia alternatywy 226
” ” zdania 226
,  réwnowaznosci 226
., sktadni 121, 122
., Sprzecznosci 224, 242, 314, 323, 412, 512
, Statystyczne 622
,» Subalternacji 315
» Sumacji 223
., sylogizmu 221, 223, 224, 226, 232, 322,
412, 432, 433, 512
prawo symplifikacji 221, 223, 421, 412, 512
,  tautologii 223, 226, 242, 512, 515

,  tozsamosci 221, 226
.,  transpozycji 222, 223, 224, 226, 232, 432,
715

prawo wiaczania (importacji) 224, 226

kwantyfikatora 315
» Wylgczania (eksportacji) 224, 226
znaku alternatywy przed im*

plikacje 223, 224

prawo wytaczonego $rodka 223, 224, 242, 313,
323, 412, 512, 613

prawo zwigzku miedzy alternatywa i implikacja
226

prawo zwigzku miedzy alternatywg oraz impli-
kacjg i negacja 226

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz impli-
kacjg i negacja 226

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz komunk-
cjg i negacja 226

prawo zwigzku miedzy dysjunkcjg oraz negacja
226

prawo zwigzku miedzy koniunkcjg oraz impli-
kacjg i negacjg 226

prawo zwigiku miedzy réwnowaznoscig oraz
kmiunkcja i implikacjg 226 —

predykat (orzecznik) 122

principium identitrtis indiscernibilium 323,
323 p

prcpozycjonalna funkcja 221,316, 323, 324,421,
424, 431, 511

proste zdanie 122, 311

protctatyka 322, 324

proprium (wilasciwosé) 413

prze¢ hodnio$¢ 523

przeciwienstwa prawo 313

przeciwienstwo 423, 431

przeciwpole (codomimum) 511, 526

przeciwzwrotno$¢ 523

przedmiot fikcjjny 424

przedpole (dominium) 511, 521

przedstawienie 112

prz,kmania motyw 112

przekonanie 112, 211

" przypomnieniowe 112
" spostrzezeniowe 112

przekréj 526

przomicnncéci prawo 221, 223, 221, 225, 228,
232, 313, 314

przestanka 212, 231, 232, 433

przyczyna 111, 622

przyczynowy zwigzek 613



przypadtos$¢ 714

psyc. ie..,e .ja jsko 112
psychologizm {'¢2
psychologia 112

R
"8rt n 1 prawdopodobienistwa 612, 6.32

r m .. YiS
- 4 me.k> p,y je 433
regutu aa jmatyczna 21
dedukcyjna 121
dofgczania kwantyfikatora 321
empiryczna 121
odrywania 321, 726
opuszczania kwantyfikatora 321
> podstawiania 726
, sensu (21, 212
relacja 5)1, 5)2
i.  uniwersalna 512
> zerowa 512
» ztocona 5)2
rejacji negacja 512
relacyj .dysjunkcja 5J2
i. iloczyn 512
matryca 512
rownowaznosé 512
subsumcja 512
suma 512
, teoria 512
rclatyw 511, 513
rodzaj (genus) 413, 422, 523, 712, 714
rozdzielnosci prawo 224, 226
. rozumie¢ 112
rozurrie. ie mocne (zdania) 433
rozun ier.ie stabe (zdania) 433
rozumowania zasada 231, 232
rozumowanie 212, 231, 232, 513, 711
" w;.;asniajace 622
réwnosé¢ 522, 524, 020
rownowazno$¢ 212, 224, 226, 232 242 322
323, 411, 412, 422, 423, 431, 513, 521, 225

rownowazno$é formalna 316
- generalna 316
réznica gatunkowa (differentia specifica) 413,

S
sad 723

sadow teoria allogeniczna 112

267 ~

sadéw teoria idiogeniczna 112
semantyczna kategoria 122, 324, 411, 412, 51
63 R

semantyczne zasady 111
semantyka logiczna 728
sens 121, 231
sensowne wyrazenie 121, 1|2
sensu dyrektywa 121. 212, 231
sensu reguta 121, 212
sformalizowany system 112, 242, 3)2, 332
sktadni dyrektywy 12!, 231
prawa 121. 122
. reguty 212-

skojarzenie 111, 1J2
skok 526

skutek I1i, 622
stownik 121, 122, 231
stowo 121

sofizmat 712
species (gatunek) 413
specjatizaoja zdania 311, 313, 324, 424, 621,

specjalizacja orzecznika 413
spdjnos¢ 525
spojnik 412
sprawdzanie 622
> matrycowe 241
sprzeczne zdania 243, 424
sprzeczno$é 122, 123, 242, 423, 431, 712

sprzecznosci prawo 224, 242, 314, 323, 412, 512

sprzecznosci zasada 121, 212

stata logiczna 212

statystyczna metoda 524

stosunek 511, 526

ancestralny 523, 52

homogeniczny 511, 526

-m identycznosci 323
indywidualny 526
izomorficzny 526

@ jednoznaczny 521, 522

.. niehomogeniczny 511

= nieprzechodni 515

niezwrotny 512

niesymetryczny 514

odwrotny 514

. oznaczania 111, 112

»  podobieAstwa 522, 526

= podobny 526
porzadkujacy 523, 524
prawdopodobierstwa 611
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. przechodni 515, 522, 523, 526
przeciwsymetryczny 514, 523, 524
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