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В a î[ w о ą f.

«Շէօ folgenbe ^Bearbeitung ber Äege'ífájnitte ifi Ьигф b ie 

Erweiterung beS mathematifdjen 8ehrftoffeS veranlagt, юеіфе 
bie Unterrichts» unb ÿrüfung8«£)rbnung nom 6. October 1859 
für bie žRealfdfuíen I. Örbnung I)er'6eigefűl;rt țat. Sie főtt in 
ben főnben ber ©фйіег als Seitfaben bienen unb bag für ben 
Unterricht notlfwenbige 9Jcaterial liefern. Eine nielfettige žBe« 
hanblung beê Stoffes erfcȘien babei W іф tiger, aïs eine weit» 
geȘenbe; Ьафег finb bie analptifien Erörterungen mit ben 
fhntȘetifcȘen nerbunben. 9ßie bei ben gerablinigen Figuren unb 
bem greife ber Schüler beibe ^ülfSniittel, Eonftruction unb 
Эіефпипд, anjuwenben geübt wirb, fo wirb man iȘm аиф für 
bie ^Betrachtung ber neuen figuren beibe Sßege ;u eröffnen 
haben. SBeibe 3Tcetf)oben haben фге Sßorjüge; bie f^ntțetifcȘe 
քւ՞Փրէ ju lebenbigen 9(п;'фаиипдеп, 'Șaftct aber am Specietten; 
bie analptifche beftfțt umgekehrt aile wünfchenSwerthe 9lttgemein= 
beit, raubt aber ben geometriaién ©eftalten unb ber S3efcȘafti» 
gang bornit iljren eigentümlichen Síéig. %ußerbem eignen |іф 
bei ben Äegel]ittitten bie Unterfuițungen, welche SB. auf bie 
Srennpuntte SejieȘung nehmen, beffer für bie фпфеЩфе unb 
bie, welche |іф an bie 91ф]еп anlehnen, meljr für bie апаІрЩфе 
Sehanblung. — Ser Seitfaben főtt ben alten р(іЬадоді]"феп §or= 
berungen genügen; eS fett Dom Specietten ausgegangen unb 
bas Slttgemeine aus ber Senntniß beS Specietten gewonnen, es 
fett паф allen Жіфіипдеп bas 91eue an SBeïannteS an« 
gefnüpft unb ein befcȘrâixftereS ©ebiet in feber ЗВе§іеІ)ипд 
tiertraut детафі, es folien bie einfachsten hüIfSmittel bénult
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werben. ՏՅօո ber anaïçtif^en ©eometrie wirb nur bie Sc« 
îanntfcȘaft mit redjtwinïltgen Goorbinaten ճorauêgefegt, balder 
bie ®сфе bon ben parallelen Seinen in еідепфіітііфег, aber, 
wie mid) bunft, fei)r einfacher SBeife bewiefen worben ftnb. Sie 
паф meinem ^Dafürhalten ипегКфІіфе ЗВеігафіипд bet Sui-ф« 
քՓոէէէՏքրցսրօո am Äegel hoffe іф д(еіф|аПё in feiner unjwecb 
mäßigen SBeife auSgefü^rt ju ljaben.

3cr Dcrfüffer.



I. Son ber jarabel.

Sî)iîtl)difd)er

§ i.
Erflärung. Ste jarabel i ft eine Äurbe, bereit 

fämmtliètye fünfte non einer geraben Sinie biefelbe 
Entfernung tyaben, wie non einem feften fünfte. — 
Sie ®erabe tycifjt Seitíinie (linea directrix), ber ÿunft 
Srennpunït, jebe ®crabe, mettre einen fPunït ber Surbe 
mit bem Srennpunft uerbiubet, Seitftratyl (radius vector), 
bie ®erabe, іьеіфе burcty ben Srcimpunït getyt unb fentreètyt 
«uf ber Seitíinie ftetyt, 91 čty f e, jebe jur 9íctyfe parallele Sinie 
fParallelftratyl.

Folgerung. Ser gecmetrífctye Զրէ für bie 5№ittelpunite 
bet Steife, bie eine gegebene ®erabe berittyren unb burtty einen 
gegebenen fPunït getyen, ift eine jarabel.

Eonflruction а) in einem 3uge:
9ln einem Sineal ift in E ein Saben befeftigt, bet fo lang gig. 1. 

ift míe AE; baâ anbere @nbe beè gabenå ift in В mit einer 
91abel im Rapier feftgefteďt. Snbcm nun baž Sineal parallel 
mit fitty fetter fertbemegt unb burcty einen Stift bet gaben 
immer ftraff getyaltcn wirb, befètyreibt ber Stift auf bem Rapier 
einen ^arabelbogen, für melttyen LD bie Seitíinie unb B ber 
Srennpunft ift.

SettieiS: BS + SE = AS 4- SE, alfo

BS = AS unb S ein քքամէ bet jarabel, 
ferner BP փ PE' = A'P փ PE', alfo

BP — A'P unb P ebenfalls ein ȘParabelțmnft
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b) 3)игф einzelne punïte:
ßig. 2. Plan giebt parallelen gut Leitlinie, mißt bie (Entfernung 

bet einzelnen Parallelen non bet Leitlinie ab unb fcfflagt mit 
bief en (Entfernungen Steife um ben Srennßunit. Sie Punïte, 
in melden biefe Steife bie betreffenben Parallelen fenéiben, [inb 
punïte ber parabel, weldje fd)(ießlid) burd) einen freien Bug 
verbunben werben muffen.

$ elv ei8 einfach.
'Jlnnicrlung. Slnbere (Eonftructionen (bie weniger einfad) 

ftnb) ergäbt man, wenn man bie Parallelen gut 9t$fe gielft 
unb in iljnen bie punïte ber Parabel alé Spinen von gïeidj» 
f^enííigen Sreieäen beftimmt, bereit (Brunblinien befonni ftnb.

§ 2.
(Erfläl'Ulig. (Ein Punît, von ber Suive aus auf bet 

Seite be§ ærennpnnïteê gelegen, liegt innerhalb bet Parabel, 
ein folger auf bet Seite bet Leitlinie bagegen außerhalb.

Se^rfaß 1. Sebet innerhalb bet parabel gelegene punît 
ift bem Srenipuntt naffer alé ber Leitlinie.

gig. 3. PorauSfcßung. BF unb BG treffen verlängert bie 
Parabel in P unb Q.

¡BeljûltfJtung. а) BF < FF' unb b) BG < GG'. 
¡Beweis. а) BP = PP՛, alfo

BP — FP < PP' + EF ober BF < FF'.
b) BQ = QQ' 

GQ > QH 
alfo^BQ - GQ < QQ' — QH ober BG< GG'.

Sefjrfati 2. Sebet außerhalb bet Parabel gelegene Punît 
ift bet Leitlinie itâlier alá bem Srennf'iinïte.

gig. 4. ¡BorauSfeßung. BF unb BG fenéiben bie parabel in 
P unb Q.

SBeJjatlßtung. а) BF > FF' unb b) BG > GG'.
¡Beweis, а) BP = PP', alfo

BP + PF > P P' — PE ober BF > FF'.
b) BQ = QQ'

QG>GH

alfo BQ +QG>QQ' + GHoíerBG>GG'.
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golgeruttg. 3tinere ober näßer am Sîrennpunît, fc mie 
äußere ober näßer an ber Leitlinie liegenbe fünfte bebeutet 
baffelbe; ben Uebergang ntaèßen bie funíte ber jarabel, fúr 
toelcßc ©leijeit ber Entfernungen ftattfinbet.

§ 3.
Seßrfoß L Ste jarabel bitbet fiber unb unter 

ber Mcßfe 2 congruente 3toeige.
ÍBciDciS. Schlägt man ben unteren Síiéit ber Parabel 8’5֊ շ՛ 

mit ben parallelen um bie Slèßfe ßerum, fo fatten bie unteren 
Streite ber parallelen mit beit oberen jufammen, unb ba GU 
= GP, HV = HQ u. f. m. ift, fo fällt U auf P, V auf Q 
u. f. to., b. ß. bie beiben Зтеіде beden fuß.

ßufaß. Die $ur %(ßfe fentrechten parabelfeßnen toerben 
bon ißr ßalbirt.

Scßrfaß 2. 3n ber Slèßfe liegt nur 1 punît ber Parabel 
unb gwar in ber 9Jłitte jtotfdjen Sßrennpunft unb Leitlinie.

$ctociê. Ein punît in ber 8lèßfe, ber bon Srennpunft 8'5֊ 2֊ 
unb Leitlinie gleicße Entfernung ßaben főtt, muß bon B unb А 
gleièß toeit entfernt, fann alfo nur ber .fjaïbirungêpunît bon 
BA fein.

Folgerung 1. Die Parabel feßneibet bie 5tchfe in S unb 
fonft nicht toieber.

geßrfaß 3. Der Punît in ber Slcßfe liegt bon allen 
Parabelpunften ber Leitlinie am näèßften.

íBctuciS erßedt auê § 1, Eonftruction b; benn bon ben 
Greifen um В toirb bie burci; S gebenbe paradele berüßrt, jebe 
ber Leitlinie näßere Parallele gar nießt getroffen, jebe entferntere 
in 2 punïten gefeßnitten.

Folgerung 2. Der in ber 9lcßfe liegenbe punît (S) 
ßeißt ® ißeitelpuntt ber Parabel.

Sotgcrung 3. $on ber Leitlinie entfernt fièß bie 
Parabel bis in’S Unenblicße.

Seßrfaß 4. 3eber Paradelftraßl toirb nur einmal bon 
ber parabel gefeßnitten.

Sctoeiś. 3eber Punît Z in bem paradelftraßl PP' liegt gig. 5. 
näßer an В alb an P', benn
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ZB < ZP 4- bp ober, btt BP = PP' ift,
ZB < ZP + PP' ober
ZB < ZP'.

2ßie weit man аиф ben parallelftralfi in ber Зііфіипд 
PZ verlängern mag, er bleibt immer innerhalb ber jarabel uní 
fcȘneibet biefelbe nicht ivieber.

gölgetUJtg 4. Sie ‘Parabel biegt ft$ nie $ur 
%d)fe &urü(f, fonbern entfernt fіф von it;r biâ in’3 
ПпепЬІіфе.

§ 4.
(Stllärutig. ßine ©ereibe, bie nur 1 ‘punît mit einer 

Surve gemein țat nnb паф beiben Seiten țin außerhalb ber՛ 
felben liegt, ՀոՀէ tangente, bie im Serűífrungéfiuníte auf 
фг Senî^te fjeiét Normale.

, Seljtfaí) 1. 3m ѲфеііефипЙ fielet bie Sangente |еп!гефІ
auf ber 91ф|е, nnb bie 31ф,е ift Normale.

íSetoeiž Іеіфі.
Seljrfa^ 2. ®erben bie ՋՑiniei, теіфе Seit՛

fíra^í unb Paralíelftra'hl mit einanber bitben, l;al՛ 
birt, f o erhält man Sangente unb 91 ormaié beś 
Parabelpunîteâ.

gig. 6. gall 1. SSoraužfe^itng. z TPP' = z tpb.
®eljau))tuttg. TG ift Sangente.
öetoeiâ. Ճ GPP' Л GPB,

Ьафег GP' = GB,
aber GP' > GG',

alfo аиф GB > GG' unb G, fotoie bie ganje 
Sinie von P паф G l;in liegt außerhalb ber jarabel.

Saffelbe läßt [іф fur febea ‘punît H auf ber anberen 
Seite ber Sangente betveifen.

gall 2. $orauãfet)ung. z npb = z NPZ 
SehaufJtnng. PN ift 91 ormaié.
ÍBetociS. Зіфі man TG 1 PN in P, f o ift аиф 

Z BPT = z ZPG  z TPP', es Ijalbirt alfo bíefe Sent- 
гефіе z BPP-, ift alfo Sangente (gaU 1); Ьафег аиф PN 
91 ormaié.
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iîcțjtftt^ 3. (Umkehrung.) Sebe Sangente í;aíbirt ben 
SBinkel, ben bet Seitftrațl be» Berührungspunktes mit bem 
fParallelftrahl bitbet.

Beweis. ®efeßt, её gäbe für einen Punkt псф eine 
Sangente, ble ben Ье$еіфпеіеп SSínkel піфі bjaïfeirte, fo würbe 
e8 nahebei einen Parabelpunkt geben, ber eine biefer Sangente 
parallele Sangente hätte. S)ie§ wäre etwas Unmögliches, benn 
eine Sangente, parallel Ьег|фоЬеп, kann nicht Sangente bleiben.

ßufah. Sebe Normale halbirt ben Nebenwinkel beSjenigen 
æinkels, ber bon ber Sangente l;nlbirt wirb.

îlnmerkung. Gin 28 är me ft r al; I (Pid;t=, Ջ ф aílftraf) í ), 
ber parallel ber % tipe auf eine рагаЬоЩф» gekrümmte @кафе 
fällt, wirb wegen ®1еіф[;еіі beS GinfaHS = unb Nefle;rioitS= 
SBinkelS nacf; her Surücfwerfung Ьпгф ben Brennpunkt gehen, 
unb umgekehrt: ein Strahl, ber bom Brennpunkt aus auf bie 
Зіафе fällt, geht паф ber Nefleyion parallel ber 9Сф|е fort. 
Gs erklärt քէՓ hieraus bie Benennung Brennpunkt für В 
unb Brennweite für SB.

§ 5.
Srijrffth !♦ Sie ginie BP', теіфе bont Brennpunkt gig. 6. 

паф bem 3)игф1фпі11ёрипкі beS ParaüeïftrahïS unb ber Seit« 
linie geí)t, ftel;t 1. auf ber Sangente TP ]епкгефі, wirb 2. bon 
il;r haïbirt unb ber ^albirungSpunkt liegt 3. in ber @феНеІ» 
tangente.

BcWciS ju 1. unb 2. Іеіфі;
ju 3: BE = EP' unb BS = SA, alfo
SE -ф AP' unb E ein Punkt bet Зфеііеііапдепіе.

Ջօէյրխհ 2. Sie ®игф)фпіііёрипкІе ber Sangente unb 
Normale mit ber Stofe finb eben fo weit bom Brennpunkt 
entfernt, als ber Berührungspunkt.

Beweis Іеіфі.
Folgerung. äßenn ber punkt P ]‘іф auf ber 'Parabel 

Weiter bewegt, entfernt |іф ber 2)игф|фпШёрипкі ber Sangente 
unb ?(ф)е immer weiter bont Brennpunkte, unb bie Sangenten 
УфпеіЬеп bie Э1ф;е unter immer kleineren ЗВіпкеІп. Ջ ie 
Tangente kann j e b о ф nie parallel, bie Normale nie 
fe rt k r e Ф t jur Չ1 ф f e werben.



10

§ 6.
Slufgabe L 5(rt einen gegebenen fPunft ber fßatabel 

eine Sangente 31t jtepen.
W 6. åluflijfnng. 1) ®lan paöirt z BPP'.

2) ЭЛ an fällt non P eine ©enfrente auf BP՛.
3) ЭЛап tierbinbet P mit bem ^sS&irungê» 

fünfte tion BP՛.
4) ЗЛап tierbinbet P mit bem ®urdpf$ttittê» 

ֆ unite E yen BP' unb ber Sleitei՛ 
tangente,

5) (einfacȘfte). ЭЛап fdflagt mit BP einen 
Sreiå um В unb tierbinbet ben Surd)« 
fdfnittêpunti T biefeS Sreifeê unb ber 
$(ф)е mit P.

6) ЭЛап maeft BN = BP, tierbinbet N 
mit P unb errietet auf NP in P eine 
©entrechte.

7) ЭЛап fcȘiagt über bem 9labiu8tiector BP 
einen ýalbíreié unb tierbinbet ben ÿunft 
E, in шеіфет ber Sreiå bie «ЗфеііеО 
tangente fdjneibet, mit P.

$etotifc (еіфі паф § 4 unb 5.
Aufgabe 2. Sin einen gegebenen fßunft ber jarabel eine 

Эіогтаіе ¿u gieren.
3luflöfungen benen ber tiorigen Aufgabe рф ап(ф!іерепЬ. 

gig. 7. Slufgabe 3. 3>on einem außerhalb ber jarabel gelegenen 
fßunlte F au§ bie beiben Sangenten an bie Surtie $u jiepen.

Sínflöfung. ЗЛап іфіаді einen Sreiå mit FB um F, 
ber bie Leitlinie Lü in P' unb Q' ¡фпеіЬеІ, unb slept PP' 
unb QQ' 1 LD. Samt finb FP unb FQ bie tierlangten 
Sangenten.

SBeWeiS. Д EPP' Զ2 Д FPB unb Д FQQ' 22 Д 
FQB (3 Seiten), alfo Z FPP' = z FPB unb Z FQQ, 
= z FQB unb FP unb FQ Sangenten паф § 4 Seprfap 2.
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åttahjtifdjer ЗДеіІ.

§ 7.
® í e і ф it ո g ber fßarabel. 9ľiatt irafj'ít beit Sleitei՛ 8*8-  8- 

bunft ¿unt SínfangSpunít ber ©oorbinaten, bie ^arabeb 2IcȘfe 
8ut 9tbfciffen - , bie ©феііеііапдепіе ¿ur Drbinaten=9lĄfe. $iír 
einen beliebigen $unft P. ber jarabel ift PE = y, SE = x.

foil bie Se$iei)ung von у itnb x ¿u einanber 
iuicf) eine ® іеіфппд auêgebrücEt iverben.

AB ift eine gegebene ©roße, fie toerbe
. = ֊I֊ gefefct, bann ift A S = BS = ~.

51аф ber ©runbbebittgung für ben fParaBelÿuntt ift

PB = PP' = AE =z x 4֊ -֊֊ p; im гефіПяпНідеп 

Л BEP ¡ft alfo PB = x f 1 p, BE = x — 1 p unb 

Ո(էՓ bem ^tȘagcreifcȘen Seíjrfa^

y2 = (x + ֊- p)2 — (x — -L p)2 ober rebucirt

y2 = px. 2)ieê ift bie <3$eitelgïei$ung ber 
faraiéi.

§ 8.
Siêfuffion ber ©Іеіфипд y2 = px.
1) §ûr x = о rotrb y = o; barauê folgt: bie ^arabei gig. 8. 

fdmeibet bie x %ф|е in S. (§ 3, goïg. 1.)
2) Sûr teilten anbern æertïf Boit x irirb y = o; barauê 

folgt: bie sMd)fe wirb піфі gunt gioeiten 9)îale gefcÇnitten. 
(§ 3, @olg. 1.)

3) gür x z= + ni wirb y = + ýpm Ultb = — f/pni ; 

barauê folgt: § 3, Seljrf. 1 unb 3uf-
4) gûr inac^fenbe x wirb аиф y immer größer, menu аиф 

bie Örbinaten nur wie bie SBurgeln au8 beit 3lBfciffen 
ficȘ Bemalten.

5) §ür x = oo wirb у = oo ; barauê folgt: § 3, ßolg.
3 unb 4.
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6) §ür x = — m wirb y imaginär; barauë folgt: bio 
fParabeï erftrecft ficß nur auf ber einen (Seite ber у 5(фіе 
unb ejlftirt auf ber anbern gar niefyt.

SBertty ; barauâ folgt : § 3, Setyrf. 4.
p

barauê folgt: CG = p.
Folgerung. Sie ®etyne, welrfge fentredit jur 2ictyfe burcty 

ben 33rennpunft getyt, ift gleicty ber 4factyen ^Brennweite.

Grtlärung. Siefe Setyne tyeißt ber parameter ber 
jarabel, unb ityr SSertty ift bie Gonflante ber fßarabelgleittyiing.

§ 9/

Sangente unb 9tormaïe für ben burd? x' itnb y' ge՛ 
gebenen fßuntt ber jarabel.

fiefjrfali 1. Ser SBerütyrungêpuntt ber Sangente unb 
ifjr Surcbfdjnittêpunït mit ber x 9(ф|е íjaben gleiche, aber 
entgegengejefște Sïbfciffen.

8ig. 9. ÍBttociŽ. 91аф § 5, Sețrfațș 2 ift ВТ = BP, alfo bem 
abfcíuten SBertI) nad), ВТ = x՛ -f- -L p unb TS = x', ale 

Wbfcíffe TS = — x'.

Síufgúbc 1. Sie ©leicȘung ber Sangente ju be« 
ftimmen.

3lnflöfung. 3ÍU5 ben Kombinaten bcã Serüljrungêpuntteê 
x՛ unb у' unb benen beê Sur$fdjnittêpunïteâ mit ber x 2ld)fe 
— x' unb o finbet fid)

У — У 2 x'
•• (x — X՛)

y'
cber ba —Հ—

2 x'

2 .

y — У
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3¡g. 9.

BN

SN unb

SN — SE = EN

bte

be=

auf

— x') ober

- о.

ben ble Normale mit

У — У'

1 = — p.
2

Sínmerfttng, EN, bie projection ber 9lormale auf

x Wirb Subnormale genannt.
Aufgabe 2. Sie ©íeiájung ber Normale $u 

ftimnten.

íluftöfung. Sa formate unb Sangente fenîrecȘt
c¡nanber fielen, fo folgt:

У — У' = ~ (x
У

p
Soígcrung 2. Der SBtttlel ß,

btt x Зіф{е тафі, ergiebt {іф aus

P
'Wb îommt аПтіфііф bem Зіефіеп nâȘer.

Sóig ent tig 1. SJejeidmet man ben SBinfei, unter теіфет 
bie tangente bie x 91ф|е fcȘneibet, mit a, fo ift

,8՞ = T?' 
'it’gefeiien r>cm ЗЗофіфеп wirb а immer Heiner, wenn у՛ größer 
toirb, erreicht aber nie ben SJertb non 0°. (§. 5, ßoig.)

Seijrfa^ 2. Die Hbf eiff en für ben íBeruljrungêpunít unb 
ben Durť^fфпійЗрипН: ber 91 оrmаïe mit ber x Иф{е Ijaben 
eine confiante Different, bie bem Ralben parameter діеіф ift.

SetociŽ. 91аф § 5, gețrf. 2 ift BN = BP, alfo

= х'+т p

= x' + A p

§10.
parallele Seinen, £)urd)ineffer.
©rtlärung. @tne ®erabe, welche ein Spftem paralleler

®el?nen ijall’irt, peipt 3)ur$meffer ber Äurbe.
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ScȘrfați 1. Sie 3($fe ber jarabel ifi ein Surdnneffer. 
(§ 3, W)

Seljrfil^ 2. Sie Űrbinate bež Serülirunggpuntteg einer 
Sangente ift bag aritlpnetifcȘe Mittel gtoif^en ben Drbinaten, 
wetďje յա ben (Snbpunïten einer ber Sangente parallelen SeȘne 
gehören.

§ig. io. SBoranSfe^uttg. fg # QR.

íBcÇauptung. у' = 7 Ț - -

íBetoetê. FG unb QR niadjen mit ber x 2(ф[е gleiche 
ՏՏտ&Լ

Siir FG ift iga — (§ 9, gotg. 1).

§ür QR ift tg a =

Seljrftt# 3. Ser burd; ben Serûljruttgêpunït einer 
Sangente ge^enbe fParallelftra'fyl Ijalbirt alíe ber 
Sangente parallelen (seinen.

gig. 10. ®ewet5. Ser ^albirungSpuntt H ber Seltne QR l;at 
in Se$iel;ung auf bie x 3(d;fe bie mittlere Entfernung ber Enb« 
punfte, alfo

_L v'"
HN = J—LJ_. Зидібіф ift

yll i t
PM = * . 3— и ad; vorigem ®a^e.

Silfo HN = PM.
gñr ben $all՝irungåpunft K ber parallelen Self ne
gïei^faU»

wâljrenb аиф

UV gilt

KO
2
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PM = —V ՜է ^V- ift паф »origem <эяфе.

W ift апф КО = PM.
®ör affe ankeren parallelen «Seinen gift baffeïbe, фге ťpalbirungg- 
Punfte Ijaben bie Entfernung PM »on ber x 91ф]"е, liegen alfo 
fämmtliff) in bem Ьигф P gețenben fParaffelftraíjl.

Folgerung. Sie fParallelftraljlen fiitb ՏսրՓ*  
llteffer ber jarabel.

§. 11.
®rőffe be§ fParabebSegmentS.
Sejtfal? 1. Ser SlâcȘenințaft eines Sreiectã, 1»е1фе8 

über einer fParabelfeljne fo conftruirt wirb, baff feine Spițșe in 
ben IBeruIjntugSpunft ber jur Sețne parallelen Sangente fallt, 
Ifängt nur »du ber Sifferenj ber Srbinaten ab, bie jtt ben 
®nbpunften ber Sețne geboren.

QR fet itt H ^albirt, bann ift PH -ft ber ffig. 11. 
x %Փք( (§ 10), unb inbem man bie SnȘalte ber beiben Srei= 
l՝cte PQH unb PRH jufammenfagt, fiubet рф, PH al» ge= 
1ПеіффаШіфе ©runblinie genommen,

Д PQR =

9luu ift aber PH = EC = SC — SE

sc
2

SE = x'

2p 2p
(§ 10, SeȘrj. շ.) 91аф erfolgter {Rebuction ift

PH ֊ y"a + y"‘a — 2 y'2  y"2 + y"'2 — 2

9що ph = *и +ŕ:-x^^-2" 
շ շ

hieraus folgt mit S3erüd:ftd)tigung von у2 = px

(¿W

PH = L. (у" -
4р

Д PQR = 1_. (у" —

у'")2 unb епЫіф

У"՛)».
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Ջ о lg érit էէ g 1. ЗВеІфе Große b te Srbinaten einzeln аиф 
haben mögen, фг ll и t e r f ф i e b allein entjcȘeibet liber bte Größe 
beê entjprecÇenben Sreiecfå, unb 31yar »erhalten ficf> bíefe Srei« . 
ecfe, wie bie Guben ber zugehörigen Unterbliebe. Sei gleiten 
Unterblieben ftnb bie Sreiecfe einauber gleich ; »erhalten [іф bie

1 1 Unterziehe wie 1 ; —, fo bie ©reieefe tute 1 : —.

Seljrfüß 2. Gin fParabelfegment ift діеіф A bon bent 

in 8ehrf. 1 Ьезеіфпеіеп íDreieď.
®e(jatt|Jtung. <3egm. PQR = А Д PQR.

SetoetS паф ber (S?:iȘaufttDng = ЗЯ e t o b e beS Sir*  
Ф im ebe ê. ЗЗе^еіфпеі man Д PQR mit J unb finb U unb V 
bie Serührungepunfte ber չս PQ unb PR 4f laufenben San՝ 
genten, fo ift, ba ber ИпІегЬфіеЬ ber Örbinaten bon P unb Q 
nur halb fo groß ift, tote ber bon R unb Q,

Д PUQ = А j. S)eågleid)en A PVR = 1 J.

Յսա A PQR ïonimen alfo 2 íDreieáe էւոչս, bereit jebeâ

glimmt man ferner bie 4 Sreieäe über ben (Seinen QU, 
UP, PV unb VR fo ift febeë bation = A. A J = A. J.

8 8 82
Süßt man Șierju immer neue SreiecEe über ben ber 3a()t паф 
ficȘ tierboppelnben Seinen, fo erhalt man

<Segm. PQR = J + 2. A J-|-22. A. J փ 23, A J
8 82 83

1 — ’l
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®nblídj Segm. PQR

Mnmertung. Siefeê Sîefuïtat iftf$on«on ЗІгфітеЬеё*)  
9efunben worben unb bemerfenáwerťf), weil troțș ber krummlinigen 
®egten$ung ber Sßertl; feljr einfadj unb rational ift.

*) Sírnett) : ®efd)id)te ber reinen 9)îatljcmatit 1852. (Seite 108. 
posies : @efdjid)tc ber (geometrie, übertragen bon (Soljncte. 1839. 
®tite 12. tffíagnnS: Sammlung bon Síufgaben unb íeíjrfãçett au8 
ծ6լ' analt)ti)"d)cii (geometrie. 1833. Seite 497.

8eț)rfa$ 3.
շ

©in $)arabelfegment ift gleidj — eines

Parallelogramms, bas jwifcȘen ber $ugeï;ôrigen 
aefyne unb ber iȘr parallelen Sangente liegt unb 

®eȘne չոր ©runblinie țat.
$etoeU. D QRWZ = շ д QRP;

®egm. QRP = А Д QRP = Ճ. Q QRWZ.
3 3

3tlfa$ 1. ©egm.PQH = y  PZQH.

©egm. PQH = ©egm. PRH, benn Д PQH 
' Д PRH unb ba§ ©egm. über PQ ift = bein über PR 
Œeljrf, 1); alfo ©egm. PQH = ֊Ճ ©egm. PQR. (Sbenfo 

0 PZQH = ճ. □ WZQR; alfe апф ®egm. PQH = —

Q PZQH.

3ufa^ 2. ©egm. SEPC = L □ SEPZ = L xy. s!g. 8.
3 3

Folgerung 2. Жигф einen ÿarabelbogen, ber jwei ge» 
Senüberliegenbe (Sien eines ^Parallelogramms о erb inb et, ïann 
։uan baffelbe im SSerljâltnițj bon 2 : 1 feilen.

а
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IL ăSon ber ßllipfe.

SpfljHifiȘjer ®|eiL

§1%
®rí(ürung 1. Sie (Ellípfe t ft eine Kurte, beten 

funíte »on einem feften Greife unb einem inner« 
falb beffelben iiegenben fßuufte gleiche (Entfernung 
fiaben.

gig. 12. 3ft ber KreU um A unb ber fPunït В gegeben, f о finb 
P unb P՛ u. f. m. funíte ber (Eüipfe, wenn PG = PB, 
P՛ G՛ = P'B u. f. to.

Siefe definition ber ©iiípfe entfpricft ber für bie jarabel 
(§ 1) gegebenen, inbeß- í'ann biefeíbe einfacher unb ¡toe#՛ 
mäßiger gefaßt to erben; einfacher, inbem man bie Sejiefujtg 
gut Kreislinie entbehren bann; jtoecfmaßiger, inbem für bie fünfte 
A unb В feine Sßerfcfiebenfeit beftefen bleibt. <Stflagt man 
nämticf ben Kreis um В anftatt um A, unb toirb A ber fefte 
fßunft, fo erfait man bief eiben fünfte P, P՛ u. f. to. als fünfte 
bet (Ettipfe, 
benn AG = BH

PG = PB. ®Լ ton ®l. I&ßt

alfo AP = PH. (Ebenfo AP՛ = P'H՛ u. f. to.
Somit erfelit, baß bie fünfte A unb В feine terfcfiebene 

Sebeutung für bie ©lüpfe faßen.
Snbem man nun bebenft, baß 

AP + PB = AP + PG = AG 
AP' + P'B ճ= AP' + P'G' = AG' u. f. to., fo folgt

(Erfiärung 2. Sie (Eilipfe ift eine Kurte, für 
beten fünfte bie Summe bet (Entfernungen »onjtoei 
feften fünften confiant ift.

Siefe ©rfiârung toirb fortan ben (Erörterungen 
ju Orunbe gelegt. — Sie feften fünfte A unb В feißen 
SÖrennpunfte; jebe ©erabe, bie einen ŠBrennpunft mit einem
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fDuntte Ьсг Surre rerbinbet, ift ein Seitftrafl (rad. vector), 
ber fpalbirungSpunft M ron AB ber Ус it teí b unft, ble @nü 
fernung beg SDHtteípunfteS non ben Srennpunften (MA ober MB) 
bie ©tcentricitât, bie Sinie AB, beiberfeitê bis ;ur ©ïüpfe 
Verlängert, bie große 91ф)е, bie, f Urauf (entrent, Ьигф M 
geíienbe Sinie bie ťietne %ф f e, jebe burci) M gefenbe ®erabe 
ein S и г ф m ef f er, für шеіфе leftere і8е§еіфпиид aber erft 
§ 21, Sefrf. 3 bie S^tfertigung erfolgt.

golgerung 1. Ser деошеігіі'фе Զրէ für bie 3Ritteü
funíte ber Steife, bie einett gegebenen SreiS bon innen berühren
unb Ьигф einen int Steife gelegenen ț))unft gefeit, ift eine
@üipfe.

Folgerung 2. Ser деотеігі(фе Զրէ für bie Spinen
ber Sreiecte, іиеіфе biefelbe ©runblinie unb für bie anbereit
Seiten eine діеіфе Summe faben, ift eine ®Hipfe.

©onftruction а) in einem Виде. — Յո ben ^unitén gig. 13. 
A unb В befo fügt man bie (Suben eines gaben», ber länger 
fein muß als AB, unb füfrt ben Stift längs beS ftraff ge< 
fältenen gabetts rings ferum. Ser Stift Ьід'фгеіЬі bie ©lüpfe.

b) Ьигф ein;elite fünfte. — Subern man um А unb 
В töieberfolt Steife mit ¡оіфеп (Rabien fifbagt, bie ;ufatnmen 
einer bestimmten Sinie s діеіф finb, fann man паф einanber 
beliebig biel fünfte bet ©Uipfe erfalten, bje man bann Ьигф 
einen freien 3ug verbinbet.

SBenn man mehrere Stüpfen fo conftruirt, baß bie Sremi« 
fünfte ѵег(фіеЬепе Slbftänbe faben, loäfreiib fie Summe s ber 
Seitftrafien unreränbert bleibt, fo (left man, baß bei Sinnäferung 
her (Brennpunfte an einanber bie ©lüpfe аНтарІіф in ben SreiS 
übergeft. Ser SreiS feibft ift eine ©lüpfe, beten 
%tennpunfte ;ufammengefa)len finb.

§.13.
Scljtfaf 1. güt jeben innerfalb bet ©lüpfe gelegenen 

$unft ift bie Summe bet ©ntfernungen flehtet, für jeben 
außerfalb gelegenen großer als bie Summe (treier jufammem 
geföriger Seitftrafien.

®efoei£ Іеіфі.
շ*
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Seijtfațj 2. Sie grogé tildéé erftreät ficȘ пай beiben 
Seiten glei^weit über bie Brennpunkte hinaus.

gig. 14. Behauptung. AC = BD.
Beweis. Sie funíte C unb D Hegen in ber (Sílipfe,

alfo AC + ВС = AD 4- BD
ober AC + AC + AB = AB + BD + BD
ober 2AC + AB = AB + 2BD,
alfo 2AC = 2BD

AC = BD.
Folgerung. Ser Mittelpunkt halbirt bie grogé 

%^fe, CM = DM.
(frklüiung. Sie in bér großen 2l$fe liegenben funíte 

ber (SHipfe (C unb D) Reißen Scheitelpunkte.
Seßrfaß 3. Sie große %$fe ift gl et ф ber Summe 

itoeier gufammengeßöriger ieitftraßlen.
¡Behauptung. AP 4- BP = CD.
Beweis. ap 4- bp = ad 4- bd = ad 4- ac 

(Se^rf. 2) = CD.
Seßrfaß 4. Sie nach ben (Snbpunïten ber Keinen Зіфіе 

geßenben Seitftrahlen ftnb ber halben großen ЭДе діеіф. 
gig. 15. Behauptung. AB = BE = AF = BF = Ճ CD.

Beweis. Д AEM ճ Д BEM, alfo AE = BE, unb 

ba AE + BE = CD (Selfrf. 3) ift, AE = BE = -- CD.

(Sbenfo Д AFM еа Д BEM, alfo AF = BF, unb 
ba AF f BF = CD ift, auch AF = BF = Ճ- CD.

Sehtfaß 5. Ser Mittelpunkt ^aîbirt bie kleine 
Slèhfe.

BetoeiS. AEBF ift ein ЩотЬиб nach 2eï>rf. 4, alfo 
EM = FM.

§ 14.
Sehtfaß 1. @ine gerabe Sinie fdfneibet eittweber 

bie ©llipfe in %Wei funkten, ober berührt fie in 
einem funkte, ober liegt gang außerhalb berfeiben.
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iyorttuSfeßung 1. Ste ©crabe HK fdjneibet bie ЗІф|е Sig. 16. 
í triften A unb B im fünfte G.

SBetoeiê. gür ben fPuntt G ber Sinie HK ift bie Summe 
ber (Entfernungen AG 4֊ BG bie ïieinfte; fobann erßalt man: 
AG 4- BG < AN + BN < AO + BO < AP + BP 
u. f. w. Se weiter man fief) non G entfernt, befto größer Wirb 
bie Summe ber (Entfernungen, iann babei aber auf feber Seite 
nur ein 9Raf ben für bie (Eflipfenpunïte beftimmten 3Bertß s 
anneßmeu. Silfo ejeiftiren ;wei, aber аиф nur jwei 5)игф{фпШё= 
fünfte.

®orau8fe$ung 2. Sie ®erabe HK ßat eine anbere ßig- 1?. 
Sage.

Setociâ. gafft man non einem Srennfninfte, 5. 33. А, 
ein fperpenbiief AJ auf HK unb berfangert eS um fid) fefbft, 
fo baß LJ = AJ wirb, fo ift feber fpunt't ber Sinie HK eben 
fo weit non L entfernt, af§ bon A. gießt man nun bie Sinie 
LB, wefeße HK in G fèßneibet, fo ift G ber fpunít bon HK, 
für weldfen bie Summe ber (Entfernungen bon L unb B bie 
ïieinfte ift unb man erßâlt:
LG + BG < LN + BN < LO 4- BO u. f. w., baßer аиф 
AG + BG < AN + BN < АО 4- ВО и. f. W.

Se weiter man քէՓ in ber Sinie HK паф beiben Seiten 
bon G entfernt, befto großer wirb bie Summe ber (Entfernungen 
bon A unb B. 9lun tonnen brei gaffe eintreten :

1) AG + BG < s; bann (фпеіЬеі HK auf feber Seite 
bon G bie (Eflipfe, e§ giebt alfo JW ei 2)игф{фпіКбриіДіе.

2) AG 4֊ B G = s; bann ift G ein fPunft ber (Eïïipfe, 
affe anberen fünfte bon HK aber liegen außerßafb. HK be= 
rüßrt bie (Effißfe in G.

3) AG 4 BG > s; bann liegt G, unb um fo meßr 
feber anbere fßunft bon HK, außerßafb ber (Eflißfe, bie Sinie 
trifft bie (Efftyfe gar иіфі.

Seßrfaß 2. Seber Snrdinteffer ber (Eflißfe wirb im 
Ölittefpunfte ßafbirt.

©eßaußtuug. PM = QM.
SetoetŽ. (E8 fei PM um 1"іф fefbft berfängert big Q', gig. 18. 

bann ift APBQ' ein ^Parallelogramm, weil քէՓ bie Siagonafen 
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gegenfettig ßatbiren ; foigttcȘ AQ' + BQ' = AP փ BP unb 
Q' ein ց)սոէէ ber (5lüpfe. Sa es für ben Surômeffer nur 
Strei Surdjfdjnittêpunf'te mit ber Etliyfe giert (îelirf. 1), fo 
muß Q' unb Q berfetbe fßuntt, alfo Q eben fo weit »ou M 
entfernt fein atå P.

Scljrfaß 3. Sitte ber tteinen Sicffe paratleten Seinen 
werben Ьигф bie große Stdffe fialbirt.

ßig. 19. SBeßüUfJtung. PG = QG.
SBetoeiS. Eå werbe angenommen, in ber SSerlängeriing 

Bon PG fei Q' ber fPuntt, beffen Entfernung »on G = PG 
wäre, æerbinbet man bann Q', fo wie P mit A unb B, fo 
ergiebt fid)
Д AQ'G es Д APG, atfo AQ' = AP, unb
Д BQ'G es Д BPG, alfo BQ' = BP.

jpierauå folgt AQ' + BQ' = AP փ BP.
Q' ift alfo ein Հ)սոէէ bet Etlipfe, діеіфюіе P; meßt atå ;wei 
fünfte ïann её in ber geraben ?inie піфі geben ; atfo muß 
Q' mit Q berfetbe fßuntt unb PG = QG fein.

Setjrfüß 4. Sie ju beiben Seiten ber großen 
Slèfffe tiegenben Sßeile bet Etlipfe finb congruent. 

tBetociâ Ьигф Seâiung.
Seßrfaß 5. Sitte ber großen Э1ф|'е parallelen Seßnen 

Werben »on ber tteinen Stèfe ßalbirt.
gig. 20. Seßauptung. PH = RH.

öetoeiâ. Sn ber SSerlängernng »on PH fei R' ber fPuntt, 
beffen Entfernung »on H = PH wäre. SSerbinbet man bann 
R' unb P mit A, M unb B, fo erßält man Д MR'H аа 
Д MPH, քօէցէէՓ R'M = PM unb ճ R'MH = z PMH. 
фіегпаф ift
Д BR'M ճ Д АРМ, atfo BR' = AP
Д AR'M Ճ Д BPM, atfo AR' = BP.

Eâ folgt AR' + BR' = AP f BP, atfo
R' ein fPuntt ber Etlipfe, bann aber R' unb R berfetbe ȘQunft 
unb PH = RH.

ießrfai) 6. Sie ju beiben Seiten ber tteinen 
ՅէФfe tiegenben Zßeile ber Etlipfe finb congruent.

SBeWeiå Wie bei Seßrf. 4.
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§15.
Kef) r f al) 1. Hßerbett b i e ՋՋ i n f e I, welche jwei $u= 

fammengeßorige ßeitftraßleu mit einanber bitben, 
ßalbirt, fo erßält man Sangente unb Normale bež 
®llipfenpttțifte8.

ißorauâfe^nng. z АРК = z LPK 
z APN = z BPN.

©eíjauptung. HK ift Sangente unb PN formate. S¡g. 21.

æetoeiâ. Bueőrberft ift ju beamten, baß ßinien, Weliße 
Nebenwinkel ßalbiren, jenkreißt auf einanber fielen, baß alfo 
PN Normale fein muß, wofern HK Sangente ift. ießtereè 
bleibt ju betoeifen.

SaKt man Bon A ein perpenbitel AJ auf HK unb Der» 
lángért её, Ьі8 eå BL fèßneibet, fo wirb Д APJ ճ Д LPJ ; 
benn JP = JP, z BJP = z LJP = K unb Z APJ = 
Z LPJ (ո. Ջ.). Silfo ift AJ = LJ unb feber Punkt in 
HK cbenfo Weit ւ՝օո L entfernt, alâ non A. Sßon aűen 
fünften in HK ift bie Summe ber Slbftänbe »on L unb B, 
mithin aueß Bon A unb B, für ben punkt P bie ïleinfte, unb 
ba P in ber (Sllipfe liegt, fo liegen alle anberen fünfte außer« 
halb berfeiben, b. ß. HK ift eine Sangente.

îlnmerfuug. Stile SSärmeftraßlen (Sicßt», Sißallftr.), 
bie Bon einem ber ^Brennpunkte auâ auf eine elliptifcß ge= 
formte §lä(ße fallen, werben fo reflectirt, baß fie fid) in bem 
anberen ^Brennpunkte wieber Bereinigen.

Folgerung 1. Sn ben ©nbpunkten ber Siefen fiel)en 
bie Sangenten auf ben Stèßfen fenkreèßt, unb bie Normalen fallen 
mit ben Síd;jen felbft jujammen.

Folgerung 2. Sie in ben ©nbpunften eines Surcß« gig. 22. 
mefferë gezogenen Sangenten ftnb parallel.

®eßauptung. PT QS.
SeitieiS. APBQ ift ein Parallelogramm, weil bie Siago« 

aalen fuß gegenseitig ßalbiren; mitßin BP ff AQ unb Z MPB = 
Z A QM; alfo ift aueß Z BPL = z AQK alé Nebenwinkel 
gleißer Sßinkel unb Z LPT — Z KQS als Hälften gleicher 
äßinkel. Síes ftnb aber äußere SSecßfelwinkel, mitßin PT -jf QS.
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Seßrftiß 2. Sangente unb formate fenéiben bte große 
Зіфі'е unb beren Serlângernng fo, baß bie (Entfernungen ber 
Sttr$f$nitt8punïte осп ben Srennpuntten fid) tote bte Seit« 
ftraßlen beg Serüßrunggpunfteß »erhalten.

gig. 21. $eljauptiing. 1) AN : BN = AP t BP
2) AT : ВТ = AP : BP.

SBeiDCiS. Șt”tr 1) fofort erftèßtlid).
Sûr 2) jieße man AĽ f- TP; bann ift Z AĽP = 

Z TPL aíg ©egento. unb z ĽAP = z APT aíé $8eèßfelto. 
9Խո ift aber Z APT = z TPL (Seßrf. 1), mithin аиф 
Z AĽP = z ĽAP unb PĽ = AP. Silfo
AT : ВТ = PĽ : BP = AP : BP.

Folgerung 2. AN : BN = AT : ВТ, b. V A, B, 
T unb N ftnb nier ßarmonifdje fünfte.

Folgerung 3. Sie Normale geßt nur burd) ben it tel» 
punit ber (Eűipfe, wenn fie mit einer ber Strafen gatt; ¿ufammen» 
fãUt.

§16.

Slttfgabe 1. Sín einen %)unft ber (íílipfe eine Sangente 
;u jießen.

gig. 21. Sluflöfung 1 (einfa^fte). ЭДап ßalbirt Z LPA.
2. ЭДап macßt PL = PA, jießt LA unb fällt barauf 

»on P ein fßerpenbitel PJ.
3. ЭДап ßalbirt LA in J unb »erbinbet J mit P.
4. ЭДап jdjlägt mit ber Ralben großen 3íd;je einen .Kreiß 

um ben Ölittelpuntt M unb »erbinbet ben Surcßfèßnittgpunft J 
biefeê ^reifeß unb ber Sinie AL mit P.

íBetocis. MJ = Ճ. BL, alfo MJ ; BL = AM ; AB 

unb ba bte ben größeren Seiten gegenüberliegenben SBinfel 
JAM unb LAB діеіф finb, fo ift Ճ JAM oo Д LAB. 
Saß er MJ ff BL unb AJ = JL unb fomit JP Sangente.

Slnnterfttng. hierbei liegt L in ber fPeripßerie beë Seit« 
freifeë (§ 12) unb J in ber fPeripßerie beë über ber großen 
Slèßfe als Su^meffer befcßriebenen Steif её.

5. ЭДап тафі PĽ = PA unb jießt PT if AĽ.
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$ítoei8. AT : ВТ = PĽ : BP = AP : BP. 2)env 
иаф PT Sangente in 'äoige bon §. 15, Seljrf. 2.

6. 9)1 an conftruirt bie 91 crínale Ьигф .fpalbirung bon 
Z APB ober bигф Sßeilung bon AB im 33erl)ältniß bon 
AP ; BP unb jietjt bann bie Sangente fentrecht յոր 91orntaïe.

Aufgabe 2. 9ln einen fPunït ber (SUipfe eine 91orntale 
8U gieren.

3luflöfung mit benen bon Ջ1սքց. 1 gegeben.
Aufgabe 3. ՋՅօո einem außerhalb ber (Sllipfe gelegenen 

fünfte G bie Sangente an biefe ^urbe ju gieren.
Sluflöfung. 9Jlan քՓէսցէ mit ber großen 91ф|е ben Äreië gis- 23- 

um А unb mit В G einen Äreiè um G, ber ben erften in L 
unb K fcfjneibet. ¡Darauf 3 i elít man AL unb AK, іьеіфе bie 
Gllipfe in P unb Q fámeiben. GP unb GQ ftnb bie Sangenten.

ÍBeiueiô. Д BP G Д LP G (breí (Seiten =), alfo
Z BPG =. z LPG.

Д BQG ջտ Д KQG, alfo Z BQG = z KQG.

Лпаі^і^ег ЗДеік

§ 17.
$oraužgeljenbc üßcftimmiingeit. 9)lan wäplt ben 9Jlittel> 

punft ber (Sílipfe jum Sínfangžpuntt ber (Soorbinaten unb laßt 
kie x unb у 9(фіе mit ber großen unb Heilten 31 ф] e jufammen« 
fallen. Sie ßalbe große 91ф]е werbe mit а, bie ßalbe Heine 
Зіфі'е mit b, bie (Sjxentricität mit с Ье$еіфпеІ, alfo MC = 
MD = а; ME = MF = b; MA = MB — e. 9)lan pat gig. %. 
AE — а (§ 13, ßeprf. 4), Ьофег а2 = b2 + c2 ober c2 = 
а2 _ b2.

©Іеіфипд bít ©lüpfe. Sur ben ÿuntt P ber (Sílipfe 
fei PG = y, MG = x. Unt bie ©Іеіфипд jlúifфen у 
unb x ju fínben, geßt man yon ber ®гипЬеідеп|фа^ 
beg g) unft eg P au8. 3)апаф ift AP + BP — 2a.

@8 ift aber AP = |/y2 + (x + c)2;

__________ BP = |/y2 + (x - c)2;

alfo : j/y2 + (x + c)2 + |/y2 + (x — c)2 = 2a.
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SSettfjetlf matt, um tíorťíjeUíjafter $u quabriren, bie æitrjeïu 
auf beibe ©eiten ber ®lei$uug, fo ift

(l/у2 + (x + c)2) = (га — |/y2 + (x T- c)2) ,

ex = a2 —

toorttuž паф iriDgíidjfter Słebucticn folgt

a. |/ y2 4՜ (x — c)2 — 8,2 — ex.
Ûuabrirt man juin ¿toeltet 9)laie unb erbnet bie ®(ei$ung, 
fo wirb

а2у2 ֊I՜ (а2 — e2) x2 = а2.(а2 — c2).
9tadj £)bigem íft а2 — e2 — b2, mithin

а2у2 4՜ b2x2 — а2Ь2.
Síeê ifi bte 9)littelf)unftêgïeià;itng ber (Sïïifîfe.

íDibtbiri man bief e ®Íeidmng Ьпгф а2Ь2, f о nimmt fie

eine noèb einfachere Տորու an, папіііф У2
b2

ÍBcmertungen, SöHjrenb in bem fșnthetifdjen $ței( bie 
(Sttiÿfe burd) bte (8ntf ernung ber Srennpunfte unb bte 
Summe ber 8eítftraí)Ien beftimmt tourbe, werben für bte 
®ietcf)uitg ber Sume bte beiben fedhetd)fen ató bte ge» 
gebettelt ßenftauten betrachtet, gttr gewc()niid) iff а > b; её

ían ո aber апф а b genommen werben.

Sei а = b erhält man y2 + x2 = a2, baê ift bie 
ЗЛіНефипНёдІеіфипд bež Greifes für ben 3ïabiuê а; alfo getyt 
bie (SHipfe in einen Sreiê über, wenn bie 5tфfen 
діеіф werben. Sa in bief em Sait bie Cr;rcentricität c = 

|/a2 — b2 = о wirb, bie Srenittyitntte alfo mit bem -¡Mittel» 

gunite jufammenfallen, fo geigt fitty bie Ueßereinftimmung mit 
§12.

§iir а < b würbe bie tyalbe große 91ф]'е mit b, bie tyalbe 
Heine mit а begeittynet unb elftere mit ber y, letytere mit ber 
x Slttyfe jufammengefatten fein.
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§18.
íDíêcuffion b er Еіеіфипд a2y2 + b2x2 = a2b2.

1) 3ür x = o wirb у = + b, barauã folgt: bie у 9t$fe 

wirb auf beiben Seiten in ber Entfernung ber Meinen 
£atba$fe gefQuitten.

2) Sur x = + а wirb у = o, b. f.: bie x 3lcf)fe wirb 

auf beiben Seiten in ber Entfernung ber großen ^albadjfe 
gefcȘnitten.

3) gűr x = + ш, wobei m < а ift, wirb 

У = + — m2, b. f.: ^wifcȘen ben Énben ber

großen tjat bie ©Itißfe յս beiben (Seiten bet x unb 
у %ф(е congruente Steige.

4) $űr toa$fenbe m wirb |/а2 — m2 immer Heiner, b. f.: 
bie (Síítyfe ift in ber SDcitte am breiteften unb naíjert fid;

yen beiben Seiten fjet ber x 5¡í$fe, bis für x = + a

bie über unb unter ber 9lä)fe beftnbiicȘen 3weige in ber 
SlcȘje felbft ficȘ Bereinigen.

5) Șiir x = + m, wobei m > a ift, wirb y imaginär,

b. f.: bie (SUtyfe erftreät fi$ rticȘt fiber bie große ЭЩе 
ținaug.

§19.

Umfdjriebcner Ärei8. ®r flatting. <Տճ befielt ein 
enger Sujammenfjang jtoifdjen ber (Sliipfe unb bent mit ber 
Stoßen 3l$fe alâ ©urdjmeffer conftruirten Greife; biefer Sreié 
^itb ber um] Ф rieb ene genannt.

Seljrfaß 1. Фіе Drbinaten ber ©Ilipje »erhalten 
ІіфаиЬе n entf pre фепЬ en Ջ r b in aten bes umschriebenen 
Ãreifeê = b : а.

ÍBettició. (Scnftruírt man um bie große Щ|е alé Տ)սրֆ 
Kiffer einen Äreié unb bejeicfmet bie Orbiuaten beé Greifes յաս
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Unterziehe tion benen ber (SHtyfe mit Y, fo erhalt inan fúr PG

Șig. 24. y = ֊֊. |/а2  x2, für RG

SOUtíán y = —. Y ober y : Y = b : a. 
a

3ufa^. Sie gu діеіфеп Slbfciffen gehörigen Srbinaten 
ader ©íiipjen, иеіфе biefelbe große 9(ф|е țaben, ti erhalten [іф 
wie фге Heinen Зіфі’еп.

©onftruction ber ©Ilipfe mit .fbûlfe heb um» 
ІфгіеЬепеп ÃreifeS.

Gegeben fmb bie beiben 9ldjfen.
Ștg. 25. Pian conftruirt einen SreiS um bie große Mctife CD als 

Surâjmeffer, gieljt bie Srbinaten GH, G'H' u. f. m. unb 
Zneibet tien фпеп jebeSmal ein Stftd ab, baS |іф gur gangen 
Drbinate tierljalt wie b : a. Pian erteilt breé am heften 
ЬаЬигф, baß man аиф mit her Heinen фаІЬафіе einen SreiS 
um M Zlâgt, M mit H, H' u. f. m. tierbinbet unb Ьигф bie 
fünfte K, K' u. f. m. parallelen gu CD gieft, bis fie bie 
Srbinaten ]фпеіЬеп. P, P' u. f. to. ftnb Punfte her (SUipfe, 
benn

GP : GH == MK : MH = b : a
G'P' : G'H' = MK' ; MH' = b : a u. f. to.

§20.
Sangenten unb Normalen.
Seljrfaij 1. gűr je gtoei ©ïlipfenpunfte fteljen bie Sif» 

ferengen ber £)rbinaten unb Ííbfciffen in einer еі^афеп ®е» 
giețung gu i()ren Summen.

SBetuciS. Seien x' unb y', x" unb y" bie Goorbinaten 
gtoeier (SűipfenpunHe, fo gilt für bief elben bie ©Іеіфипд ber 
(Sílipfe; alfo 
a2y12 4՜ b2x'2 = a2b2 unb 
a2y"2 + b2x"2= a2b2. 5)игф Subtraction erfatt man: 

a2 (у12 — у"2) + b2 (x'2 — x"2) = o ober
a2 (у՛ — у") (у՛ + у") + b2 (х' — x") (х' + х") = о
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У' + y" 
b2 x՛ -f- x"
a2 У ' + У"

Aufgabe 1. Sie ©Іеіфипд ber Sungente fur ben 
frtrcȘ %՛ unb y' gegebenen ^unlt ber ©llipfe ¿u beftimmen.

îluflôfung. Sie ©Іеіфипд einer ©erűben, теіфе Ьигф gig. 26.
^en gegebenen fßuntt geȘt, Șut bie Sorm у — у' = а . (x — x՛), 
Wei а иоф beliebig ift. Sebe bief er ©erűben {фпеіЬеІ bie 
GUipfe in ¿weí fünften, nur wenn mun ben ¿weiten 3)игф^фпі№ 
Hnît fo nuȘe un ben $)unlt P g erűit benft, büß er mit фт 
äufammenfullt, bleibt bloß ein детеіп]фи^Ііфег ^)untt übrig, 
unb bie ©erűbe ift fungente. 35е$еіфпеІ mun ben ¿Weiten 
®игф]фпіШфипЙ mit x" y", fo muß für iȘn obige ©Іеіфипд 
ebenfuög gelten unb muu erȘult

bie ©Іеіфипд einer Secante, іпеіфе Ьигф jwei beftimmte 
®Uiț)jenpunfte geȘt, unb fie inug jur ©Іеіфипд ber Sangente 
Serben, wenn x" — x' unb y" = y' gefegt wirb. Sn obiger 
® іеіфипд würbe jwar in biefent gatt

y“ — У '  y' — y' о
о 'x" — x' X*  --- X՛

аЦо unbeftiuimt; паф 8eí;rf. 1 ift aber
y" b2 x" + x'

a2 y" + y' '
цпЬ trenn man Ijierin у" = y' unb x" — x' werben läßt, fo 
er^ält man

b2 . 2x' b2 x'
a2 . 2y' a2 y

unb bie (Sïeidjung ber tangente wirb

У — У
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Folgerung 1. Sejei$net man ben SBinïel, meinen bie
Sangente mit ber x 9lií;fe bilbet, mit «, fo {ft

tg Ä = — b2 x'
а2 У՛

-, unb ba für bie (Snbpunïte ber großen

2l$fe y' = o, für bíe ber Keinen SlcȘfe x' = o wirb, f о ifi
Л

für erftere tg а — ֊_ ober bie Sangente 1 jur x 9(^fe, für

festere tga = о ober bte Sangente -ff her x Șldjfe.
'jlltfgtlbc 2. 3)te ® letcpung ber 91 o r m a í e für einen 

gegebenen ®l(ipfenpunft ju beftinunen.
Sluflöfung. 3luS ber ©Іеіфппд ber Sangente folgt fofort 

bte ber 9iormale

SeȘrfn^ 2. Sie Șaibe grogé SlcȘfe ifi bte mittlere Ș)ro= 
portionale gwifcȘen. ber Slbfciffe be0 SBeriiȘrunggpunfteg unb beg 
Surdffdjnittgÿunïteg ber Sangente mit ber x 9(ф|е.

§ig. 26. íBelj unfitting. x' : а = а : МТ.

SBeineiS. Seist man in ber ®.Ieicfmng ber Sangente 
у — о, jo wirb x == MT, alfo

— у = — —շ—— (x — x')., tooraug folgt
а у

а2у'2 + b2x'2 = b2x'.x. §йг x՛ unb y' gilt autȘ 
а2у.2 b2x'2 — а2Ь2.

Silfo b2x'.x = a2b2 ober
x'x — а2 unb x' : а  а : MT.

Ջէքյրքս$ 3. Sangenteit, tueldfe eine (Sllipfe unb beit um*  
fcȘriebenen jtreig in folgen fünften berühren, bereit Slbfciffen 
діеіф finb, félteiben bie große SlcȘfe in bemfelben funíte.

gig. 27. SeilieiS. §ür bie Sangente beg (Sllipfenpunt’teg P ift 

MT = JL (nací) norí gem geÿrf. ). g itr beit fpunlt Q be» 

Sreifež um M ift MQ2 = MG . MT՛ ober а2 = x՛ . MT՛, 
alfo aucf) MT՛ = JL. .fierait» folgt MT — MT՛ unb T 

unb T՛ fallen jufammen.
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Folgerung 2. MT ift в en ber Heinen ?ídjfe піфі ab» 
lángig, bleibt alfo baffelbe, wenn and) ber äSerti) von b fid) 
ânbert.

Folgerung 3. Sie Sangente für ben f))unft P 
fann conftruirt werben, ínbem man bie Örbinate PG bis 
5unt umfd)riebenen Greife, bis Q, verlängert, in Q bie Sangente 
beS Steifes jieljt unb ben SurcȘfc^uittSpunH T biefer unb ber 
Stoffen 9ídife auffucȘt. TP ift bann Sangente ber Oííipfe.

tg a = b*
I2

b'2 
a'2

X
Հ ՚

x" + x'

y" + y'
2

§21-
parallele Seinen, cenjugirte Surcpmeffer.
Seljrfap 1. Sie £>albirungêpunfte paralleler

®el;nen liegen in bemf eiben Sur^meffer.
®ctoéis. 5'ür bie (Зерне PQ feien bie ßoorbinaten ber S*9-  ^8- 

^nbpnnlte x'y' unb x"y", für bie Sepne RS feien es x"'y"' 

unb xlvyiv. Sie ©leicpung »on PQ tft у — у'

(x — x'). (Bergt. § 20, %ufg. 1.)
ЗЗедеіфпеі man ben ЗВіпМ, unter welcpem bie Sinie bie

_ _ եչ
1л

toobei ¡c unb b bie Goorbinaten be§ ýalbirungepxrntteá H finfe.
Sn gleicher Sffieife fittbet [хф fiír RS bie ©Іеіфипд у — y'" = 
y’v _ ѵш

՜xS-֊ւ֊ (x - x > uuí

4« = = - Ճ

 y" — y'

X՛1 ---X՛

X1V _ x'" аЛ
xlv + x"'

֊ Ճ. ------2----- =
a2 У1Ѵ+У"'

2

ճ 
x'

x jámeíbet mit а, fc ift tg a = 

§ 20, Veí/rf. 1 wirb

x" + x' 1 
y" f У՛

xlv f x՛" 
yVI + y'"

b2 x' 
a2 t)՛ '
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wobei ț*  unb V bie (Soorbinaten beê £>albirungêpunfteâ K ftnb.
2)a beibe Seinen al» parallel gegeben ftnb, fo toirb a' = a 
fein, mithin

x * p — x * p ■
9luS biefer proportion folgt aber, baß M, H unb K in einer 
©traben liegen. So wie К, fo muß аііф ber ^albirungêpunït 
bon jeber anberen PQ parallelen Semite in ben Ьпгф H ge- 
jenben Surcfjmeffer fallen.

Seljrfap 2. 3ft eine Tangente einer Seime parallel, fo 
liegt ber 33erüf)tungêpunït in bemfelben Surdmteffer, ber burcȘ 
ben .õalbirungêpuntt ber Seltne get)t.

gig. 28. ÍBetueU. Sûr PQ Íft tg a = —

für bie Sangente VT ift tg a‘ = —

wenn p'p' bie ©oorbinaten beê Serítfyrungêpuntteê finb (§ 20, 
goig. 1). Sa PQ -H- VT, fo íft a = a', alfo

Woraus folgt, bag V mit H in bemfelben Sur$meffer liegt.
Seljrfaț 3 (UmïeÇrung). Seher Surdjmeffer IjalMrt 

ein Softem paralleler (seinen.
íBctueiS. (Sonftruirt man bie Sangente für ben (Snbpunft 

beê ©urdjinefferâ, fo fdjneibet jebe ber Sangente parallele 3 el) n e 
ben Surdjmeffer fc, baß ițr ýalbirungépuntt in ben Surdjmeffer 
511 liegen íemmt. (Seljrf. 2.)

ălnmerfung. hierin liegt bie Berechtigung, bie Ьпгф M
, geljenben îinicn iDunpmeffer ju nennen.

geljrfnß 4. 3։ețt man jlueien Seinen, bie von ben ®nb» 
punften bet großen 31ф|е паф bemfelben funíte bet ®lipje 
geßen, jtoei 2)urá;mejfer parallel, jo ȘaÎbirt ber eine Von biejen 
bie bem anbern parallel laufenben Seinen.

gig. 29. $orau8feßung. QS -H- pd
UR -H- PC..
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Setoeiã. QS palbirt PC, benn CK : KP = CM : 
MD = 1:1. ^оідііф I;albirt QS atte mit CP unb baȘer 
аиф mit RU parallelen Seinen. Saffelbe gilt non RU unb 
ben Seinen, bíe PD unb fcíglidj аиф QS jf- ftnb.

@rïlârung. Зюеі fo zusammengehörige Зигфте^ег, ba§ 
ber eine jebeântal bíe bem anberen parallelen Seinen If alb irt, 
țeifjen conjugirte Su^meffer. S)ie %ф|еп ftnb ebenfalls 
conjugirte ®игфте(|ег.

§.22.

^Іафепіп^ alt ber (Sllipfe.
gețjrfa# 1. (Sin non zmei Srbínaten g ebit beter

Streifen ber (Sllipfe i ft ֊ von bem Ьигф biefelben 
a

ßrbinaten begrenzten Streifen be§ ип^фгіеЬепеп 
ÄreifeS.

SBeýattfjtnttg. pghq = Ճ kghl.
а

ÍBetoeiã. @lan jielft bie Seinen PQ unb KL unb be՛ gig. 30. 
гефпеі ben Snlfalt ber SErape&e PGHQ unb KGHL.

@8 ift Tr. PGHQ = (PG + QH) , ДВ

Tr. KGHL = (KG f LH) . ЕЁ

9Hfo Tr. PGHQ : Tr. KGHL = (PG fQH):(KGf ŁH).

Sinn ift паф § 19,8eȘrfai 1 PG = —KGunb QH = — LH,
a a

mithin: Tr. PGHQ : Tr. KGHL= ±(KGf LH):(KGfLH)
a

= ֊b:l
a

= b : a

unb Tr. PGHQ =—. Tr. KGHL.
a

Siegen bie Drbinaten fel)r naife an einanber, ift ber Streifen 
alfo ипепЬІіф {фтаі, fo gelfen bie Self nen PQ unb KL in

3 
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iljre Sogen über, unb bie non ber (Sïïtpfe unb bent Greife fetter 
begrenzten Streifen fteljen пяф Obigem im Serljältnifj von b : a.

Siegen aber bie Orbinaten weiter aug einanber, fo fann 
man gwif^en biefelben unenblid) viel anbere sieben unb baburdj 
ben breiteren Streifen in tauter unenblidj fúmate zerteilen. 
Oa alle einzelnen, Ьигф bie (SŰipfe begrenzten, ипепЬІіф fámáién

(Streifen — tien ben burd) ben Äreiâ begrenzten ftnb, jo ift

аиф bie (Summe ber erfteren — Don ber Summe ber legieren 
a

uní) PGHQ = Ճ KGHL.
a

Seljrfaß 2. Ser Slädjeninpalt ber (SHipfe ift 
= ab 7Г.

9taá) »origem ®a^e ift ein von gtoei Srbinaten 

begrenzter (Streifen bér (Sltipfe — »on bem entfpreèpenben

(Streifen bc8 umfdfriebenen SreifeS; in foIcȘe (Streifen ïann 
aber bie ganze @Hipfe zerlegt werben unb e8 ergiebt fiep barauG, 

baß bie ganze (Süipfe — beS umfdfriebenen ÄreifeG ift. Silfo

ift bie (Ellipfe = —. a2 n = ab ti.

III. SSon ber f? lj p e r b c I.

SijntHW*  WW.

§.28.
(Ertlürnttg 1. 3)ie Hyperbel ift eine Surtie, bereit 

fPunïte »on einem feften Steife unb einem äußerl)alb 
b ef felben lieg enb en fßunite діеіфе (Entfernung I) ab en. 

gtg. 31. Síit ben Steiß um А unb ben fßuiitt В finb P unb P' 
fünfte ber ^țtyerbel, wenn PG — PB unb P'G' — P'B ift, 



35

fo bag bie Sreiecfe BPG unb BP'G' дІеіф{феп№д ftnb. ÏR an 
erpalt in ben verlängerten Stabten bie fünfte bet ^tpperbel in 
ununterbrochener golge, big bie Stabten Ьигф bie fünfte K unb 
L gețen, in weWjen bie non B an ben SteíS gezogenen San» 
genten benfelben berühren. Sann finb wegen ber rechten Söinfel 
bei К unb L in ben SSerlängerungen non AK unb AL feine 
funíte mehr Dorl)anben, bie non K unb L einerseits unb non 
В anberfeitS gleiche (Entfernung hatten. 91оф weniger eyiftiren 
і’оіфе fünfte, wenn bie SRabien ben SreiS über K unb L 
hinaus ІфпеіЬеп. Ser ýpperbetbogen bleibt alfo jwif^en ben 
®erőben AN unb AO eingefchloffen.

iBerücffi^tigt man aber bie (Entfernungen Dom Steife аиф 
in entgegengefehter Stiftung, in ber Stiftung über ben SDNttel» 
punît А hinaus, fo erhalt man eine neue golge von ^pperbel« 
punïten, bie einen ¿weiten für fidf beftehenbeu Sweig bitben. 
Siegt аиф in ber æerlângerung non AH über H hinaus bein 
fßuntt ber ^pperbel, fo erhalt man Ьоф in ber ^Richtung über 
A ben fPunït Q, für теіфеп QH = QB ift; ebenfo Q', Weil 
Q'H' = Q'B, u. f. w.

фіегпаф finbet քէՓ für feben ÿunft ber Sreisperipherie 
mit alleiniger SlitSnahme non K unb L ein ýpperbelpunft, 
|еЬоф fo, baß für bie fünfte G ¿ті^феи K unb L ein Sweig, 
für bie übrigen fünfte bei rüctwartS gemeffener (Entfernung 
ein ¿weiter Sweig {іф Gilbet.

Siefelbe ^pperbet erhalt man, wenn man ben Stets um 
В քՓէօցէ unb bie (Entfernungen yon biefein Steife unb А aus 
nimmt.

æorftehenbe (Erörterung geigt, baß bei bet ýpperbel eine 
einfachere unb ¿weintägigere Seftuition поф notiger 
ift, als es bei ber (EHipfe ber gall war. Sie ergiebt քէՓ, wie 
folgt.

Sa AP — BP = AP — PG = AG,
AP' — BP' = AP' — P'G' = AG',
BQ — AQ = HQ — AQ : AH,
BQ' — AQ' = H'Q' — AQ' = AH' u. f. w.

unb AG = AG' — AH = All' u. f. w., jo folgt:
3*
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(Erfiürung 2. Sie ^pperbet tft eine Súrne, für 
beren funíte b i e Sifferenj ber (Entfernungen non 
& inet feften fünften confiant i ft.

Siefe (ErHärung wirb fortan ju®runbe gelegt. 
8ig. 34. Չէսմ) țier fjeiben A unb B bie Ճ t e u n p u ո ï t e, jebe 

©erabe, bie einen Srennpuntt mit einem funíte bet Surre 
nerbinbet, 2 e i t ft r a Í) ( (rad. vector), ber ^ali'irungêpuuït M 
non AB 9Jîittelpuntt, MA unb MB ©ycentricitãt, CD 
bie ýauptacpfe, jebe burdj M geȘenbe gerabe Sinie’, аиф 
wenn fte bie ^pperbel nidjt fcȘneibet, Sur^meffer (nergl. 
§ 33, Seprf. 4). Sie 9tebena$fe ift imaginar.

Folgerung 1. Ser gcometrifdje Զրէ für bie 9Jíítteí= 
punfte ber Steife, bie einen gegebenen SreU non außen ober 
einf(pliejjenb berühren unb Ьигф einen außerhalb beë 
Sreifeë gelegenen $unft gelten, ift eine фррегЬеІ.

Folgerung 2. Sier geometrifc^e Զրէ für bie Spinen 
bet Sreiecfe, weïcpe biefeïbe ®runblinie unb für bie anberen 
Seiten eine діеіфе Sifferen; tjaben, ift eine jppperbet.

§24.

©onftruction ber -fDpperb eï. a) in einem Suge.
gig. 32. ?ln einem Sineaï ift in H ein Saben befeftigt, beffen 

Sânge < AH fein muß unb in ber Sigur 32 = GH ge= 
nommen worben ift Sabei muf՝ AG < AB fein. Sag 
embere @nbe beg Sabeng iff in В auf bem papier befeftigt. 
Snbem nun bag Sineal um ben fPuntt A gebrebt unb burd) 
ben Stift ber Saben immer ftraff gehalten wirb, betreibt ber 
Stift einen ^pperbelbogen, für weid;en A unb В bie Srenn» 
puntte ftnb unb AG bie confiante Sifferenj ber Seitftraflen be- 
geidȘnet. Surd; Sefeftigung beg Sabeng in A unb Sreijung 
beg Sinealg um В erhält man ben ^weiten Sweig ber ýpperbet 

Sctocig. Ser abgeíőftef’Síjeii beg Sabeng, PB, ift = 
PG; beinnad) ift für jeben fßunft: beg ýpperbelbogeng AP — 
BP = AP — PG = AG unb alfo confiant.
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b) burd) einzelne fünfte.
9Ran f$lâgt um bie SBrennpunfte A unb В nńeberljolt gig. зз. 

Steife mit folgen SR tibien, beren Sange um eine confiante ®rß§e 
bifferirt, unb tierbinbet bie földjén Steifen ange^ßrenben 3)սրփ՛ 
f^nittêpuntte burd; einen freien Bug. 9Ran erhalt bei berfelben 
Birfelßffnung jebeëmal 4 ÿunïte ber ^pperbel.

§25.
(Erllärung 1. Sin fßunit liegt außerhalb ber .^pperbeí, 

menu beibe Sßerbinbungëlinien b eß fünftes mit ben ЗЗгепп- 
punïten bie Surtie fdjneiben; er liegt bagegen innerhalb beS 
einen BiDeigeê, menu bie SBerbinbungêlinie mit bem Srennpunïte 
biefeë StoeigeS bie Surtie nicȘt ftfneibet.

Sețrfa$ 1. ßür feben innerhalb ber Hyperbel gelegenen 
ÿunft ifi bie Sifferenj bér (Entfernungen grßfjer, für jeben 
außerhalb gelegenen Heiner ató bie (Different ^toeier $ufammen= 
geljßrigen Seitftrablen.

a) äBoraußfepunfl. AP — BP = AG. 8'9- 34.
¡Behauptung. AJ — bj > AG.
¡Betoetó. BJ < PB f PJ,

alfo auch BJ < GP f PJ,
ober BJ < GJ.

Solglith AJ — BJ > AJ — GJ
unb AJ — BJ AG.

b) $orau8fcpung. aq — bq = AG.
Seljüiiptung. AL — В L < AG.

®etoei8. AL < AQ + LQ;
alfo AL — BL < AQ + LQ — BL,
ober AL — BL < AQ + LQ — LQ
ober AL — BL < AQ — BQ
unb AL — BL < AG.

(Sbenfo fann audj bewtefen Werben, bag BL — AL < 
AG iff, ba L aud) außerhalb beg anberen ^çperbeljWeígeâ 
liegt.

Seijrfag 2. Sie ^auptadjfe ber írçperbeí enbet auf beiben 
Seiten glei^weit ror ben Srennpunften.
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gig. 34. AC = BD.
ÍBeWeig. AD — BD = ВС — AC

ober AC + CD — BD = BD փ CD — AC,
alfo AC — BD = BD — AC

2AC = 2BD 
AC = BD.

golgernitg. Ser 9Jlittelf)untt Ijalbirt bie Raufst» 
a ф f e : CM = DM.

(Srtlärung 2. Ste (Snbpunfte ber ^aufetacȘfe C unb D 
Reißen ©феііеІрипНе ber ^ßperbel.

Seljrfaß 3. Ste ýauptac^fe ift діеіф ber Sif= 
f eren; ; ro eter jufammengeljörigen Seitftraljlen.

gig. 34. SeÇnufJtting. AP — BP = CD.
æetueiâ. AP — BP = AD — BD = AD — AC 

(Sețrf. 2) = CD.
Seljtfaß 4. Յո bem fßerpenbiiel, baë man im 

9Jlitteïf)unïte M auf ber ýauptadffe errietet, liegt 
lein fßunlt ber f5ț)perbel.

ißettieiâ leicȘt.

§26.

Seýrfa^ í. (Sine gerabe Sinie f^neibet entweber 
bie ýgperbel in ;toei fünften, ober berührt fie in 
einem fünfte, ober liegt gan; außerhalb berfeiben, 

gig. 35. SBorauSfeßung 1. Sie ©ereibe OV fcȘneibet bie Sinie 
AB ;mifc^en A unb B.

SSeWeiŽ. Salit man BH 1 OV, verlängert её um [іф 
felbft big G, fo baß HG = BH ift, unb verbinbet A mit G, 
fo ift AG bie größte Sifferen; bei Entfernungen, іѵеіфе bie 
fünfte in ber Sinie OV von ben SBrennßunften ljaben. Qllle 
fünfte von OV finb патііф von B unb G діеіфтеіі ent» 
fernt, alfo ift

AK — BK ~ AK — GK ՜ AG.
Sagegen AN — BN = AN — GN < AG,

AL — BL = AL — GL < AG u. f. m.
9lun tonnen brei Sülle eintreten. Es fei bie Sifferen; ber 
Seitftraljlen bei ber фгфегЬеІ = d, fo tann:
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1) AG < d fein. Sann ljabeu alle anbeten fünfte 
non OV eine поф Heinere Siffereng bet (Entfernungen ; bie 
gange Sinie OV Șal feinen Punît mit bet ф^егбеі gemein 
unb liegt gang außerhalb berfelben.

2) AG = d. Sann ift AK — BK = d unb К 
ein Punît bet фірегЬеІ; alle anberen fünfte von OV liegen 
aber außerhalb unb OV ift Sangente.

3) AG > d. Sann giebt eS immer gtoei ՏսրՓքՓոէէէՏ« 
țmnfte, mie aug folgenben VetracȘtungen erhellt.

©ггіфіеі man in M, bem Piittelpunïte ber ýgperbel, bag 
permeabilei auf АВ, теІфе§ OV in T fcȘneibet, fo ift AT — 
ВТ = о unb ein Punît ber ^çperbel liegt b alj er gtoif^en К 
unb T. Ser anbere Surôfámíttêpunít fann enttoeber über К 
ober über T ljinauS liegen.

3iețt man Ьигф A eine parallele gu OV unb verlängert 
BG big gu fljr, big S, fo wirb, wenn d > AS ift, bet ¡weite 
punît über К Ijinaug liegen ; ift aber d < AS, fo liegt ber 
¡weite punît über T ljinauS.

Setradjtet man bie Punïte über К íúnauS, fo verringert 
քէՓ bie Siffereng ber (Entfernungen immer meȘr, aber nur bis 
gu ber ©tenge AS. Senn

AN — BN = AN — QN = AQ,
AO — BO = AO — RO = AR;

aber AR < AP < AQ < AG. Sie Siffereng ber @nt« 
fernungen wirb immer Heiner, Ьоф AS < AR unb Heiner 
alé jebe folgenbe Siffereng. (Ein Punît bet jerbei îann 
alfo über K Ijinauê liegen, wenn d ber ©roße паф jn>ifi^en 
AG unb AS fällt, fonft піфі.

güt bie punïte über T IjinauS wirb bie (Entfernung von 
В größer, aß bie von A, unb bie Siffereng VB — VA ss 
VG — VA = VW — VA = AW bleibt immer < AS, 
näljert քէՓ aber bief em Жегфе immer meljr. (ES wirb alfo 
ber ¡weite ՏսրՓքՓոէէէՏֆսոէէ über T ljinauS fallen, wenn d < 
AS ift.

Poraugfeßung 2. Sie ©erabe OV f^ncibet bie Sinie gig. 36. 
AB in фгег Verlängerung, in K.
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Betoeiží. Sie größte Sifferen; ber Entfernungen ift für 
biefen 8eilt = AB; benn

KB — KA = AB,
bagegen VB — VA < AB,

LB — LA <Հ AB u. f. tv.
Sa bie Sifferenj bér Seitftrahlen d Heiner aï8 AB fein 

muß, fo treten bie galle nidjt ein, baß OV gan¿ außerhalb 
ber Hyperbel läge ober biefelbe nur berührte, fonbern eS_ giebt 
immer jtvei Surd)f(hnittSpuntte.

tScȘneibet baž in M auf AB errichtete fßerpenbifel bie 
Sinie OV in T, fo ift ¡für ben fßuntt T bie Sifferenj ber 
(Entfernungen = 0 unb es muß alfo ein fßuntt ber Hyperbel 
gtvifèften K unb T liegen. Ser ¿weite $unft liegt entweber 
über К ober über T hinaus.

ßür bie über К [jinauS liegenben fünfte bleibt bie Sifferen; 
ber Entfernungen > AS, tvenn AS -ff- OV unb BS 1 AS 
gezogen ift @8 liegt alfo ber jweite SurchfcfmittSpuwEt über 
К IfinauS, tvenn AB > d > AS. 3Benn aber d < AS, 
fo liegt er über T hinaus, tveil in biefer Strede bie Sifferenj 
ber Entfernungen von 0 bis AS tvädfft unb alfo bann ein 
fPunft ber Hyperbel barin liegen muß.

§ 27.
Seßrfaß 1. Ser von ber .gerbet begrenzte Shell eines 

SurchmefferS wirb im 3JHttelßunfte halbirt.
gig. 37. Behauptung. PM = QM.

Seprfaß 2« 9lHe auf ber verlängerten fbauptad)fe fent« 
rechten Sehnen werben bnreh biefe 9(ф]е ftalBirt.

öcßrfaß 3. Sie ju beiben Seiten ber verlängerten 
.f)auptad)fe liegenben Sheile ber ýpperbel finb con» 
gruent.

Sehrfaß 4. Sille ber fpauptachfe parallelen Sehnen werben 
burd) baS im SJHttelpuntte auf ber fpauptaepfe errichtete $er» 
penbitel halbirt.

gig. 37. Behauptung, hr = HS.
Sehrfaß 5. Sie beiben getrennten gweige ber 

fppperbel finb congruent.
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Sie Semeife biefer Seljrfäße ftimincn faft tiotlftänbig mit 
benen non § 14, Seljrf. 2—6 überein.

§.28.

Sefjrfaß 1. Sßerben bie Sßinfel, юеіфе țtoei sufammen*  
gehörige Seitftraßlen mit einanber bitben, Ijalbirt, jo créait man 
Sangente itnb Formate bež £i)perbelpunlte3.

$ornusfe$nnfl. Z APT = z ВРТ, Sfo- 38.

z BPN = Z NPL.

{Behauptung. PT ift Sangente unb PN Formate.

$ ein eiS. 3iet)t man BJ 1 TH unb tierlangert еЗ, ЬіЗ 
ež AP in G fcßneibef, jo ijt Л BJP ճ Д GJP; benn P J 
= PJ, Z BJP = Z GJP = R unb Z BPJ = Z GPJ 
nad) SBoraužf. Silfo GJ = B J unb G ift ber fPuntt, Don 
юеіфет alte funíte in HT biefetbe Entfernung babén, mic 
tion B. Daraus folgt AG = AP — BP = ber Different 
ber ßeitftratjlen. $on allen fünften in HT außer P ift bie 
Differens ber Entfernungen tion A unb В < AG; alfo liegt 
P allein iu ber ^pperbel, alle anberen jßunfte tion HT liegen 
außerhalb berfelben (§ 26, Seljrf. 1) unb HT ift Sangente, 
alfo audj PN Normale.

Sínmer fitug. Sille Sßärmeftraljlen (Sidjt», ScbaUftr.), 
bie tien einem ber {Brennpunkte aitS auf eine ßpperbolijd) 
geformte Slâdje fallen, merben fo reflectirt, als waren fie tion 
bem anberen {Brennpunkte ausgegangen.

Seßrjaß 2. Sangente unb Normale fenéiben bie ^aupt» 
ad)fe unb bereu Sßerlängcrung fo, baß bie Entfernungen ber 
Durrf>f$nittSpitnkte Don ben ^Brennpunkten fid) mie bie Seit’ 
ftraßlcn beS {Berührungspunktes tieríjatten.

{Behauptung. 1) AT : ВТ = AP : BP, gig. 38.
3) AN ; BN = AP : BP.

IBeWeiS. gfir 1) f of ort erficßtlicß.
2) ift su berücffidjtigen, baß BG Ц- NP 

ift, woraus AN : BN — AP : GP = AP ; BP folgt.

Folgerung. A, B, T unb N ßnb nier ßarmonifeße fünfte.
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§29.
Aufgabe 1. 5in einen фипЙ bet ^perrel eine Sangente 

յո $iel;en.
Sliiflöfuitgen паф § 16, Síufg. 1.
Slufgabc 2. 9ln einen punît her фгфегЬеІ eine Normale 

$u $iețen.
$ig. 39. Aufgabe 3. Sßon einem außerhalb ber ôpperíeí gelegenen 

fünfte L bie Sangenten an biefe Surbe $u gieren.
$üiflöfung. Pian fďjíägt mit bér grogén Зіфі'е CD Greife 

um А unb B, fobamt um L erftenâ einen Sreiè mit AL, her 
beu Äreiè um В in H unb H' unb jweitenè einen Sreis mit 
BL, ber ben Sreiê um А in G unb G' fcȘneibet. Sann $iețt 
man AG unb AG՛, außerbem BH uub BH՛, bi8 fie ¡іф in 
ben £njperbelpuníten P unb Q іфпеіЬеп, »erbinbet L mit P 
unb Q unb erhält in LP unb LQ bie »erlangten Sangenten.

íBetDeiã. Д AGL ճ Д BH'L; benn AL = HL, 
GL = BL unb AG = BH'; тіфіп Z AGL = ճ H'BL. 
Sßegen GL = BL ift аиф Z LGB = z LBG, baljer аиф 
Z PGB = z PBG unb GP = BP. hieraus folgt $սո&Փքէ,
baß AP — BP = AG unb P, ber фигфІфпіШрипЙ: bon
AG unb BH', ein Punît ber jerbei ift. Sann aber folgt
д PGL sg Д PBL (brei Seiten); alfo Z GPL = Z BPL
unb fomit PL Sangente.

@benfo fann ber Seweis für QL geführt werben.
Slnmcrtung. (Sonftnrcticn unb Seweis für Slufg. 3 finb 

jiuar еіпрафег, wenn man nur AG unb AG' big $um $игф-- 
Іфпій mit ber Werbel in P unb Q verlängert; inbeg liegen 
biefe ՏսրՓքфпіНёрипНе öfters $u fern, а(6 baß man bie Linien 
bis $u iljnen խո $iel)en tonnte. Sn bem galle laßen |іф mit 
Sujiebung bon BH unb BH' bie Sangenten Ьоф conftruiren, 
wenn man аиф bie $игф|фпіН8рипЙе bon AG unb BH' einer- 
feitê unb bon AG' unb BH anbrerfeitb иіфі benußen faun. 
(Sßergl. Äamblt): planimetrie, ©. 92, Slufg. 11.)

«eßrfaß. Siebt man bie Sangenten bom Plittelpunït 
aug, fo laufen fie big in’S ПпепЬІіфе, ефпе baß bie Serüßrung 
тігіііф erfolgt.
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$et»ei8. 9Jian քՓ՚էսցէ (wie bei Ցէսքց. 3) mit ber großen S>3- 40՛ 
Э(ф(е CD Steife um A unb B, f obann um M einen SreiS 
mit MA ober MB, œeld;er ben Sreiê um A in G nub G՛ 
unb ben um B in H unb H' fcȘneibet. 3iet)t man bann AG 
unb BH', fo ftțneiben ficȘ biefelben nicȘt, fonbern taufen ÿ a՛ 
raliét; benn z AGB = R até SBinlel int ^albfreié, unb ba 
Z P"BG = z P'GB, fo аиф Z P"BG = R. 3iețt man 
5U biefen Sitiién Ьигф M bíe ^arattete MP, fo trifft biefetbe 
Weber паф Р, поф паф R Ijin verlängert jemals bie фгфег&еі. 
Senn jeber ^tunft P bief er Sinie bleibt außerhalb ber Sttrbe, 
ba (wegen ©Іеіф^еіі yon BJ unb GJ) AP — BP = AP
— GP < AG.

9(еІ)пІіф finbet man bie §weite Sinie QS.
Folgerung. Sie ^perbetgweige erftrecEen [іф піфі über

Z PMS unb QMR t)inau§.
©rtläruiig. PR unb QS Reißen 9(fçmj)toten ber 

.<3Çperbel, weil fie, bis in'S ИпепЬІІфе Verlängert, Ьоф піфі 
mit ber Sütne jufammenfatten.

ЗйшІуІіЭДег

§30.
® Іеіфппд ber .^tytperbel. SGQan toaijït, tote bei ber tf¡9- *!•  

®Uiț)fe, ben SJlittetyunEt M gum Slnfangêpunït ber (Soorbinaten, 
K§t bie x 31ф|е mit ber ýaupta^fe ber jerbei jitfammen» 
fallen unb nimmt feutrent barauf bie у Э(ф]е. Sie Ijaïbe 
gro§e 9íd)fe Ье^еіфпеі man mit а, bie (šfrcentricitât mit c; alfo 
ДіС = MD = а, MA = MB = c. gűr ben -ÿuntt P ber 
ФьрегЬеІ fei PG = y, MG = x unb паф ber @гипЬеідеп|фа^ 
ber Surre ift

AP — BP = 2a,
ober |/y2 + (X + e)2 ֊ j/y2 + (x — c)2 = 2a. 

ճսրՓ eine діеіфе Umformung tote bei ber gffipfe erhält man 
а2У3 — (с2 — а2) X2 = — a2 (c2 — a2).
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Ջ» c > a, fo ifi c2 — a2 pofititi unb fann = b2 ge
fegt werben. Sann ergießt fid)

а2у2 — b2X2 ֊ — а2Ь2
ober, Ьпгф а2Ь2 bioibírt,

als 50ШеІрипШдІеіфипд ber фр p erb el.
^Bewertungen. 1) ©djlägt man mit c einen SreiS um 

D, her bie у 9lcȘfe in E unb F ¡фпеіЬеІ, fo ift
EM2 = FM2 = c2 — а2, 

alfo EM = FM = b.
9Kan nennt EF bie Olebenadffe ber ýpperbeí.
2) ©inb bie 51ф|еп einanber діеіф, alfo b = а, fo er՛ 

Ifält man bie gleidffeitige фррегЬеІ, bérén ©Іеіфипд 
у2 — x2 = — а2 ift, unb bie |‘іф gu ben übrigen фррегЬеІп 
ebenfo öerlfält, mie ber Srem gu ben (Eílipfen.

3) ЗЗігЬ in ber ®1еіфипд ber (Ellipfe bie 91ф(е b ima
ginar, alfo = b У՜— 1 gefegt, fo erhält man bie (Уіеіфипд 
ber фррегЬеІ.

§31.
Siêcuffion ber ® Іеіфиид а2у2 — b2x2 = — а2Ь2.

1) Siir x = о wirb у = + b j/ — i ; barauS folgt: Յո 

ber у ЭДфі'е liegt tein fPunft ber фррегЬеІ, ber SBertlf 
»on y bejeicȘnet bie imaginare ՕէօհօոսՓքօ.

2) Sur x — + а mirb y = o; b. f.: Фіе x 31ф(е wirb 

auf beiben ©eiten in her (Entfernung ber Ifalben фаирЬ 
սՓք6 gefcȘnitten.

3) Sür x = + m, fo lange m < а ift, bélfalt 

y = +_— |/ m2 — а2 einen imaginaren ®ertf); b. f.: 

©óméit bie фаиріафіе геіфі, liegen feine funíte bet 
фррегЬеІ.

4) Sűr x = 4- m, wobei m > a, ift y immer reell, b. f. : 

53on ben (Énben ber großen 31ф]'е (ben ©феііеірипйеп) an 
fefet fidf bie Surre паф beiben ©eiten Ifin gleichmäßig 
fort unb bilbet über unb unter ber x 91ф]"е congruente 
Зтеіде.
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5) gûr toaèfffenbe m loirb |/ m2 - а2 immer großer; b. f.: 
Sie фррегЬе! entfernt fidf fomofjl non ber x 2(djfer als 
non ber y 2($fe nadj beiben Seiten bin immer mein՛.

G) §ür x = + со mirb сшф у = + со ; b. f. : Sie 

(Entfernungen ber ýyperM;meige tion beiben (Eoorbinaten« 
Stufen ina^fen big in’g Unenblidje.

§32.

Seljrfnít 1. Sangenten unb Normalen. §ür je 
gtoei фЭДегЬеІрипЙе fteljen bie £)ifferengen bet £)rbinaten unb 
Slbfciffen in einer etitfaüen Sîejiețung gu ibren Summen.

SetoeU tote § 20, 8eí)rf. 1. — <Sinb x' unb y', x" 
unb y" bte (Scorbinaten gtoeier £)Ç!perbetyunïte, fo gilt fur 
biefelben bte ©ïeidjung

y' — y"  b2 x' + x"
x' — x" a2 y' + y" '

mögen beibe ÿunite bemfelben ýtypeťbelgtoeige ober öerfdjiebenen 
3toeigen angeboren.

Aufgabe 1. 3)ie ©leidjung ber Sangente für ben 
burd) x' unb y' begeicȘneten ȘOituft ber ítyperbel gu beftimmen.

Slnflöfuni) tote § 20, Slufg. 1.
3ÍIã ®Ieid)ung einer (Secante, bie Ьпгф ¡toei 

peťbelpuntte getyt, finbet man

ober nad; Setyrf. 1

У — У' = (x — x')b2 x' 4՜ x" 
a2 y- + y"

Folgerung L Sejeiițnet man ben ՋՋinEel, toelcÇett bte

Sangente mit ber x Зіф]е Ьübet, mit a, fo ift tga — -------
а У' ՛ 

Sûr bie ©djeiteïpunïte C unb D, bereu (Sccrbinateu x' = + а, 
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gig. 40.

y' = o fini), toirb tg a = — , alfo fleten фге Tangenten 

fenfrecȘt auf bet x Sídjfe.
Sufa^ 1. Sie Tangente eines unenblidj entfernten fünftes 

ber ^periei gel;t burci; ben SKíttelpuntt.
SelveiS. Sie ©leidjung ber tangente lägt fid) foígenber*  

maßen umformen:
а2уу' — а2у'2 = b2xx' — b2x'2 •

ober а2уу' — b2xx' = а2у'2 — b2x'2 ՞ — а2Ь2
(mit æeritcffidjtigung ber ©íeídjung ber fýgperM)

unb a2y 2- — b2x = — -LJ՝—
X՛ X՛ '

mobei ճ = +T-
X՛----------------- ;--------

stimmt man nun x' ппепЫіф grog, fo wirb Հ- 

unb bie ©leidjung ber Sangente wirb

o, tvorauå

а

у = + — x í;eri>crgel)t.
— а

Scutere Оіеіфипд BegeicȘnet aber girei gerate Simen, tie Ьпгф 
ben 9)iitteîț)unît gelten.

Ցսքօ$ 2. Sie bitrdj bie ©Іеіфипдеп у = + —.x 
— а 

bezeichneten ©eraben finb bie Slfçmptcten ber &հ-- 
perbel.

$eti)Ct8. 3n @ig. 40 traten PR unb QS bie ăifșmț'tcten 
ber ýpperbel (§ 29, (Srflär.). Sa Д MJB гефітіпНід,

= |/e2 - a2 = b



47

ift, jo erhält man tg JMB — ֊ü— = ֊Լ. $іе®1еіфипд 
MJ а

ber ©eraben PR ift mithin у = — x;
а

Sie ©Іеіфппд tion QS ift у = — —x .
а

Sie Slfçmptoten Ijaben alfo bie ©Іеіфиидеп у = ֊է — x.

Folgerung 2. 3ür bie gfeicȘfeilige jerbei finb 
bie ©Іеіфипдеп ber ülfymptoten y = + x unb y = — x. 
Sie Slfpmptoten fenéiben alfo bie Siefen unter SBtnïeïn tion 45° 
unb рф felber гефітіпііід.

Äufgabe 2. Sie ©Іеіфипд ber Normale für einen 
gegebenen ^perbelțmnît չս beftimmen.

'tluflöfuug. 9luê ber ©Іеіфипд ber Sangente folgt f of ort 
bie ber Normale

§33.
parallele Seinen, conjugirte 5)ur$meffer.
Seljrfap 1. ®ie ^albirungèpuntte paralleler 

Seinen liegen in bemfelben ©urdjmeffer.
SetoeiS. Söre bei ber Sïlipfe (§ 21, Seljrf. 1) finbet $tg. 42. 

fnÿ für ճ a, ben PQ (P'Q') mit ber x SlcȘfe bilbet, 

tga = -y֊—7_ unb mit älmnenbung ron § 32, 8el;rf. 1

-4- x'. __ b2 x" + x' _ b2 ----- Z2L _ b2 x
а2 * y,z + у' а2* у"-Ру' а2 ç '

2 
toobei ț unb p bie Goorbinaten bež ^albirimgêpunïteê H (H') 
finb.

Sežgleidjen ift für RS (R'S')
yiv _ ý1' b2 xlv+x'" b2 r'

էշ« = -____ í— =-----------------=------- —,
xiv — x'" а2'у,ѵ+у'1' a2 Հ՛ 
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rocíe: ț' unb Հ՛ bie (Scorbinaten bes fpaïbirungêipunïteâ K (K') 
ftnb.

ba a = a' քքէ,
b2 y  b2 շ՛ 
а2' ç ՜ а2 ý

unb x : ç = Հ : ț'-
ýnercuté folgt, ba^ M, H unb K (M, H' unb K') in einer

gig. 42.

©eraben liegen; mithin liegen alle PQ (P'Q') parallelen 
Seinen mit iȘren ^albirungèpuntten in bent burd) H (H') 
ge^enben SurcȘmeffet ober werben fämmtlidj non ilpn paíbirt.

Seïjrfap 2. Յքէ eine Sangente einer Seltne parallel, 
fo liegt bet SSerûptungêpunft in bemfelßen Sunpnteffer, ber
burity ben ^albirungêpunït ber ®eï;ne getyt.

ÍBctoeiž. Sur PQ toar tg a = —
а2 у

für bte Tangente VT tft tg a = ՜՜շ՛՜՜;

(Wï- i)

(§ 32 goig. 1),

wobei x' unb y' bie ©oorbinaten bež SeriityrungSpunlteS finb.
Silfo, ba a = er' ift, 

í Ц = ï՛ : y1 
unb ber SerűtyrungSpunít V liegt in bemfelben Surctymeffer, 
ber burtty H getyt.

Seljrfaty 3. ßietyt man zweien Setynen, bie non ben 
©nbpunf'ten ber großen Slctyfe natty beinfetten fünfte, ber fppperbel 
getyen, jwei .Surctymeffer parallel, fo tyattirt ber eine von biefen 
bie bent anberen parallel laufenben Setynen.

gig. 43. Sorauhfetyuttg. QS -ff PC,
KU 4f PD.

®etoci§. QS tyattirt CD, alfo amty PD, alfo alle PD 
parallelen Setynen. RU tyattirt CP unb alle CP parallelen 
Setynen.

©rflätttttg. QS unb RU finb conjugirte Surtty« 
meffer ber ^pperbel. (Sergi. § 21, ©rilar.)

Folgerung 1. Sie Qlctyfen finb conjugirte Surctymeffer, 
bie Slfpmptoten nictyt.

Setyrfü^ 4. Seher Sitrityuteffer tyalbirt ein Spftem 
paralleler Setynen.
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îBelueiS. 3it jebero Surèpnteffer fann man tion C aug 
eine parallele Seime g іереи unb ^iept man bann tion D au8 
eine ÿveite Seime nacp bemjelben jßuuft bet фрреѵЬеІ, ben 
bie erfte trifft, fc wirb leftere Sepne unb mitpin jebe ipr pa՛ 
radele tion bem gegebenen Surepmeffer palbirt.

§34.
Slfpmp toten.
Aufgabe. Sie Ülfpmptoten einer gegebenen ^pperbel ju 

conftruiren.
'Huflöfung. Sie ©leiepungen ber Slfpmptoten ftnb gig. 44. 

b b
V — t — • x unb y = —-----x.а а

ȘDlan errietet alfo in D bas fßerpenbifel, maèpt DH = DK = b 
unb jiept bie Slfpmptoten MH unb MK,

Veprfap. Sie £>pperbel napért fiep ben Slfpmp« 
toten immer mepr, fällt jeboep nie mit ipnen 
f a mm en.

Уetuօէճ. 3iept man für einen %)uuft P ber ^pperbel gig. 44. 
bie Srbinate PL = y, oerlängert fie bi» gut ülfpmptote unb 
be&eiepnet bie Srbinate QL mit y', fo finbet fiep, baß ber 
llnterftpieb beiber Srbinateu, PQ ober y' — y, immer Heiner 
wirb, je weiter bet ÿunft P քօրէրսճէ, boep nie in s)lull übergept.

(5s ift nämliep für ben fßunft Q

y' = — x. alfo ау' = bx unb 
а

а2у'2 = b2x2. güt P giebt bie ©leiepung bet (ppp erbet 
a2y2 = b2x3 — a2b2, alfo fubtrapirt ;

а2 (y'2 — y2) = a2b2 ober
y'2 — y2 = b2

(y' —y)(y' + y) = b2 uub 

5)iefer äSerťty tion y' — y wirb aber immer Keiner, je größer 
y' uub y werben, getyt jebocty nie in 9Խ11 felbft über.

ł



50

IV. $աւ ben $urd)fdjnittêfiguren 

bed Hegelé.

§35.
Sie Segelfläche fei ЬаЬигф entftanben, baff bett 

jWei fіф unter einem fpißen Sßintel f фпеіЬепЬеп 
©ererben bie eine als Srjeugenbe um bie anbere 
als Sld)fe gebreßt worben ift unb beibe babei (tető 
benfelben SBinïel mit einanber gebilbet haben. Sie 
bewegte Sinie betreibt ben Segelmantel, unb ba bie Sinien 
ипепЬІіф lang gebaut werben, fo bitben fie jwei mit ben ©pißen 
jufammenftofjenbe Segelflächen gewöhnlicher 3lrt.

Sehrfaß 1. Sebe Ьигф bie ©piße gelegte Shene ßat 
mit ber Segelfläche entweber nur einen fpuntt, bie ©piße, ober 
nur eine Sinie ober §wei fiep feßneibenbe Sinien gemein.

SBctveiS. Sine Ьигф bie ©piße gelegte Shene wirb 
entweber Bon ber Srjeugenben bei ißrer Sreßung außer in ber 
©piße felt'ft піфі weiter getroffen ; ober bie Srgeugenbe liegt 
ißrer gangen Sänge паф einmal in ber Shene, wobei bie Shene 
Xangentialebeue ber Segelf^e wirb ; ober bie Srjeugenbe fällt 
gweimal in bie Shene, inbem bie Segelfiäcße Bon ber Sbene 
gefhnitten wirb. Sreimal bann bie Srjeugenbe nicßt in bief ebbe 
Sbene fallen, weil es bann brei gerabe Sinien in einer Shene 
gäbe, bie mit einer anberen Sinie, ber 91ф|е, gleicße SBintel 
bilbeten, was nur banu ber Sali fein tonnte, wenn bie 9Іф(е 
auf ber Sbene unb bamit аиф auf ber SrgeugOnben |епЬгефІ 
ftänbe. (Sergi. Samblp : Stereom. 9litfg. 4.)

Seßrfaß 2. ©teßt eine Sbene |епІгефі auf ber 
2iФfe, fo ift bie ՏսրՓքՓոէաքէցսր ein Sreib.

Folgerung. Ser entftanbene Soppelfegei ift ein 
geraber Segel.
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ießrfaß 3. SBirb b t e 9l$fe Bon einer (Sbene 
unter bemfelben SBiníel gefèfjnitten, ben bíe 21ф{е 
mit ber erjeugenben Sinie hübet, f o í ft bie ®пгф = 
f^nittëfigur eine jarabel.

ÍBettieU. GSH fei bie (Sbene, in теіфе ber Steigung«« 8lS- 4а՛ 
mintet ber Steife SN gegen bie fdfneibenbe (Sbene CJK fällt. 
Z SLC ift alfe ber SleigungSminiel, unb ba berfelbe fo groß 
ift mie Z LSH, fo ift SH f CJ unb baffer аиф SH ff 
©bene CJK. Die (Sbene CJK muß auf ber (Sbene bež 
Steigung« «SBinlelê, mithin auf (Sbene GSH feutrent fielen. 
SJian fud)t nun bie ©Іеіфипд ber Durchf^nittžfigur 
ju beftimmen. Der Sínfangžpunft ber (Soorbinaten fei C, bie 
X StcȘfe ex, bie у ȘtcȘfe feutrent CX in ber (Sbene CJK. 
Die Drbinate irgenb eines fünfte« K ber DurcßfdjnittSfigur 
erhält man, inbem man Ьигф К eine (Sbene fenfre^t jur Ädffe 
SN legt. Diefelbe fcȘneibet ben Segel in einem Steife GHK, 
ferner bie (Sbene GSH in bem Durèßmeffer GH unb bie Ьигф 
ben Segel gelegte (Sbene CJK in JK. Da bie (Sbene CJK 
unb GHK beibe fentrent auf GSH finb, fo ift аиф ifire 
Durcfifcfnittêïinie JK 1 GSH unb mithin 1 CJ unb 1 GH.

®eil KJ 1 CJ, fo finb KJ unb CJ jmei jufammen- 
gehörige (Soorbinaten unb KJ ■= y, CJ = x.

äSeil jugteicȘ KJ 1 GH im Steife GHK, fo ift
KJ2 = GJ . JH ober 

y2 = GJ . JH.

3ieft man CR 1 SN, bal)er 4f GH, fo ift JH = CR, alfo 
ипвегапЬегІіф, mo аиф ber ÿunft K liegt. GJ änbert |1ф. 
Зиг Seftimmung feine« 3ßertl;eè berii ctfiátige man, baß 
д GCJ со Д CSR, baß alfo GJ : x = CR : CS unb 

GJ = ֊25- x. Seßt man bie Sßertfie Bon GJ unb JH
CS

ein, fo ergiebt քէՓ

4*
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3)a CB?
՜օտ՜ ein gegebener confiante! SSertȘ tft, խ fann er = p

gefegt werben unb man erhalt
У2 = px, bie ®leid)ung einer jarabel.

§ig. 4a. gufaß 1. Ser Srennpunït ber jarabel liegt in bem 
fünfte В, in weldfem CJ bon bem Greife berührt wirb, ber 
CJ, CS unb SH berührt.

SetoetS. Sa SE unb CE winfelljalbirenbe Sranš« 
»erfalen ftnb, fo ift E ber 9Jlittelfmnf"t bež CJ, CS unb SH 
beriiȘrenben Greife», unb fäfit man bon E eine ©entrechte EB 
auf CJ, fo ift B SerüÇrungêfmntt beê Sreifeê.

Sa nun Д СЕВ оо Д CES, f о ^at man 
CB : CE = CE : CS 

ober CB : A CR = AcR : CS
2 2

ober CB = .1 AR2_
4 CS

unb CB — Ճ. p,

Silfo ift B ber žBrennfiun'ft ber jarabel nad) § 7.
Seßrfaß 4. ՋՑirb bie Sídffe bon einer ©bene 

unter einem größeren Sßintel gefcȘnitten, alë ber 
ift, ben bie SlcȘfe mit ber erjeugenben Sinie b i lb et, 
fe ift bie SurdffcȘnittbfigur eine ©Hipfe.

gig. 46. öelveiS. z SLO ift wieber ber 9leigungéwinfeí ber Sícfife 
gegen bie fbȘneibenbe ©bene; ba aber ճ SEC > z ESH, fo 
fdweíbet CL aud) SD in D. äßie 8el;rf. 3 ift wieber JK = y, 
CJ = x unb

JK2 = GJ . JH ober 
y2 = GJ . JH.

GJ unb JH finb beibe beränberlid). æejeidjnet man CD mit 
2a unb jieljt CR unb DQ ff GH, fo finbet man

GJ : x = QD ; 2a ober GJ = _QD x
2a

JH : (2a — x) = CR ; 2a ober JH = AA (2a — x).
2a
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<вф matt ein, țo erhalt man
CR . D Q.

4 a2
x (2a x).

2)tefe ©Іеіфипд wirb weiter umgeformt. ЭЗе^еіфпеі man bie 
Sum ýalbmtngSpunft »on CD, ju x = а, geíjőrenbc ßrbinate 
mit b, fo ermatt man

b2 = GR • DQ
4

unb bie ®ietd)ung ber 5)ur$f$nittêfigur 
in biefelre einfîî’Șrt,

i>2
y2 = — . x (2a — x) = 

a2

wirb, wenn man b2

Sieje ©Іеіфипд ift ble ©Іеіфипд einer ßiiipfe, aber bi e 
Sdjeiteïgleièfjung, weil ber 9(nfangëpunït ber (Soorbinaten 
in einem StȘeitetpnnîte liegt. Um fie gut ælittelpunïtêgleidjung 
;u тафеп, muß ber Slnfangápunft ber (šoorbinaten in ben 
ŒRittelpuntt M übertragen werben. ®efd>ieljt bieś, jo wirb

CJ ճ CM + MJ ober x = а + х‘
gefegt. £)bige ©Іеіфипд wirb in golge bief er Subftitution

У2 = ֊է- (2а [а + x'] — [а -f- x']2)
a¿

unb gießt bei gehöriger Umformung unb inbem man für x' 
mieber x fefst, bie neuen x aber non M au8 armifjt,

a2y2 ֊|֊ b2x2 = a2b2
bie föiittelpunttègleidfung ber Síltpfe.

gitfaß 2. DR, baå gm ij á en ben fParaiïeïen CR unb 8ig. 47. 
DQ liegenbe ©tűcE ber Segeljeite, ift jo grog, míe bie (Ent
fernung ber beiben žBrennpunťte ber (ÿilipfe Don einanber.

SetüciS. ®Խո fällt воп K unb C bie fj)erf>enbí£el auf 
DQ; bann ergiebt fidj

aus Д DRT ; RT2 = DR2 — DT2
unb auê Д DGF : CP2 = DO2 ֊ DP2

RT = CP, alfo aud) DR2 — DT2 = DC2 - DP2 
ober DR2 = DC2 ֊ (DP2 - DT2)

= DC2 — (DP + DT) (DP — DT) 
= DG2 - DQ . CR.
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®« iff aber DC2 = (2a)2 unb DQ. CR = (2b)2 (Seprf. 4), 
alfo DR2 = (2a)2 — (2b)2,

mithin DR2 = (2c)2, wenn, wie früher, bie ©pcentricität mit 
c bejeicpnet wirb,

unb DR = 2c.
Rig. 47. gufap 3. ©onftruirt man ben in Д CDS eingefcpriebenen 

ÄreiS, fo berührt er CD in bem einen Vremipuntte ber (Slltpfe.
(BetoeiS. Set SreU berührt bie Seiten beg SreiedS in 

ben fünften A, V unb W.
Sa DA = DW = DR + RW, fo erhält man

DR = DA — RW = DA — CV = DA — CA.
¡Sepneibet man ein ©tüd DB = CA yon DA ab, fo bleibt 
AB = DR, alfo паф Buf. 2

AB = 2 c.
SBcnn aber AB gleiep ber hoppelten ©pcentricitat ift, fo finb 
A unb В bie Srennpuntte bet Sttipfe.

Seprfap 5. Sßitb bie 9(cpfe beS Hegelé non einer 
©bette unter einem Heineren SB Intel gef Quitten, 
als ber ift, ben bie 9(d)je mit ber erjeugenben 
Sinie bilbet, fo ift bie SurepfèpnittSf igur eine ýp՛ 
p erb el.

fțtg. 48. (BetoeiS. Ser Sîeigungêwintel SRC ift < Z SLH, 
taper fcpneiben fid) CL unb SH in ber Verlängerung über C 
unb S pinauS in D, unb bie Surcpf^nittSfigur beftept aus 
;wei Bweigen, bie in ben entgegengefepten Spelten beS Soppet« 
tegelS liegen. Set StnfangSpuuft bet ©oorbinaten fei wiebet 
C, CJ = x, JK = y unb es ift wiebet, wie in ben ftüperen 
fallen

y2 = GJ . JH.
Ve&eitpnet man wiebet baS gegebene ©tuet CD mit 2a unb jiept 
CR unb DQ -ft GH, fo erpält man aus Д GJC со Д DQC. 

GJ : x = DQ : 2a unb auS Д DJH со Д DCR 
JH ; (2a + x) = CR : 2a.

SarauS folgt GJ — —- x unb JH = ——— (2a + x)

unb eingefept
y2 = ,DQ -¿C.L (2ax + x2).
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Sefct man Sledjteá —C-֊֊CPt - = b2, fo wirb

У2 = Հ- (2ax + x2).

5)іев ifi bie Зфеііеідіеіфипд bér eperbe!; unt jte ín 
bie ïïlittelpunîtêgleidjung ju yerwanbeln, muß ber îlnfangê- 
punît ber (Eoorbinaten паф M, bem .^albirungêpunît non CD, 
fortgerûctt unb x = x' — а gefegt werben. ®игф biefe 
Subftitutiou wirb

У2 — —շ (2ft [x' — а] + [x' — а]2)

unb barauê, inbem man fúr x' wieber x jept,
а2у2 — b2x2 = — а2Ь2 

bie 9УІittelpunftègleicßung ber $pperbel.
Bufa^ 4. DR ift діеіф ber (Entfernung ber фррегбеЬ 

Vrennpunfte yon einanber.
Յէէքսէէ 5. (Eonftruirt man innerhalb beg Segelg bie 

Steife, bie CJ, CS unb SH berühren, fo finb bie æerüfrttngê- 
punïte, bie in ber ginie CJ liegen, bie Srennpuníte ber ýp, 
perbel.

8ufap 6. 8ei;rf. 3, 4 unb 5 (affen fid) folgenbermafjen 
jufammenfaffeit: SBirb ein Segel parallel einer feiner 
Seiten y on einer (Ebene gefcbnitten, fo ift bie 5)urd)« 
fdfnittêfigur eine jarabel; werben alle Seiten bež 
Segels auf einer Seite berSpifce gefcbnitten, fo er« 
l)ält man eine (Ellipfe; werben fie bagegen $um 
Зфеіі in i^rer Verlängerung gefcȘnitten, fo ent« 
fte^t eine ^pperbel. —

галдит»
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