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L ^erdnbenuigen ini ^eßrperfoiidic nub in bcr jUiipenaíifüeií'iiug.

«Bon ben beiben — jur Bcrftärfung ber Seßrträfte ber Slnffalt unb ju ber, bei bent Beginne 

beS (lG.ăipril 1863) SeßrfurfuS vorjuneßmenben, Teilung ber Septa in jmei ißarallelcötuS (f. baž 
vorjährige Programm) — neufreirten beiben jgülfSleßrèrfteHen war ju ber genannten gelt nur bie 
eine, unb jwar burd) ben (am erften Schultage uon bem Qirettor Angeführten) fgerrn SMeßler, 
befett, gür bie jrocite hatte fid) ber annehmbare Bewerber noch nid)t gefunbcn, unb es mußte 
baßer eine interimiftifcße Verwaltung berfelben eintreten, bie bem größten $ßcile nad) von bem 
tgcrrn Brebiger SSciß (an ber St. ÄatßarinemSirdje), ber vor Uebernahme feines jeßigen 2ImteS 
7 gaßre lang als ^ülfSleßrer an ber St. goßanniS»Sd)ulc mit gutem Erfolge gewirkt ßattc, unb 
von ben, ber Scßule bereits angeßörenbcn Seßrern Dr. Branbt, Scßulße unb igarbt über» 
nommen würbe. Erft naße am Schlaffe beS ßcßrjaßreS fanb freß in ber fßerfon beS jüngeren 
^errn Dr. Ärepenberg ein Bewerber, beffen vörjüglidje Qualifikation jur Grtßeilung beS Um 
terrießts im granjöfifcßen einen fcßäßbarcn (gewinn für bie SInftalt erwarten ließ, unb ber burd) 
bie vorläufige IXebernaßme einiger, biefem Unterrichte jugewiefenen, Stunben in einem EötuS ber 
Զ-uarta unb einem ber Quinta Gelegenheit fanb, biefe Erwartungen genügenb ju reeßtfertigen. 
S)ie für einen ber bisherigen tgülfsleßrer ber älnftalt ncufreirte vierte orbcntlicße Seßrc ftelle 
würbe, auf ben Antrag beS QireftorS, jgemt Dr. Branbt übertragen. — ^erjlidjen unb 
freubigen Slntßeil nahmen Seßrer unb Scßüler an ber, im September 1863 erfolgten, Ernennung 
beS ^errn Dberleßrer Gronau jum Sßrofeffor, wobureß baS Äönigl. fpoße Wtinifterium ber geift» 
ließen, UnterricßtS» unb 9)lebicinaU3Ingelcgenßeitcn bie Berbienfte beS SeßrerS unb Geleßrten um 
Sd)ule unb 9Siffenfd)aft in eßrenber Sßeije anerkannte.

II. федеп|ЫпЬе bes tin Je^rjníjre erfljeifíen Minier ri di tes.

Ibrľdjuk.

^tocite Älttffe. £)rbinartu8: £)crr $ugen.

9łeltgion, 2 St. го. $еп ßugen. Srjäljlungen aug ber ЬіЬЩфеп @efd)id)te beg 31. £efta= 
menteg. 3)ie Stüter [ernten гоофепіііф 2 ЗЗіЬеЦргйфе, inonatlid) ein fittig йігфепІіеЬ unb in ben 
fünfmaligen gerien beg 3afyre« bag elfte Șauptftiid beg íut^erifdjen Śbtedjignnig aug ben ßernauf« 
gaben für bie 9leligiongftunben in ber St. 9о^аппіЗ=ЗфиІе.
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Séféit, 6 St. to. §err fpug en. (Srfte Slbtfyeilung : Sefeübungen im SlehuSinberfreunbe von 
Dr. 8öfd)tn unb SBiebererjäfyíen bed ©elefenen.

¿>eutfd) unb ÍCľtljograpíjic, 4 St. to. §err S u g e n. Sopiren aud bem Sefebud;e, 2)iftir= 
Übungen, Sennenlernen bed f?aupt=, (Sigenfdfaftd= unb ¿eittvorteê, fo tote bet ^Beugung berfelben, 
SRemoriren Heiner @ebid)te unb Sieberverfe unb Sefpredjuugen barüber, fo tote über bie gelernten 
$ibelfprüd)c unb Sirdjenlieber.

Steinen, 6 St. to. fperr £>ugen. -Runteriren. 3)ie vier Specied in unbenannten ßa^len.
Sopfredfnen.

©tereiben, 6 St. to. £>err £>ugen. Hebungen nad; $orfd)tiften von bet §anb bed Sefyrerd 
in beutfdjer unb lateinifcfyer Schrift mit 9Intoenbung ber (Zarftair’fdfen 9Retl)obe.

©ingeit, 2 St. to. §err Meinte. Hebungen jur Silbung bed @efyörd unb ber Stimme. 
Seidfte Sieber unb Sforăie tpurben паф bem @et>ör eingeübt. ®er Kețt baju tourbe Ьигф Жог= 
frredjen audtoenbig gelernt.

(Wc bluffe* D i binäring : фегг łlriitkc.

©tmngclifdier 9ieligtottí>untemd)t, 2 St. го. ճր jäljlungeit. auž ber biblifdjen ®efd)id)te bež 
9íeuen Seftamentd. Sernlettionen f. (Srfte Sorfd)uífíaffe.

Satkolifcker Sîeligionênntemdjt, §err Pfarrer Dr. % eb n er. ©. Vierte Klaffe A.
Seitffd), 8 St. го. а) @prad)unterrid)t, 2 ©t. to. £>err Steinie. Sie Seljre bon ben 

Segriffžtobrtern, b eren gïepion ; ber ©ebraud) bež Kafuž burd) münbíidje unb fdjriftlidje Seifpieíe er= 
läutert. Hebungen in ber ¡Orthographie unb im münblidjen Sortrage.— b) Sefeüí ungen, 6 St. to. 
§err Steinie, einzeln unb int ®jore. Saž ©elefene tourbe erflärt unb oon ben Sdjüíern toieber= 
erjaȘIt. Sennit tourbe ber KIein=Kinberfreunb Don Dr. Söfdjin.

gatein, 1 St. to. §err Steinie, Sefeübitngen, Slbfdjreiben unb Služtoenbiglernen einiger So= 
fabeln unb §ermannž Sefebudje.

9tedjtten, 6 St. to. фегг Steinfe. Sie oier ©peciež in unbenannten Balten grünbtid) toie= 
bérijeit, in benannten ¿aljlen bie Stefolution, Stebuftion, Slbbition,՜ Subtraftion unb B^dredjuuug im 
Stopfe unb fdjriftlid) eingeübt.

©eograöbte, 2 St. ro. £>err $ugen. Sie Sorbegriffe jur ©eograpljie auž bem erften unb 
jtoeiten Surf už Don Soigtd ßeitfaben mürben burdtgenommen unb bie Sänber ber öftlidjen ^albfugel 
mit befonberer Serüdfidjtigung (Suropaž an ber Karte eingeübt.

Sdjrciben, 6 St. то. §err Steinte. Hebungen nad) Sorfdjriften an ber äBanbtäfel Don ber 
Șanb bež Seljrerž. Säglid) fjäužli^e Hebungen.

3cid)ttcn, 2 St. ro. jperr Steinte, greiež ^anbjeidjnen nad; Sufylerž „§unbert Serleg e= 
blättern."

Siîtgcit, 1 St. ro. §err Steinte. Șortgefețște Hebungen jur Silbung bež ©eljörd. (Sin= 
ftimmige Sieber nad) bent (Seljör gelernt, toobei Srtž unb ®r՝aefž Sieber franj, Softmannž Singtoeifen 
unb bie SRelobien Don §äfterž unb Sreifeíž Sefebüdjern bénult tourben. Ser Sept tourbe meiftenž 
aužtoenbig gelernt. Sjoräle nad) Dr. Knietoel.

IkdlkkílTcn.

<5ed)âtc klaffe» ճօէսՏ A. £)rbinariit§: ^)err 9tcaí=Scí)uííe()rer Bdjultșc.

(Stoangelifdjer 9Migionèuntcmd)t, 2 St. то. Șerr ißreb.=9imtd-Kanb. õ a r e t. Sie bibfifdje 
®efd)id)te bež 91. S. nad) ®offel. Seifpieíe auž ber ýrofangefdjidjte, Sprüdje, Sieber, baž erfte uno 
jtoeite ipauptftüd gelernt, nad) ben Sernaufgaben für bie ©t. 3o(jannidfd)u[e.
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Âatț)Olifd)et Sieltgtonõlintertidjt, Õerr Pfarrer Dr. keener. S. Vierte Staffe A.
¿CUtfd), 4 St. го. ßen Sîeatfc^ulïe^rer śdnnibt. Sie Sleite beS einfachen Sa^eS; bag 

Verbum unb bie fßräpofitionen; Hebungen im Befen; Settamiren; ortfyograplfifcfye Hebungen uub 
fcȘriftticpe Arbeiten.

Satettt, 8 St. ro. tperr 9íeaIfá)UŰeí;rer Sdpiibt. Sie 5 Settinationen, bab Verbum Sum, 
bte regelmäßigen (Konjugationen. ßaplroorter, fßronomina; Ueberfeßung ber betreffenben tateinifdjen 
unb beutfdjen Stüde in VleSfe. S. 1—153. äßödjentlid) 2 (Kyercitien unb 1 (Kytemporale.

Эісфпеп, 5 St. ro. £>err S d) u t ę e. ÎBieberțiotung bet vier Species in unbenannten ßa^ten. 
Sie vier Specieg in benannten ßa^ten. Zeitrechnung. Vorbereitung ^unt Ѵгифгефпеп. Äbbition 
ber Vrüdje.

(SeogtiipIHe, 2 St- ro. 5>etr S ф и t e. Ser erfte (KurfuS von Voigts ßeitfaben rourbe etn= 
geübt. ^eiiuatȘSfunbe. Anleitung ¿um Sartenjeicpnen.

(Scfdjtcbte, 1 St. ro. .Sperr $.=3l.=Sanb. £)arbt. Sagen aus ber griedjifdjen, гі5ші[феп unb 
beutfdjen @е|'фіф!е.

9îatiirgefd)td)te, 2 St. ro. ýerr Sdptlße. 3m Sommer fßfianjen, im hinter Ueberfi^t 
beS SfyierreidtS.

Schreiben, 3 St. ro. tperr S' r a h n. Seutfdje unb tateinifdie Schrift. Saftf dir eiben.
Singen, 1 St. ro. tperr Steinte. Senntniß ber -Koten; Vitbung berSonleiter; Sreffübungen 

nad) VöpuideS ß()orgefang=Sd)ute. 3m Uebrigen roie in ber erften Vorfd)utttaffe.
Зеіфпеп, 2 St. ro. ýerr Sdjut^e. freies §апЬ$еіфпеп.

*Scd)ête Älrtjfc. ճճէսՏ B. Drbtnariuê: jpcrr 9íeaí=<S^uűeí)rer jSdjmibt

SDŕit Sețta A. bet getrennter UnterridjtSertfyeilung biefeiben Serrer uno btefclben ße^rgegenftünbe.

fünfte Ճօէսճ A. £)rbinarin8: Հբրրր ^.=2l.4ïanb. $arM.

(Svangelifdjcr 9leligiotiëiintcmd)t, 3 St. ro. £>err ÿ.'«5l.=Sanb. fparbt. SBunber unb 
©leicpniffe 3efu Kfyrifti. Sibelfitnbe. Sibellefen. Spritze, Sieber, bie 3 erften fpauptftüde, Sern= 
aufgaben u. f. го.

Äatbolifdjer 9ieligtonêuníerrid)t, 2St.ro. §err Pfarrer Dr. 9Î e b n e r. S. Sierte Staff e.
¿cutfd), 4 St. ro. jperr 9u=Od).=S. 3M el) le r. 5)er einfadje unb ber jiifamniengefețște Sa(ș. 

Sefen. (Srflärung bou ©ebicbten. Declamiren. Sluffage.
Katrin, 6 St. ro. jperr überteurer Süfter. SDie ßgrmenlebre nad) bem (Slementarbud) ron 

Siebte. UeberfeÇung ber Uebungbftüde, bie beutfdjen alé гоофепіііфе Kyercitien.
jyranjőftfcb, 5 St. ro. jperr $.=3l.=Sanb. jp arb t. ißlög I. Surfué bib §u ben Konjugationen. 

ЗВофеіШіф ein (Sțercitiunt unb (Sptemporale.
9ied)licn, 4 St. ro. ýcrr 3)1 el) 1er. ®ie Srudroedmung, einfache 9tegel be tri unb ßiné= 

redjnung. S'oph'tdjnen.
(SjcCßVapbtC, 2 ®t. ro. fperr $.=%.=Sanb. tparbt. Soigt Surfué I. unb II., ällgemeineé 

über 3)eutfd)lanb unb fßreußen. Serfucpe im Sartenjeidjuen.
©cfcbicbte, 1 St. ro. fperr S.-2l.=Sanb. fparbt. ©ruppenbileer unb Siograpfyien aiib ber­

at ten ®efd)id)ie.
9?aturgefd)id)tc, 2 St. ro. §err Sd)ul§e. 3m Sommer Sotanif. Sinnéifdjeê Spftem. 3m 

SSiuter ^Mineralogie. ЗМоЬеПе ber einfad)ften Srpftalte սօս ben Sd)ülern angefertigt.
Schreiben, 3 St. ro. §err Srał)u. SDcutfĄe une lateinifdje Sdnift. Sd)bnfd)reiben.
3eid)iien, 2 St. ro. jperr Sral)n. ©rabliuige ălufriffe սօս ©egeuftänben, einfache Ornamente.
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Singen, 2 St. h). tperr Steinte. ®ie to em g er begabten Schüler better 6ßtu8 շ er V. nnb 
VI. Staffe toaren ju einer ©ingabtljeilung tombinirt. 9J?elobif, Stytytbmif, ®tynamit tourten erfiärt 
unt geübt, tie bekannten; ®ur= unt SJíoHtonarten gelernt. (Einübung ein= unt jtoeiftinintiger Bieter 
паф (SrfS Sieterfrang I. ®í;eií. Sforăie паф Dr. SnietoeL

fünfte bluffe» Ճօէս8 B. ¿Drbiimrius : «Sperr fßreb. Weiß.

(Șfotingelifdjcr 9teligtonăuntemcf)t, 3 St tu. SPerr iß.AÜ.Atanb. iparbt. SBie Sötub A.
Â et bolif C¡! et 9îel ißt onéunterrt cbt, 2 St. to. Sperr Pfarrer Dr. % ebn er. S. Sterte Stoffe A.
Xciitfd), 4 St. to. Sperr fßrebiger SBeiß. ®er einfatfee unb jufammengefețjte Sato Sinar 

Ityfiren. L'efen. րէէ o grap Ș if ф e unb ftíjliftifdje Lieblingen.
gátéin, 6 St. то. Sperr Sß.=5i.-Sanb. S? arb t. $5icberí;oíung unb Srtoeiternng beb Sßenfum 

Bon Scyta. Slbícitung ber Sonjitgationbformen. Verba anómala. lecture aub Siegte 2. Surf ng 
mit forgfältiger Hebung im Slnaitjfiren unb Sonftruiren. Wemoriren bon Sofabeňt unb einigen fabeln.

^rnnțoftfdț, 5 St. TO. Sperr sf3reb. 3Beifj. S. Sötub A.
9ied)itcil, 4 St. to. Sperr 9t.=Sd).=B. Web 1er. 3Bie Sötiib A.
(S’cfcbidjte, 1 St. то. Ip err Iparbt. 3Bie in So tug A.
(Scogtflfibic, 2 St. to. Sperr Sparbt. 3Bie So tug A.
9taturgefd)id)te, 2 St. to. $err Sdptíçe. ЗВіе in So tub A. 
Schreiben, 3 St. to. Sperr Srabn. 3Bie in Sotub A. 
3eid)ltcn, 2 St. to. iperr Sr a bn. 3Bie in Sötub A. 
Singen, 2 St. ro. Sperr 9îeinfe. S. Sőtub А.

֊Sterte klaffe. ճօէսՑ A. SDrbinariuȘ: bpen Oberlehrer ÿuilïrr.

®V(tl!flclifd)er 9teligionêunterri^t, 2 ©t. to. ber SD i r e f է o r. Erläuterung bed 2 ten, 4ten 
unb 5ten tp.niptftuded im Suti). Stated). Hebungen im 9lad)fd)lagen ber Sibel, Sibeífpritd)e unb Äir= 
djenlieber to űrben aud ben „Sernaufgaben u. f. to." memoárt.

Ântl)olifdjer 9ieligion6unterridjt, 2 ©t то. ïombinirt mit Sorfdjuítl. I., VI., V. A. u. B. 
unb IV. A. unb B. ýerr Pfarrer Br. 9І e b ne r. a. Siblifdfe ®efd)id)te bed Sliten îefta= 
mentd, nad) bent §anbbud)e bon 3RatI)iad. — b. SDie ©laubend- unb ©itteniedre nad) bem SDiőcefan= 
^atedjidmud.

Seutfd), 3 ©t. to. $err Oberlehrer Stifter. SDie Sebre bon ben ©abt^eilen, bon ber Ein- 
tljeilung ber ©äße unb beten Set binbung, bon ber 3nterpunf.ion; ©tpliibungen ; — Wicmoriren bon 
@ebid)ten unb Hebung im freien ©precien.

äatciii, 6 ©t. to. Sperr Oberlehrer Stifter. SDabott 3 ®t. ©rammatif. ^Repetition bed bpcn= 
fumd ber borigen Älaffe unb Erweiterung beffeiben. Eyercitia unb Eytemporalia jur Einübung ber 
toidjtigften fpntactifdjeit Siegeln. Seetüre 3 ©t. Slud Eorn. 9iepod: SDatamed, Spam., ißelop., unb 
Agamemnon. Hut SB. 1 ©t. Sßl)übrud gabeln. (Sludgabe bon 9iafd)ig.)

Sranjöftfd), 5 ©t. то. ýcrr Sßreb. äße iß. Ott 3 ©t. tourben aud ißlö^’d Elementarbud)e 
Surfud I., Seit. 41—80 burd)genommen, bie beigefügten Slbf^nitte ber ©rammatil erlernt unb bie 
beutfdien Hebungdftüde jtt Eyercitien bénult. 2 ©t. Seetüre ber leid)teren Stüde aud SRager. Ey- 
tempor., SSocabeln bid Sio. 50 aud bem petit voc.

Śltttbematif, 6 ©t. то.
а) ф r a ť t i f ф e d Эіефпеп 2 ©t. to. §err 9t.=©d).=S. âReȘler. ßufantmengef. Stegel be 

tri, ßind=, 9iabatt=, Selten^ unb ©efellfdjaftdredinung.
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b) Sir 111; me t if 2 St. in. ©err 9t.=Sd).=£*. 9Jŕ e Ș í e r. ©ejimalbriidje, proportionen, enD 
gegengefețște (Stolen unb Anfänge ber ®iid)ftabenred)nimg.

c) @ eometrie 2 St. to. ©err 9t.=Sdj.=£. ăReȘÎer. 3)itrd)nai)me ber Sä^e über bie
®infeí, ParaűeHinien, kongruens ber ©reicde, Pieretfe nebft Aufgaben nad) „9Jíel)[er£ 
©auptfațșe bér 6leuientar=9}latl)ematit" § 1—47. (Siufad)e geometr. Aufgaben.

(Усоді'іірЬіс, 2 St. to. ©err Oberlehrer Dr. panten. üuS Sßoigtë brittem Sitrfuë ber a 11= 
gemeine 2peil unb (Suropa. repetition b её 2. Surfilé.

(9cfd)id)tc, 2 St. го. ©err Oberi. Öfter. Ülte ®efd)id)te nad) ben Tabellen I—III. von ©irfdj. 
9íiitltrgefçí)id)fe, 2 St. го. ©err Dr. SB a il. 2)aê fünftiidie Si) ft em erläutert an lebenben 

Pflanzen. % [[gemeiner Ueberbiicf über baé %bierreid). (Singebenbe 33etrad)tung ber Säugetiere.
Schreiben, 2 St- го. ©err Sr a í)п. Oeutfcpe unb lateinifdje Sdirift. Sdineilfdireibcn. 
,3etd)ncn, 2 St. to. ©err Sral)n. Ornamente unb (Sefäfge.
Singen, 2 St. го. ©err 9Î ein fe. S. fünfte Staffe Ճօէսճ A.

SSicrtc Sôtitê B. £)rbinciriu§: $еп Dr. raubt.

©vangelifdjer 9ïeligionêunterrid)t, 2 St. ro. ter 5) tr eft or. 9Jiit Götug B. fombinirt.
Ä'at()cltfcl)er SMigiottbuntcmdit, 2. ®t. го. ßerr Pfarrer Dr. Г e b ti e r. S. Götug A. 
Scutfd), 3. St. ro. £>err Dr. Śranbt. 9Sie dö tug A.
Sdteitl, 6 St. ro. $crr Dr. 93raubt. Scctitre 2 St. 9íepoê: Slícibiabeg. ißbäbruS ga= 

bein, ©rammatif 2 St. ©rünblidje repetition bež Eluinta^enfumg. 9îadj Siberti-Meiring ber 
Accus, c. Inf, ber Ablat. absol. bie roidjtigften Gonjunctionen. Gap. 87—90. Sdjriftlidje Snalpfe 
ber Seifpiele. 2 St. gyérei tien unb Gjctemporalicn, Gorrectur unb ťíjeilroeife SÄemoriren Perjelben.

Sraitgöflfdl, 5 St. ro. §>err Dr. Sranbt. фІо§ íiurfitg Lieft. 56. big &u Sube. Sie reget 
mäßigen unb einige unregelmäßigen Serben geübt. SSödjentlid) ein Gyercitium unb Spteutporale, 
leidjtere lateinifdje Säpe ing ßrangöfifdje überfetet. Serjudje 31t Sprechübungen.

9J?athcntntif, 6 St. ro. £>err r.=Sd;.-i. 9)2ei; 1er. ¿ßic Götug А.
(йеодгаріііс, 2 St., ro. jperr Dr. Srano է. S3 ie Götng A.
(Sefd)id)te, 2 St. ro. £>eir Oberlehrer S többe. 9Bie in Götug A.
9ïftturgcfd)td)te, 2 St. ro. jperr Dr. Sait. 9Bie in Götug A.
Schreiben, 2. St. ro. óperr iîrapn. 9Üie in Götug A.
Scidjncn, 2 St. ro. ýerr Śrapn. Жіе in Götug А.
Singen, 2. 0t. го. фегг Ге in fe. S. fünfte klaffe Götug A.

dritte klaffe. ճօԽ8 A. Drbinarutg : ¿perr Oberlehrer jStobbr.

®Vailßcltfcl)Cr 9icitßtonâunterricbt, 2 №. ter Dir ef tor. Die tbriftlidje ©itteniedre
imo ¿toar mit 9iiidfid)t auf ben Sated)i8muS unb auf ьіе 6іЫі[фе @efd)idfte. ÍDÍemorirt tourben ei= 
nige Sirdjenlieber unb toieber^olt bie aug ben „íernanfgaben" meinorirten ©prűdbe.

Matbolifdfcr 9ielißioil6uiltetrid)t, 2 ©t. to. ¿err Pfarrer Dr. 9iebuer. ©. (ărftc Míaffe.
Seutfd), 3 ©t. to. $ err Dberíctyrer ©többe, (ßebidfte ©driller’s, @ö tide’s, Ulyíanb’g u. 31. 

tourben memorirt, border bem Snbalte unb ber gonu nad) genau befprodjen. — Slnfangêgrünbe ber 
fDłetrif. — Sluffä^e, alle 4 ižBodjen einer, forrigirt unb befprodjen. Daran fnüpfte fid) bic ®ram= 
matif. Sortrage. Dißponiren ber Dtyentata.



Safeilt, 5 St. to. $err Oberlehrer ©többe. 1. Settüre (2St.) %u8 bent ©orneliug 91epog: 
îtmoïeon, Çamiicar, Cannibal. — Caesar de bello Gall. IV., 20 big V., 6. mit fdjriftíidier Ueber= 
feßung. Pßäbrug (Sluggabe Осп Stafcßig) gab. 51—60., too von einige gelernt tourben. — 2. ®rain= 
motif (2 St.) Siberti=9Jleiring Sap. 82—90. (Safugleßre) auêfü^rlid). ®ag SBid)tigfte au8 Sap. 
97—104. éberei tien unb (Sytemporalien. 9Äünblid)e Heberfeßung aug SJteiringg „Hebungen չոր lat. 
©rammatif für mittlere Staff en.

iȘran^oftfd), 4 St. ti). §err Dr. S3ranbt. 1. Seftüre (2 St.) Slug 99tagerg Sefefeud?
1. Surfug profaifdie unb poetifdje Stüde, tion benen SJteßrereg gelernt tourbe. Steine Somöbien. —
2. ©rammatif (2 St.) Ortßograpßifdje Hebungen, ©ytemporalien unb (Sjerciticn )ur Slntoenbuug ber 
unregelmäßigen Serben, nad) piöß II. Surfug, Sect. 1—35. Sîetroverfion paffenber Säße aug bem 
Sateinifd)en in’g granjöfifcße. ©allicigmen naeß Piöß. Serfit$e հա Sprechübungen.

©nglifd), 4 St. tu. fjjerr Dr. Säubert. Sin, ber engtifdȘen ®efd)id)te entnommenen, Sefe= 
ftüden werben bie Siegeln ber Slitgfpracße unb ber Siecßtfd)reibitng, fotoie bie ©rammatif beßanbelt 
unb bamit Hebungen im ßören, Sprechen unb Ueberfeßen eerfnüpft. SBodtentoeife borgefprodjene 
leichtere Säße mürben auStoenbig gelernt, eine Heine Somöbie recitiri. Oie ing Oeutfdje aufgenom= 
menen grembtoörter tourben erflart.

Stathematif, 6 St. ro.
a) P r a 11 i f d) e g Steinen 2 St. Jperr ißrofeffor ©rouan. Regula multiplex, Set= 

tenregel, ßin8=, ®igfonto=, ißrojent= unb SlHigationgrecßnungen tourben nebft anbern 
Slufgaben bureßgenommeu.

b) Sir it ֆ me ti է 2 St. ® er felbe. ©ejimalbrücße, entgegengefeßte ©roßen, @infd)ließungg= 
jeießen, S3ud)ftabenredjnung, proportiongleßre, potenjen, Ouabratnnirjcln, ©leidmngcn beg 
erften ©rabeg unb aritßmetifdje Progreffionen bilbeten ben ©egenftanb beg Unterricßtg.

c) ©eometrie 2 St. £>err Dr. 18 ai ï. Stad) 9Jleßler8 Seßrbud)e tourbe bie planimetrie 
beßanbelt mit Stüdficßt auf ©опдгиеіц, ®leid)ßeit unb Sleßnlièßfeit ber figuren.

(Seograßßie, 2. St. to. ó err Oberlehrer Dr. Panten. SJoigt’g Seitfaben Surfug IV. 
Вигора tourbe gelernt, bie betreffenben Slbféßnitte aug Surfug Ш. tourben toieberhoít. Hebungen 
im Sartenjeicßnen nad) SSorbilbern $u tpaufe, aug bem ©ebäcßtniffe in ber Slaffe.

®efd)tcßfe, 2 St. to. §err Oberleßrer Dr. panten. S3ranbenburgifd)=Preußifcße ©efdjicßte. 
Erlernung tion ©eftßièßtgtabetten.

9iatiirgcfd)id)tc, 2 St. to. fperr Dr. S3 a i Լ 3m Sommer gamilten beg natürlichen Pflanjen= 
fpftemg. 3m ¿Binter Wîineralogie, namentlich SrpftaHograpßie, erläutert an Bpemplaren.

3etd)lten, 2 St ti). $err Sraßn. greieg a n b 5 e i d) n e n : Konturen unb augnaßmgtoeife 
auch fdjattirt auggefüßrte ßeidjnungcn. Sinearjeièßnen. pianimetrifcße Slufgaben. ©lenienie ber 
Perfpeftioe.

©ingen, 2 St. to. ýerr Steinte. Sombinirt mit V. A. B., tßeilg aueß mit I., II., III, A.

dritte Жіі)Ус* ճօէսՑ B. £)rbiitarius: £>err ^rofeffor Qărunau.

®t)ftitgclifd)er 9îeliițioit6unterrid)t, 2. St to. ber ® tref ter. Sombinirt mit dötug A. 
jtatbolifdjer 9teligionéunterri^t, 2 St. to. £>err Pfarrer Dr. fRebner. S. drfte Staffe.
$)eutfd), 3 St. to. 5>err Oberlehrer Stifter. Յո 1 St. tourbe ben Schülern ein furier 

Slbriß ber 9J?etrif gegeben, aužgetoätylte ®ebid)te Spider'd nad, ЗпраН une %r@maß erläutert, mento­
rirt unb beflamirt. 1 St. tourbe )u Stplübungen (bie gelieferten Sluff äße nad) borangegangener 
ßäuSl. dorrectur befprodjen), 1 St. jur Hebung im freien Vorfrage oertoanot.

Latein, 5 St. ». §err Oberlehrer Stöbbe. 3ßie tn doing A.
ջ-րոոՀօքքքփ, 4 St. to. ýerr Dr. 33 ran b t. $ßie in dotad A.
©nțțlifd), 4 St. to. ýerr Dr. Säubert. ЗВіе in dötud А.
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tote in (Ձէսճ A.

t^eiïâ aud) mit I., II., III. A.

ЗВіе in Չօէսճ A. 
ՃՕէսՏ A.

SJÎdt^eniûtit, 6 S. to. ճրւ՚ր ißrcf. ©rónait.
a) ÿ r a 111 ք Փ e Si 9Î еф ní ո
b) r 111} ut e 11 f
c) ©eoni e էր i e 2 St.

®eograpl)te, 2 St. то. óperr Oberlehrer Br. iß an te ո.
(Sífdjidjtt, 2 St. то. Jperr Oberlehrer Dr. ißanten. ЗВіе in 
9iaturgcf^id)te, 2 St. то. ЗВіе in ßötus A.
ЗеісЬпеп, 2 St. TO. ýerr Srahlt. ЗВіе in (ճօէսՏ A. 
Singen, 2 St. то. (terr Sieinfe. Ŕombinirt mit V. A. u. В.,

profite Ä’líljfc. Drbinartuê: .'oerr Oberlehrer Dr. ÿaiittn.

(Süangeltfdjcr 9îeliqionéuntcrrid)t, 2 St. te. eer Óirefto r. Spftematifd) jufmnnienfyäiu 
genfer Sortrag ber d)rift(id)cn ©itteniedre. tad Evangelium red 3ol)anned würbe tbcilroeife gelefen 
unb erläutert. 3)ad SRemorirte tourbe geíegentíid) roieterpolt.

Äatt)olifd)er fRcligtonöuntcmcbt, 2 St. tu. §err Pfarrer Dr. 9teener. S. Erfte klaffe, 
teutfep, 4. St. io. Oberlehrer Dr. panten. tidpofi tienen, 9luffä(je. Settüre audgetoäl)lter

Stüde ber epifdwn poefie, um an benfelben ben Segriff u. eie ®efd)id)tc ber epifepen Poefie )u ent= 
roideln. ffreie Vorträge itn Slnfcpluß an bie Seetüre S,d)illerfd)er Órámén.

Sutéin, 4 St. to. iperr Oberlehrer St ebb e. 1. Seftüre 3 St. Caesar bell. Gall. VII. 
VIII. Ovid. Metam. VIII., IX. mit Sludtoapl. 2. ©rammatif 1 St. @;ercitien unb Extemporalien 
jur Einübung ber Spntap nach Siberti-9Jieiring Sap. 91—104.

S’tan^őftfdt, 4. St. to. ip err Dr. Sauber t. ©rammatif von plop II. Surfud Seite 1—230 
burdigenommen, Exerciți en unb Extemporalien barnít oerbunben. Slrtitel aud ¿eitfcpriften oorgelefen. 
Hebungen im ¿ertrage. Sind fperrig’d Sefeb ud) Stüde yon Sumad, 9J?id)auo, 9îeboul, 9Rerp, Sebrun, 
be Signp, Запіп überfeßt, franjofifcp interpretirt uno tpeilroeife memorirt. Scenen and ÜJiolière’d 
avare recitiri.

(šttgltfd), з St. to. Dr. Säubert, ¿intmermann’d ©rammatif IT. Murfud Seite 1—70 
Durdigcnommen, Epercitieu unb Spiediübungen bamit oerbunben. Sângere, roöd)ent(id) vorgefproepene, bad 
geroopnlidje Seben betreffende Säpe äudivenbig gelernt. 9lud Scott's tales of a grandfather S. 1—90 
überfeÇt, englifd) erflärt unb tȘeiltoeife memorirt. Elfter 91 ct bon Macbeth nad) Stollen recitiri. 

3)iatbciltUtif, 5 St. to. §err profeffor ©rónait.
a) 31 r i 11) m e t i f 3 St. tad Sludjiepen ber Subilrourjelii, bie potenynlepre für negative 

unb gebrochene Exponenten, bie Sogaritpmen, bie ®leid)itngen bed erfteit ©rabed mit 
mehreren unbekannten ©roßen, ble quabratifdjen ©leićpungen unb bie geometrifepen Pro= 
greffionen boten ben Sehrftoff bar. У on praftifdicn fRedfnungen finb befonberd bie loga= 
ritpmifd) behäufelte ¿ind bou ¿ind=Sted;nung unb fie Slmortifationdredpiung namhaft 
¿u madjen.

b) ©cometrie 2 St. Seenbigitng ber planimetrie. Ebene trigonometrie. Sßfung 
geometrifeber 3lufgaben.

©eograppie, 2 St. ro. §err Oberlehrer Dr. panten. Slmerifa mit befonberer fRüdfidft auf 
Entbedung, SBeoolterung, profulte. unb Serfeprdverpäitniffe. ^Repetition bon Europa nad) Soigt 
Murind III., IV. ¿ur Prüfung fed ©elemien rourben bon ben Sdjülern in ber Staffe Sarten aud 
bem ©ebäd)tniffe gejeidjnet. SIligemeine pppfiftpe ©eograppte.

®efchtd)te, 3 St. ro. ber t irette r. tie ©efd)id)te ber europäiftpen Staaten bid jur fran- 
țofifdțen «Revolution mit roiebcrpolenben Sîüdbliden auf bie bercitd rurebgegangenen ©ebiete ber ®e= 
fcbid)te, vornehmlich ber red Saterlanbed. Erfte ßälfte.

Diuturnnffenfcbaften, 6 St. ro. .Sperr Dr. Sail.
a) 9t atu rg cf ebi d) t e 2 St. Зіиаіотіе unb pppfiologie ber pflanjen, tpiere unb 9)ten= 

fčpen, erläutert burd) 9Ibbilbungen unb präparate, æieberpolung ber brei 9Í a t ur r cid) c.
b) ©hemie 2 St. tie ÏRetaHoibe burd) Experimente erläutert.
c) p b t) f i f 2 St. 9Ragnetidmud, Electricität, ©alvanidntud.



3cid)ltClt, 2 ©t. го. £>err fírat)n. grei e 8 £>anb$eid)nen. (Scbattirt audgefüfyrte ßeicb= 
nungen mit ălnroenbung »erfdjiebener ßei^enmaterialien. (Sinjeíne SBerfud)e int ßeiénen паф ber 
Statur, in ber ©фпеКтаІегеі unb im SJialen mit SBafferfarben. Sinearjeidjneu. , ißerfpeftibifcfyeë 
¿eignen ber non ebenen unb getrümmten gtäd)en begrenzten fíőrper. ®eometrifd)e (Sonftruction ber 
in ber £ed)nif unb Saufunft gebräucfytidjen fíurben,

Singen, 2 <St. ro. $err Steinte, $)ie geübteren ®d)üier auS V. A. u. В., IV. A. u. B. 
unb III. A. u. B. u. II. roaren $u einer Singabtfyeilung Bereinigt, in toeldjer ber cierftimmige 
®)orgefang forgfäitig geübt rourbe. Ճ8 rourben auë iöönide’d 6t)orgefangfd)ule III. fíurfuá, aud 
bem ¿roeiten ^efte non <žrt’8 unb ®raef’8 ©ängerfyam eierftimmige Sforăie unb Sieber, fo аиф 
§pmnen eingeübt.

(Srjłe Míljfc. Drbinartuê : Йсг ^Direktor.

®v<iitgelifcher Religionsunterricht, շ St. го. cer D ír eft or. Sei o er @efd)id)te cer ©nt= 
ftel)ung, Rudbilbung unb ber Unterfd)eibungblel)re ber oerfSiebenen d)rift(id)en Яігфеп unb Setten eine 
genauere ^Begründung bed ebangelifd)en £el)rbegriffed in Setreff bief er Unterfd)iebe. ©rfte Ipälfte; 
non ber ©rünbung ber фгірііфеп Яігфе bid jutu Zobe Sutlers, ©elefen mürben b ie roidjtigften ßa= 
pitei auS ben ißaitlinifdten Sriefen.

Äattiolifcber Religionsunterricht, 2 St. го. mit II. unb III. fombinirt. tperr Pfarrer 
Dr. Rebner. a. ftird)engefd)id)te bis ¿mit 12. Oahrßunbert. b. Die Religiondiel)re nad) bem großen 
Satl)oL SatedßSmuS eon Deßarbe.

Seutfd), 4 St. го. unb ¡roar a. (2 St. го.) fperr £>beríehrer Dr. Santen. Didpofitionen. Ruf faße. 
%reie Sortrage. Seftüre auSgeroählter Dramen (Sopljofled Rntigone ; (SuripibeS unb @ötl;eS 3pßi= 
genie auf Zaurid). b. (2 St.) ®efd)id)te ber beutfd^en Rationalliteratur, ©rfte fpälfte bis jur jroeiten 
fd)lefifd)en Sd)ule, ber Dir et tor. Sils Seitfaben rourbe babei ber ©runbriß ber ,,©efd)id)te 
ber beutfd)en Literatur вон Շ. Sange" bénult, ßur Ueberfidit beS ßufammenl)anged unb ber ßeit= 
folge biente eine befonbere Rttbrif in ben Bon bent Direftor entroorfenen ßiftorifdjen Zabellen: „©ßro= 
nologifdje SJiemoranba u. f. ro." S. j to eite Staff e.

Latein, 3 St. to. tpeir Oberlehrer Stöbbe. Virgil. Aen. X. XL, Lirins XXII., fporaj, 
12 auSgetoählte Oben.

5'ranjöftfd), 4 St. ro. tperr Dr. Säubert. Repetition ber tßlßß’fd)en ©rammatif fapitel= 
roeife in franjofifdier Sprache. ©ptemporalien. Hebungen int Sortrag unb Dialog. Die Äenntniß 
ber UmgangSfpradte burd) Sorlefen Bon Slrtifeln aus ZageSblattern geförbert. Sind Sd)illerS @e= 
fd)id)te beS 30jährigen Krieges ©apitel überfeßt. Sn fperrig’d l'efebudje Stüde Bon Soileau, Reg= 
narb, Sacretelle, Zpierd, Rlignet, Soltaire, ©henier franjöfifd) erftärt unb tl)eilroeife ins ©nglifdje über= 
tragen. Sluff äße : la vie privée de Louis XIV., Richard Coeur de lion, bataille de Leipsic, l’Ecosse 
en 1745 (nad) bent ©nglifdjen) te.

(gltglifch, 3 St. ro. óperr Dr. Säubert. Die ©rammatif capitelroeife roieberl)oít in engíifd)er 
Spradje. ©ptempcralien. S9od)enroeife oorgefprodjene bent 3biom angel)örenbe Säße auSroenbig ge= 
lernt. Sorträgc ber Schüler über ©nglanb. Die @efd?id)te beS SanbeS cnglifd) repetirt. Schmick’s 
sketches from English history феі(гоеі|’е iiťd granjßfifcße, aud SdßKer’d @efd)id)te bed 30jäí)rigen 
Ärieged Capitel ind 6nglifd)e überfeßt; Prescott’s history of Philipp II. @eite 1—50 Borgelefen. 
Shakespeare’s Richard II. englifd) interpreti«; eine ©omöbie Bon Srougí) nad) Rollen geíefen. Ruf= 
faße : biography of Shakespeare, Richard II., the American war, Keller in Egypt (nad) Zßierd) tc.

9Rathematit, 5 St. ro. Jperr tßrofeffor ©rouan.
a) R rit í) meti f 3 St. Qitabratifdje ©leidjungen mit mehreren Unbefannten. Diopl)antifd)e 

®leid)ungen, Äettenbrüdte, ©ombinationdlel)re, binomifdter Sehrfaß. Die Icgaritl>mifd)e unb 
©jponentialreil)e, bie Reihcnentroidelung für Sinud unb ©ofinud. Rentenrechnungen.

b) ©eometrie 2 St. ©bene unb fpßär. Zrigonometrie. Stereometrie. Söfung planu 
metrifdjer Rufgaben. Rußer ber Scßuljeit tourten mit ben älteren Schülern bie Âegel- 
f(hnitie unb tub. ©leicßungen, гоеіфе im вогідеп Daßre abgehanbelt toaren, roieberholt.
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©cograpßte, 2 St. го. $en £>berleßrer Dr. ganten. Sergleiißenbe Statiftit be8 fßreujj. 
Staates. ^Repetition bc8 gefammten Uitterrid>t8hirfu8.

®efd)id)te, 2 St. ro. ber $>iref tor. ®ie (SefdȘicȘte ber europäifißen Staaten feit ber fran- 
§öftf(f>en resolution mit toieberßolenben rütfbliden auf bag übrige, bereite burdjgegangene Selb ber 
®efißid)te. Srfte tpälfte.

Slttturiöiffenf d) tifien, 6 ro. £>err Dr. töa il.
a) iß ß p f i f (4 St.) SRecßamt unb Statif. Aufgaben 2 St. 3lfuftif, äßärmeleßre 2 St. 

©^pertinente.
b) ©ßemie (2 St.) 3RetaUe uub bie toießtigften Kapitel ber organifeßen ©ßemie bureß 

©pperimente erläutert, äßieberßoluug ber ä)ietaüoibe.
Зеіфпеп, 2 St. ro. tperr Kraßn. greier §anbjeid?nen rote in ber jroeiten Klaffe: 

Sinearjeicßnen. ißractifdie Slnroeubung ber ißerfpectioe beim ¿eießnen na<ß ber fRatur, ®eome= 
trifeße ißrojectionëleßre mit ©infdfluff ber ®urcßfd;nitte ebener uub gefrümmter ßl&ißen uub ber von 
folgen eingefdiloffenen Körper, rioelliren unter gefälliger Leitung be8 £>errn üßegebaumeifter ,*partro tg.

Seit Unterricht in ber polttifdjcit Sprit d)C ertpeilt $err SDîafoWdti nier SJtal wödientlicp 
von 12 biß 1 Upr SJiittagd. Sie baran tpeilnepmenben Sdjüler (ettoa 40) aller klaffen würben 
nad) Maßgabe itérer ßäpig feiten unb Șortfcpritte in ¡Wei Slbtpeilungen, unb ¡war jebe berfeiben 
2 Stunben wöcpentlid), unterrid)tet. Sie ¡weite (untere) Slbtpeilung lernte aud bem Uebungdbudje 
Wypis bie richtige Uudfpracpe, bad torrefte Sefen unb bie SInfangdgrünbe ber ©rammatif, memorirte 
ŽBotabeln unb verfugte fid) in leisten Ueberfepnngen ber Sefeftüde bed genannten ílucped. Sie erfte 
benupte baž Seprbud) von ißoplindfi ¡um Ëinüben ber notpwenbigften grammatifdjen Stegeln unb ¡um 
Ueberfepen fdțwieriger Stüde. Յո beiben Slbtpeilungen fo viel alg mbglicp Spred)übungcn.

Ser Unterricht im Süvített ift von $erm @rünin g wäl)renb ber Sommermonate, alá ein 
jept obligatorifdier, fämratlidjen Sčpníern, bie nid)t bavon bidpenfirt waren, unb wäprenb bež SSinterd 
privatim nur benen ertpeilt worben, bie fiep freiwillig ba¡u melbeten unb ein befonberež Honorar 
bafür ¡apilen. — Sad Sur ոք eft, beffen 3lnorbnung — bei weither bie fo fd)äpbar gewefene 3№t- 
wirfung bed, nid)t ntepr vorpanbenen, Surnratped feplte — auf niept ¡u befeitigenbe Sd>wierigfeiten 
fließ, pat in biefem 3apre niept ftattfincen fennen. Sür bad babei entbeprte Vergnügen paben bie 
Stpüler jebod) burep bie nodi g(an¡enbere freier bed funf¡igften 3apredtaged ber Seip¡iger Stpladjt 
(S. Wbfd)uitt VI.) reiipen Srfap erpalten.

@eauffid)tiguug unb üîatppüïfe bei ipren Sd)u(arbeiten fönnen bie S (piller von ben sperren 
9îeal=Sd)ulleprer §arbt, SteaUStpuUeprer S(pulpe, £>ugen unb Steinte erpalten; fowie aucp 
fßrivatunterrid)t in ber Stcnograppie, im ßeid)nen unb Sdireiben von $errn Яга p n unb ®cfang= 
unb fMufif-Unterriept von tperrn Steinte.

III. febrilii Hei in ben Jyänben ber Sdjíií er.

Յո oprima: 6ț>riftlid)e ©itteniedre. < gür bie St. 3obanitid=©d)ule. $on bent 2)ireftor berfelbeit 
Dr. íofdjin. ¿briftlidte ©laubendíedre nad) ber illugdburgijdten Konfeffton, für bie <St. 3o= 
danni0fd;ule (non Dr. Söfdiin). — Síberti=íD?eiring'd 8ateiitifd;e ©ramntatif. — Virgil. Aeneis. 
— Herrig : la- France littéraire, pioeß franj, ©raminatif, 2 ter ©որքnd. — Prescott : hi­
story of Philip II. Vol. I. — The Bengal tiger, a farce. — S d) nt i d : sketches from 
English history. — ©d^^ologifd^e 9Jîeinoranba, für Prima unb Selunba ber St. Յօ1խոո18= 
fd)ule. (53on Dr. Söfcijin). — Startend unb .Konturen jur weiteren Sludfübritng bei bent ©e= 
|d)id)t8unterrid)te in prima unb Sefunba ber St. 3obannidfd)ule, een Dr. 8őfd)in. — Poigt’d 
îeitfaben beim geograpd՝№en Unterrichte. — Sitiad von tßoigt ober Seboro. — %atnrgefd)id)te 
von Sîeuntann. ©deil“e con Corning, Pdpftf von Яорре. — Я'орре’8 planimetrie unb Ste­
reometrie. 8a 8anbe’d matdematifdje ¿tafeln.

3ti Refunda: ©briftlid)e Sitteniedre, ßür bie St. 3odamtidfd;ule. 53ott bent ¿Direktor berfelben
Dr. 8öfd)in. ©d'Iftlidte ©lattbendledre nad) ber Slugdburgifdjen ©onfeffion. — Siberti=Piei= 

2* 
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ring’d lateintfdje ©rammatif. — Caesar bell. Gall., Ovid. Metam, ed. Siebelis. ֊ Herrig : 
Premieres lectures françaises. — piöd: (Sïementargrammatif ber franj. Spradje, II. Rurfud. 
— Herrig: First English Reading Book. — ßimmermann’b englifd)e ©rammatif 2ter 
■Цеіі. — (£l)rono(ogifd)e SDlemoranba für prima unb Sehtnba ber St. 3o()anni6fd)uíe, (eon 
Dr. 8ofd)in). — Rartons mtb Ronturen it. f. to. von Dr. Bßfdjin. — SSoigťd Beitfaben beim 
geograpl)ifd;en Unterridjte. Sitiad von 23oigt ober Seboro. —• 9iaturgefcȘicf)te von 9íeumann. 
— (feinte von Corning. — ptytyftf von Roppe. — Roppe'd planimetrie unb Stereometrie. 
9)leí)íer’d (šlementarmatt)eniatif.

Յս îettia A. unb В.: ®)riftlid)e ©itteniedre, ßür bie St. 3opamiidfd)ule. Sbon bent Sireftor
berfelben Dr. 8ofd)in. Siberti-9Jîeiringd lateinifdje ©rammatif. Śeff elben Hebungen jur la=
teinifèpen ©rammatif für mittlere Rlaffen. Caesar de bello Gallieo. Phaedrus ed.
Raschig. -— ©ebicpte von Sdriller. — granjöfifdje ©rammatif von plöd, H- Rurfud. 
granjőftfdjed f ef ebud) von Slíager, II. Rur f ud. — ©efd)id)tdtabeHen juni Slubtoenbiglernen, 
von Dr. Șirfd). — Smigt’d Beitfaben beim geograpl)ifd)en Unterriebt. Sitiad von Sboigt ober 
Seboro. — 9taturgefd)id)te von 9íeumann. —■ SJlelRer’d ©ementarmatlfematif.

Յո .Շ.Uûrta A. unb B. : Bernaufgaben für bie 9le(igiondftunben in ber St. 3ol)annidfd)ule. -— Չ)Խ- 
ger’d “Seutfdjed Befebttd), I. Зреіі. — Stbertt=9Keiringd Bateinifdie ©rammatif. Cornel. Nepos. 
ptjäbrud, Slttdg. v. 9tafd)ig. — Șranj. ©rammatif v. plod, !• Rurfud. 9Jlagcrd granj. Befebttd), 
I. Rurfud. Plod Polit Vocabulaire. —®efd)id)tdtabellen jum Sludtvcnbiglernen, v. Dr. §>irfd).— 
@oigtd Beitfaben beim geografi) if dieu Unterricht. Sitiad von Sboigt ober Spbotv. — Víeumannd 
9íaturgefd)id)te. — 91 ce i) l e r s (Slemeittarmat^ematif. Stubba'd 9ced)nungdajifgaben Șeft IV., V., VI.

Յո iC-Uillta A. unb B. : Bernaufgaben für bie fReíigiondftunben ýt ber St. @of)annidfcbule. — 
®eutfd)ed Befebttd) von 9)1 a g er, I. Sbeil. — Bateinifdjed Éíementarbucb von tSledfe. — plod: 
ffranjöfifdjcd (ílementarbud), I. Rurfud. plod : Petit vocabulaire. — Soigt’d Beitfaben beim 
geograpfyifdfen Unterrid)է. — Sitiad von Sioigt ober Soboto. — ©efdiidRStabeHen von Dr. ^irfd). 
— Stubba’d Slufg.iben junt ^Rechnen. Ipeft IV.

Յո Seftit unb in ber erften P o rf d)u If la f f e: Bernaufgaben für bie fReligiondftunben in ber St. 
3ol)aunidfd)ule. 5)er Rlein=Rinberfreunb von Dr. Böfd)in. — Bateinifd)ed (Slementarbud) von 
Söledfc. Poigt’d Bcitfabeu beim geograpljifchen Unterricht. •— Stubba’d Slufgaben junt ȘRedțnen. 
§eft I. unb II.

3n ber II. Porfdjulflaffe: Bernaufgaben für bie DMigionbftunben in ber St. 3ohannibfd)u(e. — 
A. ®er Rlein=Rinberfreunb von Dr. Böfd)in. — B. (Srfted Befebitd) von Softmann. — Uebungd= 
bud) von 53orfenl)agen.

IV. ^ernidjruiig ber ^eljnntttei ber Sdjiil'c.

Șitr bie S ф u í b i b í i o t í) e f tonteen angefcpafft bie Șortfepnugen von f arften’b „Snci)flo= 
pacte ber ißppfif", von ber ßeitfdirift „für bie gefammten 9?aturtoiffenfd)aften", von Älßben’8 öano= 
bucp ber ©eograppic, von @rimm’8 „SDeutfd)em 9ßörterbucpe", von ißetermann’8 „©eograppifepen 
SJfittpeilungen", von <S d) Í ö m i l d; 8 „¿eitfeprift für iDlatpematif", von äßagner’8 „3al)te8berid)t ber 
Zecpnologie", von fertig'8 „9lrdjiv für ba8 ©tubium ber neueren Sprachen" unb von <5tief,ť8 
©entralblatt für bie gefammte Unterrid)t8verroa[tung in tßreußen." — ©obann 3Ku8pacfe’8 ,,©d)ul= 
alinanad) für 1863, —- SD ten get, „^Differentialrechnung, 3 93b„ — ©ottlieb’8 „Spentie", — 
äßili’8 „Einleitung ber dieitiifdien Elnalpfe", nebft Stafeln, -— Eöiebemann’ß „@afvani8mu8", — 
SDapamel'8 „Seprbucp ber reinen HDfecpanif", — Sd)lömild)8 „ñvntpenbiuui ber 1;operen 3lnalpfi8" 
Ifiét 93b., — SReper’8: ,,©pafe8peare8 ESeríepung ber piftorifdyen unb natürlichen ESaprpeit."

Ein ©efepenfen erpielt bie ©djule von ben Ekrfaffern ober ESeríagbpanbíungen : „Svangelifdfeß 
©efangbud) für ©(pule unb $au8, von 931 u me, ©Siting., fftupreept 1863"; — „Sïementargrammatif 
bet fran^öfifepen ©pradje, von Șerb. Sie im, 93re8(au, Sremenbt 1863"; — ©runbriff ber ßoologie, 
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Bon S ar f dp Scimfter, Srumi, 1863"; — „Daë Pflanjenreidp Bon ©drilling (mit 523 Я66і(- 
Vitngen, SreSlau, ¿irt, 1864"; — „¿ав ZȘierreid), von S d; i (t in g (mit 568 Slbbilbungen, Sre8= 
tau, $irt, 1864"; — „Sammlung von ľeín'fäýen un b Aufgaben altó ber planimetrie, von ®anbt= 
ner und Sung 1; a n ÿ ՅՀ1. I. (mit 6 ^igurentafeln), Serlin, 3Beibmann, 1863"; — „Safeln für 
fämmtlidje trigonometrifdje Functionen bet c^flifd)en unb ^perbolifcȘen ©eiteren, von ©ronau, 
Danjig, 1863." — „®eutfd)e $)id)tung, Seitfaben für höhere Sdjulen, von У ud) ner, Sffen, 1863"; 
—- „©runbriß ber alten ©efd)id)te von Soigt, Berlin, Dümmler, 1862"; — „Die ßreibeitëlriege, 
von pier fon, Seriin, Sleniann, 1863"; — „Sateinifcbe Sorfdjule lfter SurfuS, von pibÇ, Ser= 
lin, ^erbig, 1863." — „ЗЛефапіІ von Duhamel"; — Slautifdjer ЗИтапаф voit Sremiler für 
1864 u. 65. — Son bem Sönigl. .po(en Wíinifterimu ber geiftlidjen, Unterricptó= unb 9)iebicinal- 
9Ingelegenbeiten erhält bie Scpule aid ein ©efepent : „Die ©rünbung ber Sönigl. Friebrid;=SBilbelm8= 
Univerfität $u Seriin, von Äöpfe, Seriin 1860."

Für vie pl) pf i ta li fd) e Sammlung mürben angefćbafft: ein Sarometer, ein ¿eigertelegrapb 
unb brei grovefepe ¿[erneute. — Durd) ben Softenauftoanv, ben bie mepr ale getoöbnlid)C Sogen^apl 
bed vorjährigen Programmes unb bie bemfeiben beigegebenen ßeiepuungen verurfad)t batten, toaren für 
biefeS Sapr bie Plittel $u großem Einläufen naturtoiffenfdjaftlidjer Snftrumente nicht vorhanden.

Für Ven Unterridit im ßeüpnen finb 180 Sorlegeblätter angefèpafft toorben.

V. $djűíei-W

Di efe betrug ant Schluffe bed norigen ©фи1(а1)ге0 542. Der Abgang berfelben belief fid) im 
Kaufe beff eiben auf 106, bie ähtfnafynte Քսք 102, fo baß bie Sd)ule je^t 538 <Sd)iMer jaȘIt, bon 
benen fid) 130 in ber $orfd)uíe (72 in L, 58 in II.) unb 408 in ben Sfteatfíaffen (17 in I., 
31 in П., 36 in III. A., 40 in III. B., 50 in IV. A., 45 in IV. B., 47 in V. A., 46 in V. B., 
50 in VI. A. unb 46 in VI. B.) befinben.

VI. $dju(-6fjroniâ.

Da8 nid)t lange bor bent beginne bed Sehrjahred feierlid) begangene unb erft nad, ber öffent= 
Ііфеп ißrüfung toieberfe^renbe ® ebu rtdtagdfeft Sr. a j e ft ä t bed Söniged ftel)t ber Sd)itle in 
bief em Surfud поф bebor unb wirb mit l)erjfid)er DȘeilna^me unb gebührenden ®Șren bon фг ge= 
feiert werben. — (Sin anbred oaterlänbifdjed geft, an beffen, gum erfreu SDIale borgefommener, 3u= 
beifeier ber fewigen ©фіііегдепегаііоп bie D^btlnaȘme vergönnt war, nämlid) bad bed fünfzigsten 
3al)redtaged ber S ф I а ф t bei ßeipgig, ift (am 18. Dftober 1863) in glänjenber unb be­
beu tf amer 2lrt bon il)r in ®emeinfd)aft mit ben anbern ()ßl)creit Sehranftalten unferer Stabt unb 
mit Dl)ci(nat)me von Seiten ber l)iefigen 9JHttelfd)u(en unb (S(ementar=Snabenfd)ulen begangen 
worben. Die ѵеге1)гІіфеп Sommunalbel)örben hatten ьіе jur Dedung ber Soften erforberlicbe Summe 
bewilligt unb einige афіЬаге SMitglieber ber StabtberorbneteiuVerfammlung Waren bon Derfelben ju 
Sommiffarien bei bem gcfte ernannt worben. Diefe bereinigten fid) mit ber ©фиІЬериІаІіоп ¡u 
einem, bie Slnorbnungen treffenben uno bie 2Iudfüt,rung leitcnben, Vorftanbe, ber fid) ber Sad)e mit 
bent lebhafteren 3ntereffe annahm. ЭІафьеш am Vormittage in ben Kofalen ber Sdjulen eine mit 
®cfang unb geftrebe begangene geier bed gubcltaged ftattgefuuben, zogen am 9iad)inittage, von ihren 
Kehrern geführt, bie, ihre Surnfaljnen tragenben, Sd)üler in georbneten {Reihen aud bief en Kőfalén bor 
bad SliVaer 2ф°г, fd)íoffen fid) in ben beiben Sinbenalfeeit 511 größeren ßügen zufanimen, bie |'іф, 
bon fÜîufif begleitet, nad) ber Durnwiefe im 3afd)fentl)ale begaben, (tier angelangt ftellteii fid) bie 
fämmtlithen ©фйіет mit ihren Kehrern in einem Steife um bie fRotunbe auf, ed ertönte ein im а 11= 
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gemeinen Sífore gefungeneë Sieb unb bet non bent genannten ÜSorftanbe freunblid;ft bamit beauftragte 
SDirettor ber St. 3ol)anniëfchule tóiéit bie geftrebe, forb ette am Schiffe berf elben bie aus ben Șo^eren 
Sefiranftalten jur fßflanjung einer (Sebeitfeidte (Setoäfylten jur ŚoHjiehung biefeë 2ßerteë auf unb 
fpradt, пафЬет её uollenbet toorben, bie feierliche SSeiȘe barüber auß. Sin fröhtidjer S^orgefang 
ЬеЦІо^ ben feftiicȘen Sitt unb nad) einer Srholungëpaufe eilte bie muntere 3ugenb ju ben brei, für 
bag ©pmnafiunt unb bie fReaífdntíen bon bent %orftanbe baju beftimmten, фіфеп, trug baß am guf;e 
berfelben baju bereit liegenbe ©феіфо^ Șinauf, legte её ju Raufen jufammen unb Șod; loberten non 
ten (©pißen ber ^bßen to eit (eucptenbe flammen empor. ^Buntfarbige bengalifcȘe geuer umgaben bie 
heitere Scene mit jauberifdtent ©lanje unb auffteigenbe SRafeten ftreuten gunfenregen unb í>eHftra^= 
lenbe 8eud)tfugeln nom buntlen Rímmel herab. ÜRufif uns @efang erhöhten bie gröhlidjteit, теіфе 
bie jahheidfe SJlenge non ßufd;auern mit bet lebengfriftpen 3ugenb феіііе. SD er bann über ben 
ßiganfenberg genommene SRüdmeg jur Stabt mürbe non bett bent ßuge norangetragenen gadeln 
unt non aufgefteüten brennenben Sheertonnen beleuchtet.

VIL pie ^Bifiirieufeiipnîfimg

fanb im betroffenen Sdfulfapr j to ei ma l fialt ; bie erfte am 25. «September b. 3., unb es toaren 
baya bon bem ^jodfverorbneten Röniglidjeii Pro ѵіщіаі=©фиІсоПедішп §err Srovinziaí-Sidfulratp 
Dr. S d) r ab et, bon bem £wcplöblid?en Plagiftrale unferet Stabt §crr Stabt=Sdfulratp Dr. Rrepen= 
berg als Sommiff arien beputirt worben.

ßtt bett fd)riftlid;en Arbeiten fatten bie Syaminanben folgenbe Remata erhalten:
im Deutfdjen: Äßet fRecbt wid էէ un, immer unb mit 8uft,

Der pege toaste Sieb’ in Sinn unb Stuft.
im ^ranțofifcfyen: Campagne de Mapoléon en Russie.
im Bnglifcpen: würbe als Speteitium bie Heber)emuiig eines Stiids aus Sdpder’S breißigjäpri= 

gern Kriege (Sadenftein bot Stralfunb) angefertigt.
in ber äRatpematit:

Algebra:
3n einer aritpmetifcpen ftetigen proportion ift bie Summe ader brei ©liebet = а unb 
bie Summe iprer Suben = b. Sie peißt bie proportion?

(geometrie:
Յոր donftruction eines DreiedS ift gegeben bie ©runblinie, bie Summe ber beiben an= 
bern Seiten unb ber fRabiuS beS einbefdfriebenen Greifes.

Trigonometrie:
Sin Dreied %u beregnen, wenn gegeben ift, bie Diff er en; bet Sintel an ber ©runblinie, 
bie §öpe unb bie Summe bet beiben anbern Seiten.

Stereometrie:
Son einem abgeftumpften Regel ift ber fRabiuS ber größeren ©runbflädje, bie Ipöpe unb 
bet Snpalt gegeben. Plan fod finben, wieweit beibe ©runbflädjen rott ber «Spipe beS 
zugehörigen vodftänbigen Regeid entfernt finb.

in ben 9laturroiffenfd)aften:
ilngewanbte Pl a t p e m a t i f :

a. dine fcpiefe breifeitige ppramibe pabe einen Rubitinpalt von 18 Rubitjod, bie Seiten 
iprer Safis feien 3, 4 unb 5" lang, bie SerbinbungSlinie ber Spipe mit bem Sd)Wer= 
punft ber Safts bilbe mit (enteret einen Sintel von 30°; wie pocp liegt ber Sdjwer= 
punft ber Ppramibe fentredjt über ber Safis ?

b. Dentin wir uns eine fdfiefe breifeitige ppramibe von berfeiben Safis unb dleigung ; 
weldjeS ift bann ber äußerfte ©reujtoertp für bie fentrechte Entfernung bed Scpmerpunb 
teS von ber Safis, bei weldjem bie Ppramibe nod) auf ber Safis fiepen tann?

c. tann alfo bie in а gegebene Ppramibe auf iprer Safis ftepn ober nicpt?



Plan pat gefunben, baß tn einem ©гоіопдІа8=Ргі8та, beffen brecpenber ՏՃ intet 60° be­
trägt, oer PJinfel ber tleinften Slblenfung für r cti) ей Sidjt 46° 15' 37,7" groß ift.

a. Söie groß ift ber Prcd)ungb=©pponent für ©rolongtab unb rotpe Strafen ?
b. Жіе groß ift ber ©renjtoinfel für rotpe ©trabten, bie aub ©rotonglaä in bie Suft 

aubtreten ? ¿až Sîefultat b. ift aubfüprlidjer ju befpredjen.
©p etnie:

SBeldjen ©ebraudj mad)t man Bon ben Perbinbungen beb ©djtoefelb mit ©auerftoff unb 
beren ©aljen bei her ^erfteltung Betriebener farbí)fer unb gefärbter ßeuge? — фіег^и 
alb ftöèpiometrifcpe Stufgabe : 9Jtan fann Perlinerblau aud) barfteUen aub gelbem Ջ31սէ= 
laugenfaí; unb ©tfen^lorib ; іоіевіеі brauet man bon bief en ©toffen, menu beibe maffer= 
frei gebad)t roerben, յոր Tarfteltung Bon հ/հ (Str. Serlinerblau ?

Теп ©paminanben:
1) Pernparb griebridj Sllepanber Neumann, geb. im Cuti 1842, 3 Зарге in ber 

©cpule, շէ/շ in Prima,
2) 3uliub ©otoin в. St a b o m 81 i, geb. im öftober 1842, 6 í/շ Зарге in ber ©cpule, 

2*/շ in Prima,
tourbe nad) ber mit i()nen abgepaltenen münblidfen Prüfung bab ßeuguiß ber dieife, uno ¿toar 
в. St а 0 o m S f i mit bem Präbifate: gut b eftanb en, Steumann mit Dem präbifat : genüge nb 
be ft an ben, juerfanut.

Shtßerbem erhielt, alb Extraneus, ber baju in einer anbern Stealfdtule I. örbnung Borberei= 
tete ©dfüter Souib ©uftao Trab'anb, geb. im Suli 1843, ber fid), ba in berfelben ju bief ent Ter= 
mine feine Stbiturienten=fßrüfung ftattfanb, ju ber in ber ©t. 3opanni8=@d)itle abjupaltenben ge= 
melbet ^atte, bab ßeugniß ber Steife mit bem fßräbifate: genügenb beftanben.

Tie 3 tocite Sib it urientenprüfung fanb am 22. februar 0. 3. ftatt, unb eb toaren baju 
con bem фоервегогЬиегеп Äöniglid)en ProBinjia[=©d)u[co(legium ebenfalls фсгг prooinjial=©d)ulratp 
Dr. Scpraber, вой bem^od)löblid)en SJlagiftrateunferer ©labt фегг @tabt=@dntlratpDr. Srepen- 
berg alg Sontmiff arien beputirt morben.

3« ben f dfrif tlicpen Strbeiten patten bie ©paminanben fotgenbe Tpemata erpalten: 
im Teutfcpen: ®ie ift eb ju erflären, Daß Die 3ugenb in Der Stegei fo friegbluftig ift?
im Ջ r a n j ö f i f d) e n : tourbe als ©percitium eine ©teile aub ©diiller'8 ©efd)id)te beb breißigjäprigen 

Krieges (Zorftenfon) gegeben.
im ©nglifdfen: What significance had the second of January 1864 for Dantzic.
in ber Ptatpematif:

planimetrie:
©8 ift ein S՝rei8 gegeben uno außerhalb beffelben eine Sinie A В; man foil an ben fi'reib 
eine tangente! jiepen, fo baß, toenn man Don A unb В auf biefe Tangente Sotpe fällt, 
bie beiben Sotpe jufammen — AB finb.

Trigonometrie:
©in Treiecf ju berechnen, menu gegeben ift bie Tifferenj jtoeier ©eiten, ber Bon ipnen 
eingefd)loffene SBinfet an Der ©pipe unb bie Tifferenj ber burcp bie форе erhaltenen 
©egmente ter ©ritnblinie.

Äegelf (pnitte.
®on einem Paraboloib fennt man ben Parameter unb Den Snpalt; roie groß ift воп 
einem ©plinber, ber mit ipm gleicpe ©runbfläcpe unb форе pat, bie ©efammtoberfläcpe? 

Sllgebra:
Tie ©unttne jtoeier 3apten mit ber Tiff eren; iprer Duabrate multiplijirt ift — a, aber 
bie Tifferenj biefer ¿nplen mit ber Summe iprer Duabrate multiplijirt ift = b.

Äetcpe ¿japíen (*пС e8?
in Den Statur toi ffenfdfaften:

Pbpfü:
1) Slub ber angewandten SJtatpematif:

Pouguer fanb 1736, baß ein peiibel, toeldfeb am Ufer beb Pteereb in 24 ©tunben 
98770 Sd)h)ingiingeu mad)te, auf bein pidiindja in gleicher 3eit nur 98720 jurüdlegte;
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За tire іп ber

11 Satire in ber <Sd)u(e, 2 in

9?otiember 1845, 11 i/շ x3aî)re

¿eugntf; Вег Steife, unB $toar

a) tote verhält fid) bemnadj Die ©röfje Der Sefdileunigung auf Dem Serge ju Der am 
Śiecre, Diefe aíd Ginjeit genommen? b) Um toelípen tpeil feiner Vänge pätte Dad реп= 
Del verfürjt toerDen muffen, toenn ed auf Dem piipincpa ebenfoviel Sthwingungen pätte 
matpen foüen, aid am Ufer Ded SDíeered? c) Um toeldfen tpeil Der Sänge pätte Sou= 
guter fein Penbel verlängern muffen, toenn ed am Ufer ced ÜReered pätte Secunben 
ftplagen foüen ?

2) Aud Der pppfif im engem Sinne.
Зіаф pouiüet’d Serfutpen iff Die mittlere fpejififtpe iSSärme Ded platina’d jtoifpeit 0° unD t° C; 
s = 0,03308 -Ւ 0,0000042 t. — Um Die temperatur eined ¿fend ju bestimmen, 
legt man eine platinfugel in Denfelben unb wirft fie, nadjDem fie Die temperatur Ded 
SDfend angenommen pat, in Üßaffer. tad ©elvidít Der Platinfugel beträgt 100 ©ramme, 
Dad ©etoidjt Ded ՃՃ aff erd 1 Kilogramm; Die temperatur Ded SSafferd toirD Durdt Die 
Aufnapme oon Paärtne and Dein platina non 5° C auf 10° C erpöpt. 2öie pod) toar 
Die temperatur Ded £>feud ?

Spernie:
Sian roiü jTOei Stunbeit lang trummonb’fdjed Piept erzeugen ; wenn man baju in Der 
9Jiinute Durd)fd)uitt(id) 18 Subifjoü (d. de.) Ded ©adgemenged benutzt, fo toirD gefragt, 
toieoiel ift erforberlitp

a) ßinf unD Sdjtoefctfäure,
b) von Dem nicpt ju tpeuern Stoffe о շ er Den Stoffen, Die fiep Der Abiturient jur 

tarfteüung Ded Sauerftoffed audtoäplen mag ? ¿ad fpej. ©etoid;t Ded 2öaffer= 
ftoffgafed Darf Dabei nidțt aid befannt voraudgefept toerDen, fonDern ift and Dem 
fpej. ©etoiebt Der Sufi (- 77o) unD Den betreffenben So(umen= unb Aequiva= 

lentverpältniffen ju beredeten.
c) Soßen notp vier anbere päufig eingeftplagene SJege jur Sauerftoffbereitung ange= 

geben unb ed foli berechnet toerDen, toieviel °/o bed in Der Serbinbung enthal­
tenen Sauerftoffd in jcDent einzelnen ßaüe ju getoinnen finb.

1 tiubiffufj SBaffer toiegt 61,83 Pfb. —
ten ©paminanben:

1) ©eorge Seopolb Srutud tivit m, geb. im Auguft 1846, 10 3apre in Der Sdtitle, 
2 in iprima ;

2) Senjamin æilpelnt íDtto S tap f o to d ti, geb. im tejember 1844, 7 Зарге in 
oer Scpute, 2 in prima,

3) tpeinriep SîuDolf So որ ab, geb. im februar 1846, 6 Зарге in Der Scpule, 2 in 
Ptima,

4) ßranj Sbudrb tapmd, geb. im November 1843, 41/շ in Der Sdntle, 2 in 'prima,
5) DJlartin tÇriebricp tremed be Зонде, geb. im ©ftober 1844, 5 

Scbule, 2 in prima,
6) Շէէօ tpeobor © r i f d), geb. ini tejember 1845, 

Prima,
7) ©eorg tpeobor ©ottlieb Pîonglotodfi, geb. int 

in ber Sd)ule, 2 in príma,
tourbe nacp ber mit ipnen abgepaltenen ntünbíicpen Prüfung bad 
So Ilm unb Stafefotodfi mit Dent präbiťate : gut b e ft a n b e ո, aUen übrigen mit bent Präbifate: 
genügenb beftanben, juerfannt.
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Heber die Entwicklung՛ einer Function von beliebig’ vielen Variablen in eine 

Reihe, die nach Laplaceschen Functionen höherer Ordnung fortschreitet.

Vie Kugelfunctionen sind nicht nur durch ihre zahlreichen Anwendungen auf Probleme 
der mathematischen Physik von der grössten Wichtigkeit, sondern sie bieten auch wegen 
ihrer vielen schönen Eigenschaften in rein mathematischer Hinsicht ein hohes Interesse 
dar. In der letzten Beziehung hat Cayley*) dadurch die Grundlage zu einer wesent­
lichen Erweiterung der Theorie gelegt, dass er den Begriff der Laplaceschen Func­
tionen von zwei auf eine beliebige Anzahl von Veränderlichen ausdehnte und zwei 
Fundamentaleigenschaften der Kugelfunctionen auf diese neuen Functionen übertrug. 
Mit dem Beweise derselben Sätze beschäftigt sich auch Herr Heine in der Abhandlung : 
„Die speciellen Lamé sehen Functionen der ersten Art von beliebiger Ordnung; (No­
vember 1862)“, **) die ausserdem eine Reihe der schönsten Resultate für die speciellen 
Functionen enthält, welche in der allgemeinen Theorie an die Stelle der Kugelfunction 
Pn (cos 7) und ihrer Zugeordneten treten. Zu einer Zeit, als Herr Heine, durch dessen 
gefällige Mittheilungen ich auch zuerst auf die Abhandlung Cayley’s aufmerksam ge­
macht wurde, seine Arbeiten über diesen Gegenstand noch nicht veröffentlicht hatte, 
war es mir gelungen, die Fourier sehen und Laplaceschen Reihen auf Functionen 
von beliebig vielen Variablen zu übertragen. Die Anregung dazu empfing ich durch die 
Vorlesungen Dirichlet’s über partielle Differentialgleichungen und über die Kräfte, 
welche im umgekehrten Verbaltniss des Quadrats der Entfernung wirken ; die offenbare 
Verwandtschaft und Zusammengehörigkeit der genannten Reihen liess leicht den richtigen 
Ausgangspunkt für die Uebertragung gewinnen, und die Durchführung war auf dem­
selben Wege zu erreichen, auf dem man von den Eigenschaften des Potentials zu den 
Kugelfunctionenreihen gelangt. Der Inhalt dessen, was ich über diesen Gegenstand hier 
mitzutheilen beabsichtige, ist kurz folgender. Nachdem im ersten Paragraphen die Ein­
führung eines (n 4- l)fachen Integrals an Stelle des Potentials auf den Ursprung und 
die Definition der Laplace sehen Functionen nter Ordnung geführt hat, wird in § 2 
durch Uebertragung einer characteristischen Eigenschaft, die das Potential einer Flächen-

*) Sur les fonctions de Laplace. Lionville’s Journal. Bd. 13.
**) Borchardt’s Journal, Bd. 62, S. 110—142. — Vorbereitet wurde diese Arbeit durch die Abhand­

lung: „fieber einige bestimmte Integrale“ (Bd. 61, S. 356—367). Die ersten Hindeutungen auf den Gegenstand 
giebt Herr Heine in der Abhandlung: „Die Lamé sehen Functionen verschiedener Ordnungen.“ (Bd. 60.)

1 
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belegung auszeichnet, ein Htilfssatz gewonnen, der, (in § 3), ohne ein Eingehen auf 
specielle Functionen nöthig zu machen, mit Einem Schlage die gesuchte Reihenentwick­
lung liefert, zugleich auch die Fälle erkennen lässt, in denen der Werth der Reihe nicht 
mit dem der Function übereinstimmt, sondern einen gewissen mittleren Werth der Func­
tion in der Umgebung eines besonderen Werthsystems ausdrückt. Gelegentlich werden 
dann die beiden schon oben erwähnten Fundamentalsätze angeführt, von denen der erste 
leicht aus der Differentialgleichung der Laplaceschen Functionen, der zweite mit 
Hülfe des ersten aus den erhaltenen Reihen hervorgeht, und welche, wenn man sie auf 
andere Weise ableitet, auch umgekehrt zur Aufstellung der Reihen dienen können, je­
doch ohne einen Anhalt in Betreff der eben angedeuteten Ausnahmefälle zu gewähren. 
Da did Art des Ueberganges von dem Hülfssatze zu den Reihen die Convergenz der 
letzteren zweifelhaft lässt, so ist ein Beweis derselben nothwendig. Dieser Beweis, der, 
wie ich glaube, bisher noch nicht geführt worden ist, wird im letzten Paragraphen 
wenigstens für die Functionen dritter Ordnung gegeben. Es zeigt sich, dass schon hier 
eine Divergenz eintreten kann in Ausnahmefällen, wie sie bei den Functionen zweiter 
Ordnung noch nicht vorkommen. Die Summation der allgemeinen Reihen, bei welchen 
die gehörige Deutung der auftretenden Convergenzbedingungen mit, wie es scheint, nicht 
unerheblichen Schwierigkeiten verknüpft ist, muss einer späteren Bearbeitung Vorbehalten 
bleiben; ebenso auch die Betrachtung gewisser neuen Reihen, welche aus denen des 
§ 3 hervorgehen, wenn man die Anzahl der Variablen unendlich gross werden, die zu 
entwickelnde Function aber nur von einer bestimmten Zahl derselben in passender Weise 
abhängen lässt, und welche im Allgemeinen geeignet sind, eine beliebige Function von 
irgend einer Anzahl von Variablen für alle Werfhc derselben zwischen — oo und + oo 
darzustellen.

§ 1.

Definition der Laplaceschen Functionen iitcr Ordnung.

Der Ausdruck der gegenseitigen Entfernung zweier Punkte (xt, x2, x3) und 
(a1? a2, a3), nämlich

r ֊֊ | (x, — a,)2 -4- (x2 — a2)2 + (x3 — a3)2j 2,

genügt, als Function von x x, x2, x3 befrachtet, der partiellen Differentialgleichung

•■՛(!) (;) ■■■ (՛)...

Ďx,2 + "FIE?՜՜*՜ 8x32 -

Diese Eigenschaft ist dadurch von der grössten Wichtigkeit, dass sie als Ausgangs­
punkt für die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen dienen kann. Um nun 
diese Theorie auf eine beliebige Anzahl von Veränderlichen zu übertragen, muss man 
statt r den allgemeineren Ausdruck

R — f x, — aj2 -+- (x2 — a2)‘2 + ... + (xn _|_ x — a„ t )2^j 2 



3 —

zu Grunde legen, welcher fur n = 2 mit jenem zusammen fallt. Durch eine leichte Rechnung 
überzeugt man sich, dass R mit r die Eigenschaft theilt, dass es der Differentialgleichung

2

das (n-ł-l)faehe Integral : 
_ Г K' dť

/ ՜՜ R

Ungleichheiten bestimmt sein 
anzunehmen gestatten. Das

d2 R֊1 d2 R֊1 a2 R՜1
8x,= + Sx.? +--- + Sx„+,«-°

Genüge leistet. Damit wir nun auch eine Function der x erhalten, welche für n = 2 
mit dem Potentiale eines beliebigen Massensystems coincidirt, so bilden wir, indem wir 
unter K' eine beliebige endliche Function der a verstehen,

v _ Հ(11 + n K' da, da2 .. dan + 1
/ R

in welchem die Integrationsgrenzen durch irgend welche 
mögen, die den Grössen a1; a2 ... nur endliche Werthe
Werth system (xx, x2,.., xn _j_ ,) ՝ möge ausserhalb des Umfanges der Integration liegen, 
d. h. es möge innerhalb der Integrationsgrenzen nicht gleichzeitig a, = xx, a2 — x2, 
■ ■ • an 4- չ = xn_|_ 1 werden können; dann kann man die partiellen Derivirtcn von v, 
weil R՜1 dann stets endlich bleibt, durch Differentiation unter dem Integralzeichen bil­
den, und findet also für v die Differentialgleichung:

_ x 82 v ,92 v , v _
<1') (?x,2 + + ßx,. + ,* ՜

Der Fall eines inneren Werthsystems ist für den uns vorliegenden Zweck von 
keiner Bedeutung, und ich will nur beiläufig anführen, dass dann (1.) durch die Diffe­
rentialgleichung

_ .x ¿r v . a% v . v 4 «тЛ к

ersetzt werden muss, in welcher К den Werth bezeichnet, der aus K' durch Verwand­
lung der a in die x hervorgeht.

Wir wollen jetzt in v eine Vertauschung der Veränderlichen vornehmen, welche für 
n — 2 die Bedeutung der Verwandlung der rechtwinkligen in Polarcoordinaten hat, 
indem wir setzen:

xx = Ç cos фх, x շ = ę sin cp, cos ср շ,
Х.З = ę sin Cp, sin cpg COS срз,

Ebene in

?

welche
Polarcoordinaten

xu — Pn — 1
xn — 1 — Pn — 2

xn — 2 — Pn — 3

X„ — Ç sintjPj sin <p2 ... sin <pn j COS фц
Хи+ լ = Ș sin ф, sin cp 2 ... sin Փո_լ sin <pn

Es ist nützlich zu bemerken, dass man diese Substitution mittels Einführung՛ von 
n — 1 Hülfsveränderlichen p durch n einfachere Substitutionen ersetzen kann, 
einer Veränderung von rechtwinkligen Coordinaten in der 
gleichkommen, indem man nämlich successive setzt :

XI1 -4-1 — Pn — 1 8ІН <P„ ,

7

p2. = Pl sill (p շ 7 X2 = Pl COS cp շ
Pl = ť Síl! (է) լ , x I = <? cos cp ¡



Um nun die Transformation von (1.) zu bewerkstelligen, bemerke man, dass diese 
Differentialgleichung, ähnlich wie bei drei Veränderlichen, die Bedingung dafür aus­
drückt, dass die Variation des Integrales / Qdt, worin

dt = d x ։ d x2 ... dxn + lí

verschwinde. Indem man die Vertauschung der Veränderlichen in der angegebenen 
Weise nach und nach vornimmt, erhält man:

(dxn+1 dxn) — pn_! (d pn-1 d<pn), (dp,,-! dx„_J = Pil_2 (d p„_2 d <pn_j),

(d Pa íl x.>) = pi (d p j d cp2), (dp, dx,) = f d f d <p,, 
also:

d t = pn_1 pn_2 ... pr § df dcpi dtp 2 ... dcpn, 
oder, wenn man bedenkt, dass fur s = 1, 2, .., ո — 1:

рч = f sin ср ! sin ср շ ... sin cps
ist, und der Kürze wegen

P Z= Ç" sin11 l(p ! Sin,1֊2<p2 ... sin֊<p,i-2 Sin'cpn-i 
setzt,

dt = P df dcpi dtp շ ... dcp„,
ein Ausdruck, der zuerst in den Arbeiten Jacobi’s auftritt.

Es ergeben sich ferner auf bekannte Weise leicht die Gleichungen :

und durch deren Addition wird:

/ 9 v . 'k' ( Ö v ) — / 9 v ՝)■+ 1 ,/ 9 v \2
( 9 xn+1 > X 9 xn >f — ' 9 pn_i> Pu—l2

‘ 9 cP11 )

/ Лл Jľ
+

/ 9 v 'V2- / 9v '>’+ 1 ( 9 v V2
V 9 pn_! > ' ß x]1_1 .) - Pn-22 ѴѲ cpn_J

( Л v 1í2
+ 1

í 9 v )í2- i( 9 v \ •> 1 i< 9 v \2
V öp, J1 1 9 x, JF — ’v () ę ) f՛ '< 9<pi / ’

Die gefundenen Werthe von Q und dt setze man in die Bedingungsgleichung 
ծ f Q ,dt — 0 ein, so erhält man nach den bekannten Regeln der Variationsrechnung:

so nimmt die so eben erhaltene Transformation der Differentialgleichung (1.) die Form an:

c) ip ß Ո /Р 8v\ + 9 (F a_v\ + 8 ï p w) = °'
д? \ ê)ç) Vf2 дері/ Դւ2 W ,M Vp„-ľ2

Dividivi man noch beide Seiten dieser Gleichung durch p
und setzt Ps2 = f 2 Qs,

das heisst:
q< — (sin cp 1 sin cp ; . .. sin W', q0 :

/1,

(2.)
fn~2 d c

1 ö
0.



In dem Integrale, durch welches v definiri wurde, lasse man die der Substitution 
für die x entsprechende Veränderung der Integrationsvariablen eintreten, indem man setzt

a, = 1 cos Ap a.2 = 1 sin À l cos Л2, . . . 
а, .j., = 1 sin Л j sin Л., . . . sin An,

dann wird :
г К' d ť

J (ľ2 — Ճ1 § cos « H- c՛2) շ
wenn :

d ť = 1“ sinn֊1A L sinn~žÄ2 ... sin ։Л„ _i dÄ, dÄ2 ... dÁn ,
ai X( + a2 Xj + . . + a„ xn 4- an_|_j xn_^_1 

cos « =------- ----------------------------- ț-------------------------—------ , oder
1 ę

COS á) = COS ф 1 COS Л] 4- sin ф I sin Ä ; COS ср2 COS A.2 4- .. .

4֊ sin <p i sin Aj ... sin cpn_2 sin An_2 cos cp„_j cos An_։

4- sin cp I sin Aj ... sin cpn-1 sin A,,-! COS (cpn --- An).
К'Es ist jetzt zweckmässig, die Function v zu specialisiren, indem man — statt K' 

setzt, unter K' eine von 1 unabhängige Function der A und unter г eine unendlich 
kleine Grösse versteht, nach 1 von 1 bis 1 4- г integrirt und о und ti als Integrations­
grenzen von Äj, A2, ..., Ад_i, dagegen о und 2 л ՝als die von A„ nimmt. Macht man 
noch zur Abkürzung

sin"՜1 A j ... sin՛ Ад-j d А, ... d An = d ծ'

so gellt v über in

(1 — 2 f ços <и

Welche Bedeutung diese Specialisirung hat, wird klar, wenn wir den Fall n — 2 
ins Auge fassen ; wir sind dann von dem Potentiale eines beliebigen Massensystems 
übergegangen auf das Potential einer Massen schicht von der variablen Dichte k', welche 
auf der Oberfläche einer Kugel vom Halbmesser 1 vertheilt ist. Je nach dem nun 
Հ < 1 oder> 1, oder, bildlich ausgedrückt, je nach dem (xx, x2,. ., xn+1) ein inneres 
oder äusseres Werthsystem ist, werde v durch v¡ oder va bezeichnet, so lässt sich v¡ nach 
positiven und va nach negativen Potenzen von ç in eine, wie nicht schwer zu beweisen, 
convergente Reihe entwickeln. Diese Reihenentwicklungen haben die Form :

Ill CxD
(Š'.) V; — X Xm ,

m՜ о 
m -ОС

(Ց".) V, = Z X.. ,
m o

und zwar bedeutet Xm, wie wohl zu beachten, in beiden Reihen 
q> "i es ist nämlich, wenn Rm (cos «) den Coefficienten von çm in 
r՜1 nach aufsteigenden Potenzen von ę bezeichnet,

(4.) Xm — f k' Rm (cos a>) d Ժ.

dieselbe Function der 
der Entwicklung von



Substituiri man die Ausdrücke in (3'.) und (3".) statt v in (Ճ.), so führt die Be­

dingung. dass der Coefficient von , resp, von verschwinden muss, zu der
folgenden Differentialgleichung fur Xm :

(5.) m(m4-u-l)X.+ E_ -

Da Rm (cos®) eine ganze rationale Fonction mten Grades von cos®, so ist aus 
(4.) und vermöge der oben angegebenen Zusammensetzung von cos ® aus den cp und Л 
einleuchtend, das X,n eine ebenfalls ganze und rationale Function der Grössen cos <p,, 
sin <px cos cp-չ, ..., sin <Pj sin <p2 . . . sin <p„ ist. Wir wollen nun allgemein eine 
jede Lösung Zm der partiellen Differentialgleichung (5.), welche zugleich eine ganze 
Function (m ten Grades) der Grössen cos cp,, sin cp ։ cos <p2, ... ist, eine Laplacesche 
Function n ter Ordnung nennen, so dass die gewöhnlichen Kugelfunctionen als Laplace­
sche Functionen zweiter Ordnung, und wenn man in (5.) den Werth n = 1 zulässt, 
die Kreisfunctionen als solche erster Ordnung erscheinen. Unsere Aufgabe besteht dann 
darin, eine beliebige Function f von n Variablen cp, welche für alle Werthe von cp,, 
<p2, .. zwischen о und ti und für alle Werthe von <pn zwischen о und 2 tt gege­
ben ist, in eine Reihe Zo -+- Z1 4- Z2 -+- ... von Laplaceschen Functionen uter 
Ordnung zu entwickeln. Bevor ich jedoch zur Lösung dieser Aufgabe übergehe, muss 
ich noch erwähnen, dass die Differentialgleichungen (2.) und (5.), fast in derselben Form, 
schon in der oben angeführten Abhandlung des Herrn Prof. Heine vorkommen und von 
demselben weit früher gekannt waren. Die Gleichung (5.) tritt dort zuerst für die spe­
cielle Function Xm : ՜ Rm (cos ®) auf, und es wird dann die allgemeine Form von Z 
gesucht und die Anzahl der in ihr vorkommenden willkührlichen Gonstanten bestimmt. 
Diese Untersuchung, welche für eine speciellere Theorie dieser Functionen von grosser 
Wichtigkeit ist, kann für den uns vorliegenden Zweck äusser Acht gelassen werden. — 
Da übrigens Herr Heine die Rechnungen, durch welche man von (1.) zu (2.) und (5.) 
gelangt, nicht angiebt, so dürfte die hier gegebene Ausführung nicht unwillkommen 
erscheinen.

§ 2.

Verallgemeinerung eines Satzes über Flächenpotentiale.

ein materieller Punkt auf einer Normale einer mit Masse belegten Fläche 
durch diese Fläche hindurchgeht, so erleidet die normale Componente der An­

nin eine Grösse, welche gleich ist

den Grenzwerth zu ermitteln, welchen die Differenz der Differential- 
ç) Vj

und ß ֊ annimmt, wenn f in dem ersten abnehmend, in dem zweiten

Wenn 
fortrückend 
ziehung bekanntlich eine sprungweise Aenderung 
— 4 ti mal der Dichtigkeit der Massenschicht an der betrachteten Stelle der Fläche.
Diesen Satz, von welchem man weiss, dass er sofort die Reihenentwicklung einer Func­
tion von zwei Variablen nach Kugelfunctionen liefert, müssen wir jetzt zweckmässig 
verallgemeinern. Die dazu erforderliche Arbeit wird uns dadurch nicht unbedeutend 
erleichtert, dass wir die Uebertragung des Satzes, der für beliebige krumme Flächen 
Geltung hat, nur für den der Kugclfläche entsprechenden Fall durchzuführen brauchen. 
Wir haben also

,. , 8 va
quotienten
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a

ein, indem wir 
und erhalten

werde, muss man für die
. ci­

eľ* 

= D (e positiv unendlich klein)
(i —f)

geschrieben werden kann, stellt sich, wenn man für v die Werthe in (3".) und (3'.) be­
nutzt, als der Unterschied zweier vielfachen Integrale dar, deren entsprechende Elemente 
sich unendlich wenig von einander unterscheiden mit Ausnahme derjenigen, für welche 
r einen sehr wenig von Null verschiedenen Werth hat. Nun wird aber r nur = 0, 
wenn gleichzeitig Ç — 1, ® = 0 ist, und es werden also diejenigen Elemente den 
Hauptbeitrag liefern, für welche a> in der Nähe von Null liegt. Man sieht hieraus, dass 
es zweckmässig sein wird, die Integrationsvariablen so zu verändern, dass eine dersel­
ben où wird. Wir fuhren deshalb zunächst vorübergehend die a wieder 
(3.) mit dem der Einheit gleichen Factor (ո-ł-l) J1 1" dl multipliciren,

v = (n + i)Հ k dai ■" dan+1

ç(n+l) — n±l = sin <p, sin <p2 ... sin фд.

zunehmend gegen die Einheit hin convergir!, während die cp für beide die nämlichen 
Werthe besitzen. Diese Differenz, welche auch in der Form

/9 v\ _ /9 v\
\9 f՜՜ \9

Ալ + Cլ a.j + ••• + C/n+’) an_|_j.

es wünschen, 
b j = 1. cos oo (man vergi. S. 5)
Coefficienten in der ersten Verticalreihe die Werthe nehmen :

X.— ֊ ՜ cos Cp,
e

= X- = sin cp, cos cp..

^1 = c?+1,bI+c^+1>bi+... + cí+->b.+I.

worin also die C den bekannten Bedingungen zu genügen haben, dass die Summe der 
Quadrate der C in einer und derselben Verticalreihe = 1, und die Summe der Producte 
von je zwei C aus zwei verschiedenen Verticalreihen —: 0 ist. Es ist, dann identisch 

a12 4- an_|_i'2 zz b12 4- ... 4- bn_|_12 — l2,

und man hat:

bi =

Damit nun, wie wir 

während die Integrationsgrenzen durch die Ungleichheit
a։2 4-a«՝ 4- ... 4- an_j_i2 Հ 1

bestimmt sind. Man ersetze jetzt die a durch n 4- 1 neue Variablen b vermöge der
orthogonalen Substitution

ai — Ci bi + C2- b2 4- ... 4֊ C]i^_1 bn+1

(6.)
a2 = С,2) bj 4- CÍf b. 4- ... 4- C' , b

L 1 1 ~ n-f-1 n-t~l
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1

v

F(f')

Für unsere Differenz D

wenn

1

wenn man gleichzeitig՛

Ո — 1
՜շ

Von den übrigen Coefficienten bleibt eine gewisse Anzahl willkührlich, und man 
braucht die Ausdrücke derselben nicht zu kennen; doch wird die Bemerkung nicht über­
flüssig sein, dass es insbesondere erlaubt ist, für die ite Verticalreihe die partiellen De 
rivirten der ersten nach <p£ Ã 
meinsamen Factoren fortlässt,

c(k)
' i

sich

... d Ъд_ф_і
•>

\n і----- 4 z 2/ 1 d z

d Vi,

Л = F' (1 + e) ֊ F' (1 — e) 

gesetzt wird. Nun geht der Ausdruck von F (?) für ? — ! + <?, 

cos я — I — 9 z2 setzt, über in :

/
. 7Ն

■
О

ľ

՚ո++ < >
oder wenn man für die b ein neues System von Polarcoordinaten 

b։ =z I cos M, b., — I sin to costo,, . . . 
anwendet und dann das Integra! nach 1 wieder ausführt:

dr' = sin“ 1to sin" 2coi ■ . . sin 1й>։1_ շ dw do>( . . ձ«ո—1,

wofür wir lieber schreiben wollen :

zu setzen, wenn man die allen diesen Derivirten ge­
il. h. dass man setzen darf:

a

9 <Р,_!

Durch Einführung- der b statt der а ergiebt 

Հ- k' d b.
v = (n 4- 1) /

b| ՜ 4- b2 2 4- 4- b,

k'dr' ,

’s« + e2 )՜5՜

_ Հ71 k' sin"՜ dա
Հ 1--- 2 § cos 60 4- 4,2|

haben wir also den Ausdruck: 

.71 2 7t
D — J • • - J* sin" -Ші . . , sill й)а_ 2 d MI

"о о

71
F (f) sin"՜2®!--, sin ®n—շ d®j ... d «մո—1,

71
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und durch Differentiation nach e ergiebt sich, wenn man der Kürze halber

setzt :

z

4- *2

z

2

í und s festgesetzt wurde, 

Es bleibt also als einziger Beitrag für

z2

den durch Verwandlung von e in — г daraus 
Man betrachte nun

übrig, und man hat folglich, wenn (h') einen Mittelwerth des h' zwischen z — о und 
г — ò bezeichnet und G (e) das Integral

ï֊‘

Von diesem Ausdrucke hat man 
hervorgehenden zu subtrahiren, um den Werth von Д zu erhalten, 
zuerst den folgenden Bestandtheil von Д:

1 - " = h'k' (' - 4 z0

7

0

(1 - , dz

1 + ֊9 »

derselbe nähert sich offenbar mit s zugleich der Null, weil die in der Klammer befind­
liche Grösse für alle Wertlie des z innerhalb der Integrationsgrenzen bei unendlich

2 f 
kleinem e stets verschwindend klein bleibt. Den zweiten Bestandtheil, in welchem " 

z-4 
als Factor der Function unter dein Integralzeichen auftritt, zerlege man in zwei Inte­
grale mit den Grenzen о und Հ J und 2, und es bedeute $ eine Grösse, die mit e zu­

gleich gegen Null convergir!, jedoch in solchem Masse langsamer, dass

Hin Լ = о, also lim — օձ 
d f

wird für ein unendlich abnehmendes e. Alsdann ist zunächst das zweite Integral, nämlich :

Հ !.(- + -+f.)T 

verschwindend klein, weil die eingeklammerte Grösse stets endlich und

/'֊' 2 e dz 2 e Հ ՜ j ՜g

nach dem, was soeben über die Art des Abnehmens von 
einen ins Unendliche abnehmenden Werth hat.
den Werth von Д das Integral

г ,յ________ 1 .
I / g'2 \։>4-l / g՝2 XiiH-l d z ;LC1 + ê՛ + z'2 ) 2 ( - ՛ + ? ) ï J1 2

z
Г IV ii
Гл s՝2՝լո4-ւ ՜*՜ / ’’ ՝V+1 I ճ.ք d
Ч1 + e+ z‘2>) 2 ( 1 ՜՜ e + Z՛2,) շ J z2
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bedeutet:

Daher ist

der Substitution

wobei y, einen gewissen Zwischenwerth von y innerhalb der Integrationsgrenzen be­
deutet. Der Factor vor dem Integralzeichen convergir! aber, wenn e sich der Null 
nähert, gegen die Einheit hin, und die obere Grenze des Integrales wird oo, also ist

Ă։, Л2, . . vermittelst
der Integration als constant zu betrach֊

Л = [G (f) ֊ G (—<?)] . (h').

Es wird aber, wenn man ՚ւ — e У y setzt:

Í' dz

d «լ ... à t»n—1о о

In der Function к' mussten die Variablen
(6.) durch die Variablen a>, աէ, . . und die bei
ten den Grössen <p,, <p2, . . ersetzt werden, und es bedeutet (k') den Werth von k' für
ein unendlich gegen Null hin abnehmendes m. Aber für a> = 0 folgt aus (6):

cos Ä, — cos ср i, sin Л j cos Ă2 = sin cp, cos cp.շ, etc.,

woraus, wenigstens wenn cp,, cp.,, . . . , <pn keinen der beiden Werthe 0 und ti (resp. 
0 und 2 ti) besitzen, die bestimmten Auflösungen

Ät = cp,, Ä.2 =z cp.¿, etc.

hervorgehen. Es reducirt sich hiernach im Allgemeinen (k') auf eine von oot, w2, . .

. 11—2sm ... sm a>
n—շ

Denselben Grenzwerth hat — G (— e) und folglich ergiebt sich für A der Ausdruck

. ճ =(1 ՜ր"’ « = ֊ *>•
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unabhängige Grösse к, welche aus k' erhalten wird, wenn man darin die Л mit den <p 
vertauscht, so dass kzzf((p։, <p2, ... , <pn) wird, wenn k'~ f(A։, Л2, ..., Лп). Da­
durch vereinfacht sich (7.) zu \

է
wenn

Um den Werth dieses Integrales zu finden, setze man sin®' = ]/z , so wird:

1 */։
Am

(m+l)-l ։/
(1-z)'' Ѵя Г 72 (m 4-1) 

r‘/s(m + 2)’

und durch Substitution der hieraus für An_2, .., A, hervorgehenden Werthe ergiebt sich 
schliesslich :

(T.) D =
4 и Va M֊1)

Г՛/շ (n—1)
k.

Wenn die Variablen <px, <p2, . . einen ihrer Grenzwerthe besitzen, oder wenn für 
ein besonderes Werthsystem (<p,, . . <pn) die Function (k') für ein gegen Null conver֊ 
girendes « vieldeutig d. h. eine Function von ®։, «2, . . wird, so muss man auf die 
ursprünglich erhaltene Formel (7.) zurückgehen. Ist z. B. <pt = 0, so wird eosa¡ — cos Ät, 
d. h. Aj — со. Es ist also die Substitution (6.) hier unnöthig, oder man darf auch 
Ä2 = »j, Л3 = ճ)շ etc. nehmen. In der Formel (7) ist also

für Փ1 =: 0 : (k') = f (0, ®։, a-շ,

In ähnlicher Weise hat man

tür cp, = -n : (k') = f (тг, oov

Nimmt man weiter <p2 = 0, so ist

COS to — COS ф, COS À! + sin sin Áj COS Ág;

also oi nur von den beiden ersten Л abhängig. Man darf also auch nur für diese zwei 
neue Variablen ա und «1 einfubren. Dies geschieht durch die Substitution

cos A ; — cos q> ! cos ы — sin <p1 sin ш COS to յ
sin Л I COS Ág = sin cpv COS to 4- COS ф ! sin <y COS to v
sin Áj sin Á2 Z= sin to sill to լ у

während Á3 =z <y2, Л4 := cu3 etc. wird und der Ausdruck für das transformirte Element
des Integrales keine andere Form annimmt, wie in dem allgemeinen Falle. Für « = 0 
wird jetzt Л, = <jPj und Á.2 — 0, also ist

für <pg = 0 : (k') = f (<pr 0, to2, . . «„„յ),
2*
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mid in (7.) wird die Integration nach Ші ausführbar. Allgemein hängt (k') für <pm = 0 
oder ti noch von <um , . . , ®ո_1 ab und der Ausdruck für D in (7.) reducirt sich auf 
ein (n — m)faches Integral. Endlich ist noch zu bemerken, dass D für <pn = 0 und 
<pn — 2 7t einen und denselben Werth hat, und dass dieser durch (7'.) dargestellt wird, 
wenn man darin anstatt к den Ausdruck

1 г
у լք (qPi, > • , <Pn-l> °) + f (Փ1, ■ • , <Pn—1, 2 я)

substituiri. — Die Begründung der zuletzt ausgesprochenen Behauptungen kann hier 
um so eher unterbleiben, als im letzten Paragraphen ähnliche Betrachtungen wiederkehren.

§ 3.

Allgemeine Form der Reihen. ■—- Zwei allgemeine Sätze.

Wir haben jetzt unser nächstes Ziel, die allgemeine Form der Entwicklung einer 
Function nach Laplaceschen Functionen zu bestimmen, erreicht. Denn setzen wir in 
die vorhin erhaltene Gleichung (7/)

 г/г (ո-l)
-4Հ/'(»+ւ)

die aus (3'.) und (3".) fur ę = 1 sich ergebenden Werth e

(d V)
Ѵв f/i_F

m—oo
S m Xm 

ni=0
(b ç)i+g՜ m DC

ճ (m + ո — 1) Xm 
ni—О

und für die Laplacesche Function Xm den in (4.) befindlichen Ausdruck ein, so er­
halten wir:

(L) к (cos «) d Մ՛.

Die in dem allgemeinen Gliede der Reihe auftretende specielie Laplace sehe Func­
tion Rm (cos to) hat, je nachdem n eine ungerade Zahl 2 /л -4- 1 oder eine gerade 
2 /z -4- 2, einen verschiedenen Character. In dem einen oder dem anderen Falle ist 
Rm (cos to) der Coefficient von ęm in der Entwicklung von

(1 — 2 c cos ա -4- f2) oder von — 2 ę cos # + 2

nach Potenzen von ę. Bildet man nun von jeder der Reihen

s .20
log (1—2 ț' cos Û) 4- ęr) = S —

S—-1

2 fs cos (S iti)
s

(1 — 2 f cos a> 4֊ Հ2 Vi s=oo
=2 2 f8 Ps (cos to)

s O
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den piten Differentialquotienten nach der Grösse cos « ֊ z, so ergeben sich durch Ver­
gleichung der Coefficienten von auf beiden Seiten .die auch von Herrn Heine 
gefundenen Ausdrücke:

Ո = 2 /X 4֊ 1, Rm (cos to) =
i ___լ

(m 4- բ) 2м՜1 Г(Я)
cos (m 4-/х) «

7

У71 Pm_|_jW (Z)
2^ ГОЧ-1/։) dzM

Die Reihe (I.) nimmt also, je nach dem к gleich einer Function f von 2 p. 4- 1 oder 
von 2 /x 4- 2 Variablen <p ist, die erste oder die zweite der beiden folgenden Formen an:

n = 2 ¡л 4֊ 2, Rm (cos я)

(Ia) f (Фи Փշ, - -, Фзмч-i)

1 m—pc
= ~¡¿ М + 1 2 / ք (ÀD Ă2>

ճ 71 m О՛/
? ^■շ М+1)

cos (m -+- м) «
dr,

worin :
d т — sin2^ ä, sin2“ 1 A2 . . . sin À2^ d Ä, d Л2 . . . d Äž„+1

z = cos « — cos <pլ cos Aj -f- sin cpv sin Äv cos <p2 cos Ä2 + . . .

+ sin (¡pj sin Aj . . . sin cpqjx sin A2^ COS !4<P2jU_|_i --- A2^1{_j_1).

(I"') ť (Փ1, Փշ, ■ • • , Գշբ+շ)

1 m ОС
— J14-2 /х+1 2 (2m + 2/í + l) /f (Л,,Л2, ...,Л2М+а)

2 71 m֊-0 «/

d* pm+M(2l dT 

d/

worin :
d t ~ sin^+^j sin2^A2 . . . sin A2¿M+1 d A1 d A2 . . dA2^_|_2

z = cos w =z cos <pj cos Aj 4- sin cpt sin Aj cos <p.> cos A., 4- . .

4- sinXjp j sin A, . . sin <p2/X4_j sinA2M+1 cos (փ2Ւ4_ճ — А2А,+2).

Die Integrationsgrenzen sind in Bezug auf alle Variablen 0 und tí, nur für die 
letzte 0 und 2 71.

Es muss aber sogleich bemerkt werden, dass die Gültigkeit dieser Reihen hiermit 
noch keineswegs streng bewiesen ist. Wir haben uns nämlich am Anfänge dieses Pa­
ragraphen stillschweigend erlaubt, in den aus (3'.) und (3".) durch Differentiation nach 
ç entstehenden Reihen für ç statt der unendlich wenig von 1 verschiedenen Werthe 1—¿ 
und 1 4- e geradezu 1 selbst zu setzen. Dies ist nun zwar dann erlaubt, wenn diese 
Reihen noch für հ — 1 convergent sind, weil eine nach Potenzen von ç fortschreitende 
Reihe, wenn sie bis f = c inclusive convergent ist, bekanntlich auch bis f — c inclu­
sive stetig bleibt ; aber der Beweis für die Convergenz der Reihen, so leicht er sich für 
Ç <Լ 1 resp. > 1 durch Betrachtungen, wie man sie aus der Theorie des Potentials 
kennt, führen lässt, so ist er doch für ç = 1 mit grossen Schwierigkeiten verknüpft; 
ja es findet eine solche Convergenz nicht einmal durchweg statt, sondern die Reihen



— 14

werden in gewissen Ausnahmefällen in der That divergent. Man kann also nur be­
haupten, dass die Reihen (Ia-) und (Ib), wenn sie convergent sind, im Allgemeinen 
(d. h. äusser für die Grenzwerthe der Variablen und für die vieldeutigen Stellen der 
Function) f (<pp <F2, . .) zur Summe haben; um aber die Bedingungen der Convergenz 
festzustellen, wird man von den Reihen (B') etc. gänzlich abstrahiren und sich nach 
anderen Hülfsmitteln umsehen müssen. Es liegt nahe hierzu die Methoden zu benutzen, 
durch welche Dirichlet zuerst die Allgemeingültigkeit der Fourier sehen und La­
placeschen Reihen bewies, und ich werde dies im nächsten Paragraphen wenigstens 
für die Functionen dritter Ordnung durchfuhren. Zuvor will ich aber noch zwei allge­
meine Sätze anführen, die hier nicht füglich übergangen werden können.

Bezeichnen Zm und Zp zwei Laplacesche Functionen nter Ordnung, und ist 
m nicht = p, so kann man mit Hülfe der Differentialgleichung (5.) durch das bekannte, 
von Laplace herrührende, auf theilweise Integration gegründete Verfahren leicht be­
weisen, dass

Setzt man insbesondere Zp = Rp (cos w) und vertauscht noch die q> mit den A, wo­
durch Zm in Z'm übergeht, Rp (cos a>) ungeändert bleibt, so wird

Հ Z'm Rp (cos «) d <r' — 0.

Wenn also in (I.) die zu entwickelnde Function к selbst eine Laplacesche Function 
Zm ist, so reducirt sich die Reihe auf ein einziges Glied und giebt das Resultat :

(9.) ՀZ'm Rm (cos a>) d ծ ~ 4 ti Ч*(ո+1)
(2 m + ո—1) Г Уз (ո — 1)

Da übrigens auch die Reihen (3'.) und (3".) hier nur aus Einem Gliede bestehen, 
also ihre Convergenz auch für f = 1 selbstverständlich ist, so kann an der Gültigkeit 
dieses Resultates kein Zweifel bestehen. Dass auch die Grenzwerthe der Variablen hier 
keine Ausnahmefälle herbeifuhren, geht schon daraus hervor, dass beide Seiten von (9.) 
als ganze algebraische Functionen von cos<p։, sin срг cos <p2 u. s. w. bis zu jenen 
Grenzwerthen inclusive stetig sind.

Durch die Sätze (8.) und (9.), auf welche schon in der Einleitung hingewiesen 
wurde, zeigt man auf bekannte Weise, dass eine Function von n Variablen, wenn sie 
für den ganzen Umfang der diesen Variablen zuertheilten Intervalle gegeben ist, sich 
nur auf Eine Art nach Laplaceschen Functionen nter Ordnung entwickeln lässt.

§ 4.

Summation der Reihenentwicklungen nach Functionen dritter Ordnung.

Die Reihe, deren Summe gefunden werden soll, wird aus (Ia) durch die Annahme 
g — \ erhalten ; sie ist

(a.) d cos (пн-l) ui
d (cos w)

dr,
m о
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wenn
d т — sin2Aj sin Ä., d Aj d A2 d A3 ,

cos л> — cos <jp1 cos Aj -+֊ sin <P| sin Aj cos <jp2 cosA2 -+- sinqpj sinAj sin<p2 sinA2 cos (<p3—A3), 

und wenn für Л, und Ä2 die Integrationsgrenzen 0 und тг, für Ä3 aber 0 und 2 ti ge­
nommen werden. Die Summe der m ersten Glieder der Reihe möge Sm heissen, so 
lässt sich wegen der bekannten Formel

„ o  1 sin (m -4- Уշ) ա 1
COS W -f- COS 2 Cù + COS 3 ft) + . . -f- COS ա W — ֊— ;----ту՜ — ¿y2 Sin 1/2 2

Sm durch ein einziges Integral

(b.) Sm
d т
sin co

darstellen, und es ist der Grenzwerth dieses Integrals tur ա = ос aufzusuchen. Zu 
diesem Zwecke transformire man dasselbe vermittelst der Substitution (6.), welche jetzt 
vollständig so lautet:

a, = coseai bj— sing)շ b2
a2 = sin g, cosg)2 b։ -в օօտց>շ cos<p2 b? — sin g>2 b3
a3 = sin g շ sing) շ cosg>3 bj 4- cos g), sin g>2 cosg>3 b2 4- cos g>2 cosg)3 b3 — sing>3 b4"
a4 :֊ sing)շ sing)2 sin gi3 b, 4- cosg>, sing>2 sin g>3 b2 4֊ cos g>2 sin g>3 b3 4-cosg>3 b4, 

während für die a und b (wenn man das oben vorübergehend eingeführte 1 = 1 setzt) 
die folgenden Ausdrücke gelten:

at — cos A¡
a2 = sin Å, cos Ă2 
a3 = sin Ăj sin Ă2 
a4 — sin Ă2 sin Ă2

Hierdurch nimmt Sm die Form an:

b ! — cos oo
b2 = sin 05 COS Я1

cos Л3 b3 z= sin Où sin Я1 cos ro2
sin Z 3 b4 =2 sin Où sin Я1 sin я2.

(c.) — sin oo d oo ,

wenn der Kürze wegen gesetzt wird :

d <У] — F (со).

Die Function F (a>) ist jedenfalls fur keinen Werth von ա unendlich, weil wir die 
Function f als endlich voraussetzen. Nimmt man ausserdem zunächst an, dass F («) 
von to — 0 bis » = vt auch conținuirlich sei, so kann man theilweise integriren und 
erhält, weil F («)՛ sin ա an den Grenzen verschwindet

Sm —
1 z 71 siu (m 4- */>) я 
ti У sin */շ я

o

d
d я

[F (да) sin да] d ® .
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Der Werth dieses Integrales ist aber für m — oo nach einem bekannten Satze 
von Dirichlet:

— ՝ (F (®) sin я)J — F (Ч- 0) 4- ^F' (я) sin я) .

(Я о) (я 0)
Éat nun F (+ 0), die D ren ze von F (я) für ein unendlich abnehmendes я, einen 

bestimmten Werth, ist also für ein unendlich kleines я die Differenz F (я + 0) — F (+0) 
verschwindend klein, so verschwindet, wie leicht einzusehen, auch der Ausdruck 
F' (я) sin я für я = 0, und es bleibt:

՜ F (+ °)-

Man hat also den folgenden Satz :

Besitzt F (+ 0) einen bestimmten Werth und ist F <я) zwischen 
den Grenzen 0 und ti continuirlich, sq ist die Reihe (a.) con­
vergent und hat F (+ 0) zur Summe.

1st aber F (я) für einen Werth a> ~ discontinuirlich, so muss man in (c.) das 
Integral in zwei andere mit den Grenzen 0 und Հ und n zerlegen und findet:

S = F (+0) + si"’ ‘«'JȘL+'/v » Г F („ + „) _ F (»-0)1.
ОС Հ Tí Sin 72 'и L J

Da nun die eingeklammerte Grösse der Annahme nach von Null verschieden, der 
davorstehende Factor aber für m ՜ ос unbestimmt ist, so hat auch die Reihe (a.) in 
diesem Falle keine bestimmte Summe. — Dasselbe findet natürlich statt, wenn F (я) 
mehrere unstetige Stellen besitzt. Unsere Aufgabe ist hiernach eine doppelte; wir haben 
die Stetigkeit von F (я) zu untersuchen und den Werth dieser Function für ein unend­
lich abnehmendes я zu bestimmen.

Es wurde F (я) durch das Doppelintegral (d.) definiri, dessen Werth von der Be­
schaffenheit der gegebenen Function f (\, Ä2, Ä3) abhängt. Wir setzen natürlich vor­
aus, dass diese Function in Bezug auf Ät, Ä2, Ä3 nicht durchweg, sondern nur stellen­
weise discontinuirlich werde; dann besitzt f, weil die Ä, bis auf einige später zu berüh­
rende Ausnahmestellen, sich stetig mit den я ändern, dieselbe Eigenschaft im Allge­
meinen auch in Bezug auf я, я1։ я2. Die Unstetigkeiten von ť können nun von 
dreierlei Art sein; sie finden entweder für Werthe statt, die einer, oder für solche, die 
gleichzeitig zwei Bedingungsgleichungen zwischen я, я,, я2 genügen, oder endlich für 
singuläre Werthsysteme dieser Grössen. Eine Discontinuität der ersten Art tritt z. B. 
ein, wenn ť ('Ä,, Å2, Ä3) für einen von я1 und я2 unabhängigen Werth я = h discon­
tinuirlich wird, d. h. für ® = h — 0 und я = h + 0, bei beliebigen Werthen von 
я լ und я շ, zwei um eine endliche Differenz verschiedene Functionen ft (h, я(, «,,) 
und f2 (h, яр я2) darstellt. In diesem Falle erleidet offenbar auch F (я) für я = h 
im Allgemeinen eine Stetigkeitsunterbrechung; wenigstens könnte nur die besondere Be­
schaffenheit von fj und f2 eine solche zufällig hindern. In allen anderen Fällen aber, 
d. h. wenn f nur für solche Werthe von я unstetig wird, die von я։ und я2 nicht un­
abhängig sind, kann man die unstetigen Stellen bei der Berechnung des Doppelintegrales 
in beliebig enge Grenzen einschliessen und dadurch dieses Integral als die Summe
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eines verschwindend kleinen und eines nach ® stetigen Theiles darstellen : es bleibt also 
dann F (я) trotz der Discontinuitatea von f stetig. Um dieses deutlicher zu erkennen, 
wollen wir statt ť (Ä,, A2, Л3) lieber g (to, ®,, ®2), also

o
g (я, ®։, а?.,) sin я, d я, d я2

setzen, unter я uns den Radius einer Kugel, unter <¡o¡ den Winkel, den ein nach einem 
beliebigen Punkte ihrer Oberfläche gezogener Radius mit einem festen Radius ein­
schliesst, und unter a>2 den Winkel vorstellen, den die Ebene beider Radien mit
einer durch den letzteren gelegten festen Ebene bildet. Den innern Raum einer
Kugel vom Halbmesser л denken wir uns mit Materie erfüllt, deren Dichtigkeit
in irgend einem Punkte mit den Polarcoordinaten я, a>l, я2 gleich g (я, я։, я2) ist; 
dann ist F (®; der mittlere Werth dieser Dichtigkeit auf der Oberfläche der Kugel 
(я). Die Function g kann nun unstetig oder vieldeutig werden für gewisse Flächen, 
Linien und Punkte. Betrachten wir nun zwei unendlich nahe Kugelflächen (®) und 
(я 4- e), so werden diese die Unstetigkeitsflächen in einander unendlich nahe liegenden 
Curven schneiden. Schliesst man nun jede solche Unstetigkeitslinie auf der einen Kugel 
zwischen zwei unendlich nahe (um 1 von einander abstehende) Curven ein und projicirt 

die letzteren durch Strahlen vom Kugelmittelpuncte aus auf die andere Kugel, so wer­
den diese Projectionén (bei passender Wahl von J1 im Verhältniss zu e) die entsprechende 
Unstetigkeitslinie ebenfalls einschliessen; ähnlich verfährt man für einzelne Unstetigkeits­
punkte oder für solche Unstetigkeitslinien, die nur auf der einen Kugel vorkommen, 
ohne auf der andern eine entsprechende zu haben. Auf diese Weise wird jedes der 
Integrale für F (я 4- e) und F (я) in zwei Theile mit bezüglich gleichen Integrations­
grenzen zerlegt, und die Differenz F (я 4- e) — F (я) wird durch die Summe zweier 
Integrale ausgedrückt, von denen das erste, die unendlich schmalen Kugelstreifen um­
fassende, verschwindend klein ist, (sofern nicht etwa, wovon wir gänzlich abstrahiren, 
die Unstetigkeitslinien in Folge unendlich vieler Windungen eine unendliche Länge haben), 
das zweite aber deswegen sich der Null nähert, weil in ihm die Function unter dem 
Integralzeichen, nämlich g (я 4- ?) — g (я), für den ganzen Umfang der Integration 
verschwindend klein ist. Es ist also F (я) in der That eine stetige Function von я; 
der Fall allein bildet eine Ausnahme, dass die Kugelfläche (я) selbst oder auch nur ein 
endliches Stück derselben eine Unstetigkeitsfläche ist, also g (я 4- e) und g (я) zwei 
total verschiedene Functionen von я1 und »2 darstellen. Nun hängt die mit g identi­
sche Function ť unmittelbar von den Л und erst vermöge (6.S. 15.) von den я und gleichzeitig 
von den (p ab. Wenn also für ein besonderes Werthsystem (<p։ zz otv <p2 — «2, <p4 — a j 
die Function ť eine Discontinuität von der Form я = Const, besitzt, d. h. unstetig ist 
für solche Werthe von Ä։, A2, A3, für welche

cos «յ cos Ä! 4- sin ос, sin Л, cos «% cos Л.> = Const.,

so enthält diese Bedingungsgleichung, sobald man tűr cos Л,, sin Л, cos Л2, etc. ihre 
Werthe aus (6.S. 15.) einsetzt, so lange ср,, <p2, cp3 allgemein bleiben, äusser я auch со, und 
a>2, ist also nicht mehr von der Form со = Const. Ein etwas genaueres Eingehen 
würde zeigen, dass wenn das Werthsystem (cc„ cc2, oc?>) gleichsam das Centrum einer 

3
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Diseontinuität bildet, diese nur noch für das Werthsystem (71 — a,, 71 — <*2, ± тг 4- a3) 
von der Form « = Const, bleibt, sofern sin cz, und sin ct.> von Null verschieden sind. 
Ist aber ce, — 0 oder тг, so bleibt die Diseontinuität für alle möglichen Werthe von 
<p2 und (p?i bestehen, und ist «... — 0 oder 71, so findet sie für alle möglichen Werthe 
von cp3 statt.

Es war in der bisherigen Erörterung nur der Einfluss äusser Acht gelassen worden, 
den eine etwaige sprungweise Aenderung der Л bei stetig variirendem я ausüben könnte. 
Nun ist nach (6. S. 15.) leicht einzusehen, dass Ä, sich durchweg conținuirlich mit » ändert, 
und dass dasselbe für A2 gilt, sofern Ä, nicht einen der Werthe 0 und 71 besitzt. Es 
ist überflüssig, das Verhalten von Ä2 für diesen Fall näher zu prüfen ; es genügt zu 
bemerken, dass sin Å, nur 0 werden kann, wenn gleichzeitig cos », — ± 1 und 
cos ((¡pi ± ®) ;= z¡= 1, also nur für singuläre Punkte auf einer der vorhin betrachteten 
Kugeln. Ebenso erweist sich eine Diseontinuität von A3, welche durch das Verschwinden 
von sin Ä2 bedingt ist, weil sie nur für den Werth sin w2 ~ 0 stattfinden kann, als 
ohne Einfluss auf die Stetigkeit von F (®). Sind aber Ă, und Ä2 von 0 und 7t ver­
schieden, so sind cos Л3 und sin Ă3 endliche und stetige Functionen von a>, und es 
ändert sich also auch Ä3 selbst sicher continuirlich, sofern sich nicht der Fall ereignet, 
dass es von dem Grenzwerthe 0 auf 2 тг, oder von 2 *>t auf 0 überspringt. Aber für 
A3 — 0 oder Ä3 2 7t ist

sin <p, sin <p2 sin (¡p3 cos 00 4֊ eos ф, sin <p2 sin <p3 sin <y eos ®,
4֊ eos <¡p2 sin фз sin я sin », eos «a 4- eos tp3 sin 00 sin я, sin «2 = 0,

und diese Bedingungsgleichung ist nur dann von und ®2 unabhängig, wenn gleichzeitig

(p, = «/շ ՝7t, <p2 ՜ V2 vt, <p3 ~ յ/շ тг oder = з/շ 7i,

in welchem Falle sie sich auf

cos a> — 0 oder » — */շ л

reducirt. Für diese besondere Werthe der <p hängen die Ă von den ш durch die 
Gleichungen ab:

cos Ä, — — sin 00 cos »,
sin Л, cos А2 — — sin с» sin «լ COS a>.¿

sin Л, sin A2 eos A3 — 4= sin to sin to, sin ®2
sin A i sin A2 sin A3 — —-— cos to,

woraus, wenn wir nur die dem Werthe <p3 = */շ ті entsprechenden oberen Zeichen 
beachten, sofern тг Հ Հ 2 ті, folgt

für to ~ l/շ 7t — О : A, — vt — A2 — — ті, A3 = 0;
für to — Հ/շ ո 4- 0 : А, — тг — »А2 — toz — vr, А3 — 2 7t;

es geht also, wenn a>, indem es zunimmt, den Werth */շ ті überschreitet, A3 plötzlich von 
0 auf 2 ті über für alle möglichen Werthe von », und für alle zwischen ,7t und 2 ті 
gelegenen von a>2 ; dagegen wird für 0 Հ »2 < ті die Variable A3 — 71 und ändert 
sich continuirlich. Man erhält also, wenn auch die Function f für A3 — 71 continuirlich 
ist, indem man die Integration nach cu2 auf das Intervall von 71 bis 2 ті beschränkt und 
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die Integrationsvariableu «x und ®2 vermöge der obigen Gleichungen durch тг — Л1 
und ti 4— Ä2 ersetzt :

F (*/շvt—0) — F(ք/շti4-0) =: ֊֊ J՞ |f (Ab A2, 0) — f (Ab A2, 2ti) jsinA, dÄ1 dÄ2. 

o o
Die Function F («) erleidet also, wenn jede der Grössen cpx, <p2, <p3 den Werth ‘/շ 7t 
besitzt, für &) — i/շ ti im Allgemeinen eine plötzliche Aenderung. Für <p3 = 3/շ тс wäre 
in der vorigen Formel das Vorzeichen der linken Seite in das entgegengesetzte zu 
verwandeln.

Fassen wir das Gesagte zusammen, so hat sich ergeben, dass F («) eine stetige 
Function von ы ist äusser für solche speciellen Werthsysteme von cpx, <p2, cps, welche 
die Function f (Äb A2, A3) discontinuirlich machen für einen bestimmten Werth von a> 
bei beliebigen Werthen von я1 und oo,r Es stimmt daher nach dem Früheren 
der Werth der unendlichen Reihe (a.) bis auf die eben angegebenen Ausnahmefälle mit 
F (4-0) überein, und es ist jetzt nur noch dieser letztere Werth zu ermitteln. Sind nun

1) <pj, <jp2, <p3 von ihren Grenzwerthen verschieden, so nehmen für a> — 0 die 
Grössen A։, A2, A3 die coustanten Werthe <pv <¡p2, ср.д an, und sie unterscheiden sich 
von denselben nur um unendlich kleine Grössen,, wenn a> unendlich klein ist. Unter­
scheiden sieh nun auch die Functionen ť (An A2, A3) und f (<p 1} <p2, cp3) für ein un­
endlich kleines oo unendlich wenig, d. h. ist die letztere in der Umgebung des Werth­
systems (cpj, <p2, <p3) stetig und eindeutig, so hat man:

1 Z'2 7t Հ֊Դէ
F (4- 0) = . f (ф։, ср շ, ср 3) / d «շ / sin ® j, d*!,

71 ՀՀ
das heisst:

8cx) = 1 (фр Фа, <Рз)-

Die Reihe (a.) hat also dann den Werth f (yn <p2, <p3) zur Summe. Ist aber dieser 
Werth vieldeutig, so muss man ® gleich einer unendlich kleinen Grösse ? setzen, 
wodurch

Л! = <P, + Հ, Ä2 = <?2 + 4, Ä3 = <Рз + 4,

also .
a։ = cos (tpi + dj), a2 = sin (<jt՝j + o i) eos (<¡p2 -+- o2) etc.

wird. Vernachlässigt man die unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer Ordnung, 
so wird:

a( = costpj — sin Փ1

a2 = sin cos <յ>.չ 4- cos cp¡ cos <p2 Հ — sin sin <¡p2 Հ,

etc.

und vergleicht man diese Ausdrücke mit (6. S. 15.), nachdem man darin cos « — 1, sin я — s 
gesetzt hat, so findet man, dass:

e cos ա
sin « ! sin û>2 
sin ф] sin Փշ



Man erhält also für diesen Fall :

wenn man unter օԱ S.>, Տձ die eben gefundenen unendlich kleinen Werthe substituiri. 

Um hierfür ein Beispiel zu geben, wollen wir für f die Function

(փ I —_«։)’
f (<Pi, <P2, <Ps) - (g,, (<p, Z*,)! Հ Sin2*i »m2«, (y,_*,)!,

wählen, so wird :
f (oe։ 4֊ oí., 4- J2, օէ.ձ 4֊ Հհ) = cos2®!,

und die Reihe nimmt für die speciellen Werthe <p ։ = 66s, <рг — a2, փ տ — ®:$ den 
bestimmten Werth

1 z-2 7Г /- Л
*^cx) — 4 яу Հյմ2 J d 601

о о
sin ® I cos2® t ~

J.
3

an, wiewohl der Functionalwertb ť (oí t, oí2, a3) vieldeutig ist.

2) 1st ф3 = 0 oder = 2 ті, während g>։ und cp2 von 0 und vt verschieden sind, 
so ist für « = 0 noch Ä1 = cp,, Ä2 = <p2 ; aber À 3 kann sowohl — 0 als auch — 2 vr 
sein. Nun ist in diesem besonderen Falle

a4 = b4 d. h. sin Ăj sin Ă2 sin Ă3 = sin® sin я, sin ®2,

woraus man, weil die übrigen Sinus positiv sind, entnimmt, dass sin Л3 und sin ®2 einer­
lei Zeichen haben. Man muss also für ю_е, mag nun q>A—0 oder = 2 ti sein, setzen :

Ä3 -
Sill ® 1 Sin ü)9 ft

֊ e —---------- ;----- — о-i, wenn 0 Հ Հ ті,sm q) 1 sm q>2 ■” 2

Ä3 =
' sin ¡y. sin ®շ _ л o

= 2 71 + g —----- 1----Г------ = ճ 71 + а.,, wenn ті < û)., < 2 71,
sm <p լ sm q)շ 3’ 2

und dem gemäss das Integral nach »>.2 in zwei andere mit den Grenzen 0 und n, 
■л und 2 ti zerlegen. Es erhält also die Reihe für <p3 = 0 und <p3 — 2 'n einen und 
denselben Werth, und dieser ist, wenn es erlaubt ist, e geradezu = 0 zu setzen:

soo = y [f ((Pľ Փշ> 0) + ք (Փւ, Փ։, ճ7է]>

und im entgegengesetzten К alle nimmt er, wenn man in dein zweiten Theilintegrale 
ai2 -t- ti statt <»շ schreibt, die Form an;

800 =4 71^/՞ d“18іп<иі^(Փւ+^ւ> Փշ՜+՜^շ, ^s) ՜+՚ f (Փւ՜+՜^i, Փշ՜+^շ, Հ)^|

Օ <1
3) Wenn q>2 — 0, aber ср ¡ von 0 und ті verschieden, so kann man statt (6. S. 15.) eine 

einfachere Substitution anwenden, welche aus jener erhalten wird, indem man auch
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q . — O setzt ; es wird daun A3 = ®2 und man findet, wenn man die Werthe von 
A։ und A2 für où — e durch q ¡ 4֊ ժ\ und JV bezeichnet und die unendlich kleinen 

Grössen höherer Ordnung vernachlässigt:

cos Aj = eos ср i — sin q>, ríj — cos (p, e sin <pt cos
sin Ä ; COSĂ; ľľľľ sin cp i Ч- cos (p i J i - sin ср, -+֊ e cos <p։ cos աՀ
sin Л, sin A; — sin <pj օՀ — e sin «j,

also :
í í , sin 00.Հ = ք COS^I, J, = r

Es ist hiernach für <р2 = 0:

1 x՜ 2 TT z»7l h լ z
Soc = ջ - / dÄs / d 8’n »I f (Փ1 4- Հ, ď.2 , AJ,

о , о

und wenn es erlaubt ist e geradezu = 0 zu setzen :

1 X.2 7I
«oo = շ л / 1 (Ti, Գ AJ d A3.

О
Die Summe der Reibe ist also für <p2 — 0 von <p3 unabhängig.

3') Ebenso ist für <p2 = ti, wenn <p, weder 0 noch тг:

Soo = 4 ' л ! dÄ3 Հ l(i sin tol f (<P ] 4֊ Հ, ti — J,', A3),

о ՛ v
oder :

1 /г.2 71'
Soc = շ- / ť (<Pj, 7Г, AJ dA3.

՛ 0

4) 1st ср, — 0, so kann man <у = Ap ®1 — A2, a>2 — A3 nehmen und erhält 
tur alle Werthe von <p2 und <p3:

1 ..Ճ 71 ..ZI
Sqo — — j d A3 у 1 (г, A2, AJ sin A2 d A2 (für г = О) 

о о

und ist endlich ср t = л, so wird :

Soc = 4՜^/ 271<ІАз у f (7í — f, A2, AJ sin A2 d A2 

о 0

Ein Rückblick auf die erhaltenen Resultate zeigt, dass die Reihe (a.) zwar im 
Allgemeinen eine willktihrlich gegebene Function von drei Variablen in derselben Weise 
darzustellen geeignet ist, wie die Laplaceschen und Fourier sehen Reihen Functio­
nen von zwei oder Einer Variablen, dass sie aber für specielie Werthsysteme (<pp <p2, <pj, 
selbst wenn die Function in der unmittelbaren Nähe derselben stetig ist, divergent wer­
den kann. Es tritt dieser Fall dann ein, wenn ť (Ap A2, AJ für alle Werthe der 
A, die in constantei- Entfernung («) von (<pp <p2, <pj liegen, diseontinuirlich ist, und es 
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zeigte sich im Besonderen, dass der Function f diese Eigenschaft tur die Werthe 
cp i ~ t/շ 7t, <p2 = V* ո՝ Фз = Va 71 0(ler — 3/a 71 zukoinmt. Betrachten wir noch, 
um ein anderes einfaches Beispiel zu haben, den Fall, dass f sich auf eine von A2 und 
A3 unabhängige Function ť (Aj) reducirt, so erhalten wir aus (a), indem wir <p2 = 0 
setzen und die Integrationen nach A3 und A,2 ausführen, die mit der Fourier sehen 
Sinusreihe im Wesentlichen identische Reihe

+ /-”fix,) *>(* + !)>, .¡„A.dX,,
7t nL„0 Sin <p j .7 1 v 111,

0

und erkennen, dass sie zwar für zwischen den Grenzen 0 und л gelegene Werthe von 
<p, den Werth ť (tpt), resp. das arithmetische Mittel aus f (<p, + 0) und ť (<pt — 0), 
zur Summe hat, dass aber die zu den Grenzwerthen <p1 = 0 und <pT = л selbst ge­
hörigen Reihen

Sm/ f(Aj) sinmAj sin A, dAj und S (—1)”’ m Г f(AjjsinniA, sinA( dAt
71 m—1 •' 71 in—: 1 ,70 0

nur dann die Werthe ť (0) und f (ti) darstellen, wenn f (A,) in dem ganzen Intervalle 
von A1 = 0 bis A, = 7t stetig ist, und im entgegengesetzten Falle divergent sind.

F. G. Mehler.


