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Odbitka z czasopisma , Przeglad Matematyczno-Fizyczny' r. 1925,

Sktad i druk wykonano w zaktadach graticznych , Ksiaznica-rtttas™ we Lwowie.



Praca niniejsza zawiera treSciwy i elementarny wykiad
wiasnosci utwordéw geometrycznych w geometrji nieeuklidesowej
hiperbolicznej. Badanie przeprowadzone jest przy pomocy inter-
pretacji, podanej przez Poincarego w rozprawie ,,Sur les hypo-
theses fondamentales de la geometrie”, Bulletin de la S. M. Fr.,
rok 1888. Z posréd wielu interpretacji geomefrji nieeuklideso-
wej, podanych przez Poincare’go i innych matematykéw, inter-
pretacja, ktorg postuguje sie w tym wyktadzie, mojem zdaniem,
jest moze najprostsza, a z drugiej strony takze w prosty spo-
séb daje sie uja¢ analitycznie.

2.

Co to jest interpretacja? Pomiedzy tworami, ktéremi zaj-
muje sie matematyka, istniejg pewne stosunki i zaleznosci,
przyczem catoksztatt tych logicznych wigzan moze by¢ oddzie-
lony od tresci wyobrazeniowej, ktéra w naszym umysle zwykle
jest skojarzona nierozdzielnie z przedmiotem badania matema-
tycznego. Przy takiem oddzieleniu catoksztatt wigzan logicznych
staje sie czem$ samowystarczajgcem. Jednoczes$nie zyskujemy
to, ze jeden i ten sam schemat wiagzann logicznych moze miec
rozmaite i wielokrotne zastosowanie, zaleznie od tego, czy nam
uda sie podstawi¢ na miejsce nieokreSlonych dotad elementdw,
miedzy ktoremi zachodzity owe zaleznosci, taka albo inng tres¢
matematyczng. Mamy tu jakgdyby abstrakcje abstrakcji; wy-
chodzgc ze Swiata przedmiotéw konkretnych, przy pomocy
abstrakcji (pierwszy stopien) budujemy przedmioty idealne, np.
punkt, prosta, koto i t. p. Kolo nasze nie jest juz tern albo
owem kolem z drzewa lub tektury, ale pojeciem oderwanem.



lecz w kazdym razie jeszcze silnie zwigzanem ze Swiatem przed-
miotdw konkretnych, z ktérego sie to pojecie wyltonito drogg
abstrakcji.

Mozemy poj$¢ jeszcze krok dalej, zerwac ostatnie wiezy,
taczace nasze rozwazania ze Swiatem przedmiotow konkretnych.
Miedzy idealnemi tworami, ktoremi zajmuje sie geometrja,
istniejg zwiazki, ktére poznajemy drogg rozumowania logicznego,
gdyz mozemy otrzymac te zaleznoSci w postaci twierdzen ze
stosunkowo niewielkiej liczby aksjomatéw. Nazwijmy ¢, ¢, ...
te zasadnicze utwory, przy pomocy ktorych budujemy wszyst-
kie inne w danej gatezi matematyki. Narazi¢ mozemy wyo-
brazi¢ sobie, ze a to sg np. punkty, b proste, ¢ ptaszczyzny...
Lecz tatwo spostrzec, iz te same zaleznosci, ten sam catoksztatt
wigzanh logicznych moze istnie¢ nawet i wtedy, gdy a b, ¢, ...
oznaczajg jakie$ okre$lone, ale zupetnie inne niz poprzednio
utwory geometryczne. Nastrecza sie wiec tutaj mozno$¢ posu-
niecia sie o krok dalej w abstrakcji: niech a, bi c, ... ozna-
czajg teraz dowolne, blizej nieokre$lone twory pojeciowe, scha-
rakteryzowane tem tylko, ze sg to takie pojecia, takie twory
mysli, miedzy ktéremi zachodzg wiasnie zwigzki, stanowigce
petny zbiér aksjomatéw, tyczacych sie elementdw myslowych
a, b, c3... Oczywiscie, te aksjomaty muszg by¢ dane i one sta-
nowig okre$lenie utwordw a b, ¢, . .., mianowicie a, b} c,... sg
okreslone przez to, ze spetniajg taki wihasnie, a nie inny zbidr
aksjomatow. Jezeli na miejsce nieoznaczonych blizej poje¢ a,
b, c,... podstawimy okreslone twory A, B, C,..., miedzy kt6-
remi zachodzg poprzednio wspomniane zwigzki aksjomatyczne
i tylko te, to wszystkie twierdzenia, wynikajgce z tych aksjo-
matéw beda réwniez miaty miejsce dla A, B, C,...

Otéz takich podstawien 4, B, C,... moze by¢ nieskoncze-
nie wiele. | moze sie }darzy¢  ze powstajagce w ten sposob
geometrje utworéw A, B, C,...; A, BXl Cn...; A, 52 G,...
sg rownowazne miedzy sobg, réwnowazne w tem znaczeniu,
ze istnieje odpowiednio$¢ doskonata miedzy twierdzeniami takich
dwéch geometryj. Uzmystowi¢ to mozna, jak to robi Poincare,
przy pomocy stownika. Wypisujemy jak w stowniku po jednej
stronie czyli w jednej kolumnie nazwy utworéw A, B, C,...,
np. punkt, prosta it. d.; nastepnie wypisujemy zawsze w tej

) Jezeli uktad pewnikéw jest kategoryczny.
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samej kolumnie terminy, wyrazajgce podstawowe zwigzki miedzy
temi utworami, jak np. leze¢ na, przecina¢ sie, i t. d. Naprzeciw
kazdej z tych nazw A, B, C,... lub terminbw, wyrazajacych
wspomniane zwigzki, piszemy po drugiej stronie odpowiadajgce
nazwy utworow A, A, Cn... lub ewentualnie zdania, wyraza-
jace odpowiadajace zwiagzki miedzy temi utworami. Wystarczy
teraz wzigé jakiekolwiek zdanie (twierdzenie), wyrazajace wia-
snoS¢ geometrji utworéw A, B, C,... i zastgpi¢ kazde stowo lub
ewentualnie niektore wyrazenia tego zdania przez jego odpo-
wiednik, przy pomocy opisanego tylko co stownika; w ten spo-
séb otrzymamy nowe zdanie (twierdzenie), ktére bedzie wyra-
zato wihasno$¢ geometryczng utworéw A, 2’n Cn... Mamy tego
przykfad bardzo znany w zasadzie dwoistosci geometrji rzuto-
wej. Wystarczy np. na plaszczyznie punkt zastgpi¢ przez pro-
stg, prostg przez punkt, zdanie: ,,punkt lezy na prostej” zastg-
pi¢ przez ,prosta przechodzi przez punkt i odwrotnie, by
z kazdego twierdzenia otrzyma¢ nowe twierdzenie, rowniez
prawdziwe.

Przypusémy, ze mamy dwie takie geometrje, pierwsza
utworzona z elementéw zasadniczych A, B, C,..., a druga z two-
row A, BXt Cn...; miedzy twierdzeniami obu geometrji istnieje
odpowiednio$¢ doskonata i obie odpowiadaja temu samemu ide-
alnemu schematowi wigzan logicznych. W takim razie geome-
trje tworéw A, Bn Ct,... bedziemy nazywali interpretacjg geo-
metrji tworéw A, B, C,... i naodwrét. Jasng jest rzecza, ze dla
zapoznania sie z catoksztattem wigzan logicznych danej geo-
metrji obojetng jest rzecza, ktorg z interpretacyj bierzemy pod
uwage; w praktyce wyzszos¢ ma mozliwie najprostsza (chociaz
pojecie prostoty jest bardzo wzgledne!).

W niniejszym artykule bedziemy mieli z jednej strony
jako utwory A, B, C,... punkty, proste i t. d. geometrji nieeukli-
desowej hiperbolicznej (Lobaczewskiego), z drugiej za$ strony,
jako utwory A, Bn Cn... im odpowiadajace, pewne utwory ge-
ometrji euklidesowej, jako to punkty, jako odpowiedniki punk-
tow, hiperbole, jako odpowiedniki prostych i t. p.

3.

Zajmierny sie narazie geometrjg przekrojow hiperboloidy
dwupowtokowej z- —x- —y2 =1 plaszczyznami, przechodza-
cemi przez Srodek (punkt poczatkowy uktadu spéirzednych).



Ta sama geometrja stosuje sie do hiperbol, ktére sg rzutami
wzmiankowanych przekrojéw na ptaszczyzne xoy.

Mozna ustali¢ jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punk-
tami hiperboloidy z2— x2—y? = 1, a plaszczyzng zmiennych
(zz, v) zapomocg wzorow.

z = Chu Chvl
X = Shu Chy,
y = Sh,

gdzie Chu= ("-]-€e"), a Sha="(eu—e~l).

Kazdemu punktowi u, v ptaszczyzny (u, v) odpowiada je-
den punkt na powtoce goérnej Ht hiperboloidy, tak iz z > 0.
Odwrotnie, kazdemu punktowi (X, y, z) na powioce gornej
Hx odpowiada jeden punkt na ptaszczyznie (zz, v). W rzeczy sa-

mej v = arg«S/zy (jednoznaczno$¢!!); dalej u = arg ThX co

takze wyznacza z jednoznacznie, gdyz z > 0.

Ograniczymy nasze rozwazania do jednej powloki Ht; tak
samo rzut na pt. xoy bedzie sie skiadat z jednej tylko gatezi
hiperboli.

4. Prosta.

Prosta (zz, b, ¢) nazwiemy przekrdj Hx plaszczyzng zzx +
-j-Ey +¢c2=0 (lub odpowiedni rzut). Zauwazmy, ze, jezeli
punkt (x, y, z = 0) lezy na prostej (zz, 6, %), to punkt (— x, —Y,
z>=0) lezy na prostej (—1z, — b, c).

Jezeli przekrdj wspomniany rzucimy na plaszczyzne xoy,
to otrzymamy roéwnanie rzutu, hiperbole:

(zzx-"2?y)2—c2x2——c2y2— c2= 0, (przyczem [zzx -j- by\ ¢ <_0),
czyli (2—m) x2  2abxy -J- (2—c)y2=c2 . . (1)

Ograniczymy sie do przypadku, gdy a2----b2 c2, przypadek
2 4" b2 < c2 nie daje hiperboli, lecz urojong elipse i w tym
przypadku ptaszczyzna ax by ¢z = o0 nie przecina utworu
Hx; (elementow urojonych nie wprowadzamy). Gdy ¢ = 0, mamy
prostg zzx -j- by = 0. Przypadek, gdy a2 b2 =2 jest przypad-
kiem granicznym; wtedy ptaszczyzna zzx by cz=0 jest
styczna do stozka asymptotycznego z2— x2—y2=20. Niech
al bl =c2+ et2, rownanie hiperboli (1) przyjmie ksztatt

al = (> cos 0 — asin 0)2 -j- cZ,



gdzie x=rcos 0, y=rsin0, (spétrzedne biegunowe). Gdy
a—0, to r—>co, iw granicy bcos O — asin0=0. Mamy wiec
punkt niewtasciwy na prostej bx —ay = o.

Ostatecznie wiec mozemy prosta nazwac trojke liczb
(¢, b, c\ przyczem a2-j-h'z c2 Warunek, by punkt (X, Yy, 2)
lezat na prostej (a, b, ¢) wyraza sie réwnoscia

ax+ by cz=0, przyczem jeszcze (¢zx by}c < o.

5 Punkty nieskonczenie odlegte.

Dla punktow nieskoriczenie odlegtych czyli niewtasciwych
zachowamy zwykty punkt widzenia: beda to punkty nieskon-
czenie odlegte na Ht Ilub ewentualnie w plaszczyznie rzutu.
Proste rownolegte beda te, ktdére majg wspdlny punkt niewla-
sciwy.

6. Posta¢ normalna réwnania prostej.

W réwnaniu ax by c¢z=0, jak wiemy a2 b2=>c2
Usuwajgc przypadek graniczny a?-p62=c2 mamy zawsze
a2 4" 17 > ¢2. Mozna wiec, przez pomnozenie trzech liczb a, b, ¢
przez odpowiedni czynnik normujacy, sprowadzi¢ rownanie
ax 4- by 4~ cz = 0 do postaci takiej, by a2 4~ b2 — c2 = 1. Wtedy
mozna tak dobra¢ X i a, by a~ChXcosa b= ChXsina,
¢ = ShX. Taka posta¢ réwnania prostej bedziemy nazywali po-
stacig normalng i bedziemy stale w dalszych rachunkach po-
stugiwa¢ sie rOwnaniem prostej w tej wiasnie postaci.

7. Prosta lgczaca dwa punkty.

Przez dwa punkty przechodzi zawsze jedna i tylko jedna
prosta, (zaktadamy, ze punkty sg rézne).
Niech (xnyn zj i (X2 y2, z2) oznaczaja dwa rGzne punkty.
By uzasadni¢ nasze twierdzenie, wystarczy udowodnié, ze ist-
nieje zawsze rozwigzanie ukladu réwnarn:
axT 4- byl 4" czt =0
ax2-\-by? cz2=0
a bp—c¢2=\.
Z dwéch pierwszych réwnan wynika, ze:
a= k"Nz2—y2zyv
b = k<zxx2 — 22 X]
¢ = £(Xry2 —x2yj.



Z trzeciego wynika, ze:
E2{>122 —ylzxy + (2t x2 — 22 XJ2 — (xxy.2 — X.,yxy\ = 1
Lecz z tozsamo$ci Lagrange  wynika, ze:
iz, —ylzxy + (2t x2 — z2xx)2 — (xly2 — x2yJ2 =
= (22 —xx X2 —yxy2)2 — 1.

Zauwazymy teraz, ze jest:
2,20 — XxXxx2 —y,y? > 1,
W rzeczy samej (tozsamos¢ Lagrange’a):
2;2z2=(112z; -y)(-]-x2 ' y;l = (xIx2+yly? -1 W (x.y,—
=X, YR+ (y2—  + X2, a wiecz;z2 =>(X1Ix2-j-yly24-1)2

zwazymy, ze zx = 0, z2 =0, stagd wniosek, ze zxz2 = xxx2 +
+vyiy? + L czyli zxz2 — xxx.,—yxy2> 1. Dalej

k{=— -=>0; k=%-7T— 1
(2tz2 — xxx2—yxy.,V2— 1 \ (2,22 —xxx2—y"N)2—1
ZnalezlisSmy jedng i jedng tylko prosta.
Jednoczesnie udowodnilismy, Ze:
YiI2—y2zj24-\2x x2 — 22 XJ2 = (Xxy2 — X2yX)2

8. Przeciecie sie dwdch prostych.

Niech (g, bxi cx) i (2 b,, c2) oznaczajg dwie proste. Punkt
przeciecia sie (X, y, z) tych dwéch prostych, o ile istnieje, czyni
zado$¢ ukfadowi réwnan:

axx-Vbxy-\-cxz = o
ax b2y <c2zz=o.

O ile ukiad ten niema rozwigzan, proste sie nie przecinaja.

Z réwnan wynika, ze:

X =k (xc2 — b2cx), y = k"cxa2 —c.ax\ z = k(axb? — cu bxY

*) Tozsamos$cig Lagrange’a nazywamy tozsamos¢:

(la+B?+C})2+ (I.-2 — Ba)2+ (B; —C/?2+ (Ca— 2= (/R+Bl+
+ C") (a* +3"+yL
klkadac /I  xj, B—vj, 0=2,, (i=xd, 3=XJi 77— otrzymamy:
(Zz22-A —=31ly2) +(Xy2— w2—(@xx2—-2Xy\/—(y,z2-y27Zt )"
=M-<-y2) @~ -vyi |

0 co wiasnie chodzi.



Roéwnanie £2 -j- >2 — £2 =1 jest rbwnaniem hiperboloidy je-
dnopowtokowej, sprezonej z hiperboloidg C2— £2— /2= 1,t. j. dwie
te hiperboloidy posiadajg ten sam stozek asymptotyczny €2 t/2 - -
— JiGTyP. | axa? -\-bib2 — cxc | = 1, to proste nazywaé bedziemy
réwnolegtemi; jest to przypadek graniczny poprzedniego. Pozo-
staje jeszcze przypadek, gdy

\ata? bxbr —cxg|= 1

Witedy proste ani sie nie przecinajg ani nie sg rownolegte.
W kazdym razie wtedy dwie proste nie majg zadnego punktu
wspdlnego.

ktord PRI, RISZRMY uARVS R dlijdinSiaElndvorena Bl
wynik. Poniewaz rozwigzanie jest dosy¢ ditugie, predzej doj-

8ziEthgedo EEHH‘%Z%U CW%@I@J’W@JQWOZ%\ dwie
proste rownolegte do prostej danej.

Z punktu danego (xn yn zj mozna przeprowadzi¢ zawsze
dwie i tylko dwie réwnolegte do prostej danej (izn bx, q), [za-
ktadajac, ze punkt (xn  zj nie lezy na prostej (an bXl cj].

Niech (a, b, ¢) bedzie prostg szukang. Witedy trzy liczby
a, b, ¢ muszag zado$¢ czyni¢ trzem nastepujagcym réwnaniom:

aax -|- bbx —ccx = 1, (warunek réwnolegtosci).
axx +6yx - czx = o,
a-f-b-—c2=1



Szukane wartosci na a, b, ¢ sg wartoSciami 1), £ spet-
niajacemi uktad trzech réwnan:

Sit+ M — 1
— 1

Dwa pierwsze rOwnania razem wyrazajg prostg I (przeciecie sie
dwoch ptaszczyzn). Chodzi wiec o punkty przeciecia sie pro-
stej (2) z hiperboloidg jednopowtokowg s2 + 22— £2=1.

Wiemy, ze tych przecig¢ nie moze by¢ wiecej jak dwa.
Chodzi wiec tylko o przekonanie sig, czy punkty przeciecia sie
prostej (Z) z hiperboloidg 52+ 72— £2=1 sg rzeczywiste.
W tym celu wystarczy zauwazyé, ze stozek asymptotyczny
5 4-12— £2 =10 dzieli przestrzeh na dwie potacie; kazda pro-
sta, wychodzaca z poczatku uktadu spétrzednych i lezaca w pierw-
szej pofaci, przecina hiperboloide C2— £2—"? = 1, a nie prze-
cina hiperboloidy 52 + "2 — £2=1, przeciwnie, kazda prosta,
wychodzaca ze $rodka i mieszczaca sie w drugiej potaci, prze-
cina hiperboloide |2 4" /2 — £ = 1; a nie przecina hiperboloidy
£2— £2—~2—1, Jezeli roéwnanie takiej prostej napiszemy
W postaci:

m n p

to prosta ta naleze¢ bedzie do pierwszej lub drugiej klasy, za-
leznie od tego, czy pl=m- -j-1%2, czy tez pl<u <t

Kazda prosta, rownolegta do prostej pierwszej klasy, musi
przecina¢ powierzchnie £2— £2— 4 = 1, kazda za$ prosta, réw-
nolegta do prostej drugiej klasy, musi przecig¢ powierzchnige
52+N2—"2=1.

Nasza prosta (/) jest rownolegta do prostej:

1="=1,
m n p
gdzie m —yt¢é —zxbr,

n=zlal —xI1¢,
p=xthlNylalt
przyczem ¢ = — cv Poréwnajmy p2 z
P2 — i — 1 = (X™N—jnadl — VzN—XNy — (yx¢'—zN)2 =
=— 1 —<axxx + hxyt — €z.y < 0;
tak wiec p2 < nrf-|-ii~ i prosta (/) musi przeciag¢ w punktach
rzeczywistych powierzchnie £2 + V2— £2=1. Zaden z tych



punktéw nie moze by¢ punktem niewtasciwym, gdyz musiatoby
wtedy by¢ p2—m?-p  co jak wiemy, niema miejsca. Twier-
dze dalej, ze te dwa punkty przeciecia sg r6zne; gdyby bowiem
zlewaly sie razem, to prosta (Z)
5T~ 1 Ci —1,
+ 0,

musiataby by¢ styczng do powierzchni p-pl/l2— s2=I1- Po-
niewaz rownanie:

+ M —g£=1i,
wyraza plaszczyzne styczng do powierzchni £ -p/l— £ —1
w punkcie 5= n=4&i, P=G, wiec nasza prosta (Z) moze

by¢ styczng do ;2-p '/2— P2 =1 wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
chodzi przez punkt (an 2t g), co ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy a, +6yt+cz =0,

t. t. gdy punkt (xnyn 2) lezy na prostej (izn <p, ct)!

10. Warunek, by trzy punkty lezaty na jednej pro-
stej, i warunek, by trzy proste przecinaty sie w jed-
nym punkcie.

Trzy punkty (xn yn zj, (X2, y3, z2), (x3 y3 z3) lezg na
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy:
x y2 22 =0 )|
X3 y3 oz
Tak samo, warunek, by trzy proste (an bt> ej, (&2 23, c2)
i (03, 13 ¢3) przecinaly sie w jednym punkcie, jest:
hi i
a h o =0 4

C3
11. Grupa przeksztatcen ruchu.

Grupe przeksztatcen ruchu utworzymy z przeksztatcen

linjowych X! = alx4-02y -P«32
yi  3ix-p3y+ z 5)
Zi =7ix + 2y + 232,



ktére trgjke liczb (x,y, z) przeksztatcajg na trojke liczb (xn yn zt);
lecz obie trgjki liczb musza by¢ punktami, czyli dochodzi je-

szcze warunek taki: ,jezeli z2—x-—y-=1toiz,—x,— =1
i odwrotnie8. Lecz:
fi—Fi—yi=(i—3i — | rd-(y,—fi2—fi)y + (y3—32—3VI

-1- 2(-Ay2 —3i3a— 1 «) xy 4-2 (M y3 —3i3s — «i «3) Xz + 2 (y2y3 -
— I3 — «2Q)yz = 4Ar"" x2—y2

Stad: 7T —3132 —{-la2 = 0,
7i7s 3% ciad==0,
fi-fi-fi=_\ N3 M3 A3~ 0.
Z tych réwnosci wynika, ze:
d a2 @®
i3 B == (6)
71 72 73

W rzeczy samej z yly? — 3132 — aia2 =0
7173 3133 f3 ==
wynika t=k(R3—3s
= k(3213 AlTa)p»
3i = NT72(3 — y3N);
natomiast Y“—fi—fi=—1
czyli: k2 i3 —3Su2)2 — (jfiy3 — 3By2)2— (y2a, — -3n2)2j = — 1
Tozsamo$¢ Lagrange’a pozwala réwnanie poprzednie na-
pisa¢ w postaci:
(—R—aj3 33 72732} ——L
czyli: F=I1, tj Xr==xl

A wiec: i it
a2 3 72 — fti(~yd  72A) 4~ 3i(. 7kl 73fl2) H-
g 33 73
\<"33  fi3e) r?):4' =+L

Ot6z przeksztatceniami grupy ruchu bedziemy nazywali
tylko te z posréd rozwazanych przez nas poprzednio przeksztat-
cen linjowych, dla ktérych wzmiankowany wyznacznik réwna
sie + L



Odwrdcenie  zaleznosci, czyli przeksztatcenie odwrotne:

@ (3] X
X= dl gdzieD= » 33 =1 Dy~ yro 2 3
Ts 1 72 7s
— X! (3'2 7s 3B <2« Vl (22 a3 Th~2) —F ~1 (a2 A NA) — ni =
3ivVi -71Z1-

Tak wiec znajdziemy ostatecznie:

N=«iM +A?1 — 1
y=ax -3™—T722i, v (1)
2 = NO3X1—Ayi + 7s2i;
te zaleznoSci sg tego samego ksztattu, co poprzednie, czyli
takze musi byc:

— A1, "131 —¢ s — "33-3=0,

AN AN - A\ =1}, n n
rti 7i r 272 375—0,

b
\>/1 <2r »3="1 iz TAan 3a7s — o,

poniewaz z-— X2— Yy jest niezmiennikiem naszego przeksztal-
cenia.

12. Niezmienniki.

Zajmiemy sie najprzod niezmiennikami dla spotrzednych
punktowych. Chodzié nam bedzie o funkcje spétrzednych dwoch
punktow (Xf, yx, zj i (x2, y2, z2), ktora nie zmienia sie przy
ruchu, t. j. przy przeksztatceniach ruchu.

Jezeli Xj, yb zx i x2 y2, z2 sg spbhrzedne tych dwdéch
punktow, a x', y', 2\ i X', y', z. punktéw im odpowiadajacych,
to istnieje niezmiennik f(xXt ylt zXt x2, y2, z2), o ile ta funkcja
posiada wiasnosS¢, wyrazajaca sie réwnaniem:

BXi, vyt zx, x2, y2, z2)=/r(xu yj, zv X;, V;, Z.).

Zauwazymy przedewszystkiem, ze:

(2 —zxy — (X2 — XX)2— (Y2 — Yj?
jest niezmiennikiem, poniewaz zwigzki miedzy Z- xt, y'—y',
2.—27' 7 jednej, a X2 —xH y2 —yl1? z2— zx z drugiej strony sg
takie same, jak pomiedzy x', y', Z', a X, y, z, mianowicie:
Xo—xX\ =rxfx, — Xj) 4- a2 (y2 —y,) + ¢i3 (22 — z],

y2—W=3(x2— X, -i- Z(y2 —yr) + a (22 — z],
L—20\=VxXR—x]—T72(2—y] + 7, (22 —zj.



Stad wniosek, ze:
(z;—2'J2—(X—X)2 — (X—x;)2=(22—2i)2— (y2—yJj2—(x2—X]!
kcz:
Z,-Z, =y, =y R=(  §=(Z5;-y:-X}) + -y, 8. -A-

— 2(z;2;—y3y;—XX).

A wiec Xz — X X2 —Vy'ly] = 2122 — xxx2 —y ",
czyli ze: ZXZ2 — YXy2 — XXX,
jest nowym niezmiennikiem.

13. Odlegtos¢ dwdch punktow.

Niech bedg punkty (xIf yn zx) i (x2, y2 z2). Odlegtos¢ di2
tych dwéch punktow powinna spetniaé, jako funkcja zmien-
nych xTt yt, zx i X2, y2, z2 nastepujgce warunki:

1) By¢ niezmiennikiem przy przeksztatceniach ruchu;

2) di2==d21,

3 d2=0 gdy xx =x2, yt=y2 zt=2z2 i tylko wtedy;,
poza tem di2 = 0.

4) Jezeli trzy punkty (xx, yx, zj, (X2 y2 z2), (x3 y3 z3
lezg na jednej prostej, to d12 -j- d28 = d18, o ile punkt (x2, y2, z8)
lezy miedzy dwoma pozostatemi.

Odcinkiem bedziemy nazywali zbior wszystkich punktow
(X, y, z) prostej, zawartych miedzy dwoma jej punktami.

Wyraz fmiedzy bedzie miat dla nas zwykle znaczenie.
Analitycznie, punkt (x,y, z) lezy miedzy punktami (xn yt, zj
i (X2, y2, z2), o ile wyznaczniki:

oyl y?

x y [ x y |
maja znaki rézne; o ile za$ X,y — xyt i X,y —xy., sa tego sa-
mego znaku, to punkt (X, y, z) jest zewnatrz dwoch pozosta-
tych punktow.

Jezeli ma by¢ spetniony warunek, ze po ustaleniu jednego
punktu (korcowego) odcinka, odcinek tem samem nie jest je-
szcze unieruchomiony, lecz posiada jeszcze jeden stopieri swo-
body, to w takim razie moze by¢ dla pary punktéw jeden tylko
niezmiennik niezalezny; t. j. kazdy inny musi by¢ funkcjg pierw-
szego. W rzeczy samej, zatézmy istnienie dwdéch niezmienni-



kéw niezaleznych dla pary punktéw, wtedy przy przeksztatce-
niach ruchu mielibySmy:

f(xn yt, X2, y2, z2) = Const,
9>(x,, yn z,, X2, y2 z2) = Const.

O ile ustalimy xIf yx, zt, to mamy dla x2, y2, z2 rGwnania:

f<xi> yx, z,, X, y, z) = Cxt
9(X!, yn z,, X, y, z) = C2,
72— XxX§—y2=1

Przez te rOwnania X, y, z sg ustalone, o ile niezmienniki sg
od siebie niezalezne. Czyli punkt poczatkowy (xt, yxl zj od-
cinka okreslatby potozenie punktu koncowego (x2, y2, z2) whbrew
zatozonej swobodzie ruchu.

Na tej zasadzie przyjmiemy istnienie jednego tylko nie-
zmiennika grupy ruchu dla pary punktow.

Poniewaz di! jest takim niezmiennikiem, wiec z,z2— xtx,
—yyl="F(dD), t j. zxz2— xxx2—yxy? jest funkcjg niezmien-
nika dx2.

Postaramy sie utworzy¢ niezmiennik, ktéryby spetniat
wszystkie warunki 2), 3) i 4). Zaczniemy od warunku 4). Przy-
pusémy, ze rozpatrujemy przypadek, gdy X,y? — x2yx nie rowna
sie zeru. Oczywiscie, musimy zatozy¢ takze, ze /["(t/1)) =/r(".l).

Niech trzy nasze punkty lezg na jednej prostej. Wtedy:

yl 2zl
X, y? z2 =0.
o A3
Lecz:
4 vy I y. A :
Xy, z XLyl X2l = x)y, 28— yxy2—XxX.
y3 X. ZiZ, X3y NB—yxy-A—x\x3
— i |
== Xi y2 f(dV) =0,
A f<d!3)
czyli: SRR
(X2y8 — x3y2) + — Xiy3) [-(tZ1) 4- (xty? — x2y) f(dj =0.
Tak samo:

(x2y, — x3y2) f(dX2) + (x3yt — xty3) + (xty? — x2yj f<d2) =0,
(x2y3 —x3y2)/*(d13)  (x3y, — xxy,0f{dZ) + (x,y, —X,y,) = 0.



A wiec warunek, by trzy punkty lezaly na jednej prostej,
przyjmuje postac:
1 wWJa v
| f(dj =0,
/"(dj fwv |
czyli rozwijajac:
i +2Fwwf(d) f(d,,) — hau —rtti — rtti=o,
skad:
f(dj=f(a™. + FTmj-i) ~~221).
Mozemy teraz zuzytkowa¢ warunek 4). Mianowicie z wa-
runku tego wynika, ze:
dVA = = (M2 = ~25)>

a wiec f«,) =TF(z/l +d.", zaleznie od wzajemnego uporzgdko-
wania naszych trzech punktéw. Stad:

f(/2d,N=/+«,) .f(d,. £ r\/ww-i!l tmi-il.

Gdy punkt trzeci zlewa sie z punktem pierwszym, to ztz3

ytyd—xtx3=1, dalej d2 =d2, i dvi—d28 =0 i funkcja f(z/13)

réwna sie jednosci. Stad widzimy, Zze w ostatnim wzorze musi
by¢ po obu stronach albo jednocze$nie albo jednocze$nie - ?.
Mamy wiec ostatecznie wynik taki: funkcja f(z/) powinna spet-
nia¢ réwnania funkcyjne nastepujace:

I'(rz -j-v) =/ () . f(v) + “i] —ij,
flu—v)=Ff(n). fv) -1 TT"GO —1)
stad przez dodawanie wynika:
r(zz + v)+/(zz-v) = 2f(«).m - + + (9
Taki jest funkcjonalny wyraz warunku czwartego.

14, Réwnanie funkcyjne /(zz-H)+/l«—V) = 2/(zz) ./(V).

Udowodnimy, ze jedynemi funkcjami ciggtemi, czynig-
cemi zado$¢ warunkowi (9) sg funkcje cos ku i Ch ku.

Zauwazymy przedewszystkiem, ze funkcje/'(zz) =0if(u)=1
spetniajg nasze réwnanie funkcyjne. Odsuniemy te rozwigzania
banalne i zajmiemy sie poszukiwaniem, czy istniejg inne. Zrébmy
narazie zatozenie, ze takowe rozwigzania (funkcje) istniejg i po-
staramy sie zobaczy¢, jakie wiasnosci posiadajg. Niech v = o,



wtedy 2/(zz) = 2/(zz) ./(0); poniewaz /(zz) =|s o, wiec /(0) = L
Dalej z powodu ciggtosci funkcji /(zz) istnieje takie otoczenie
punktu u = o, w ktérym funkcja przyjmuje wartosci, zawarte mie-
dzy 1 —ei 1 4"¢ przy /= o dowolnie matym. Jezeli w réwnaniu
funkcyjnem uczynimy u=o, to otrzymamy:

(V) + /(= V)=2/(0)/(V) = 2/(V),

czyli/(—v)=/(v) i funkcja nasza jest parzysta. Wystarczy
wiec uwzgledni¢ np. tylko prawostronne otoczenie punktu u = o.

Przypus¢my, ze punkt u=a jest o tyle w otoczeniu
punktu z =0, ze nietylko /(a) = A0>o0, ale ze /(zz) = o dla
kazdej wartoSci z w przedziale (o, a), co jest mozliwe na za-
sadzie poprzedniej uwagi.

Rownanie funkcyjne okresla warto$¢ /(zz) dla kazdej war-
tosci zz, o ile tylko znamy jej wartos¢ w punkcie wspomnia-
nym u=a.

W rzeczy samej, jezeliw /(@ + v) + fVu—v) — 2/(zz) . /(v)
podstawimy kolejno:

u=a v=a
u 2a, v=x«t
17=3a, V=a,

u=pn, v=a,

to otrzymamy:

/(2a) = 2/2(a)-I,

Ir(3a) = 2/(2a)/'(a) -/(a),
= 2/"(3<t) ./(a) —/(2<i),

/m(53) = 2/-(4a)./-(a)-r(3«).

f(P)y=2fllp — 1)q| —f\(p — 2)«),
t. j. wzory dla wszystkich wartosci u, ktére sg wielokrotno$ciami«.
W zaleznosci f(2a) = 2/'8(a) — 1 uczynmy 2a=1z n=wVv

wtedy /(zz) = 2/ — Liczyli /' = = )/7"(u) +1



Wtedy:

lEhd él/rlsM M4\) |/rb$+bm

f  =11/F(JL\ a7,

przyczem wartosci szukane sg tu wyznaczone jednoznacznie

przez warto$¢ -/ pierwiastka, gdyz  nalezy do przedziatu (o, a),

a wiec warto$¢ /(©'.J Jest dodatnia. Tak wiec warto$¢ szuka-

nej funkcji dla u= przy = o catkowitym jest w zupet-

nosci i jednoznacznie wyznaczona.
Poprzednio z wartosci funkcji /(w) w punkcie z=a wy-
prowadzilismy warto$¢ tejze funkcji w punkcie u— pa, gdzie

p > o catkowite. Zastepujgc punkt u = a punktem u = "7, znaj-

dziemy wartosC /(«) dlau= @, gdzie p i m sa liczbami cat-

kowitemi dodatniemi, zreszta dowolnemi.

By posung¢ sie dalej, musimy zrobi¢ zatozenie, tyczace
sie wartosci /(a); mianowicie moze by¢ /(a)=Il, /(a)=l,
/(a) < 1 Poniewaz usunelisSmy przypadek /(a) = 1, wiec mozna
przyja¢ pod warunkiem ewentualnej zmiany punktu a, ze/(a)=j= 1.
Rozpatrzmy najprzéd przypadek /(a) < L

Mozna znalez¢ kat O, posiadajgcy te wiasnos¢, ze cos6 =

G

=/(0=>=o0, przyczem o <0< "> 0 okreslone jednoznacznie.

Z fatwoscig przekonamy sie, ze:
/(2a) = cos 20,
/(3a) = cos 30,
/(pa) = cospO0.

Tak samo: /’I'a\ = COsS 0 /'{i\ = cosS 0 e

Wreszcie = cosS



UdowodnilisSmy wiec, ze w przypadku /(«) < 1, dlau= g,
mamy /(zz) = cos"zz . ) = coszzz, kladac =="-

Stad wniosek, ze: /(zz) = coszzz (10)
dla kazdej wartosci z = 0. Wynika to z dwdch okolicznosci,

1° ze do kazdej liczby u~>o0, nie bedacej ksztattu . @, moze

by¢ dobrany cigg liczb tego ksztattu o granicy réwnej zz, i 2° ze
funkcje /(zz) i coszzz sg funkcjami ciaggtemi zmiennej z.

Na poczatku zrobiliSmy zatozenie, ze funkcja ciagta /(z2)
istnieje; otz to zatozenie jest spetnione, bo funkcja ciggta coszzz
spetnia, jak wiadomo, nasze réwnanie funkcyjne. Udowodnilismy
wiec, ze w przypadku, gdy w punkcie z=%  funkcja jest
mniejsza od jedno$ci, to niema innej funkcji ciggtej, spetniaja-
cej nasze rownanie funkcyjne, oprocz /(zz) = coszzz. Jezeli
znamy wartos¢ funkcji w jednym takim punkcie a, to tem sa-
mem wyznaczone sg wszystkie wartosci tej funkcji jednoznacz-
nie i ich zbior tworzy funkcje coszzz.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek f(a)*> 1.

Niech wiec /(«) > 1. Zawsze mozna wobec tego znalez¢
takg liczbe dodatnig r, wiekszg od jednosci, ze:

= wtedy:
"2a) =.1(,«+1).

zapomocg indukcji udowodnimy, ze:

Tak samo znajdziemy:

*) Punkt a> o0 jest dowolnym punktem, spetniajgcym warunek, ze

w przedziale (o, 0) funkcja f(u)>o0; takich punktéw a jest nieskoriczenie
wiele, gdyz f(o)=I, a f(u) jest funkcjg ciggta.



zapomoca indukcji udowodnimy, ze:

gdzie I Ig r =0,

przyczem réwnos¢ ta = ChXu (11)
zostata udowodniona tylko dla tych wartosci u, ktore sg ksztattu

u—"a, gdzie p i m dowolne liczby catkowite dodatnie.

Opierajac sie na ciagtosci funkcji /(zz) i ChXu, udowodnimy,
rozumujac jak poprzednio, ze:

/(zz) = ChXu

ma miejsce dla kazdej wartosci u. Tak wiec nasza funkcja
w tym przypadku jest identyczna z funkcjg ChXu, ktéra to
funkcja, jak wiadomo, spetnia réwnanie funkcyjne:

Itz + v)+/P(zz-v) = 2/r(zz) V(v),
i innej funkcji, spetniajacej to réwnanie i warunek /(<i)=>l,
niema.
Tak wiec cosazz i ChXu sg jedynemi rozwigzaniami cig-

glemi naszego rownania funkcyjnego, (przyczem Zz=0 jest
liczbg dowolng), o ile odrzuci¢ rozwigzania banalne /(zz) =0

i /(zz) = I. Funkcje znalezione coszzz i ChXu spehniajg takze,
jak fatwo sprawdzi¢, réwnania:
fluxv)=Ff(u)./(v) £V ) {I(-v,.

15, Wz6r na odlegtos¢ dwdch punktow.

Poprzednio (Nr. 13) udowodniliSmy, ze funkcja, /(zz) wy-
razajaca zwigzek zxz., — ytyl — xtx2 = /(z/1) miedzy niezmienni-
kami zxz,— yxy2— xxx2 i d2 spetnia rownanie, funkcyjne:

Ru + V) +/(zz — v) = 2/(z2). /(V),
tak wiec: zxz2 — xtx2 — yxy2 = Ch Xd@ lub coszz/12



Lecz udowodnilismy (patrz Nr.7), ze 21z2-"XIx2—yty2'> 1;
stad wniosek, ze:

2.2. — xXxx.2 — yxy2? = Ch Xdx2,
1
czyli: tifl=-y Arg Ch <zl —xxx2— yty?) . .. (12

tatwo teraz sprawdzi¢, ze i warunki 2-gi i 3-Ci sg takze
spetnione.

Uwaga. W poprzednich rozumowaniach® zakladaliSmy, ze
wyznaczniki xxy? — X2yx, X2y3—x3y2 i X3yt — xxy3 nie réwnajg
sie wszystkie trzy jednoczes$nie zeru. Otéz przyjmiemy wzor (12)
jako okreSlenie odlegtosci miedzy dwoma punktami w przy-
padku najogdlniejszym. tatwo sprawdzi¢, ze nie wyniknie stad
zadna sprzecznosc.

16. Przeksztatcenie spdlrzednych linji prostej.

Jezeli punkt (x,y, z) lezy na prostej (a, b, ), fo ax +
+ ¢z =0; lecz réwnania grupy ruchu sa;

X = axx + fty, — 7xz
Yy = «Xxt 4- 3yt — Y2z

przyczem miedzy spoétczynnikami zachodza znane zwiazki. Na
skutek tego z ax -J- by -j- cz = 0, wynika:

Vaar-rba—caiVx N(tzA+"-cNy, + (—aN-oyeyj zt—0,
gdzie x,, yn zi oznaczaja spoétrzedne punktu, odpowiadajacego
punktowi (X, Yy, z).

Kladac: a = aal -j- ba., —ca3,
bi = a3x-Vb3l —c33t ... (13)
ct = — awt — 6y2-f-cy3,

mozemy otrzymany wynik wypowiedzie¢ w sposéb nastepujacy>

ZWazywszy, ze.

0; + N —c; = a2("N-F-N—/-)4-62(a; + — yN + €2(a34-N —yN)4-

+ 2ab(ata, + A —yty)) -f-2ac(y,y3— AR —aal) + 2bc (y2y3 —
—3A—Q) =a+p— =1

Jezeli punkt (x, y, z) lezy na proste) (a, b, ¢), to punkt
przeksztatcony (przez ruch) (xn yt, z,) lezy na prostej (nt, bl cj;
ax, bxt ¢, majg wartosci (13).



Wzory (13) bedziemy nazywali wzorami na przeksztatce-
nie spotrzednych linji prostej (grupa ruchu).
Ze wzordw (13) wynika jeszcze:

6 = (Zal + DU + cl}?,
¢ = (tad-|- v(B"cci7ar
Widzimy wiec, ze przeksztatcenia wspétrzednych linji pro-
stej sg tego samego typu, co przeksztalcenia wspdirzednych

punktu. Bedziemy mogli bez nowych rachunkéw wyprowadzi¢
stad caty szereg wnioskow.

17. Niezmiennik dla spo6trzednych linij prostej.

Poniewaz spotrzedne linji prostej przeksztatcajg sie w ten
sam sposdb, jak spotrzedne punktowe, stgd wniosek, ze:

ctc.,— axa?— bxb,
jest niezmiennikiem dla spétrzednych dwaoch linji  prostych®
Przytem zauwazymy, ze:
(22—<C7)2+ (&2—bry— <¢,—cry = 2{1 + (ctc2— axa2— bxb."\.

18. Kat miedzy dwoma prostemi.

Wspomniany tylko co niezmiennik c,c2— axa,—bxh, dla
prostych (a,, bx, cj i (&2 b, c2) jest bezposrednio zwigzany
z katem, jakie tworzg te dwie proste w punkcie przeciecia sie.
o ile, oczywiscie, to przeciecie sie istnieje, t. . o ile

\axa2—hbxh2—cxc2 < 1

Witedy istnieje kat </2 miedzy temi prostemi, przyczem o,
jako funkcja liczb a,, bx cr i @2 b2 ¢, ma spetnia¢ nastepujace
warunki:

1) o\(ad bl cx, a2t b2 c2) jest niezmiennikiem grupy prze-
ksztatceri ruchu;

2) 1o 72 )>

3) 0 gdy aa= a2l bx=b.r ct=c.? i tylko wtedy; poza
tern <12 = o;

4) jezeli trzy proste przecinajg sie w jednym punkcie, to:

7,13= <712+"23.

Kiadac: axcu-\-bxb2—crc2 =/(vyj,
*) V12 jest wiec wartoScia bezwzgledng kata.



i rozumujac jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze funk-
cja /(ViJ spetnia to samo réwnanie funkcyjne, ktore otrzyma-
liSmy poprzednio (1 13). Poniewaz jednak tu [f(<rl)| < 1, wiec

musi by¢: Caal-f-0, 00— Cjc2 = cosk(pX2
Stad: [
2= flrccos {aal - bxbh, — cicl 0.
Niech a2= — att b.,= — bx, (2= — cx, wtedy axa2-j- bxb2—

—ctc2——a\—b; -6\ —— 1 Wybieramy k tak, by kat g
w tym przypadku byt ji; w| takim razie musi by¢, oczywi-
scie, k=1
Ostatecznie bedzie:
<2 = Arccos \axal + bxbd— cxc?].
tatwo sprawdzi¢, ze w ten sposob okre$lony kat < spet-
nia wszystkie cztery wyszczegoélnione wyzej warunki.

19. Linje proste nie przecinajgce sie.

Jezeli 3 proste (a,, bx, cj, (@, D2 ¢ i (a3 23, c3) przeci-
naja sie w jednym punkcie, to, jak wiemy:

b, ¢
a b ¢ =o
h, C.

Odwrotnie, jezeli A =o, i jezeli dwie z pomiedzy trzech
prostych sie przecinajg, lub sg réwnolegte, to i trzecia prze-
chodzi przez ten punkt przeciecia dwdch pierwszych lub ewen-
tualnie jest do nich réwnolegta.

Jezeli zaS \ = o0 i dwie proste sie nie przecinajg i nie sg
réwnolegte, to zadnego przeciecia sie niema i z trzecig (nie za-
chodzi tez i rownolegtosé).

Mozemy wtedy wprowadzi¢ pewne idealne punkty; i przy
tej umowie, gdy /\ =0, to trzy nasze proste przecinaja sie
zawsze w jednym punkcie, ale ten punkt przeciecia sie moze
by¢ trojakiego rodzaju, moze by¢ wiasciwym, niewlasciwym
i idealnym, zaleznie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi, czy
trzeci z pomiedzy rozpatrywanych poprzednio przypadkow,
t. j. zaleznie od tego, czy:

\axa.2-j rbxb.2—cxc.2
jest < 1, réwne 1 lub = 1



Wszystkie proste, przechodzace przez jeden i ten sam
punkt, tworzg pek; pek bedzie pierwszego, drugiego lub trze-
ciego rodzaju, zaleznie od tego, czy wspdlny punkt jest wia-
Sciwy, niewtasciwy (w nieskonczonosci) czy tez idealny. Pek
pierwszego rodzaju jest przez powyzsze okreslony w sposdb,
nie wymagajacy dalszych wyjasnien; to samo tyczy sie peku
drugiego rodzaju, ktory skiada sie z prostych réwnolegtych.
Co sie tyczy pojecia peku trzeciego rodzaju, musimy sie nim
zajac teraz blizej.

Stosujac rozwazania poprzednie, tyczace sie niezmienni-
kow, widzimy, ze w przypadku, gdy dwie proste (a,, bx ct)
i (a2, b2 c2) naleza do peku 3-go rodzaju, t. j. gdy:

jaa.A-b.b.,-- ctc2 = 1,
istnieje wielko$¢ g2, mianowicie:
72 = Arg Ch|axa, + bxb,— cxc,],

ktéra posiada wszystkie wiasnosci, wymienione poprzednio przy
okresleniu dtugo$ci odcinka i wielkosci kata, mianowicie:

1) X2 jest niezmiennikiem grupy ruchu;

2) N2 = 21"

3) M2=0 gdy d2=an bt=bx) c,= c i tylko wtedy, w po-
zostatych przypadkach zl = o;

4) jezeli trzy proste naleza do tego samego peku trzeciego

rodzaju, to: A, x2,| = z,.

Ten ostatni punkt wymaga pewnego wyjasnienia, miano-
wicie sens jego stanie sie jasny, gdy uswiadomimy sobie na-
ture geometryczng tego niezmiennika.

Przedewszystkiem udowodnimy, ze, jezeli dwie proste sie
nie przecinaja, to istnieje wspodlna do nich prostopadia.

Niech proste (a,, bx, ¢) i (a, b, ¢ sie nie przecinajg,
t. j. \axa2-"-bxb2—cxc.,\> X

Napiszmy, ze prosta (& b, ¢) ma by¢ do nich prostopadta.
Mamy réwnania: a,ab,b —c,c=o,

a,as4 bb—cc=o
a+D2—c2= 1

Udowodnimy, Zze uklad powyzszy posiada rozwigzanie,
wyznaczajace jednoznacznie prosta. Niech:

a = o(bxc,— b.cj, b = o<cxa)—ctax\ ¢ = o(a.,b{ —axbj}



wtedy dwa pierwsze réwnania sg spetnione, wyznaczmy q tak
by bylo spetnione i trzecie réwnanie:

o2 {ip>tc2— b2exy  (cxal— c2axy — (azbi — zz7.)2} = 1,
czyli: o2 {(z"zz.,}- bxb2—cvc.,y—1} = 1, co daje:
O=zx | l
| (z,al 4- bib2 — crc2)2 — 1

przyczem znaki + odpowiadajg dwom mozliwym kierunkom
na tej samej prostej.

Teraz juz tatwo wywnioskowaé, ze pek trzeciego rodzaju
jest utworzony ze wszystkich prostych, prostopadtych do tej
samej prostej, [do prostej (zz, b, c)].

Spotrzedne (xt, yn zj punktu przeciecia sie tej wspolnej
prostopadiej z pierwszg prostg (zn bn cj spetniajg warunki
nastepujace:

alxx4-bxyx4-cxzi = o,

(4 c2— b2cx) xt4- (c,al— c2zzj yr + (@20l— 152 zt = o.
Rozwigzujac, otrzymujemy:
¢t = ) \bxVa2bx— axb) — cx(a2cx— c2z2)} = v {#2— ax e Ch 212},

ktadac: axa2-V bxb2— cxc2 = e Ch 212, gdzie s==I;

dalej:  yx = v\b2—1hi e Ch XX\ 21 = v \exe Ch Xx2— 112}
Poniewaz z1—x1—y, = 1, wiec

i'2;(fC,Clzz12-c2)? — (b2-ebxChXXy — (12-£2Z1CIZ71)2} = 1,

skad ,, = *=sfc-

Ostatecznie wiec:

. m— d,e Chzn ,b,, —eh. Ch ,eC. Ch Z|0 —C.,
Shxi ShXK ! ShXX
gdzie e===* 1 tak, by z1=> 0.

W ten sam sposéb znajdziemy sp6trzedne punktu (x2, y2t z.,)
przeciecia sie tej samej wspoblnej prostopadiej z druga pro-
stg (zz2, b2, c):

— A

CJ Y — N2 £ ~2 AL N2 6 ~2

2 ~12 o)
S/izlJ 2— S/z20 y2 S/UL
przyczem "=+ 1 tak by 2= 0.



Znajdziemy teraz odlegto$¢ of2 tych dwoch punktéw:

b a —77 XX Vv,V 8d "2§h(57"2""12—"1)

u//un2 1n2 AN y’\y

—Va—eadChXy* "a2— 8axChkx—\lox— Eb"ChX" (b2—EbxCh/.l}) __
SN

= —ee"e oOrLr- {CA3Z — C/zz.J = —ee"eChl.,.
Shixx 0 VA i

Tak wiec: Chdv,=—6£¢e"C7zAL2; lecz poniewaz Chd"" o,
ChXi\C>a wiec Chdv, — Chz12, poniewaz za$ dv > o0, zl > o,
to dvl = z12

Tak wiec niezmiennik z{2 wyraza odcinek wspolnej pro-
stopadtej, zawartej miedzy dwoma naszemi prostemi, t. j. od
punktu przeciecia sie z jedng do punktu przeciecia sie z druga.

Tern samem zostato wyjasnione pojecie peku trzeciego ro-
dzaju. Dwie proste, nie przecinajace sie i nie rownolegte, posia-
daja wspdlna, prostopadta; wszystkie proste, prostopadie do tej
wspolnej prostopadiej tworza pek trzeciego rodzaju. Przynalez-
nos¢ prostej (a, b. ¢) do peku, wyznaczonego przez proste (a,,
bn ct) i (c2, b2 c2), wyrazi sie wiec jako warunek prostopadto-
Sci przez:

a<bxc2-- »2c,) -j- b (c,a?— c2a,) —c<ab—ab*=0
czyli przy: 5 b o

a b o =o, tj. istotnie przez A =0.
a b c |

20. Niezmiennik mieszany punktu i prostej.
Odlegtos¢ punktu i prostej.

Poniewaz spOtrzedne linji prostej przeksztatcajg sie w spo-
séb analogiczny jak spdtrzedne punktu przy ruchu, wiec musi
istnieC niezmiennik, utworzony ze spoétrzednych dowolnej pro-
stej (fl,, bn cj i dowolnego punktu (Xx,, y,, zj. Latwo sie prze-
kona¢, ze tym niezmiennikiem jest:

/\i +/\+/\Z,.

Niezmiennik ten jest blisko zwigzany z odlegtoscig punktu
X,, Yyt zx od prostej a,, 2>, cx



Prosta (a, b, ¢) prostopadta do prostej (ax, bxl c,) i prze-
chodzaca przez punkt (xny,, zj spetnia warunki:
aa + bbi— cci = o,
axi byt czi=o,
skad:
a= o<bxzx-Vyxex\ b= —o(c,xl ; axz\ ¢ = o(axyr —bxxx\
dzie: .
gazie ~ T(alx! + &yl + ctzt)2-j-1
Proste (a, b, ¢) i (an b» ej przecinajg sie, gdyz aa -j-
bbi — cct — 0.
Znajdzmy spohrzedne (x, y, z) ich punktu przeciecia sie:

x =o. (bct — b.c\ gdzie o0 = —y=----- + - =+ |,
V 1 — Vciat + bbi — cecry
y = Q <ca — tzcj,

z = ox"ab — axby
Tak wiec:
X= — 4("x, + ol2l)cl +/(alyl — Dtx,)6Jo;
y = M(alyl — bxx)ar — (/7.£, +ylc,)c,}e;
z = e{lbizt + yicx) bi + (ctxt 4- o, zt) ax} o.

Gdzie: 0= - e

gdzie £= %+ 1, przyczem z=>o, t. j. e = sign z;
niech axxxA- biyxA- cxzit = Sh/.\ wtedy o clnr

dalei X. —a, Shl. y.— b Sz z - ashz
A€l cChx chx 1 chz
przyczem s= 1, gdyz przy z =0, poprzednie wzory powinny
da¢ x =xL, y=wyx z=z.

Oznaczmy przez d odlegtos¢ punktdw (x,y, z) i (X Ny zj.
Witedy:
Chd=zz, — xxt—yyt = {£,(z, < Shz)— xi(x, —a ShA)
-y, PT—Dbi™N)F cKT =<l +8S CAT =ChA’czylix==xd

Fv wiec axxi  bxyr -j- cxzt = £ Shd, gdzie d jest odlegtosé
punktu (xt, yt, z,) od prostej (a,, bt cj.



21. Spoirzedne jednorodne.

Trzy dowolne liczby A, B, Cmoga by¢é uwazane za spot-
rzedne jednorodne:

1) punktu, jezeli C2= /12 -j- B,

2) prostej, jezeli C2 < 424- 772,

3) punktu niewlasciwego lub prostej niewlasciwej, je-
zeli Ct = AHA-Bt

W pierwszym przypadku bedziemy mieli punkt (x, y, 2),

kfadagc x =Ag,y=Bg, 2= Cg, gdzie g = IA- ------- *sign C,

tak by 2> o.

[sign C oznacza + 1,— 1 lub o, zaleznie od tego, czy C=>o0,
C<o lub C=n0].

W drugim przypadku bedziemy mieli prostg (a, b, c)
gdzie a= Ao, b = By, ¢ = Cy, przyczem g = =+ (72

W trzecim przypadku przejScie do spétrzednych niejed-
norodnych normalnych nie jest mozliwe.

22. Koto, hipercykl i horicykl.

Rownanie AX A-By A- Cz—o t. j. jednorodne pierwszego
stopnia trzech zmiennych X, y, z wyraza, jak wiemy, prosta
(o ile M2 + fi2> C2).

Co wyraza réwnanie niejednorodne

Ax -|-By 4- Cz4- D =02

Rozrozniamy trzy przypadki:

1 Al4-Bl<C2

Réwnanie Ax By Cz D=o0 wyraza w tym przy-
padku koto, ktérego $rodek posiada spétrzedne jednorodne
A, B,— C. W rzeczy samej, niech ¢ oznacza —signC; niech:

g lll-]’4C2 _6 2 BZXO Ay y =Bo, 2 Cy>o
Dy = — Ayx — Boy — Cyz = 220 — yy0 — xx0,

ktére to wyrazenie, jak wiemy (L 7), jest wieksze od jednosci,
poniewaz z=0, z0=0. Wskutek tego i Dy musi by¢ wieksze
od jednosci, czyli D2">Cl—A2— B2 i D znaku przeciwnego



do C. O ile to bedzie spetnione, mozemy okresli¢ r tak, by
Chr = Dy; wtedy zz()— xxO—yy0 = Chr, co wyraza, ze od-
legtos¢ punktu (x,y, z) od punktu X0, y0, 20 jest réwna r. Réw-
nanie nasze wyraza wiec koto o promieniu r. Odwrotnie, miej-
sce geometryczne punktow (X, y, z) ktorych odlegtos¢ od punktu
statego (x0, y0, z0), jest stata i réwna sie r, wyraza sie réwna-
niem rozwazanego typu zz0— xx0— yy0 = Chr. Gdy D2<_C2—

A2 — B2 to réwnanie nasze nie wyraza zadnego miejsca ge-
ometrycznego (rzeczywistego); gdy Z)2= C2— A2—B2i D.C-<o,
to rownanie nasze wyraza koto o promieniu zero czyli punkt
X =x0, y=y0, 2="720.

2. Przypadek drugi C2 < A2 B"

Niech o= =+ A )
Vaa-B1—C
a= Ay, b=By, ¢ = Cy; wtedy Ax4-By Cz4"D=o
jest rbwnowazne réwnaniu:
ax + by 4-cz=— Dy,

okre$imy odlegto$¢ d w ten sposdb, by Shd=|Dy|, wtedy
otrzymamy
ax by cz= 4+ Shd,

co wyraza, jak wiemy (20), ze odlegto$¢ punktu (x, y, z) od
prostej (c, b, c) jest d. Latwo sprawdzi¢, ze odwrotnie miejsce
geometryczne punktéw jednakowo odlegtych od danej prostej
jest rozwazanego przez nas ksztattu. To miejsce geometryczne
nazywa sie hipercyklem. Tak wiec rownanie

Ax4-By 4" Cz4D =,
gdzie A2A-B2=C2
jest rownaniem hipercyklu.

3. Przypadek, gdy C2=A24 S

Jest to przypadek graniczny poprzednich. Omawiane tu
miejsce geometryczne moze by¢ rozwazane dwojako, zaleznie

od tego, czy C zmierza do granicy | AZ=B? bedac stale
mniejsze albo stale wieksze od tej granicy. C i D muszg byc¢
znakéw przeciwnych; innych ograniczeni dla D niema. W tym
przypadku krzywa nazywa sie horicyklem czyli kotem gra-
nicznem.



Poniewaz do prostej mozna przeprowadzi¢ przez kazdy
punkt dwie réwnolegte, kazda prosta nalezy do dwaéch réznych
pekow; przypus¢my, naprzyklad, ze do prostej I przez punkt
jakis M, nie lezacy na Z przechodza dwie proste réwnolegte
do Z, dajmy na to Ivi 2. Para prostych rownolegtych i Kk
wyznacza jeden pek, para Z i 22 drugi pek. Wierzchotkami
tych pekéw sg punkty niewtasciwe, nalezace do prostej Z Tak
wiec na kazdej prostej mamy dwa punkty niewlasciwe, ktore
bedziemy nazywali korcami prostej.

Niech dang bedzie prosta; ax -4- by A-cz = 0. Kladac x =
=tcos0, y=rsin0, mamy z=|1--r2 i rOwnanie przy-
biera posta¢

acos O+ bsin O4"cI 1+ ! =0

niech r  co, to réwnanie poprzednie zmieni sie na acos O #
4-bsin 04" ¢ =0, skad dla punktu w nieskorczono$ci

cos 0 = _,,?C,-'-. b, sin ——be+a

Ten sam wynik moglibySmy otrzyma¢ w inny sposéb,
zauwazywszy, Ze W haszej interpretacji mozemy podporzadko-
waé naszej prostej pothiperbole, a punktom w nieskoriczonosci
na prostej odpowiadaja punkty w nieskonczono$ci na hiperboli,
przyczem wartosci, znalezione poprzednio dla sinO i cos O,
dajg kierunki asymptot do hiperboli.

Zauwazymy dalej, ze przy zamianie liczb a b, ¢ przez
liczchy —a —b, —c, wyrazenie —ac b przechodzi na
—ac— b, a wyrazenie —bc —a na —bc a skad wniosek,
Ze przy tej zmianie znaku spoétczynnikbw a, b, ¢ przestawiamy
*korice prostej. Mozna wiec prostg rozbi¢ na dwie potproste, na
ax#t by cz=0in —ax—by—cz=0, czyli na (a, b c)
i na (—a — b, —c). Przyczem kazda z tych potprostych be-
dzie miata tylko jeden *koniec  POtprosta tem sie rézni od
prostej, ze posiada oznaczony kierunek (zwrot), przyczem kaz-
demu kierunkowi odpowiada jeden Xkoniec

Z tego punktu widzenia rownolegto$¢ dwéch prostych po-
lega na posiadaniu wspblnego punktu niewtasciwego, czyli



wspolnego ,.konca". Niech prosta I posiada dwa konce A i B.
Rownoleglemi do prostej Z przez punkt M, sg dwie proste, 13-
czace punkt M z ,koricami" A i B. Mozna, zreszta, bezposred-
nio sprawdzi¢, ze warunek wyrazajacy, ze dwie proste (cz, b, c)
i maja wspolny ,koniec", jest rbwnowazny warun-
kowi réwno legtosci aax -|- bbi — ccl | = 1

Wezmy teraz pod uwage ,horicykl® Ax By -|- Cz-j-
-j-D =0, gdzie A?2-j- B2= C? i zbadajmy, co wyraza to row-
nanie, w przypadku, gdy D = 0. Przejdzmy i tu do spétrzed-
nych biegunowych, x =rcos 6), y =rsinQO; potdézmy, dalej
A =—Ccosy, B =— Csiny; wtedy réwnanie nasze przyj-

mie ksztatt: cos(6—y)=| | + ktéremu to réwnaniu nie

mozna zado$¢ uczyni¢ przy zadnej skonczonej wartosci r.

Przechodzac za$ do granicy, gdy lim- =20, otrzymujemy
A

cos(O—y)= 1 czyli =yd4~2krct cos6=cosy=— |,

sin8=siny = — Stad wniosek, ze nasze rownanie AXx 4-

4-By4~Cz = 0 nie jest odpowiednikiem zadnego punktu
w odlegtosci skonczonej, lecz moze by¢ uwazane jako odpo-
wiednik pewnego punktu niewfasciwego. Taki punkt niewila-
Sciwy bedziemy oznaczali przez (/I, B, C) z warunkiem A2 4~
+ B2 = C2

Powstaje wiec pytanie, kiedy prosta (z b, ¢) przechodzi
przez punkt niewtasciwy (A B, C), ktéry wiec ma by¢ ,koi-
tem tej prostej. ZnalezliSmy poprzednio dla prostej (zz, b, c)
»konce" wyznaczone przez

c0s —acxh. . —be + a
a2 4- b2 a2 4" b
stad widzimy, Zze
A=ac- b, B=bcA-a; C=a b2
a dla 2-go konca
A=ac b, B=bc—a C=a2-\-b2
Odwrotnie, jezeli dane sg A, B i C, i jezeli okreslimy trzy
liczby a, b, ¢ przez réwnania



__BXa A

c=é1,

_AX+B
a=—p—, b
na zasadzie ktorych d —==c2+ 1, to prosta &xA-by-\-
-|-cz =10, czyli prosta (a, b, ¢) przechodzi przez punkt nie-
wihasciwy (A B, C) dla kazdego X; czyli nieskoriczony zbidr
trojek liczb (&, b, ¢), wyznaczony przez poprzednie réwnania
na a b, i ¢, gdy X zmienia sie od —co do -j- 0o, daje nam
pek wszystkich prostych o wierzchotku (4, B, CL

Przejdzmy teraz do ,,horicyklu* Ax-\-By -pCz =Yy, (y 4 0);
odrazu wida¢, ze punkt niewlasciwy (A B, C) jest granicg
punktéw lezgcych na horicyklu Ax -j- By -j- Cz = /z, a wiec,
jak zwykle, powiemy, ze horicykl przechodzi przez punkt nie-
wiasciwy (A B, C).

Niech Ax By--Cz=y
i Ax4-By4-Cz=/z, (lz 4 )

oznaczajg dwa horicykle o wspolnym punkcie niewtasciwym
(4, B, C) i niech ax -j- by -j-cz =0, oznacza dowolng prostg
peku o wierzchotku (A B, C). Twierdze, iz odcinek kazdej ta-
kiej prostej, zawarty miedzy punktami jej przeciecia sie z jednym
i z drugim horicyklem, jest wielkoScig statg. W rzeczy samej,
poniewaz

_ AX— BE): BX AA

a=—cC c=/,

wiec bA—Ba=C, Ac— Ca=B, Cb—Bc =A,

a z réwnan: Ax By--Cz=]
ax Thy cz=0
wynika, ze Cy=—(ya B2
Cx = by — Az;
poniewaz za$ 22— x2—yl—1=0,

wiec (C2—v48—B2)z =2(A b—Ba)p-z— C5—t/8(a24'™2) =0,
czyli, zwazywszy, ze C2— A?l—B2=0,

mamy 2Cyz=1C24" (X24" 1)

Tak wiec, spotrzedne punktu M przeciecia sie prostej (a, b, c)
z horicyklem Ax 4~By 4- Cz = [z wyznaczone S3 przez:

C24-112(22+1) by- Az ya-"Bz
2Cy ’ C C



Tak samo, punkt Mx przeciecia sie tejze prostej (a, b, ¢) z ho-
ricyklem Ax 4~ By -j-Cz= , wyznaczone S3 przez

z, = C~+ 2Cfa + —; Cx, = 6A — ; Cyt = —(Aa—+ SzJ.

Niech d oznacza odlegtos¢ tych punktéw przeciecia sie M i Mx.

Chd = zzx —xxt —yyx = — {(C2 — A2 — B2) zzx 4- (Ab — aB)
(gxz  "2) — ("24" )P bo a2 4-b2 = X2 4-1.
Czyli C2 Chd= C”z 4- Cogzx — oo (X2 4-1) = —+

2Chd = 1—4— 1,—; niech [a="=0; wtedy C>0, a 25hd =
=2fk Jt ™~ =shdA-Chd=ed czyli d=Ig"~. Mozna,

oczywiscie, odrzuci¢ warunek ttc = //, i wzOr poprzedni pozo-
stanie w mocy, o ile ii i g« sg tego samego znaku, pod wa-
runkiem, ze d oznaczaé bedzie nie liczbe dodatnig *odlegtosé
ale liczbe, odpowiadajaca odcinkowi skierowanemu, liczbe, mo-
gaca by¢ dodatnig i ujemna; wtedy najogoélniejsza postacig po-
przedniego wzoru bytoby

gdzie gx i n moga byé juz znakéw rdznych.

Zauwazmy na zakonczenie, ze dwa konce (A B, C)
i (A, BX) CJ prostej wyznaczaja najzupetniej te prostg. Niech
(a, b, c) bedzie tg prosts,

wtedy: ac-\-b =—qgA ac —b =OA
bc—a —=gB i bc-\-a =oB;¥
arA-bl=eC a2-\-b? = oCx,

skad BxC— BCI ACl — AXC

a— CCX—AAX — BBX' — CCX— AAX—BBI

_AXCA-AC! BCXA-CBI
¢~ BXC— BCX~AC)! — AXC

Wzory te wyznaczajg poétprosta. Przestawiajac konce (A, B, C)
i (A, BX) CJ, widzimy, ze liczby a, b, ¢ zmieniajg znak, czyli
otrzymujemy druga potprosta.



Stad zndéw wniosek, ze trzy punkty niewtasciwe (A, BX) CJ,
(A, B2, C2) i (A, B3l C3 wyznaczajg trojkat o trzech wierz-
chotkach w nieskonczono$ci, utworzony przez trzy proste, wza-
jemnie do siebie rownolegle. W naszej interpretacji sg to ga-
tezie trzech hiperbol, wzajemnie do siebie asymptotyczne.

24. Geometrja analityczna; spotrzedne
prostokatne.

Przyjmijmy jako osie proste (1, 0, 0) i (0, 1, 0); liczby te
spetniajg warunek al-j~ —c2=1; oprécz tego proste te sg
prostopadte do siebie, bo ktadagc ar =1, bk =0, ctx =0, 02 =0,

=1, ¢2 =0, spetniamy warunek prostopadiosci aar -j- bbx —
—ccv 4-0.

Jako spotrzedne punktu M (x, y, z) w tym ukfadzie pro-
stokatnym przyjmiemy liczby £ i wyrazajace odlegtosci
punktu M od osi, czyli od prostych (1, 0, 0) i (0,1, 0). Ponie-
waz odlegtos¢ d punktu (X, y, z) od prostej (a, b, ¢) wy-
raza sie wzorem Shd =ax by -f-cz, wiec otrzymujemy tu
dla £i '/ wzory

H'§=x, Shi] =y,
przyczem dla jednoznaczno$ci odwzorowania, przyjmiemy, ze
$ i g mogg mie¢ wartosci dodatnie, ujemne lub zero.

Ppus¢my  z punktu M prostopadte MP i MQ odpowied-
niona o$ (0, 1, 0) i (1, 0, 0); MP=i], MQ =% W ten spo-
séb utworzy sie czworokat trzyprostokatny MQOPM, gdzie
punkt O oznacza poczatek ukiadu spétrzednych. Odcinek OQ
oznaczmy przez o, odcinek OP przez  przekatnia OM przezr,
przyczem r bedzie oznacza¢ odlegtos¢ OM i bedzie zawsze = 0,
gdy tymczasem o i /z bedg mogly mie¢ wartosci dodatnie
i ujemne. Poniewaz dla punktu O, xx — 0, yx = 0, zx = 1, wiec
odlegto$¢ r punktow O i M wyrazi sie wzorem Chr =zzx —
— XXX—Yyyx, czyli Chr =z.

Obliczmy teraz /z; dla prostej MP jest a= + -r- —
n+y:

b=0, c=iy——)( —, a wiec odlegtos¢ // punktu O (0, 0, 1)

) Czytelnik zechce wykresli¢ odpowiedni rysunek.



od tej prostej wyrazi sie wzorem Shji = ax-J-by4-cz=
= J_r77=-2(----=1i---1-f', prhytzem Yhak zalezy od tego, ktdra
z pOtprostych tej prostej bierzemy pod uwage, czyli zalezy od

zwrotu na prostej. Wybieramy zwrot taki, by m i £ byly za-
wsze tego samego znaku, a wiec

i =y

czyli odcinek u wyraziliSmy przy pomocy spo6trzednych pro-
stokatnych 5 i )] punktu M. Latwy rachunek daje nam

Chr,
Cha chi
Tak samo obliczymy odcinek OQ czyli o. Dla prostej MQ
2 . .
mamy b=+_ " i a= 0, a wiec odlegtoé¢

punktu O (0, 0, 1) od tej prostej wyrazi sie wzorem Sho =
=+ -7-~—-, czyli

Qh_ __ snij

Sh Chif
przyczem znak obralismy tak, by o i i) byly zawsze tego sa-

mego znaku. Dalej Cha =

25. Spotrzedne biegunowe punktu M.

Spotrzednemi biegunowemi punktu M (X, y, z) sa: odle-
gtos¢ r punktow O i M i kat potprostej OM z osig (czyli pot-
prostg) 2 =0, 6=1, ¢=0 Wiemy juz, ze Chr=2 czyli
Chr= ]/«$62£ 4- <5122y 4" 1| pozostaje do obliczenia kat O pdt-
prostej OM z osig; dla osi mamy a=0, 6=1, ¢c=0; da

potprostej OM jest ax = — b = , a =0,
[/22— 1 [/22--1

- — e —_ 2L, =4
a wigc  cos 0= aar4 bbt — cci Vo—1  shr



a stad cosb = ?:33: sim E :a:ﬂ’

gdyz sin0 i  muszg mie¢ ten sam znak.

26. Trojkat prostokatny.

Na zasadzie poprzednich wynikéw mozemy z fatwoscia
otrzyma¢ szereg innych zaleznosci miedzy wielkosciami 5, 17,
0, ritop

Tak naprzyktad

- I SIChi (]
cos 0= 3= —gqr—lzgﬁ(z %— = Thr' + Cthr.
Albo tez ze wzoréw na sin O i cos O otrzymujemy tg 0 = 5
czyli Sh™ = Shrj cotg O;

. _ Sh<  Sir/? cotg O
dalej U=y chi

Mozemy z tych zaleznosci skorzysta¢, by znalez¢ zwigzki
miedzy elementami w tréjkacie prostokgtnym ABC, gdzie kat
prosty jest A, przeciwprostokgtna BC—a, przyprostokgtne AC
i AB sg roéwne b i c. Poprzednio mieliSmy do czynienia z tréj-
katem prostokgtnym MOP, przyczem przy utozsamieniu tego
trojkata PMO z trojkatem ABC, przyjmujemy, ze x>0, y >0,
czyli, ze £50, rj=0 Wtedy a=r, b= c¢=1, a kat C
réwna sie katowi 0. Wypiszmy te z pomiedzy poprzednio zna-
lezionych zalezno$ci, w ktérych wchodzg jedynie wielkosci
r, fi, ni 0. Sg to

— Thi3 . cotg 0.

Chr = Cha . Chri,
Shii = Shr . sin 0,
cos O = Th(ji. Cthr,
S —ThTj. cotg 0.
Zmieniajac znakowania, otrzymujemy dla A ABC:
Cha= Chb . Che,
She = Sha. sin C,

cos C= Thb . Ctha,
Shb = The . cotg C.

Ze wzordw, zawierajgcych kat C otrzymujemy wzory, za-
wierajace kat B na mocy symetrji.

Sr



Tak wiec mamy nastepujgce wzory:

Shb—Sha sinB = cotg C . The;

Shc=Sha sin C=cotgB . Thb;
cosB=Chb.sinC= Ctha. The;
+cos C=Che.sinB= Ctha. Thb;

Cha— Chb. Che = cotgB . cotg C;

te ostatnig rownos¢ otrzymujemy, mnozac stronami réwnosci
Shb =cotg C. The i She = cotgB . Thb.

Funkcje sg hiperboliczne wzgledem bokdw, a trygonometryczne
wzgledem katdw.

Wszystkie powyzsze wzory mozna obja¢ jednem prawi-
dtem mnemotechnicznem w nastepujacy sposob: rysujemy pie-
ciobok i boki oznaczamy kolejno przez a, B, (c), (6), C; na-
stepnie mamy prawidto. cosinus kazdego wyrazu (hiperbo-
liczny, jezeli ten wyraz jest bokiem, trygonometryczny, jezeli
jest katem) w piecioboku jest rowny iloczynowi sinuséw wy-
razéw przeciwlegtych, lub tez cotangenséw dwdch wyrazéw
przylegtych, przyczem elementy (c) i (2) grajg osobng role,
gdyz w stosunku do nich nalezy funkcje z wystowionego pra-
widta zastgpi¢ przez odpowiednig kofunkcje, t. j. zamiast np.
Sh od (c) nalezy wzig¢é Che, zamiast Cth od (c) nalezy wzigé
The i tak samo z ().

27. Trojkat dowolny.

Poniewaz ruch nie zmienia ani katéw, ani dtugosci bo-
kéw, mozna przypuscic, iz jeden z wierzchotkdw naszego tréj-
kata jest w poczatku uktadu spétrzednych O, dwa inne wierz-
chotki sg Mx (XIf ji, zj i M2 (x2, y2 z2). Jezeli MXM2 ozna-
cza odlegto$¢ punktow Mt i M, to, jak wiemy, ChMtM2 =
=zx22 — Xxx2 — yxy2, lecz zx = ChOMx, z2 = ChOM2) gdzie
OM! oznacza odlegtos¢ punktu O od punktu Mx, czyli dtugosc¢
boku OMI tréjkata; tak samo OAf2 oznacza dtugo$¢ boku OM?
tegoz trojkata. Niech ¢p oznacza kat miedzy OMI i OM2; w ta-

kim razie cos< = axal - bxb2— cxc2t gdzie ax =----,



Woaobec tego cos < Uz — i Mo | lecz J/z; — 1 = ShOM,,

yz2 — 1 = ShOM2, czyli xxx2 -j- yxy2 = ShOMI . ShOM2 . cos q
i ostatecznie ChMxM.z = ChOMx . ChOM., —ShOMXx. ShOM2 cos <.

Przenoszac ten wzor na trojkat o wierzchotkach A, B, C
i 0 bokach przeciwlegtych a, b, ¢, otrzymujemy wzory:

Cha= Che Chb— Shb. She. cos A,
Chb=Cha Che —Sha She. cosB,
Chc=Cha. Chb— Sa . Shb . cos C.

Nowe wzory na zaleznosci miedzy elementami w tréjkacie
otrzymamy, prowadzac w trojkacie ABC wysoko$¢ BD, gdzie
BD | AC. Otrzymamy dwa tréjkaty prostokgtne ABD i BDC\
zastosujmy wz0r, wyrazajacy zwigzek miedzy przeciwprostokatna,
przyprostokatng i katem przeciwlegtym; otrzymamy z A BDC;
ShBD = Sha . sinC, a z A BDA: ShBD = She . s\n A, czyli

Sha Shb She
ShA~-ShB~ShC!

Wrdoémy znowu do naszego tréjkgta OMXM2, i niech 6f
i rx oznaczajag spoOtrzedne biegunowe punktu a ir2 —
punktu M4; mamy = Sh™ = Shrx cos 0X, yx = Shrjx = Shrx
sin®©!? tak samo x2 = Sr.> cos y = S/?r2sin 02, a wiec
X,y2 — yxx2 = Shrxshr? sin (02 — = Shrx. Shr2. sin <p, przy-
tem tutaj kat ¢ miedzy OM. i OMI moze by¢ dodatni albo
ujemny.

Ostatecznie wiec

A2 —A =Shrx. Shrl. siny.

Przejdzmy teraz do dowolnie potozonego trojkata ABC
i niech xIf yl} zx odpowiadajg punktowi A i tak samo B
(x2, y-2, 22) i C (x3, y3, 23).

Utworzmy wyznacznik

J.
x2 zl
y3
fatwo sprawdzié, ze warto$¢ wyznacznika A jest niezmiennikiem
grupy ruchu, gdyz jezeli wykonamy odpowiednie podstawienie:



y» = AX; + £y;+&2Z»,

Zk umin
gdzie k=123 a (xA yh zh) oznacza punkt, ktory powstat
z punktu (xA, yA 2fty przez ruch, to

a al as X; Y\ 2 yi
A XYz vt
7i 73 *§ y'« 2; y3 A
a a, a
gdyz & =1
r

Gdy punkt C jest w poczatku uktadu spétrzednych, to
x3—0, y3=0, z=I1 i A =xtyl— xyt = ShrtShr2cos . Po-
niewaz ri i r, jako dhugosci odcinkéw, a < jako kat sg takze
niezmiennikami grupy ruchu, wiec
A=Shb. She.sinA=She.Sha.sinB=Sha Shb.sinC=

= Sha . Shha = Shb . Shhh = She . Shhct
gdzie hat h,,, h. sg trzema wysokos$ciami tréjkata ABC.

Wozory z wysokoscia ha, hb, he wynikajg stad, ze odlegtos$¢ 6
punktu O od prostej MtM., w trojkacie OM, M? wyraza sie wzorem:

| @ =X -y™)2—1

28. Uwagi rozmaite.

Godnym uwagi jest fakt nastepujacy. Przeksztatcenia grupy
ruchu wiecej symetrja wyczerpujg w naszej geometrji wszyst-
kie przeksztatcenia, zmieniajgce prostg na prosta, bo te prze-
ksztatcenia byty najogdlniejszemi przeksztatceniami linjowemi
nad trzema zmiennemi X, y, z, przy ktorych warto$¢ wyraze-
nia z2— x2 —y? pozostaje bez ¥miany  Tymczasem rzecz sie

*) MySmy znalezli, ze wspotczynniki a®, $k, 7fc, fe=I1,2,3 tego prze-
ksztatcenia muszg zado$¢ czyni¢ pewnym warunkom, z ktérych wynika, ze
wyznacznik:

3 n
G 3i 2 =2
a3 33



ma zupetnie inaczej w geometrji euklidesowej, gdyz oprécz
przeksztatcen grupy ruchu mamy w geometrji euklidesowej
przeksztatcenia homograficzne (kollineacje), posiadajgce te sama
wiasno$¢, mianowicie, ze prosta przeksztalcajg na prosta. | nie
mozna tego faktu zmieni¢ przez wprowadzenie innych nowych
utworéw jako proste, oprécz tych, ktéresmy wprowadzili, bez
naruszenia aksjomatu, ze przez dwa punkty przechodzi jedna
tylko prosta.

W geometrji euklidesowej prostg zmienia na prostg, poza
ruchem, naprzykiad jeszcze podobienstwo. W geometrji hiper-
bolicznej (Lobaczewskiego), jak tatwo widzie¢, podobieristwa
niema. By sie o tem przekona¢, wystarczy przypomnie¢ sobie
wzér Cha=cotgB . cotg C, ktory w tréjkacie prostokatnym
ABC wyznacza przeciwprostokatng a w zaleznosci od katow
B i C tego trojkata. Oczywiscie, fakt taki stoi w sprzecznosci
zZ istnieniem podobienstwa.

MoglibySmy i dla trojkata jakiegokolwiek otrzymac wzor,
wyrazajacy boki a, b, ¢ w zaleznosci od trzech katéw A, B, C,
ale poprzestaniemy na tem, zaniechawszy dalszych rozwazan
w tym kierunku, gdyz osiggniete juz podstawowe wyniki pozwa-
lajg z tatwoscig rozwigzaC caty szereg zagadnienn z dziedziny
geometrji £obaczewskiego, pokrewnych zagadnieniom elemen-
tarnej geometrj i euklidesowej. Dla przyktadu udowodnimy tutaj,
ze trzy wysokosci trojkata przecinajg sie w jednym punkcie,
(ktory ewentualnie bedzie niewtasciwym lub idealnym), t. j.,
ze trzy wysokosci trojkata tworzg pek pierwszego, drugiego
lub trzeciego rodzaju.

Niech A <xx, yt, zJ, B (x2, y2, z2) i C (x3 y3 z3) oznaczajg
trzy wierzchotki tréjkata ABC; wysokosci tréjkata sa prostemi
(at, bn cj, (122, d2, c2) i (a3 bd> c3) gdzie a, = Xt(y,Z, — zzr,),
bt=121 (z, X, —XiZ», ct=2Z (X, y-—Vy,Xi), gdzie i=1 2 3;
Xn 73 s9 spbtczynnikami proporcjonalnosci, a X,, Fz, Z,
oznaczajg minory, nalezace odpowiednio do elementéw Xz, y;, z,
W wyznaczniku

xtt yn 2
X2 y2, z2
X3 vy z3
Jezeli warto$¢ wyznacznika jest + 1, to odpowiednie przeksztatcenia stanowig

grupe ruchu. Jezeli tego ograniczenia nie wprowadzimy, to mamy grupe ruchu
rozszerzona przez symetrje.



W takim razie:

Ai br ool y\Zi ANXi XN-y. X,
Cg b zjzgrr ~Zg A2N2 A2 n2n2 X2y2 _y2X2 =0,
N3 N3 N3 N3N N33 N33 A3~z Vs\s

bo w ostatnim wyznaczniku sumy elementéw tej samej ko-
lumny réwnajg sie zeru, np. yxZi — zt YXAry2Z2 — z2Y., + y3Z3 —
— Z23Y3 = y1Z1+Yy2724-y373 — (zxyx-4-z2y24-z3y3) = O, gdyz
VXt +y2Zg+y3Z3=0i t. p.
Lecz c, bh o
ammc =0
c3 b3 ¢l

wyraza wihashie, ze wysokosci (cn bxt ct), (c2 b2 ¢2) i (c3 b3t c3)
tworzg pek prostych.

29. Teorja rownolegtosci.

WréEmy do naszego czworokata trzyprostokagtnego OPMQ!
utworzonego przez osie (0, 1, 0) i (1, 0, 0) i dwie prostopadie
MP i MQ spuszczone z punktu M (x, y, z) przy x=0, y=0
na te osie; potprosta PM jest pOtprostg (cx, bxt cj, przyczem

2 . n X p .
—, - pétprosta QM jest to:
V7?2+r |
=0 d2=m-=£=, c2= £ a wiec kat ip, jakie tworza
[/x2+1 |/x2™-1
pétproste MP i MQ jest wyznaczony przez wzor:

B - _ Xy _ i Sy
€S p = 0,0, + =~ —CICL= 1 4 1 yT-j- 1 — ChA. Chi]’

czyli cos ip= Thi;. Th>) < 1, przyczem cos i/j == 0.

Tak wiec w czworokacie o trzech katach prostych, czwarty
kat ip nie jest prosty, lecz zalezy od dtugosci £ i i) dwdch bo-
kow czworokata, obejmujacych czyli tworzacych kat, jak to
wskazuje wzér:

cos tp = The . Thu.

Suma wiec katobw w czworokacie nie réwna sie czterem
katom prostym, lecz jest mniejsza; tak samo suma katéw
w tréjkacie jest mniejsza od dwdch katdéw prostych.

Odlegtosci PM i QM punktu M od osi, czyli i  tworza



spbirzedne prostokatne w geometrji tobaczewskiego. Prosto-
padie te odcinajg odcinki OP— (i i OQ = 0 na osiach. W geo-
metrji euklidesowej bytoby OP=QM, 0Q = PM, czyli by-
foby —m > =o0 Tu, oczywiscie, to nie zachodzi, bo np.

Stad wynika, ze zamiast sp6trzednych £ i t) mozna uzy-
wac spbtrzedne u i t]. Wtedy przejScie od x, y, z do // i i] wy-
raza sie wzorami znalezionemi poprzednio

x = Chi] . Shit, y = Shrj, z= Ch(i. Chi].

Te to spbhrzedne zastosujemy teraz do badania linij réw-
nolegtych.

Dzigki grupie ruchu nie zmniejszamy ogdélnosci badania,
zakladajac, Ze jedna z naszych prostych jest osig (0, 1, 0),
a punkt M, przez ktéry przechodzi druga réwnolegta jest na osi
(1, 0, 0). Niech odcinek MO=p.

Niech (¢, b, ¢) oznacza nasza réwnolegta do osi (0, 1,0);
wtedy <t =0, bx=\, ct=0 i warunek roéwnolegtosci: aaxA-
-Vbbi — ccl = cosy==l, przy </=0 lub jr. Wartos¢ -j- 1
odpowiada przypadkowi, gdy nasza potprosta rownolegta i o$
majg ten sam ,koniec", a wiec ten sam zwrot czyli kierunek;
wartos¢ — 1 odpowiada przypadkowi, gdy nasza poétprosta ma
ten sam ,koniec", co 0§ (0, — 1, 0), lezagca na tej samej pro-
stej, co o (0, 1, 0), ale o zwrocie (kierunku) przeciwnym.

Poniewaz aa =0, bi=1 ct=0, warunek réwnolegtosci
daje b=\ lub b=—1 a warunek a2 b2— c2=I, daje
a=c2 czyli a= xc¢ Mamy wiec rédwnanie prostej rowno-
leglej w postaci ax =y + az =0, czyli poprostu y =a. (z * X)
przy a dowolnem. Wprowadzajagc spotrzedne (i i //, mamy

Shi] = a {Ch(c Chi] + ShpShi]) = aChi] (Chp £ Shp),
czyli: Th-r) = ae”k;
gdy (i—0, to i] =p, wiec réwnania dwdch réwnolegtych, prze-
chodzacych przez punkt M bedg

1) Thi] = Thp.e-1
2) Tht] = Thp. "

Gdy —4~°0, tow pierwszym przypadku i]— 0, a w dru-
gim t—>4-00, jezeli p=0, lub do — oo, jezeli p<0. Gdy

— 00, jest odwrotnie.



Wracajagc do spéirzednych x, y, z mozemy réwnania na-
szych réwnolegtych napisa¢ w postaci

Thp. x—y-j-Thp.z=0
i Thp.X-j-y—Thp.z—0;

zmieniajgc w tych rownaniach wszystkie znaki na odwrotne,
mielibySmy te same proste, ale potproste bytyby inne. Jaki
kat tworza napisane pétproste zosig (1, 0, 0)?

Na zasadzie wzoru cos < = aax 4- bbr — ccx, mamy cos g =
= Thp; dla potprostych przeciwnych bytoby, jak nalezato ocze-

kiwac, cos fpo = — Thp.

Nie zmniejszajac ogolnosci, mozemy zatozy¢, ze p =0,
kat ¢ wyznaczony przez cos = Thp jest ostry. Ten kat q
miedzy prostg I i prostopadia, spuszczong z dowolnego punktu M
prostej | na réwnolegla do prostej I (tu na 0S), zalezy tylko
od dtugosci tej prostopadiej p i oznacza sie przez ~(p). Tak

wec cos Jt (p) = Thp,
stad sinjr(p) =~

ctgjt (p) = Shp.

Z tych wzoréw widzimy, ze kat ten ~r(p) zmierza do zera,
gdy p~co, a dazy do kata prostego, gdy p—> 0. Zalezno$¢ ta
miedzy katem a;(p), a odlegtoscia p, jest zasadniczg w geo-
metrji +obaczewskiego.

Prosta (a, b, ¢) przecina oS (1, 0, 0) tylko wtedy, gdy
al<1!1 i kat utworzony z tg osig jest arcosa dla potprostej
(0, b, ¢), a u — arcos a dla pétprostej (—a, —b, —c). Tak
samo prosta (fl, b, ¢) przecina o$ (0, 1, 0) wtedy i tylko wtedy,
gdy b <1, przypadek, gdy a= £+ | odpowiada réwno-
legtosci do osi (1, 0,0), a b= + | wyraza réwnolegto$¢ do
osi (0, 1, 0).

Stad wniosek, ze proste

M="°

gdzie ex, €2 i e} oznaczajg + 1 albo — ! sg réwnaniami pro-
stych, réwnoleglych jednoczesnie do obu osi; mamy 8 mozli-
wych przypadkow czyli 8 pétprostych, ale tylko 4 rézne row-
nania, t. j. tylko cztery rGzne proste, mianowicie 4 proste, tg-



czace 4 ,konce" tych osi. Przechodzac do spétrzednych « i
rownania te przyjmuja ksztatt

Thr) = + e--ll.
Gdy w Thi] = ell, —co, to )—>0, =0; gdy1i—>0
to i)->»+co; ii nie moze tu by¢ wieksze od zera. Prosta
Thr] =  przebiega catkowicie w drugiej ¢wiartce h <0, t? = 0.

Do kazdej wiec z czterech Céwiartek przynalezy jedna z czte-
rech naszych prostych.

30. Réwnanie hipercyklu, horicyklu i kota.

Hipercykl jest miejscem geometrycznem punktow jedna-
kowo odlegltych od prostej. Rdéwnanie hipercyklu przyjmuje
posta¢ najprostsza, gdy ta prostg jest jedna z osi, np. (0, 1, 0).
Wtedy rownanie przyjmuje, oczywiscie, posta¢ 13 =X, gdzie z
jest statg odlegtoscig punktow miejsca geometrycznego.

Dla celéw, zwigzanych z pOzZniejszemi rozwazaniami, ob-
liczmy dtugos¢ cieciwy 6 hipercyklu 13 = z, taczacej dwa do-
wolne punkty tej krzywej M i Af2 o spétrzednych, odpowiednio,
iw i J=X1i/iT72=2 Wtedy dla Mi mamy

xi = Sha ChX

yi = ShX

Zj = ChXCh™t

a dla punktu M2

x2 = ChX . ShjLc,
y2 = ShX

z2= ChX . Clz/2

Chd — zxz2 — xxx2 — ywy., = Ch2X Ch — &

S =A(Ch6 — 1) = ChUShA-"" AL
skad St = ChXShn-~,

PrzejdZmy teraz do horicyklu.

Rownanie Ax -|- By 4- Cz = D, gdzie ?12 -j- B2 = C2, przed-
stawia, jak wiemy horicykl. Jezeli przechodzi przez poczatek,
t. j. przez punkt x =0, y=0, z—1, to

C=D.



Jezeli horicykl ma przechodzi¢ przez jeden z punktow
w nieskonczono$ci, czyli ,koncow" osi (0, 1,0), to b=0
i a= = ¢, skad réwnanie przybiera postaé

2+ X=1,
czyli ChfiChi] £ Chi] . Sh(i=1, Chi] . =1
i ostatecznie Chi] =¢' lub Chi] = e"",

przyczem dla pierwszej krzywej zawsze /' >0, a dla drugiej
a-40, bo Chi] 1
Tak wiec prostg postacig rownania horicyklu jest réwnanie

Chi] = etl.

Rozpatrzmy wreszcie trzeci przypadek: koto. Réwnanie
Ax 4- By 4- Cz = Z), gdzie C2= A2# B2 przedstawia koto; tak
wiec z = d jest rownaniem pewnego kota. Zaraz zobaczymy,
ze jest to kolo o Srodku w punkcie poczatkowym uktadu
i 0 promieniu 2z, czynigcym zado$¢ warunkowi ChX =d.
W rzeczy samej, jezeli odlegtos¢ punktu (X, y, z) od punktu
(0, 0, 1) stale rowna sie /, to

ChX = zzi —xx1 — yyt,
gdzie xt=0, yt=0, zt=lI,
a wiec z=ChXx=d.

Jezeli teraz przejdziemy do spolrzednych prostokatnych
U i 1], to réwnanie przyjmie posta¢

Chi] . Chui = ChX;
to jest rownanie kola w najprostszej postaci.

31. Diugos¢ luku.

Jezeli A's oznacza dtugo$¢ cieciwy, taczacej dwa punkty
X, y, 2) i (x+zlx, y+zly, z4-Az), to

ChAs =z (z 4- Az) — x (x 4- AX) — vV (y 4- Ay),
A
czyli ZAz — XAX —yAy = ChAs — | =2 . ShZ—C*
Poniewaz 20=X=2y2 + |,
wiec (z A= X+ AX)2+ (y + Ay)24- 1,
czyli 27Az 4- Az2 = 2xAX 4" 2yAy 4- Ax2 4- Ay?,



a wiec  zAz— XAX— YAy = | {zIx2 4" zly? — Az2},

4%
czyli 4S/72 = Ax2 + Nyl — 22 = AR 4" wyrazy rzedow wyz-
szych.
Stad, przechodzac do rdzniczek, mamy
ds? = dx2 4- dy? — dz2,
gdzie ds oznacza rdzniczke tuku.
Przez zmiane zmiennych mozemy z tatwoscig otrzymaé
wz6r na ds we spétrzednych prostokatnych i /.
Mianowicie:
x = Chi]sh", y =], z= ChitChi],
dx = Chi] Ch]idyb 4" S\ShiLtd-r)
dy = Chi]di]\ dz = Sh]iChi]d]i A- Ch"Shdi]
dx2 4- dy? — dz2 = C/zM/z2 + dr)2,
skad ds?2 — Ch2] . djit2 4- dg2
Mozemy wreszcie wyrazi¢ ds przy pomocy spoétrzednych
biegunowych (r, 0).
X = Shz— Shr cos O
y—Shg=Shrsin0, z= Chr
dx = — Shrsin 0 d()) 4~ Chr cos O dr;
dy = Shrcos 0dO -j- ChrsinOdr; dz = Shrdr
dx? 4- dy? — dz2 = dr2 4- Sh2r . dO2,

czyli ds? = dr2 + Shar . tZ02
Dla przyktadu obliczmy dtugos¢ okregu kota:
wtedy r=Const dr=0

ds?=S2r. dO02; ds = Shr. dO
©2

s=Shr | dO = Shr (00 — OJ dia tuku kola,

©i
Diugos¢ okregu kota o promieniu r, réwna sie wiec
s = 2nSr.

Obliczmy teraz dtugos$¢ tuku hipercyklu.
Roéwnanie hipercyklu

n=X=stala, di==



cfs2 = Chgddi4 -j- t/r/2 = Ch47,dnd
ds = ChX . du

s— Ch.j d}i = (< — /z,). Chk;

jest to dtugos¢ tuku miedzy dwoma punktami Mi i M2) ktorych
spbtrzedne sg itzl i W=7 i /21 =a. Liczba 7 jest pa-
rametrem statym, charakteryzujagcym krzywa, a /22— //, jest
odlegtoscig rzutow punktéw koncowych Mi i Af2 tuku na oS
hipercyklu.

tuk horicyklu.
Roéwnanie horicyklu Chij = e!";
dsé -- Ch4l)dn? -j- di]4;
lecz  Shijdii = e"dii = ChYid;i\ Ch4t]d™ = S qdiid\
stad dsd = Shdi]dr)4 + dif = Chdi] . dif.
ds = Chvdq

s = j Chndi) = ST — Shi
n

32. Mierzenie pol.

Zaczniemy od stwierdzenia nastepujgcego faktu: wyrazenie
dAX jest niezmiennikiem grupy ruchu.

W rzeczy samej, grupa ruchu jest okreSlona przez
przeksztatcenie, podporzadkowujgce punktowi (X, y, 2) punkt
a,~1, 2J:

X = axxi a2yt —+ 3N,

2 =YXt + 72y1 + 232i,

gdzie 7in —au w2- Aft=0 wZ|-31 —==1

7i7'3 3‘>33 aa3=0 H- 3| -75=1
ri73 3| 33' atal=10 -/?=1
S
~2 3| /2 =+ 1
, as 3& 7s

Niech do = dxdy\ do = dxxdyx
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do = Adoxt gdzie A jest wyznacznikiem:

dX dx , ozt 9z
3 X gy a+alg, aTiy,
d Y dz 0z

dyi

a, a " dzy < <! dz, |ada., dz dz |a, a, .
"W, A 3. X Ol 9x'dyt Ml

i N_ — = i1 ol 9L :X_ di =y_
lecz 21X21 )71 1, skat axx z'l dy =z

: Ay IXI+7Yi4-T732 7,
stad % =
i J 1z, do z, do do
czyli z,' do? zt z — zt’
czyli 4cdy  dx, .dyy,
z zi

co trzeba byto udowodnic.
Niech « oznacza obszar na plaszczyznie x, y. Powiadam,

ze catkall , wyraza pole P obszaru S.
S

Wynika to stad, iz:

1. Jezeli < i U sg dwoma figurami przystajgcemi w zna-
czeniu geometrji hiperbolicznej (t. j. na mocy przeksztatcen
grupy ruchu), to

h' dxdy _ h' dxdy
] z 'z
S u

2. ftddytywnos¢. Jezeli obszar 5 jest suma dwoéch obsza-
row Sj i &t j. §=«S,4-S2 to

fdxdy _ h'dxdy fj dxdy
7 Sz =Jj 2
S Si "Si.

3. Jezeli obszary S i U sg réwne przez rozkiad na figury
przystajace (zawsze w znaczeniu geometrji hiperbolicznej), to
takze

m dxdy T dxdy.

i z u 2
S 17



W rzeczy samej:
S=s,+Sl+ +S,; (7=tyi+ 2+ ...E£/x
Faxdy _ Idxdy dan—12 n.

2
Sz ut

Tymczasem (addytywno$é)

Dalej

réwne przez wyczerpywanie t. j. rozktad na przeliczalng (nie-
skonczong) liczbe czesci wzajem przystajacych.

To samo rozumowanie, co poprzednio, wiecej przejscie do
granicy dla n ->co; zamiast sum skonczonej liczby wyrazéw,
szeregi zbiezne o wyrazach dodatnich.

5. Jezeli obszar « miesci sie catkowicie na plaszczyznie
zmiennej X, y, wewnatrz kwadratu o boku X 4= 0,

ff dxdy .

=K\
I)]S 2

bo z 1

Zauwazymy przytem, ze Eﬂma zawsze wartod¢ do-

t
S
datnia.
Do kazdego wiec obszaru S przyporzadkujemy w ten spo-
séb pewng liczbe P = posiadajgcag wiasnosci pola.
S

Kazdy inny zbidr liczb podporzadkowany obszarom S, spet-
niajacy te same warunki, musiatby by¢ zbiorem liczb dajmy
4



na to Q, proporcjonalnych do P, bo z wlasnoSci lei, 3¢ i 4¢
wynika, ze liczby Q musiatyby by¢ funkcjami, jednowarto-
Sciowemi liczb P, a z wiasnosci 2¢i i 5¢ wynika, ze ta zalez-
no$¢ funkcyjna jest zalezno$cig linjowa typu Q = k.P.

Poniewaz warto$¢ spotczynnika proporcjonalnosci k zalezy
od jednostek dtugosci i pola, mozna zawsze przyje¢ k=\.

Pole we spotrzednych biegunowych.
X = «S/zrcos0, y =Shrsin 0, z=Chr.

dx dx
d 90 _
dy dy Chrshr
Ir 90
do_Adrd0_ shraraon
a wiec N=AVXYY = H shrdrdo.
s .

Pole we spdtrzednych prostokatnych: /t i /.
X = ShpChr]\ y=:Sh)i; z = Chp,Chq.

9x 8y
A= 8n 81 = ChuChhi.
) dx dy r U(I: I
di]  di]
dxd Adpd '
77 —chuchl m—Chid!,~di;
a wiec — 1" CAI/. ditdij.
1"s s
Zastosujmy, dla przyktadu, te wzory do obliczenia pdl
pewnych najprostszych figur.

1. Pole hipercyklu.

Niech < oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo-
nym przez tuk AfAfl hipercyklu ¢ = Z = stala, przez o$ i dwie
prostopadte, spuszczone z punktow Mi i AR na 0§ ¢ = 0. Niech
Pii oznaczajg spotrzedne punktu Af, a i f2 = x ozna-
czajg spotrzedne punktu Af2. Pole



X
P= Chpdgdp= dp Chagdp— ShX . (/1—"),

gdzie /<,— /I, oznacza rzut luku MtM» na 0S.

2. Pole horicyklu.

Niech 5 oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo-
nym przez tuk OM horicyklu Chp =e", (gdzie sp6trzedne
punktu O s3 p=o0, p=0; a spbtrzedne punktu M sg v i >/,
przez oS n=o0 i prostopadt, spuszczong z punktu M na oS.

u arg Ch," K

P = Chpdpdp=jfyz Chpdp = "J/le2' — | dp=s — Rrctgs,

S 0 0 0
gdzie s = Shp = dlugosci tuku OM horicyklu, a Arctg s ozna-
cza gataz gtéwng funkcji arctg s, ktéra dla s = o réwna sie zeru.

3. Pole kota: r = stata.

. Q2
p= ShrdBdr =\d(A Shrdr = VChr—\"* (02 — A);
'5 i o

wzoér ten wyraza pole wycinka kota. Pole catego kola jest
P=2rt\Chr — 1} = "nShA,.

4. Pole trojkata.
A) Tréjkat prostokatny asymptotyczny t. j. z jednym ka-

tem réwnym zeru. Taki trojkat jest utworzony przez 0§ =
przez rownolegly do osi, przechodzacg przez punkt M i przez
prostopadtg, spuszczong z punktu M réwnolegtej na os. Od-
legtos¢ punktu M od osi oznaczmy, jak poprzednio, przez p,
wtedy kat < = ~(p), ktorg tworzy prostopadta do osi z rowno-
legla, jest okre$lony, jak wiemy, przez wzér cos ® = Thp,
a rownanie réwnolegtej jest Thp = Thp . e~"; pj>o0.
Oznaczmy przez S obszar naszego tréjkata asymptotycz-
nego; wtedy jego pole P wyrazi sie nastepujaca catka:
0 a a
P= Chpdpdp= dpjChrdr)= Sw) dp,

S oo OO
gdzie a=RrgTh{Thpe-I'\, t. j. Tha= Thp. e-u
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Thp . e-1'dp.

awiec/3=
wig fl—pe 2

= Arc cos (Thpe~!l) =-*

—Arccos (Thp) = —~— (. =n— |y 4- 9 4- 0] = defekt

gdzie defekt 6 oznacza jc mniej suma katéw trojkata.

To sie sie stosuje i do trojkata prostokatnego z dwoma
katami rownemi o; wtedy, gdy p—>00, kat <p—>0, i pole zmie-
rza do =jr— {T"" 4- 0 4- 0) = defekt.

z z

B) Obliczmy teraz pole czworokata trzyprostokatnego.
Obszar «§ w tym przypadku jest ograniczony brzegiem, utwo-
rzonym przez dwie osie p =0 i g =0, nastepnie przez dwie
prostopadte MP i MQ, spuszczone z punktu M na osie. Diu-
go$¢ odcinka MQ jest £, zgodnie z naszemi poprzedniemi zna-
kowaniami (patrz 1 24), prostopadia za§ MP réwna sie p. Diu-
gos$¢ odcinka OQ oznaczmy przez p, p = 0. Jezeli ax-\-byA-
4-cz=0 oznacza prosta MQ, to z prostopadtosci prostych
(@ b, c) i (1,0, 0, wynika a=0; spbtrzedne punktu Q sg
x =0, y = Shp,"Z= Chp. Spotczynniki b i ¢ muszg by¢ tak
dobrane, by bt =c24- 1 i by bShp 4- cChp = 0; skad b = Chp,
¢ = — Shp i réwnanie prostej QM jest

Chp.y—Shp .z=0;
przechodzac do spoétrzednych prostokatnych p i p, podsta-
wiamy y = Shp, z = Chp Chp, czyli réwnanie przybiera ksztatt
Thp = ThpChp.
Pole czworokata trzyprostokatnego MPOQ-.

(< « M

P= Chpdpdp= dp Chpdp== Shadp,

gdzie a = arg Th (ThpChp),
czyli Tha= Thp . Chp;
awiecJ=-( ThPChild}: —-Rrcto Thp Shn .
\ON\ — ThipChip Ajx " TOpCh'p
= Arctg ----Tlh pShe__ ;
V1 — Th'pCh'p
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oczywiscie ThpChp,<?Y, czyli C/za<™-"", bo Thp.Chp,=

=Thil 1, gdy 7?-"00, 0, przyczem ChpLo=
|

~Thp
Oznaczmy, jak poprzednio, przez ip kat przy wierzchotku M

w czworokacie tréjprostokatnym MPOQ. WidzieliSmy poprzed-
nio (1 29), ze cosip= Th"Thr] = Th"ThpChp,; lecz Sh%—

Cthp.

= ShpCh", (patrz 1. 24, gdzie <r=p); stad Th*=

Shush Shiish n T..T
Tha® — ThpChB' hfl ' Chp' C0Ssp Th*ThpCha -

= ThiiChpThp Chu — ShpiShp; sin =V1—ShuShp=
VCh2p — Shlp — Shep~Ch2u -1) = Clzp . J/1 — Th2p Ch2pi. A\ wiec

cotg ip = \1— ThapChau’ ZnalezliSmy poprzednio dla pola P
naszego czworokata:
ThpShu

P= flrctg i _Th_?]p_c-:-ﬁ-l-i ;

teraz mozemy napisaC. P = Arctg (cotg-y) =y —ip=2n—
y —P=2rt— /(ST/+)TT/+§T/+"L t j. pole P réwna

sie 2jt mniej suma katow naszego czworoboku.

C) Trgjkat prostokatny.

Niech ABC bedzie trojkatem prostokatnym. Ze srodka E
przeciwprostokatnej CB spuszczamy prostopadia ED na przy-
prostokatng AC, a z wierzchotka B spuszczamy prostopadta BE
na prostg DE. Utworzyt sie czworokat tréjprostokatny ABFD,
z katami prostemi w A, Fi D, a z katem ostrym w B. Trgj-
kat ABC i czworokgt ADFB s rowne przez rozkiad, gdyz
tréjkaty CED i EFD sa przystajace przez obr6t (hiperboliczny)
naokoto punktu E o kat p6tpetny. Po takim obrocie odcinek BE
przystanie do odcinka Cf, punkt B padnie na punkt C; pot-
prosta EF padnie na potprosta ED, a BF przystanie do CD,
na mocy prostopadtosci.



H wiec pole trojkata ABC réwna sie polu czworokata
ADFB="-—ip= — (KB AA C), poniewaz kat ip przy B

w czworokacie = ABA AC.

N\ wiec pole A ABC = P=ji --F-ACAAB|=

= d = defektowi, t. j. = a mniej suma katow w trojkacie.

D) Trojkat nieprostokatny.

Niech bedzie ABC trojkat jakikolwiek (nieasymptotyczny).
Z wierzchotka C spuszczamy prostopadla CD; powstajg dwa
trojkaty prostokagtne ACD i CBD. Pole trdjkata naszego ABC
jest sumg albo roznicg pol trojkatow prostokatnych ACD
i CBD, zaleznie od tego, czy punkt D lezy miedzy AB, czy
tez na przedtuzeniu tego odcinka. Z tego, iz pole tréjkata pro-
stokatnego rowna sie at mniej suma katow, z fatwoscig wypro-
wadzamy stusznos¢ tego twierdzenia i dla tréjkgta ABC, co
czytelnik sprawdzi sam z najwieksza tatwoscia.

E) Trojkat asymptotyczny.

Prostokatne trojkaty z jednym lub z dwoma katami, row-
nemi zeru, byly rozpatrywane poprzednio, na poczgtku tego
paragrafu i wynik byt zawsze ten sam, iz pole réwna sie de-
fektowi. Przejdzmy do rozpatrzenia przypadku tréjkata troj-
asymptotycznego, t. j. z trzema katami, réwnemi zeru. Przy-
pus¢émy wiec, ze trojkat ABC posiada boki wzajemnie do siebie
réwnolegte, awierzchotki ABC sg punktami niewtasciwemi. Latwo
sprawdzié, ze istnieje prostopadta do jednego z hokéw  be-

*) Mamy wiec nastepujgce zagadnienie: ,,Przez punkt niewlasciwy
(/1, B, C) przeprowadzi¢ prostopadta do prostej (a, b, c). Jak wiemy, kazda

prosta peku, wyznaczonego przez wierzchotek (/l, B, C) jest ksztattu A—)

L )» Nalezy z okresli¢ w ten sposob, by zados¢ uczyni¢ warunkowi
a(/tZ —B) | b(BZ+ %)

prostopadtosci. Warunek ten daje c/. =0, czyli

{a/l + bB-cC} Z= Ba-Ab, chIi A= ZA T bE —cC o ile aA+

+ &B — Cc|:O. Gdy aAA-bB—cC =0, to prosta (a, b, ¢) przechodzi
przez punkt niewtasciwy (/1, B, C), jak to fatwo sprawdzi¢, gdyz kiadac ¢ = z
rownania a2 + bt = 24+1, Aa-\-Bb=CZ dajg a =" -— b— —"

c =212, co dowodzi, ze prosta (a, b, c) przechodzi przez punkt (A, B, C),
W tym wypadku przeprowadzenie prostopadtej do (a, b, ¢) przez punkt
(A, B, C) jest rzecza niemozliwa.



daca jednocze$nie rownoleglta do dwdch pozostatych bokéw; ta
prostopadta przechodzi wowczas przed odpowiedni wierzchotek
tréjkata i dzieli trojkat na dwa trojkaty prostokatne z dwoma
katami, réwnemu zeru.

S=Sl+Sl=y +y="-(0+0+0).

Wzér ogolny sprawdza sie i w tym przypadku. Pozostajg
jeszcze do rozpatrzenia przypadki, gdy trojkat ABC ma jeden
albo dwa katy réwne zeru, ale nie jest prostokatny. Przypa-
dek, gdy jeden kat réwna sie zeru, nie przedstawia trudnosci,
bo stosujemy znowu rozkfad na dwa trojkaty prostokatne przez
spuszczenie prostopadiej z wierzchotka wiasciwego na bok
przeciwlegty. Ten sam rozkad mozna stosowac i w przypadku
trojkata z dwoma katami réwnemi zeru.

Wynik ogdlny jest wiec taki: pole tréjkata rowna sie de-
fektowi, t. j. jt mniej suma katéw tego trojkata.

33. Zakonczenie.

Przez zastosowanie wynikéw, osiagnietych dotychczas, mo-
glibysmy rozwigzywaé szereg zagadnien geometrycznych geo-
metrji hiperbolicznej, majac moznos¢ stosowania do tych za-
gadnien metod geometrji analitycznej. Przypuszczam, ze czy-
telnik nie napotkatby trudno$ci przy rozwigzywaniu szeregu
zadan, o ile zadania te nie sg zbyt ztozone, wobec tego cel
tej pracy jest osiagniety i na wytozonem dotychczas poprze-
staniemy. Natomiast praca ta wymagataby uzupetnienia w in-
nym kierunku. Mianowicie, opierajgc sie na interpretacji, sta-
raliSmy sie otrzymaé przy jej pomocy szereg wiasnosci figur
geometrji hiperbolicznej, nie troszczac sie o to, czy otrzymu-
jemy catoksztalt twierdzen, wystarczajgcych dla samodzielnego
stworzenia catosci, i jednocze$nie niesprzecznych;, gdyz nie-
sprzecznos¢ wynikata, na mocy zasady interpretacji, z nie-
sprzecznosci twierdzern geometrji euklidesowej. A o samowy-
starczalnos¢ takze nie dbaliSmy, gdyz w kazdej chwili mogli-
bysmy czerpac ze zrédia, jakiem jest, na mocy interpretacji, geo-
metrja euklidesowa. Naturalnem wiec uzupetnieniem tego artykutu
bytoby zbadanie geometrji hiperbolicznej z punktuwidzenia aksjo-
matycznego. W tej sprawie odsytamy czytelnika do prac D. Hil-
bert’'a, przedewszystkiem do jego ,,Grundlagen der Geometrie".
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Tres¢: 1. Warunki rozwoju handlu miedzynarodowego. Il. Orga-

nizacja handlu $wiatowego. Ill. Technika kontraktéw w handlu

miedzynarodowym. IV. Stuzba komunikacyjna w handlu miedzy-
narodowym. V. Organizacja handlu zamorskiego.

A. Pawltowski

WYKLAD ARYTMETYKI HANDLOWEJ]
Str. 219. Cena zt. 6—.

Tre$¢: | Ulatwienia przy rachowaniu. Il. Miary, wagi i monety.
I1l. Dziatania na liczbach mianowanych. V. Rachunek tancu-
chowy. V. Rachunek spétki. VI. Rachunek $redniego podziatu.
VII. Rachunek procentu i promille. VIIl. Rachunek odsetek.
IX Obliczenie liczb procentowych. X. Rachunek terminu. XI. Ra-
chunek dyskontu. XII. Obliczenie procentu w rachunkach bieza-
cych. XIIl. Obliczenie odsetek od wktadek w kasach oszczednosci.
XIV. Rachunek ztota i srebra. XV. Rachunek monet. XVI. Obli-
czanie banknotéw zagranicznych. XVII. Rachunek dewiz. XVII1. Obli-
czanie papieréw wartosciowych. XIX. Obliczanie papieréw warto-
sciowych na miejscach zagrani(aznyﬁh. XX. Obliczanie towarowe.
Dodatek.
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WARSZAWA, NOWY SWIAT 59,

poleca:

A. Plamitzer

AKSONOMETRJA PROSTOKATNA

Str. 220. — zt. 12—

Tre$é: Wstep. I. Wiadomosci przygotowawcze. Il. Rzuty aksono-

metryczne punktu. Il Prosta i ptaszczyzna. IV. O prostychi pun-

ktach, przynaleznych do ptaszczyzny. V. Problemy réwnolegtosci

i prostopadtosci. VI. Obroty. Zmiana rzutni. VII. Zadania miarowe.

VIII. Wielokaty ptaskie. IX. Wielosciany. X. Zwiagzki miarowe
i zalezne od nich konstrukcje w aksonometrji prostokatnej.

W. Pogorzelski

ZARYS TEORJI WEKTOROW

Str. 72. — Zi. 4'80.

Praca ta przedstawia olbrzymig warto$¢ dla specjalistow fizyki

i techniki jako nawzajem uzupetniajgcych sie gatezi nauki. Ksigzka

jest wynikiem olbrzymiej wiedzy autora i oparta na najscislejszych

badaniach. Rozwazania swe podzielit autor na dwie czesci.

W pierwszej podaje nam pojecie wektora i dziatan wektorowych,
w drugiej omawia pole wektorowe i jego wiasnosci.

Dr. K. Weigel

RACHUNEK WYROWNAWCZY

wedtug metody najmniejszych kwadratow.
Str. 336. — Zt 9 -

»Przed niedawnym czasem otrzymatem od Pandéw to wspaniate

dzieto... Zwréce na to powazne wydawnictwo uwage .raszego Tow.

technicznego w Pradze (Prof. dr. inz. A. Tichy, Wyzsza szkota
techniczna w Bernie, w liscie z 4 X. 1923).

PRZEGLAD MATEMATYCZNO-FIZYCZNY

Kwartalnik naukowy i pedagogiczny. Redaktor S. Straszewicz.
Wychodzi cd r. 1923. — Prenumerata roczna zt. 9'—.

Pismo dazy do nawigzania tgcznosci miedzy szkotg $rednig a wyz-
szg i nauka. Z jednej strony bowiem przeobrazenia w podstawo-
wych pojeciach i teorjach nauki nie moga pozosta¢ bez wptywu
na program i metody szkoty $redniej, z drugiej za$ strony nic
tak nie podnosi poziomu nauczania w szkole, jak praca naukowa
nauczyciela, choéby w skromnym zakresie.
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Kwartalnik naukowy i pedagogiczny. Redaktor S. Straszewicz.
Wychodzi cd r. 1923. — Prenumerata roczna z. 9 --.

Pismo dazy do nawigzania facznosci miedzy szkotg Srednig a wyz-
szg i nauka. Z jednej strony bowiem przeobrazenia w podstawo-
wych pojetiach i teorjach nauki nie moga pozosta¢ bez wptywu
na program i metody szkoly $redniej, z drugiej za$ strony nic
tak nie podnosi poziomu nauczania w szkole, jak praca naukowa
nauczyciela, chotby w skromnym zakresie.



