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PRZEDMOWA

Catos¢ ,,Rachunku rozniczkowego i catkowegol), kto-
rego cze$¢ druga ukazuje sie obecnie, skiadaé sie bedzie
z czterech czesci; cze$C pierwsza, zawierajgca ciggi i sze-
regi, wyszta juz rok temu.

Podrecznik niniejszy z matemi dopetnieniami zawiera
tres¢ wykladow moich dla stuchaczy Wydzialu Mecha
nicznego Politechniki Warszawskiej. Cze$¢ druga, ktéra
obecnie ukazuje sie w druku, poswiecona jest pojeciu
funkcji i pojeciu pochodnej (jednej i wielu zmiennych),
Cze$¢ trzecia zawiera¢ bedzie rachunek catkowy wraz z do-
petnieniami geometrycznemi (fuk, krzywizna i t p.), a cze$¢
czwarta — krotki rys tunkcyj analitycznych i wiadomosci
0 rownosciach zwyczajnych i o pochodnych czastkowych.
Pierwsze trzy czesci oparte sa catkowicie tylko na pojeciu
liczby rzeczywistej, w czwartej dopiero wprowadzam po-
jecie liczby zespolonej.

Pragne na tern miejscu ztozyC podziekowanie Panu
prof. Dr. Wilkoszowi, ktdrego cenne uwagi przyczynity sie
do ulepszenia tresci wyktadu niektérych dziatéw tego pod-
recznika. Z powoddw, niezaleznych od autora, nie udato
sie unikng¢ licznych bledéw zecerskich, upraszam wiec
czytelnika o taskawe poprawienie ich wedtug zatgczonego
na koricu ksigzki spisu.

Piaseczno, sierpienn 1924
Juljusz Rudnicki.






CZESC DRUGA.

FUNKCJA.

61. Pojecie funkcji. Pojecie funkcji sprowadza sie
w istocie rzeczy do odpowiednio$ci miedzy dwoma zbio-
rami. Oznaczmy przez (X) i (Y) dwa zbiory i niech x
bedzie dowolng liczbg pierwszego zbioru; liczby drugiego
zbioru bedziemy oznaczali przez y. Jezeli kazdej warto$ci
X zbioru (X) odpowiada jedna Scisle okre$lona liczba y
drugiego zbioru, to przez te odpowiednios¢ ustanowiony
zostat pewien zwigzek miedzy wartosciami X i y zbiorowi
(X) i (Y). Dla oznaczenia tego zwigzku uzywamy stowa:
funkcja i méwnhAmy: .y jest funkcjg zmiennej a’u, przyczem
ta funkcja jest okre$lona tylko dla wartosci zmiennej .r,
nalezacych do zbioru (X).

Kazdej liczbie x zbioru (X) odpowdada jedna tylko
liczba y zbioru (Y); ale réznym liczbom x moze odpo-
wiada¢ jedna i ta sama wartos¢ liczbowa y, czyli jednej
i tej samej wartosci liczbowej y moze odpowiadaé wiecej
niz jedna wartos¢ liczbowa x, t. j. odpowiednio$¢ miedzy
zbiorami (X) i (Y) niekoniecznie jest odwracalnie jedno-
znaczna, t. j. niekoniecznie doskonata. Widzimy wiec, ze
zbiory (X) i (Yj elementéw X i y, ktoére nazywaé bedziemy
»Zmiennemi“ nie grajg tej samej roli: kazdemu x odpo-
wiada jedno tylko y, lecz niekoniecznie odwrotnie. Te
roznice jeszcze bardziej uwydatniamy, uwazajgc, iz zbior

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 1



(X) dany nam jest bezposrednio, gdy tymczasem zbidr ())
wynika juz z samej zaleznosci i jest okreslony, jako zbior
tych wartosci liczbowych 7/, ktére odpowiadajg wartosciom
X zbioru (X). Zbidr (X) bywa najczesciej jakims$ prostym
zbiorem wszystkich liczb catkowitych przedziatu (a,

zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych i ujemnych it. p.
Dla zaznaczenia rOznicy miedzy X i y, zmienng X nazy-

wamy ,.zmienng niezalezng”, a zmienng y — ,,zmienng
zalezng

Dla oznaczenia, ze y jest funkcjg zmiennej niezaleznej
X! uzywamy symbolow y = f(x), y = cp(«), #= itop.

Zalezno$¢ miedzy y i X wyrazona jest najczesciej przy
pomocy wzoru analitycznego, ale samo pojecie zaleznosci
funkcjonalnej, tak jakesmy je okreslili, nie zalezy od tego,
czy wzor analityczny, wyrazajacy te zalezno$¢ jest nam
znany, albo nawet czy wogdle istnieje.

Zbiory (X) i <Y) moga by¢ takze zbiorami odcinkéw
albo tez punktéw na dwdch osiach, przyczem na kazdej
z tych dwoéch osi musi bv¢ ustalony punkt poczatkowy.
W takinf razie kazdemu punktowi P na pierwszej osi be-
dzie odpowiadat jeden tylko punkt Q na drugiej osi. Taka
zaleznos¢ moze by¢ okreslona za pomocg konstrukcji geo-
metrycznej, ktéra pozwala konstrukcyjnie wyznaczy¢ punkt
Q, o ile punkt P jest dany. Na mocy odpowiedniosci do-
skonatej miedzy liczbami rzeczywistemi, a punktami na’
prostej, pojecie takiej zaleznosci, okreSlonej geometrycznie,
niczem nie rézni sie w istocie od zaleznoSci, okresSlonej
poprzednio.

Przyktady. 1) Niech y—a, gdzie a jest liczbg dang
(stata), np., zero albo jeden, przyczem ta sama warto$¢ a
ma odpowiada¢ kazdej wartoSci zmiennej X. Zwigzek
funkcjonalny miedzy y i x polega wiasnie na tern, ze
kazdej wartosci x odpowiada jedna i ta sama wartos¢
zmiennej y tak, iz zbior (F) sprowadza sie do jednego



tylko elementu a. Tego rodzaju funkcja zmiennej o na-
rywa sie stala. Zbior (X) w tym przykladzie jest zbiorem
wszystkich liczb rzeczywistych.

2) Funkcja moze by¢ okreSlona tylko dla wartosci
dodatnich i catkowitych zmiennej x! t. j. dla a?=l, 2,
3. Zbior (X) jest wtedy zbiorem liczb ciggu na-
turalnego. Taka zmienng bedziemy oznaczali przez n,
a funkcje przez f(n). Z funkcjg zmiennej -n mieliSmy juz
do czynienia przy ciggach, albowiem kazdy wyraz an ciaggu
jest funkcjg wskaznika n, ktory jest liczbg catkowitg, tak
iz whkasciwie an = f(n).

Z funkcjami tego rodzaju mamy takze do czynienia
w teorji liczb; taka jest, np. funkcja ktéra wyraza
ilos¢ liczb pierwszych mniejszych od liczby n.

3) Funkcja moze by¢ okreSlona tylko dla wartosci X
nalezacych do pewnego przedziatu. Tak np. y=\jl—xt
jest przez ten wzor okres$lona tylko w przedziale (—1,
Funkcja moze by¢ okreslona przy pomocy kilku wzoréwi,
z ktorych kazdy stosuje sie do wartoSci x nalezacych do
innego przedziatlu czesciowego, tak np., funkcje mozemy
okresli¢ przy pomocy nastepujacych warunkéw: gdy

—1, toy=1; gdy x zawarte jest w przedziale (—Ii 1),
y=y3—.r-f-1; gdy y=1. Jako inny przykiad,
stuzy¢ moze funkcja Kroneckera signx (czytaj signum a?);
funkcja ta réwna sie —1, gdy a<O; dla x =0, funkcja
réwna sie O; dla a?>0, signa? réwna sie -j-1.

4) Funkcja y=1; okreslona jest przez ten wzor dla

wszystkich wartosci a?, z wyjatkiem c¢=0; jesli dodatkowo
zaznaczamy, ze dla 2=0, y rowna sie jakiej$ liczbie a,
dajmy nato zeru, to otrzymamy funkcje, okreSlong dla

wszystkich warto$ci x. To samo stosuje sie do funkcji

oc oo |1 . . .
g=— albo y= Ry przytem ten ostatni wzor nie
X X (. .



wyznacza wartosci y dla =0, ale rowniez i dla a?=f
i dla x—— 1. ZauwazyC nalezy, ze zadnych wartosci nie
otrzymujemy tu dla y przy tych warto$ciach x, gdyz wy-
razenia i 8i ktore otrzymujemy przez bezposrednie pod-
stawienie sg absolutnie pozbawione sensu, gdyz iloraz dwéch
liczb jest w Matematyce okresSlony wtedy i tylko wtedy,
gdy dzielnik nie rowna sie zeru. Rowniez blednem jest
twierdzenie, ze  oznacza warto$¢ nieskoriczong, albo ze -g
wyraza wartos¢ nieoznaczona; do tej sprawy powrdcimy
niebawem przy badaniu przebiegu zmienno$ci funkcji i przy
pojeciu granicy.

Jako przyktady funkcji podamy jeszcze: y réwna sie
dla kazdego x wartosci bezwzglednej x. (a dla X — ti,y = 0);
funkcje tg oznaczamy przez |z|, czyli y=|a?|; fatwo spraw-
dzi¢, iz [ = x signa?. Inng funkcjg ciekawg jest y — E™),
ktérg spotykamy w analitycznej teorji liczb; dla kazdej
wartosci x funkcja X(a?) ma wartos¢ réwng najwiekszej
liczbie catkowitej, nie wiekszej od a? gdy —I<”a?<O,
to E(x) =— 1, gdy O-<a?<l, to X@) =(); gdy l-<a?<2,
toTi'to)—! i t. d. Radzimy czytelnikowi zastanowic sie
nad funkcjami: y=x—E@?); y=j*@?); y={X@)}
it p

5. Funkcja moze by¢ okre$lona tylko dla wartosci x
nalezacych do pewnego zbioru (X). W poprzednio poda-
nych przyktadach (X) stanowit badz to zbidér wszystkich
liczb rzeczywistych pewnego przedziatu (a, &), badZ to
wreszcie zbior liczb catkowitych.

Niech y réwna sie liczbie czynnikéw pierwszych liczby
log2a?; funkcja ta jest okreslona tylko dla wartosci a? = 2n,
gdzie n réwna sie liczbie catkowitej lub zeru, czyli zbiér X
stanowi ogdt liczb postepu geometrycznego 1
2, 4,...

Niech y rowna si¢ ---- gdy X rowna si¢ utamkowi



nieskracalnemu funkcja ta jest okreslona tylko w zbio-

rze liczb wymiernych réznych od zera.

Jako ostatni przyktad, polecamy czytelnikowi zasta-
nowienie sie nad nastepujgcg funkcja: niech x oznacza do-
wolng liczbe przedziatu (0, 1); przedstawmy x w postaci
utamka dziesietnego, przyczem, jesli x posiada rozwiniecie
na utamek dziesietny skonczony, to nalezy wzig¢ wiasnie
to rozwiniecie i dopetni¢ zerami, by otrzyma¢ utamek
nieskorczony; niech m oznacza ile razy powtarza sie sym-
bol 0 $r6d n kolejnych cyfr dziesietnych rozwiniecia liczby

X na utamek dziesietny; jezeli istnieje granica nli%—, to

granica ta ma by¢ wiasnie wartoscig funkcji, odpowiadajaca
danej wartosci x. Funkcja ta okreslona jest tylko dla tych
wartosci X, ktore nalezag do przedziatu (0, 1) i dla ktorych
istnieje granica 'lim m

62. Niech y =f(x) oznacza funkcje, okre$long dla war-
toSci x nalezacych do zbioru (A); funkcja ta jest dla war-
tosci x nalezacych do (A") ograniczona od gory, lub od
dotu, jesli zbior (Y) wartosci, ktére ta funkcja przyjmuje
jest ograniczony od gory, ewentualnie od dotu. Jezeli funk-
cja jest ograniczona od gory, to zbiér (Y) jest ograniczony
od gory; lecz kazdy zbidr, ograniczony od gory, posiada
kres gorny K; kres gorny zbioru (Y) nazywa sie kresem
goérnym omawianej funkcji. Jezeli, np., funkcja f(x\ ogra-
niczona od gory, jest okre$lona, np. w przedziale (a, &)
to kres gorny K jest liczba, posiadajacag wiasnosci naste-
pujace, wyznaczajagce w zupetnosci te liczbe (patrz 1 40):
dla kazdej wartosci x przedziatu (a, 6) spetniona jest nie-
rownos¢

(%)< A;



posréd wartosci x przedziatu (a, 6) istniejg takie wartosci
X, ktore spetniajg nieréwno$¢

['@?) > K— e,
gdzie e jest liczbg dodatnia, zresztg dowolnie matg. Jezeli
funkcja /"(a?) jest ograniczona od dotu, to posiada kres
dolny k; jest to kres dolny zbioru wartosci (), ktére
przyjmuje funkcja. Dla wszystkich wartosci a?, dla ktérych
f(x) jest okre$lone, zachodzi nieréwnos¢

f(xX)=k;

posrod tych warto$ci X sg takie, dla ktorych zachodzi nie-
réwnosc

i) <k-e

Funkcja moze by¢ ograniczona od gory i od dotu
i wtedy posiada kres gérny i dolny.

Zauwazymy, ze funkcja moze byC wyznaczona dla
kazdej wartosci x zbioru (X), a jednak moze nie by¢ ogra-
niczong w tym przedziale. Wezmy dla przyktadu funkcje
okreslong w przedziale (—1, -j-1) w nastepujacy sposob:
gdy ?=0, to y=0; gdy x 0, t. j. dla wszystkich po-
zostatych wartosci x przedziatlu (—1, 1) y=-"; jasnhg

jest rzeczg, ze ta funkcja posiada warto$¢ liczbowg zupet-
nie wyznaczong dla kazdej wartosci x przedziatu (— 1, -f- 1),
a jednak nie jest ograniczona od géry w tym przedziale.
Przedziat (fc, A) jest najmniejszym przedziatem, we-
whnatrz ktérego mieszcza sie wszystkie wartosci funkcji,
przyczem, jesli posrod wartosci funkcji istnieje warto$¢ rowna
to ta warto$¢ K jest maximum funkcji, jesli wsréd war-
tosci funkcji znajduje sie warto$¢ rowna kresowi dolnemu 'k
to warto$¢ ta jest minimum funkcji. tatwo sie przekonac,
ze nie zawsze kres gorny jest maximum, a kres dolny mi-
nimum; tak np., dla funkcji y = —jE'(x) w dowolnym
przedziale (a, 6), wiekszym od jednosci (t. j. ) —a> 1),

/
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kresem gornym jest 1, kresem dolnym jest zero; otéz kres
dolny zero jest minimum, gdyz w przedziale (a, 6) znajduje
sie przynajmniej jedna warto$¢, ktora jest liczbg catkowitg n,
a dla 2=n, t=n—7?(n) = N—n=0; natomiast kres
gérny 1 nie jest maximum tej funkcji, gdyz niema takiej
wartosci ktérej odpowiadataby warto$¢ t/=L.

Niech funkcjay = bedzie funkcjg okreslong i ogra-
niczona (od goéry i od dotu) w zbiorze (A), t. i. dla war-
tosci a?, nalezacych do zbioru (A). Nazywamy oscylacja
funkcji /(a?) w zbiorze (X) réznice miedzy kresem gérnym
K i kresem dolnym t. . w=K—I' przyczcem K i
istnieja, gdyz /(a?) jest ograniczone. Zbiorem (A) be-
dzie zwykle jaki$ przedziat (a, 6); oscylacja (wahaniem sie)
funkcji /(a;) w przedziale (a, 6) jest wiec rdznica, miedzy
kresem gornym a kresem dolnym warto$ci, ktére przyj
muje funkcja w przedziale (a, b\

Niech przedziat («' &) stanowi cze$¢ przedziatu (a, b\
tak, iz a™.a' < b ~.b. Jezeli funkcja jest ograniczona
w przedziale (a, b\ to jest oczywiscie ograniczona takze
w przedziale b'\ gdyz wartosci, ktore przyjmuje funkcja
w przedziale (a', &) sq zawarte miedzy wartosciami, ktore
funkcja przyjmuje w przedziale szerszym (a, 6). Niech K
i k oznaczajg kresy goérny i dolny funkcji /'(a) w prze-
dziale (a, b\ a K" i k' — kresy gorny i dolny tejze funkcji
w przedziale (az, b'\ Jasna rzecz, ze K' A, ak' »k; tak
wiec, jezeli w oznacza oscylacje funkcji /(r) w przedziale
(tz, 6), a w' oscylacje tejze funkcji w przedziale (a', 6, to
wow.

Udowodnili$my wiec, ze przy rozdrobnieniu danego
przedziatu (a, 6) na przedziaty czeSciowe, oscylacja w kaz-
dym z przedziatbw czeSciowych nie moze przewyzszaé
oscylacji w przedziale pierwotnym (tz, 6).

Whytozone tu pojecie funkcji nie mogto powstaé odrazu

rzeczywiscie jest wynikiem stopniowego i powolnego roz-



woju. Pojecie zaleznosci, oczywiscie, samo narzuca sie w ma-
tematyce, ale moze bvé zamaskowane, jak, np. w klasycz-
nym Euklidesowym wyktadzie wiasnosci figur geometry-
cznych. Pojecie funkcji zaczeto sie rozwija¢ wraz z roz-
wojem rachunkéw analitycznych, ale poczatkowo rozpa-
trywano najprostsze wyrazenia, w ktérych wielkosci licz-
bowe zwigzane sg najprostszemi dziataniami dodawania
i mnozenia: mamy juz tu zalezno$¢ wprost i odwrotnie
proporcjonalna; nastepnie zjawiajg sie potegi. Wielce sie
przyczynili do wyjasnienia i rozszerzenia pojecia funkcji
Leibniz i bracia Bernoulli. FJuler daje juz nastepujace okre-
Slenie: ,,Functio quantitatis variabilis est expressio ana-
litica quomodocunque composita ex ilia quantitate varia-
bili“. Euler utozsamia wiec okreSlenie funkcji z wyraze-
niem analitycznem. Lecz poglad ten nie mogh sie ostac:
poznano wkrétce, ze jedno i to samo wyrazenie anali-
tyczne, np. szereg trygonometryczny (Fourier) moze sie
réwna¢ naprz. -|-1 dla pewnych wartosci a?, a dla innych
wartosci X toz samo wyrazenie moze si¢ réwna¢ naprz.
— 1. Odwrotnie, przekonano sig, iz jedna i ta sama funk-
cja musi by¢ wyrazona pod takg lub inng postacia tego
samego typu, zaleznie od wartosci oc. Tak wiec: jednemu
wyrazeniu moze odpowiada¢ kilka funkcji, a jednej i tej
samej funkcji wiele wyrazen.

Dirichlet, Cauchy i Riemann sg twoércami spétczesnej
teorji funkcyj, (zwkaszcza ten ostatni).

63. Obraz geometrycznej funkcji. Wykres najprostszych
funkcji i wykres funkcji ,,niezwyktych.

Juz poprzednio (patrz 1 15) wpominaliSmy o odpo-
wiednioSci miedzy parg liczb, a punktem na ptaszczyznie.
Mozna urzeczywistni¢ takg odpowiednio$¢ réznemi sposo-
bami, co do ktorych znalezé mozna wiadomosci w geo-
metrji analitycznej. Tutaj wystarczy ukiad wspétrzednych
prostokatnych.



Wyobrazmy sobie dwie osie prostopadite, przecinajace
sic w punkcie O, ktory nazywaé bedziemy poczatkiem
spétrzednych; jedna z tych osi nazywa sie osig ocdw albo
odcietych, druga osig z/6w albo rzednych. Na kazdej z tych
dwuch osi mamy ustalony pewien kierunek, tak zwany
kierunek dodatni; oprécz tego musimy sobie ustali¢ jed-
nostke dtugosci, od ktorej zaleze¢ bedzie skala wykresu.

Kazdej liczbie oc bedzie odpowiadat pewien punkt P
na osi odcietych Ooc; odwrotnie, kazdemu punktowi P na
osi odcietych odpowiada¢ bedzie pewna liczba rzeczywista
oc, dodatnia, ujemna albo zero, zaleznie od tego, czy punkt
P znajduje sie po strome dodatniej od punktu O, po stro-
nie ujemnej lub w samym punkcie O.

Tak sagmo kazdej liczbie z/ odpowiadaé bedzie pewien
punkt Q na osi rzednych Oy; odwrotnie, kazdemu punk-
towi Q na osi rzednych odpowiada¢ bedzie pewna liczba
rzeczywista y. Wynika to z odpowiedniosci doskonatej mie-
dzy liczbami, a punktami na prostej.

Dowolnemu punktowi M na plaszczyznie odpowiadajg
dwa punkty P i Q, ktére sg rzutami prostokgtnemi punktu
Il odpowiednio na 0§ odcietych i na o§ rzednych, a wiec
i dwie liczby o iy, ktére krotko nazywac bedziemy takze
odcietg i rzedng punktu M; tak wiec punktowi M na
ptaszczyznie odpowiada para liczb (oc, y\ Odwrotnie, niech
dang bedzie para liczb (oc, ?/); liczbie oo odpowiada punkt P
na osi odcietych, liczbie y punkt Q na osi rzednych; ist-
nieje na plaszczyznie jeden i tylko jeden punkt ktory
rzutuje sie w punktach P i Q na o§ odcietych i na o$
rzednych odpowiednio; ten to punkt M, wyznaczony jedno-
znacznie, odpowiada parze liczb (oc, y\

Przypus¢my, ze dana jest pewna funkcja y=£1#),
okreslona w przedziale (a, h). Kazdej wartosci o nalezacej
do przedziatu (a, 6), t. j. takiej, ze a<”a?".b, odpowiadac
bedzie pewna liczba y; tak wiec funkcja nasza jest zrodtem



nieskoriczonego zbioru par liczbowych (ac, y). Lecz kazdej
parze (a?, ?/) odpowiada punkt M. Nasza funkcja jest wiec
w ten sposéb Zrédiem nieskonczonego zbioru punktéw na
ptaszczyznie. Zbior tych punktéw nazyw-amy obrazem geo-
metrycznym albo wykresem funkcji. Jezeli teraz sprobujemy
punkty tego zbioru wykresli¢ na papierze milimetrowym,
to przekonamy sie, ze moga zaj$¢ dwie okolicznosci, dwa
przypadki, ktérych zresztg Scisle rozgraniczy¢ nie mozna:
albo punkty naszego obrazu geometrycznego ukiadaé sie
beda w pewng cato$¢, ktéra daje sie uja¢ jako pewna linja
geometryczna, choby nawet i dos¢ ztozona: wtedy tylko
mozna mowi¢ wiasciwie o wykresie -funkcji; albo tez
w miare wzbogacenia naszego obrazu w nowe punkty, ktore
don naleza, zbior komplikuje sie coraz bardziej, tak iz nie
mozemy otrzymaé zadnego wykresu. Ze taka okolicznosé
istotnie moze mie¢ miejsce, fatwo sie przekonaé, starajac
sie wykresli¢ funkcje okre$long w sposéb nastepujacy: gdy
o ma warto$¢ wymierng, y=--1; gdy @ ma warto$¢ nie-
wymierna, — 1 GdybySmy wykreslali te punkty na
papierze milimetrowym, o ile punktéw tych bedzie w pew-
nym przedziale dla oc dostatecznie wiele, otrzymamy dla
oka dwie linje proste, réwnolegte do osi X po jednej i po
drugiej stronie tej osi, lecz nie wszystkie punkty tych pro-
stych nalezatyby do obrazu geometrycznego naszej funkciji,
ale tylko punkty, ktérych odcieta jest wymierna, na jednej
prostej, i tylko punkty, ktorych odcieta jest niewymierna
na drugiej, czego w zaden sposéb graficznie uwidocznic¢
nie mozemy; nalezy oprécz tego uwzgledni¢, iz miedzy
dwiema blizkiemi liczbami wymiernemi istnieje nieskon-
czenie wiele liczb niewymiernych i odwrotnie; jakzez wiec
punkty te na obu prostych sg ze sobg poprzeplatane.

Polecamy czytelnikowi jeszcze aby dla przykiadu sprobowat otrzy-
mac¢ obraz geometryczny funkcji, okreslonej w sposb nastepujacy:

gdy x=0, y=3; gdy x jest liczbg wymierng %i przyczem u-



tamek — jest nieskracalny, to y =---------eme--- » (mz”0, N™O); gd
n J Yy y o ( ); gdy

jc réwua sie liczbie niewymiernej, to y — 1. Obraz geometryczny tej
funkcji sklada sie z punktéw o odcietej niewymiernej na prostej
y=11i z punktéw, ktére tworzytyby roj punktéw, zgeszczajacych
sie koto tej prostej.

Tak samo niepodobna bytoby otrzymaé zadawalnia-
jacy wykres funkcji, o ktérej mowa byla przy konhcu
nr. 61

Powyzsze przyktady sg nader pouczajace, gdyz jasno wy-
kazuja, jak ogo6lnem jest pojecie funkcji w matematyce wspot-
czesnej, jak nie nalezy ufa¢ intuicji geometrycznej w tego
rodzaju badaniach. Nie mniej jednak, opierajac sie¢ na odpo-
wiednio$ci doskonatej miedzy parg liczb (a?, y), a punktem,
mozemy zawsze, przy badaniu funkcji postugiwac sie je-
zykiem geometrycznym: poza terminologja geometryczna
kryje sie tres¢ analityczna, gdyz kazdej zaleznosci miedzy
wzajemnem potozeniem punktéw obrazu geometrycznego
odpowiada $cisle okreslona zalezno$¢, wyrazajaca sie wi for-
mie réwnosci lub nieréwnosci miedzy liczbami, odpowia-
dajacemi tym punktom. Mozna w ten sposéb wyrugowac
w zupetno$ci intuicje geometryczng z dowoddw! twierdzem
odnoszacych sie do wiasnosci funkcji, nie wyrzekajac sie
bynajmniej korzysci, wynikajacej z terminologji geometry-
cznej. Terminologja ta sprzyja krétkiemu i zwieztiemu wy-
stowieniu twierdzen, nasuwa analogje i naprowadza na
uogolnienia. Do jakiego za$ stopnia nie zalezy od intuicji
geometrycznej, dostatecznym probierzem jest fakt, ze mo-
zemy stosowaé tego rodzaju wystowienie twierdzen nawet
w przypadku, gdy liczba zmiennych jest wieksza od trzech:
wtedy mamy punkt ,analitycznyl przestrzeni wielowy-
miarowej, ktéra niema konkretnego odpowiednika wr na-
szej intuicji.

Przyktady funkcji, ktérym nie odpowiada wykres geo-
metryczny w zwyklem znaczeniu tego stowa, sg bardzo



pouczajace ze wzgledu na badanie i pogtebienie samego
pojecia funkcji i niektérych, wynikajgcych z tego pojecia
wiasnosci, lecz spotykac sie bedziemy z tego rodzaju funk-
cjami sporadycznie, gdyz gtbwnym naszym celem jest ba-
danie funkcji o tyle prostych, ze ich obraz geometryczny
jest ,,zwyczajnym" wykresem. Odgrodzi¢ sie jednak zupetnie
od tych funkcji ,niezwyklych" w matematyce nie jest
rzeczag ani mozliwg ani pozyteczng, nieraz proste nawet
zagadnienia mogg prowadzi¢ do funkcji *hiezwyktych

z drugiej za$ strony poznajemy lepiej czem sg funkcje
»ZWyczajne" wiasnie na tle szerszem tych funkcji ,,nie-
zwyktych".

61. Najprostsza zalezno$¢ funkcjonalna miedzy x i //
zachodzi wtedy, gdy kazdej wartosci o odpowiada jedna
i ta sama wartos¢ zmiennej y. Obrazem geometrycznym
takiej funkcji jest prosta, réwnolegta do osi Ooc. laka
funkcja nazywa sie stata.

Nastepnie mamy zalezno$¢ posiadajaca te wiasnosc, iz,
jezeli wartoéci zmiennej x=a odpowiada warto$¢ 2 = &,
to wartosci zmiennej X —ka bedzie odpowiadata wartos¢

=  Qdzie k jest liczbg dowolng. Taka zalezno$¢ nazywa
sie zaleznoscig wprost proporcjonalna. Zaleznos¢ te okreslié
mozna jeszcze w ten sposéb: stosunek przy odpowiadaja-

cych sobie wartosci X i y jest staty:—=m, gdzie m jest

state; stad zaleznos¢ ta wyraza sie wzorem: y = mx. Geome-
trycznym obrazem tej zaleznosci jest prosta, przechodzaca
przez poczatek wspotrzednych, pod takim katem a do osi
Ox, ktérego tangens réwna sie m.

W blizkim zwigzku z zaleznoScig wprost proporcjo-
nalng jest funkcja linjowa y=mx n, gdzie m i n sg
to dwie state. Stosunek réznicy dwdch wartosci zmiennej X
do réznicy odpowiadajgcych wartosci zmiennej y jest staty,
t. j. zalezno$¢ miedzy temi réznicami jest wprost proper-



cjonalna Mozna te wiasno$¢ wyrazi€ jeszcze inaczej: war-
toSciom zmiennej x* tworzacym ciag (postep) arytmetyczny,
odpowiadajg wartosci zmiennej y, tworzace takze postep
arytmetyczny. Obrazem tej funkcji jest takze linja prosta,
przechodzgca przez punkt a? =0, y = »ti nachylona od osi
Ozr pod katem a, ktdrego tangens réwna sie m.

Zupetnie inny jest wykres funkcji y=a% Przebieg
zmiennosci tej funkcji, uwidoczniony na wykresie, opisaé
mozna w sposOb nastepujacy: gdy zmienna X rosnie od
—o00 do zera, y maleje od -j- °° do zera; gdy x ro$nie od
zera do -f- 00, to y ro$nie od zera do -|- oo. Gdy nadamy
zmienej X szereg wartosci stanowiacych postep geometry-
czny, ktorego wyktadnikiem jest g, otrzymamy szereg war-
tosci na y, ktére beda tez tworzyly postep geometryczny,
ale o wyktadniku g\ Gdy x ro$nie od 0 do  °0o, y ro$nie
takze od O do -j- oo, ale predzej od x'a. W poprzednich
zdaniach uzyliSmy szeregu wyrazen, ktére nie zostaty uprzed-
nio przez nas S$cisle okreslone. Okreslenia te podane beda
pOzniej, ale niema w tem niedogodnosci, jezeli czytelnik
nauczy sie juz teraz na prostych wykresach chwyta¢ sens
tego rodzaju wyrazen. Wykres funkcji y =xt lezy catko-
wicie ponad osig odcietych z wyjatkiem punktu x =0,
y =0, ktory! jest najnizszym punktem wykresu. Zbior (Y)
wartosci, ktore przyjmuje funkcja y stanowig przedziat
(0, 00), czyli zbiér wszystkich nieujemnycb liczb rzeczy-
wistych; warto$¢ 7 =0 jest kresem dolnym wartosci funkcji,
a jednoczesnie jest i minimum, gdyz nalezy do wartosci,
ktére funkcja przyjmuje, mianowicie dla x =0.

Przebieg zmiennosci funkcji y =— x{ jest nastepujacy:
gdy X rosnie od — oo do O, y rosnie od — 0o do zera; gdy
X rosnie od 0 do -|- 0o, y maleje od 0 do — o0o. Zbidr (Y)
wartosci, ktore funkcja przyjmuje stanowi przedziat (0, — 00),
czyli zbidr wszystkich niedodatnich liczb rzeczywistych;
warto$¢ y = 0 jest kresem gérnym vartosci funkcji, a jedno-



cze$nie jest i maximum, gdyz nalezy do wartosci, ktére
funkcja przyjmuje. Wykres lezy catkowicie pod osig od-
cietych, z wyjatkiem punktu 8 =0, t/ =0, kt<»ry jest naj-
wyzszym punktem wykresu.

Czytelnik wykresli sobie teraz pek parabol -y=a/X\
kazdej warto$ci liczbowej parametru (litery) a, odpowiada
inny wykres. Czytelnik powinien zbadaé, jak zmienia sie
wykres ze zmiang wartosci liczbowej a. Péki a=>0, prze-
bieg zmiennosci funkcji y—ax! ma cechy podobne do
przebiegu zmienno$ci krzywej y =1it?2, gdy a <0, przebieg
zmiennosci jest podobny do przebiegu zmiennosci funkcji
y = — o2 Powiemy krétko, ze od parametru a zalezy ksztatt
paraboli y=az? W obszarze wartosci dodatnich, im a jest
wieksze, tem parabola jest wezsza.

Funkcja 7 =axt-|-2bxA-c daje jako wykres taka
sama parabole, jak t/=«2%, z tg tylko réznica, ze jest

*przesunieta W rzeczy samej, y==tt ((C-f-l—D)\2 C-----
czyli t/-j------ =2 = aL.z?-|-—I + Zrobimy teraz podstawie-
) 712__" | . L
nia: y/----- - y>; X-j-== , zamiast zaleznosci y =
«r2+ 2 bx4-c, otrzymamy zalezno$¢ yl = arl2 t. j. zalez-
no$¢ badang poprzednio. Lecz wprowadzenie nowych zmien-
nych y> zamiast X, y jest rGwnoznaczne geometrycznie
z przesunieciem réwnoleglem uktadu spétrzednych.

Czytelnik, nieobeznany z tego rodzaju przyktadami po-
winien wykiesli¢ sobie jak najstaranniej funkcje: y—rr3,
y =—a% y =x4 y——a%; nastepnie peki krzywych, za-
leznych od parametru a, y=aa?3 y =#&x nastepnie t/ = 2%,
y=rc6 o 2U==H#: gdzie n przybiera wartosci szeregu
naturalnego i zbadaé, o ile zalezy ksztatt krzywej y —x*
od wyktadnika n.

Funkcje, o ktérych byla mowa, naleza do klasy tak




zwanych funkcji catkowitych wymiernych wzgledem @,

albo wielomianéw. Najogolniejszym ksztattem funkcji catko-

witej wymiernej jest:

) y=a w4 a"-1--«a’-24-...4-an-ix4-

gdzie wspétczynniki a0, a2,. .., an sg liczbami statemi. Jezeli

wykres$limy sobie szereg oddzielnych krzywych:

2 y=a y=aal-l,...,y=a,va y=a"

i dla pewnej dowolnej wartosci al, oznaczymy rzedne tych

??4-1 krzywych przez y0 yv y., .., y,,_b yw, to rzedna

wykresu funkcji (1) bedzie sumg tych rzednych, t j.
y=Uo+Hi+y + 1e4+y«-i4"yo

co pozwala otrzymac graficznie wykres krzywej (1) przy

pomocy wykresow' (2) przez dodawanie rzednych. PéZniej

poznamy inne wytyczne, ktéremi kierowac sie nalezy przy

wykreslaniu funkcji (1), oparte na rachunku rézniczkowym.

Funkcja réwma statej, funkcja linjowa i funkcja drugiego

stopnia naleza jako przypadki szczegdlne do tej klasy funkcji

catkowitych wymiernych.

Nastepng klase funkcji stanowig funkcje wymierne.
Sg to funkcje ksztattu:

«Xu4-ala”-i4- ... 4- an_xx-Van
y— boxm -j-~a?"—14-...
gdzie ciy, 60, 62,..., bm sg statemi; funkcje tej
klasy dajg sie wiec okresli¢, jako ilorazy dwadch wielo-
mianow
__P@?)

W szczeg6lnym przypadku, gdy Q (a?) nie zawiera &,

- . PM
czyli jest statg, funkcja staje sie wielomianem a

wiec klasa wielomianéw jest zawarta w klasie funkcji wy-
miernych.

Wielomian posiada warto$¢ oznaczong dla kazdej war-



toSci zmiennej Xx. Inaczej rzecz sie ma z funkcjg wymierng;,
moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja nie jest wcale okres$lona dla
pewnej wartosci zmiennej a?, gdyz wzOr, wyrazajacy y wy-
maga wtedy dla obliczenia y dzielenia przez zero, co jest
wykluczone. Tak, np., funkcja
X
y  X4—i

jest okre$lona przez wzor powyzszy tylko dla tych war-
tosci a7, ktore sg rézne od 1 i od —L1

Zaktadamy zazwyczaj, ze w wyrazeniu funkcji wymier-
nej wielomiany P(z) i Q(a?) nie majg wspolnego czynnika;
gdyby to miato miejsce, to takie czynniki mozemy, usungc.
Ale nalezy zauwazy¢, ze takie skracanie, czyli usuwanie
wspolnych czynnikéw w liczniku i w mianowniku, zmienia
do pewnego stopnia samg funkcje. Wezmy dla przykiadu

@ —1)

? .
funkcje wymierng a'x—l , po skréceniu otrzymujemy a?.

bo, istotnie y:a?)((a;_—ll) przy kazdej wartosci X == 1 ma

te samg wartos¢, co funkcja y=x\ ale wyjatek stanowi
y=I; gdyz dla a?=Il, y—x daje warto$¢ jeden, a y=
V(T—I—) nie daje nic, gdyz dla @ = | funkcja unie
jest wcale okreslona.

Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwéch funkcji wymier-
nych sg to funkcje wymierne. Dziatania te uskuteczniamy
wedtug znanych regut algebry elementarnej. Nalezy za-
uwazyc¢, ze dwa réwne sobie wyrazenia, ktére otrzymujemy
przez przeksztatcenia na zasadzie regut algebraicznych, s3.
dwoma funkcjami, przybierajgce réwne naogdt wartosci,
przyczem jednak przy poszczegélnych, wyjatkowych war-
toSciach zmiennej x réwnos¢ moze nie mie¢ miejsca, tak
iz obie te funkcje moga nie by¢, Scisle rzecz biorgc, zu-
petnie identyczne,



Tak, np., zamiast
1

1 a2(a0+1)
B—1" a2+ ) 5

mozemy napisac

i y—— L 1 X(x-\- 1)

funkefe ¥==3§ x(x-3-)) X— 1
majg wartosci jednakowe, o ile wykluczymy wartosci dla
X=0 i x= gdyz przy x=0 i =—1 pierwsza

z tych funkcyj nie ma sensu, gdy tymczasem przy tych war-
tosciach rr, druga funkcja réwna sie zeru.

Najprostszg z funkcyj wymiernych jest funkcja y=-—1
albo ogolniej y =— Funkcja ta wyraza zalezno$¢ odwrot-

nie proporcjonalng. Czytelnik wykresli sobie hyperbole

-— —

. . o — . a o
rownoboczne, wyrazone TOWnaniami y—  przy roznych

warto$ciach zmiennej a. Korzystnem tez moze by¢ wykre-
sienfe~funkcfi U=, y=7 —— - i porownanie
tych wykresow. Poniewaz do wykresu funkcyj wymiernych
wrécimy pozniej, stosujac pochodng funkcji, te prz\kiady
narazie mogg wystarczy¢. Zauwazmy jeszcze, ze wspdtczyn-
niki w wyrazeniu funkcji wymiernej moga by¢ dowolnemi
liczbami rzeczywistemi, jak ~3, e, jr, § i t. p, tak, iz

=3 a-?-fl-'-?-r----'ést iunkcjé miern
y XA % eJ ja wy a.

Przechodzimy teraz do funkcyj algebraicznych. Przy-
pusémy, ze funkcja y = f(x) jest okreslona jednoznacznie
w przedziale (a, & i ze oprdcz tego spetnia réwnanie:
Ih+Rl ynl+E2#HZ"2+ v+ -RnI(M)y+ #H =0,
gdzie (2, Ru(®),..., sg funkcjami wymiernemi
zmiennej X.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I1. a



Taka jest, np., funkcjay =x-j- VI +  gdzie bierzemy
warto$¢ arytmetyczng pierwiastka. Funkcja ta czyni zadosé

rownaniu y4— 2xy— 1=0; tu n=2 (X) =— 2,
”7(n=—-—1
1 3 ‘
Funkcja y =----[-. /l + VI + gdzie bierzemy, by

mie¢ funkcje okreslong jednoznacznie, warto$¢ arytmety-
czng pierwiastka, czyni zado$¢ réwnaniu:

u A4 12
_1J +
ktére sprowadzi¢ mozna do postaci yt-j- Rt (a?) ya-j- ...
R6(cc) =0; tu n=6.

Wezmy jeszcze pod uwage funkcje y=-\- el —xk
funkcja ta jest okreslona tylko dla warto$ci a?, nalezacych
do przedziatu (— 1, 1). Tu juz dobitnie zaznacza sie roz-
nica miedzy funkcjami tej klasy i funkcjami Kklasy po-
przedniej: funkcja catkowita okre$lona jest przy kazdej
wartosci X\ funkcja wymierna moze nie by¢ okreslong
przy poszczegblnych wartoSciach zmiennej x\ wreszcie
funkcja algebraiczna moze nie by¢ okres$long przy wszyst-
kich wartosciach x* nalezacych do pewnego przedziatu.

Gdy n=I, rownanie (3) przechodzi na vy -j- 7/ (po) =0,
czyli y— — RY(x)\ stad wynika, ze funkcje wymierne na-
lezg, jako przypadek szczegolny, do klasy funkcyj alge-
braicznych.

Kazda funkcja, ktéra nie czyni zado$¢ zadnemu réwr-
naniu ksztattu (3), nazywa sie przestepna. Do takich funkcyj
naleza, naprz., funkcje trygonometryczne y = sinx} y=cosa?,
y =tg.r, funkcja wyktadnicza y = (iT, funkcja logarytmiczna,
funkcja gamma, funkcja Bessela, funkcje eliptyczne i t. d.

Przypuszczamy, iz przebieg zmiennosci funkcyj trygo-
nometrycznych i ich wykresy sg czytelnikowi znane. Do
tych funkcyj powrécimy zreszta parokrotnie poézniej i udo-



wodnimy, miedzy innemi, ich przestepnosc. W blizkim
zwigzku z funkcjami trygonometrycznemi sg tak zwane
funkcje odwrotne arc sin#, arc cos#, arctg# +tuk kota
trygonometrycznego, ktorego sinus ma dang wartoS¢ #
nazywra sie arcus sinus #; piszemy

y = arc sin#.

Tak samo tuk kota trygonometrycznego, ktrego cosinus
ma dang wrarto$¢ #, nazywa sie arcus cosinus #; piszemy

y = arc cos#.

Wereszcie tuk, ktorego tangens ma dang wrartos¢ #, nazywa
sie arcus tangens #; piszemy
y = arctg#

Zauwazmy teraz, iz wykresy tych funkcyj odwrotnych
nie stanowig dla nas nic nowego, o ile przyjmiemy wy-
kresy funkcyj trygonometrycznych za znane. W rzeczy sa-
mej, zwigzki miedzy zmiennemi a i y w tych funkcjach
odwrotnych y = arc sin#, y— arc cos#, y—arc tg# nalezy
uwaza¢, na mocy okreSlenia, za identyczne odpowiednio
Z nastepujgcemi

? = siny, #= cosy, y =tgy,
ktore sie roznig od zwigzkéw’, wyrazonych réwmaniami
y =sin#, y=-cos#, y=tg# tylko zamiang zmiennych,
t. j. # jest na miejscu y, a y na miejscu #

Przy wykresach mozemy tu stosowraé nastepujaca za-
sade ogolng: jezeli (\ i C2 sg wykresami dwéch zaleznosci
miedzy parami liczb (#, y), okreSlonemi za pomocg dwdch
réwnan

# y)=01i/l"y#=0,
to wykresy Ct i C2 sg symetryczne wzgledem dwusiecznej
y=4#

* t ukiem kota trygonometrycznego nazywamy tutaj liczbe, ktéra
jest miarg dhugosci tego luku.



W rzeczy samej; jezeli para liczb x=a, y=6 czyni
zado$¢ pierwszemu réwnaniu, to para liczb x =16, y=«
bedzie czynita zado$¢ drugiemu roéwnaniu; a wiec, jezeli
punkt o spotrzednych (a, 6) nalezy do krzywej Ct (patrz
rys. 1), to punkt (5 a) nalezy do krzywej C2 Lecz punkty
(@ 5) i (& a) sa, jak tatwo sprawdzi¢, symetryczne wzgle-
dem dwusiecznej y—x. Jezeli wiec punkt lezy na krzy-
wej CXl to punkt symetryczny Af2 lezy na krzywej C2 Po-
niewaz rozumowanie mozna odwrdci¢, wiec i odwrotnie,
kazdemu punktowi 7if2 krzywej C2 odpowiada punkt sy-
metryczny na krzywej Cv

Ta sama symetrja zamienia 0§ Ox na o$ Oy z zacho-
waniem zwrotu. Stad wynika, ze wykresy zaleznosci y =
arcsinx, y = arccosrc, %= arctgx mozna otrzymac z krzy-
wych 2 =sina?, y=cosa?, y =tga? przez symetrje wzgle-
dem dwusiecznej @ =y.

Tu zachodzi okoliczno$é nastepujaca: jednej wartosci
zmiennej x odpowiada nieskonczenie wiele warto$ci zmien-
nej y, jezeli bowiem vy jest tukiem kota trygonometrycznego,
ktérego sinus lub cosinus réwna sie rc, to ?-—2 A, (gdzie
7c=+ 1, x2,...) czyni zados¢ temu samemu warunkowi;
jezeli y jest tukiem, ktoérego tangens lub cotangens r-wna
sie y, to to samo da sie powiedzie¢c 0 UAK =
+ 1 + 2,... Widzimy wiec, ze nie mamy tu funkcji w tym
znaczeniu, jakie nadaliSmy temu pojeciu poprzednio, po-
dajac zasadnicze okre$lenie, gdyz zastrzegliSmy wtedy, ze
jednej wartosci zmiennej x odpowiada jedna tylko warto$¢
zmiennej y. Mamy wiec dwie drogi przed soba, albo uogdl-
ni¢ pojecie funkcji w sensie wlelowarto$ciowosci, albo tez
postara¢ sie ujaC zalezno$¢ miedzy X i y w arcsina? =y,
arccosa? =y, arctga? =y jako, nie jedna funkcje, ale pota-
czenie nieskoriczenie wielu réznych funkcyj. W rzeczy samej,
jesli obok warunku siny =a?, postawimy jeszcze warunek



" to tatwo sprawdzié, iz otrzymujemy dla kaz-
dej wartosci x, w przedziale (— 1, —1) jedng tylko warto$¢
na y; tak wiec okresliliSmy pewng funkcje jednowarto$ciowa,
ktora oznacza¢ bedziemy przez Arcsina =y; wykres tej
funkcji stanowi czes¢ wykresu poprzedniego y = arc sinx
wewnatrz prostokatu, utworzonego przez 4 proste x = + 1

i y==+ . Szereg innych funkcyj otrzymamy dodajac do

Arcsina? wielokrotno$¢ 2jt; tak wiec otrzymamy cigg,
tworzacy postep arytmetyczny

y2 = Arcsina?-|-2jr, y4= Arcsina;-j-4#t,....

y2P — ArcsinXx -~ 2jut,....

y 2— Arcsind? — 2jt, y_4= Arcsina, — 4%,....

y 2P = Arcsinx — 2pJt,....

Azeby wyczerpa¢ wszystkie wartosci tuku, ktérego sinus

réwna sie a;, nalezy dotaczy¢ jeszcze drugi postep:
—Tt— Arcsina?, y3=3Jlt— Arcsinx,...,
yapti = (2p-|- 1) jt— Arcsina;,....
y i =—IJlt—Arcsina, y" = — 3jt— Arcsina;,...,
y-(2p4-i) = — (2jp-j- 1) t — Arcsina?,....

UsuneliSmy zatem wielowarto$ciowo$¢, wprowadziwszy
na to miejsce nieskoriczenie wiele funkcyj jednowartoscio-
wych. Zauwazmy, ze wszystkie wzory powyzsze mozna
stresci¢ jednym

Y, = njr-j-(—1)” Arcsina?, (gdzie n==xl1, *2,...)

W ten sam sposéb postgpi¢ mozemy ze zwigzkiem
miedzy X iy, okreslonym przez wzér cosy =a?, jesli do
tego dodamy warunek, by 0<Cy < }t, to kazdej wartosci x
w przedziale (— 1, 1) odpowiada¢ bedzie jedna tylko war-
toS¢ y i te wartosci y, okreslone jednoznacznie, utworza
nam funkcje, ktérg oznacza¢ bedziemy przez Arc cos X = y\



wykres tej funkcji stanowi cze$¢ poprzedniego wykresu
zaleznosci cosy = #i catkowicie miesci sie wewnatrz pro-
stokata, utworzonego przez 4 proste: y =0, x—T, #=1,
x =— 1. Pozostate wartosci nalezg do innych funkcyj, ktore
zwigzane sg z funkcjg Arc cosx w sposdb nastepujacy
%= 2kn + Arc cos#, (gdzie k= =1, +2,....);
Funkcje Arctgx =y okreSlimy przy pomocy zaleznosci

) it
tgz =#, do ktérej dotgczamy warunek — 2 </ < 2 Mun™

cja ta jest okre$lona jednoznacznie dla kazdej warto$ci
rzeczywistej zmiennej #, a wykres jej miesci sie catkowicie

w pasmie miedzy dwiema prostemi rownoieg’:emi y =_1

Pozostate wartosci y, ktére czynig zados¢ zaleznosci

tgy = &, utworzg nam cigg funkcji:
xn= Arctgx-j- njt, (gdzie Nn==I, *2,...)

Powstaje teraz pytanie, czy nie nalezy, rozszerzywszy po-
jecie funkcji przez wprowadzenie wielowarto$ciowosci, uwa-
za¢ funkcji Arctg x + nit za galezie jednej i tej samej funkcji
wielowartosciowej arc tg#; tak samo 2>ut + Arc cos# i njt-f-
(—DnArcsin#, czy nie nalezy uwaza¢ za gatezie funkcyj
wielowartosciowych arc cos# i arc sin# odpowiednio. Otoz,
W rzeczy samej. -istnieja glebsze przyczyny, dla kt6-
rych nalezy uwazaé ciagi oddzielnych funkcyj, czyniacych,
odpowiednio, zado$¢ zaleznoSciom siny =#, cosy =#, tgy =#,
za gatezie odpowiednich trzech funkcyj wielowarto$ciowych,
ale powody te wystepuja dopiero, gdy rozszerzamy okre-
$lenie tych funkcyj przez wprowadzenie liczb zespolonych;
w teorji za$ funkcyj zmiennej rzeczywistej, bez niedogod-
no$ci mozemy poprzesta¢ na pierwotnem okresleniu funkcji
t.j. bez wprowadzenia wielowartosciowosci. Do tego przed-



miotu wrécimy pdzniej, gdy mowa bedzie o funkcji od-
wrotnej i o funkcji uwiklanej.

Rozwazania, ktére tu rozwijamy, maja przewaznie
charakter propedeutyki, majacej przygotowaé zrozumienie
i niezbedno$¢ pewnych pojeé¢ i utatwi¢ dalszy cigg nauki
o funkcjach. W tym celu pozytecznem jest juz zawczasu
oswojenie sie z wykresami niezbyt zawitych funkcyj, ktére
mozna otrzymaé, nawet bez pomocy rachunkéw wyzszych,
metodg konstrukcyj geometrycznych. Majgc ustalone wy-
kresy pewnej niewielkiej liczby funkcyj zasadniczych, jak

y=X, Yy—X2, % =-, y=sinma? i t. p, mozemy, przy po-

mocy tych szablonéw drogg konstrukcji otrzymywaé wy-
kresy innych funkcyj, bardziej ziozonych. Jedna z tych
metod konstrukcyjnych, oparta na dodawaniu rzednych,
podana byta poprzednio: jezeli wykresliliSmy dwie funkcje
=cp#) i y=F x\ to mozemy przez dodawanie rzednych
wykresli¢ funkcje y — f(X) -j- -p(a?); albo inaczej, niech réw-
nolegta do osi Oy przecina krzywa z = -p(/)) w punkcie MVl
a krzywa y = \a?) w punkcie Jf2, to miejsce geometryczne
srodkow odcinkow Mx M2 jest wykresem funkcji

Wskazemy teraz, zapomocy jakiej konstrukcji zbudo-
wac mozna wykres funkcji ztozonej y = /{cp(a;)}, jezeli mamy
juz wykresy funkcyj y= f(a?) i ?/==cp(a?). Symbol y=.f¢(x)\
nalezy rozumie¢ w sposOb nastepujacy: danej wartosci X
w przedziale (a, 6), gdzie funkcja opfz jest okreslona, od-
powiada warto$¢ 2="p(.z:); nadajemy teraz zmiennej nie-
zaleznej x w zaleznodci (funkcji) y =f(x) wiasnie te war-
tos¢ 2 = (p(a?), co daje nam warto$¢ ?/, wyznaczong przez
zwigzek y =1'(?); w ten sposéb, za posrednictwem zmien-

* Gdy X nalezy do przedziatlu (a, 6), to Z przyjmuje wartosci,
nalezace, np., do przedziatu (a,, 6J; przypuszczamy, ze funkcja /(.?)
jest wiasnie okreslona w przedziale (a(, 6J.



nej a? zostaje ustanowiona pewna odpowiedno$¢ miedzy
wartoscig zmiennej X, a wartoscig zmiennej y, czyli krétko
y= gdzie z=(p(a?). Konstrukcja geometryczna jest
nastepujaca: prowadzimy dwusieczng y — x; niech dowolna
rownolegta do osi Oy przecina wykres krzywej y = cp(a?)
w punkcie W, (patrz rys. 2); przez punkt N prowadzimy
réwnoleglg do osi Ox, az do przeciecia sie w punkcie Q
z dwusieczng; przez punkt Q prowadzimy roéwnolegty do
osi Oy az do przeciecia sie w punkcie 2V7 z wykresem
funkcji y=f(x\ a wreszcie przez punkt N' réwnoleglg do
osi Ox az do przeciecia sie w punkcie M + rzedng jVP.
Miejsce geometryczne punktu M jest wykresem funkcji
y = H(p(sc)}. W rzeczy samej NP —OP'=cp(), MP—
N'P = fVt<x}V

Mozna opisa¢ te konstrukcje jeszcze inaczej: wykres
funkcji /~{cp(sc)} jest miejscem geometrycznem czwartego
wierzchotka M prostokata, ktérego pozostate wierzchotki
znajdujg sie odpowiednio na krzywych y=.f\x), y=cp(a?)
i na dwusiecznej y —X.

Cwiczenia, wykresli¢ metodag graficzng nastepujace
funkcje: y=a”2-j-a?3, y= e-«); y=|(ex—=<?),

y=sin— y= -+ y=sin(a?); y=-sin2a? y=1%in(e

y = e8in»; itgl; tga2. y =1tg2iZ;; y = Arctg(fctgK);

y = Arc tgfunkcje y =loga? przy pomocy wykresu y = cet

(symetrja wzgledem dwusiecznej); y = logsina?; y = sinlogsr;
R |
y =Arctglogsc; y=ex; y=------------
Wszystkie te funkcje nalezy wykresli¢, postugujac sie
tylko wykresami nastepujacych f.. y=s2 y=sc8, y=rcert
y =sina, y =tgx.



Chociaz wszystkie te funkcje nalezg do najprostszych,
jednak ich zachowanie sie, czyli przebieg zmiennosci w po-
blizu niektérych punktéw, moze byé dosyé zawity: juz
teraz wskazanem jest, by czytelnik przyjrzat sie blizej
i uSwiadomit sobie na wykresie, jaki ksztalt maja obrazy

geometryczne funkcyj y = sin™, z/=sinloga?, y=Arctg
y = ex, w poblizu punktu poczatkowego spéirzednych, t. j.
gdy x zbliza sie do zera.

65. Otoczenie punktu. Funkcja w otoczeniu punktu.

Przy badaniu funkcji nieraz koniecznem bywa wy-
dzieli¢ z posrod innych te, ktore funkcja przyjmuje
w dowolnie matym przedziale, otaczajgcym dany punkt
Taki dowolnie maty przedziat nazywa sig ,,otoczeniem"
danego punktu. Nieraz pozadanem bywa zwrdci¢ uwage
na warto$ci funkcji tylko z lewej lub tylko z prawej
strony danego punktu; mamy wtedy ,otoczenie prawo-
stronne™ i ,otoczenie lewostronne”. Mowi¢ bedziemy tu
o funkcjach, okreslonych w pewnym przedziale, t. j. dla
warto$ci o, nalezacych do pewnego przedziatlu zasadniczego
(wi, n). Niech a bedzie punktem tego przedziatu, roznym
od m i n. ,Otoczeniem lewostronnem™ punktu a jest do-
wolnie maly przedziat (c, a), ktérego a jest kraricem gérnym,
t. j. c<a przyczem ¢ moze by¢ tak blizkiem a, jak sie
podoba; sam punkt a do otoczenia nie nalezy; jesli za$
bedzie nam chodzito o przylaczenie punktu a do otoczenia,
0 nazwiemy je ,otoczeniem w szerszem znaczeniu". Ana-
litycznie wyrazi sie otoczenie punktu a nieréwnoscig
a—1I o <a (gdzie g jest liczbg dodatnia, dowolnie matg),
jezeli otoczenie jest lewostronne, a nierdwnoscia

a<x a1,
jezeli otoczenie jest prawostronne; nalezy te nieréwnosci



rozumie¢ w ten sposéb, ze do fotoczenia nalezy kazda
liczba ) ktéra spetnia, odpowiednio, jeden z tych dwdch
warunkow. Zbidr za$ liczb o, wynikajacy z potaczenia
*otoczenia lewostronnego z ,,otoczeniem" prawostronnem
razem, stanowi to, co nazywa¢ bedziemy poprostu otocze-
niem punktu a

Bedziemy mowili, ze funkcja dana /(a?), okreSlona
w przedziale (m, n), posiada w otoczeniu punktu «, (gdzie
m<a<n) pewng wlasno$é, — jezeli istnieje otoczenie
punktu a, takie, ze wszystkie warto$ci funkcji (), dla
wszystkich wartosci zmiennej, nalezacych do tego otoczenia,
wiasno$¢ te posiadaja. Jezeli a=n, to moze by¢, oczywiscie,
mowa tylko o otoczenin lewostronnem; jezeli a=m, to
moze by¢ mowa tylko o otoczeniu prawostronnem; jezeli
m<a<.nl to moze by¢ mowa o otoczeniu lewostronnem,
prawostronnem, albo o otoczeniu wprost. O ile przytem
nie nadmienimy, ze chodzi o otoczenie ,w Szerszeni zna-
czeniu", to sam punkt a nalezy uwaza¢ za wykluczony.

Tak, np., funkcja ?/=0,494~'73 jest mniejsza od |
w otoczeniu punktu a? = 0; w rzeczy samej, w przedziale
od —0,1 do --0,1, wszystkie wartosci tej funkcji sa
mniejsze od 0,5; w otoczeniu tegoz punktu nasza funkcja
ma wartosci dodatnie.

Funkcja y= [ jest dodatnia w otoczeniu punktu o =0;
to orzeczenie jest prawdziwe, chociaz dla #=0, y=0,
a wiec nie ma wartosci dodatniej, poniewaz punkt nie na-
lezy do swego ,,otoczenia".

Czytelnik sprawdzi stusznoS¢ nastepujgcych orzeczen:

1) Funkcja 7/=" ma warto$¢ ujemng w lewostron-

nem otoczeniu punktu a? =0, ma wartos¢ dodatnig w oto
czeniu prawostronnem tego punktu.

2) Funkcja y = sin— w otoczeniu punktu oc=0 przyj-



muje wartosci rowne kazdej liczbie przedziatu liczbowego
(-1, +1).

3) Funkcja y=Arctgjest dodatnia w prawostron-
nem otoczeniu, a ujemna w lewostronnem otoczeniu punktu
7 =0; funkcja y=2—Arctgl rozni sie od jednosci mniej

niz o jedng setna, albo jedng tysieczna, albo jedna miljo-
nowa w otoczeniu prawostronnem punktu ¢ = 0; taz sama
funkcja rozni sie od —1 mniej niz o 0,1 lub 0,01,...,
w otoczeniu lewostronnem punktu #=0.

W tych wiszystkich przyktadach punkt .r=0 nie na-
lezy do otoczenia; zresztg wartosci funkcyj dla cc—O0 w tych
przyktadach nie byty nawet okreSlone.

Jezeli w otoczeniu punktu oo—a wszystkie wartoSci
funkcji sg mniejsze od pewnej liczby statej Jf, to méwimy
krétko, ze funkcja jest ograniczona od géry w otoczeniu
punktu a; jezeli natomiast wartosci funkcji w otoczeniu
punktu a, sg wieksze od pewnej liczby statej m, to méw imy
krétko, ze funkcja jest ograniczona od dotu w otoczeniu
punktu a. Jezeli funkcja jest ograniczona zarazem i od
goéry i od dotu, to nieraz dla krétkosci bedziemy mowili
poprostu ,,ograniczona"

Jezeli funkcja jest ograniczona w otoczeniu kazdego
punktu przedziatu im, n), tojest ograniczona u: przedziale
(m, n).

Rozumie sie, ze mowa tu o otoczeniu obustronnem
dla kazdego punktu a wewnatrz 0 otoczeniu lewo-
stronnem wr punkcie n i prawlostronnem w punkcie m.

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zaprzeczmy
tezie, t. j. przyjmijmy iz, pomimo spetnienia warunkéw
zatozenia, funkcja nie jest ograniczona, przypusémy, np. od
gory w przedziale (wz, ri).



Niech Mt bedzie liczbg dowolnie wielka; wsréd zbioru
<(F) wartosci funkcji w przedziale (m, n) sg wiec wartosci
wieksze od niech y2? bedzie jedna z tych wartosci;
niech M2 oznacza liczbe, wiekszg od yi i niech %2 oznacza
wartos$¢ naszej funkcji wieksza od 3f2, niech Jf3 oznacza
dowolng liczbe, wiekszg od y2 i y3 wartos¢ naszej funkcji
w (m, wiekszag od Ma. Proces ten mozna przedtuzac
w nieskoriczonos¢, gdyz inaczej nasza funkcja bytaby ogra-
niczona od gory, wbrew temu, co przyjeliSmy. Utworzymy
-cigg nieskonczony, taki, ze 2A—> 0o,

MX<tjx<M2<Tj2<M3<y3< ... <Mk< < ..

Na mocy samego pojecia funkcji te wartosci yt,

yk)... odpowiadajg wartoSciom, dajmy na to, x\wxt#x3....t

zmiennej niezaleznej, przytem nie moze by¢ xk = xt
dla k4=7 gdyz w takim razie = co niemozliwe, bo

lub 7/j>?/,», zaleznie od tego, czy Z<m, czy tez Z>tm.
Wszystkie punkty ciggu (zbioru) xlIs x21 x3,..., XKl... s3
zawarte w przedziale skoriczonym (n, m), t. j. m<”~xk<”n
dla kazdego wskaznika k. Na mocy twierdzenia Weier-
strassa (patrz 1 42), zbidr ten posiada przynajmniej jeden
punkt skupienia £ Otéz, mozna teraz okaza¢, ze funkcja
nasza, wbrew zalozeniu, nie jest ograniczona (od gory),
w otoczeniu punktu E, ktory sam, oczywiscie, nalezy do
przedziatu (m, n). Nalezy w tym celu udowodni¢, ze, jak-
kolwiek wielkg jest liczba istnieje otoczenie punktu E
takie, ze funkcja w tern otoczeniu przyjmuje wartosci wiek-
sze od M. Poniewaz Mk—>-00, mozna znalez¢ wskaznik nol
taki ze Mk > skoro tylko k > n0, a wiec wszystkie liczby
y o wskazniku k > n( spetniajg warunek y&>M. Niech
oznacza liczbe dodatnig, dowolnie matg i utworzmy prze-
dziat (E—rj, E-|-r]); poniewaz ; jest punktem skupienia
szbioru xtl x2l 173,..., Xn,... wiec z pewnoscig mozna znalez¢
punkt xn tego zbioru, nalezacy do przedziatu (;— E—-n)p»



i 0 wskazniku n wiekszym od n0, gdyz inaczej w prze-
dziale (;—1), bytaby tylko skoriczona liczba punktéw
ciggu xv x2 x3l..., xk. - -co jest sprzeczne z istnieniem
punktu skupienia £ w tym przedziale. W punkcie xn war-
to$¢ naszej funkcji f(x) jest rowna yw, t. j. = /X<m); lecz
yn>jlf, gdyz n>n0, tak ze

gdzie xn nalezy do otoczenia punktu  Otrzymany wynik
jest sprzeczny z zatozeniem, twierdzenie zostato wiec udo-
wodnione.

Whniosek. Jezeli funkcja jest ograniczona w przedziale
(m, n), to w przedziale tym istnieje przynajmniej jeden taki
punkt, w otoczeniu ktérego funkcja posiada ten sam kres
gérny (dolny), co i w catym przedziale (w, n). Otoczenie
rozumiemy tutaj w znaczeniu ,Szerszeni".

Wiemy, ze funkcja ograniczona w przedziale posiada
w tym przedziale kres gérny (dolny); niech K oznacza 6w
kres gorny. Jezeli funkcja istotnie osigga kres gorny K
w jakim$ punkcie E przedziatu, t. j. jezeli = to
twierdzenie nasze jest oczywiste, gdyz wtedy E jest tym
punktem, w otoczeniu ktorego kresem gdérnym funkcji jest
liczba K, gdyz otoczenie nasze, jako szersze, zawiera punkt

Jezeli funkcja nie osigga w przedziale warto$ci = 7x7,
t. j. jezeli K nie nalezy do zbioru (Y) wartosci, ktére funkcja
przyjmuje w przedziale (m,n), to, jak wiemy, K jest punk-
tem skupienia tego zbioru, przyczem f(x)<ZK dla wszyst-
kich wartosci zmiennej x w (m, n)

Utworzmy funkcje

Y@?)=- 1 -
§ ') K — f(x)

mianownik jest zawsze dodatni; nie réwna sie zeru dla
zadnej wartosci X w (?n, n), czyli, ze funkcja F(x) jest okre-
$lona dla kazdej wartosci x w przedziale (zn, n). lecz nie



jest, oczywiscie, ograniczona w tym przedziale. Na mocy
poprzedniego twierdzenia istnieje przynajmniej jedna war-
toS¢ zmiennej & w przedziale (m, n), w otoczeniu ktorej
funkcja nie jest ograniczona; niech 4 bedzie tg wartoscig
zmiennej X. Niech M oznacza dowolnie wielka liczbe,
a (e—1j, E-pt]) dowolnie maty przedziat, stanowigcy oto-
czenie punktu  w tym przedziale istnieje wiec punkt
spetniajacy warunek

skad wynika

fOo)> A —

Poniewaz jest liczbg dowolnie malg dodatnig, wiec K

istotnie jest kresem gornym funkcji w przedziale (; — ij,
jakkolwiek mata jest liczba 1j.

66. Granica funkcji. .

Przypusémy, ze funkcja jest okreslona w przedziale
(»n, n) i niech a oznacza jakkolwiek punkt tego przedziatu.
Warto$¢ funkcji w punkcie a oznacza¢ bedziemy, jak zwykle,
przez fhay Zajmijmy sie teraz wartoSciami naszej funkcji
nie w punkcie a, lecz w otoczeniu punktu a

Wyobrazmy sobie, np., otoczenie, wyrazone przez nie-
réwnosci i a—T\Wx<_a\ niech oznacza
zbidr wartosci naszej funkcji w tem otoczeniu, t. j. gdy X
spetnia ktorgkolwiek z napisanych przed chwilg nierow-
nosci. Wyobrazmy sobie teraz, ze zbiér wartosci (TA;) miesci
sie catkowicie wewnatrz przedziatu (,7—e, g-\-e), gdzie g
jest pewng liczbg stalg. Wyobrazmy sobie dalej, ze £ dazy
do zera wraz z ij, t. j. ze kazdej dowolnie matej liczbie
dodatniej £ mozna podporzadkowac¢ liczbe ij takg, by co
tylko wypowiedziane warunki bytly spetnione. Warunki te
wyrazajg, ze funkcja f(x) w otoczeniu punktu a zbliza sie
do wartosci statej g tyle, ile wymaga dowolnie mata miara



przyblizeh e; moéwimy wtedy krotko, ze g jest granicg funkcji
/(tc) w punkcie a, czyli, inaczej, ze funkcja dazy w punkcie
a do granicy g. Oznaczamy to symbolicznie w nastepujacy
sposob:

lim/'(@?) =g, lub poprostu f(x)g dla oc—"a.

Tres¢ tylko co wystowionego okresSlenia wyrazi¢ mozna
nierbwnosciami w sposéb nastepujacy:

Jezeli do "kazdej dowolnej liczby dodatniej e mozna
dobra¢ liczbe dodatnig i, taka, ze nieréwnosci

a<o a )i a—1 #¥<a
pociggajg zawsze nierdwnosé
\fto—g <e,

to lim/"@?) =g

Zamiast otoczenia obustronnego, mozemy bra¢ pod
uwage, badz otoczenie tylko lewostronne punktu a, badz
prawostronne.

Liczba g jest granicg lewostronng funkcji /'(a?) w punk-
cie a, jezeli dowolnej liczbie dodatniej e mozna zawsze pod-
porzadkowac liczbe dodatnig rj, posiadajaca te wiasnosé,
ze nieréwnos¢

a- albo 0<a—x |
pocigga za soba nieréwnosé
f~N—g <e.

Liczba g jest granica prawostronng funkcji f(o) wi punk-
cie a, jezeli do dowolnej liczcby e>0 mozna zawsze dobraé
takie rj>0, ze nieréwnos¢

pocigga za sobg nieréwnos¢
—U <e.
Granice lewostronng w punkcie a, o ile istnieje, ozna-
czamy przez ["(a— 0), a granice prawostronng przez /(a-|-0).
Funkcja moze posiada¢ jednocze$nie granice lewo-



stronng i prawostronng w punkcie ai te granice moga hie
by¢ SoLie rowne. Gdy sg one sobie réwne, istnieje granica
* zwyklem znaczeniu tego stowa, tak jakeSmy ja okreslili
poprzednio, biorgc pod uwage przedziat obustronny.

Tak, np., funkcja Arc tgposiada granice prawo-
stronng, ktéra réwna sie — i granice lewostronng, ktora
réwna sie — (w punkcie £ =0).

Funkcja sin— nie posiada w punkcie rr =20, ani gra-
nicy lewostronnej, ani granicy prawostronnej. Dlaczego?
Funkcja y= posiada granice lewostronng, ktora

jest —1, i prawostronng, réwng -|-1, w punkcie x=0.

Nalezy odréznia¢ granice funkcji dla x=a od war-
tosci funkcji w punkcie a: co innego /'(0), a co innego
lim f(x) lub /(a-j-0) czy f(a— 0). W rzeczy samej, wartosc

lim f(x) zalezy od wartos$ci funkcji w otoczeniu punktu, do

ktérego sam punkt a nie nalezy. Tern sie objasnia, dlaczego
moglisSmy, w tylko co przytoczonych przyktadach, mowic
o granicach odpowiednich funkcji w punkcie @ =0, cho-

cigz wartos¢ samych tych funkcji Arc tgl i $w punkcie

X =0 nie byla przez nas wcale okre$lona. MoglibySmy te
luke zapetni¢, nadajac tym funkcjom w punkcie a?=0 war-
to$¢ zupetnie dowolng, np. zero. MielibySmy wiec wtedy,

np., dla funkcji y = Arctg®—— w punkcie Xx=a granice
lewostronng /(a— 0) =—"granice prawostronna/'(«+0)="

i warto§¢ w punkcie a, czyli /"(a) =0.



Jezeli funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci
«=>xe czyli w otoczeniu punktu (niewtasciwego) -f-00, *
mozemy mowic o granicy funkcji f(x), gdy zmienna x dazy
do nieskoriczonosci.

Jezeli do kazdej liczby s=>0O dobra¢ mozna liczbe 2If(e)
taka, ze nierbwnosé

o X> M
pocigga nieréwnosé

_g\</\
to g jest granicg funkcji, gdy x->- + 0o. Symbolicznie ozna-
czaC to bedziemy przez
lim/Xr) =y albo gdy X-> —+ 00;

wtedy w otoczeniu punktu 00 funkcja /(a?) zbliza sie do g
z dowolnie matg miarg przyblizen e. Méwimy tez, ze funkcja
dazy do granicy gl gdy x dazy do -j- 00.

Symbol \'vmfx) =g albo f(x)-~g, gdy x-">----00,

oznacza, ze zachodzi okoliczno$é nastepujaca: do kazdej,
dowolnie matej liczby e mozna dobrac¢ takag liczbe m(s),
ze nierbwno$¢ x<_m(e?)
pocigga nieréwno$é

\fF(M—q\ <,
t. j. w otoczeniu punktu — 00 funkcja /"(a?) zbliza sie do
liczby g z dowolng miarg przyblizern e. Mowimy wtedy, ze
granicg funkcji, gdy x dazy do — 00, jest liczba g.

Symbol /(a?)->-|- 00 dla x->-a oznacza, Zze zacho-
dzi okoliczno$¢ nastepujgca. Jakkolwiek wielkg jest liczba AT,
to jednak w pewnem otoczeniu punktu x =a zachodzi
zawsze nieréwnos¢ f(x) > M.

Méwimy wtedy, ze funkcja w punkcie a dazy do  00.
Mozemy i tu, o ile zajdzie potrzeba, odrozni¢ granice lewo-
stronng od prawostronnej.

Funkcja /'(a?) dazy do -|- 00 w punkcie a lewostronnie,
jezeli kazdej dowolnie wielkiej liczbie M mozna podporzad-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I1. 8



kowa¢ liczbe i) > 0 taka, ze w przedziale (a—rv a), sta-
nowigcym otoczenie lewostronne punktu a, t. j. dla war-
toSci zmiennej, spetniajgcych warunek:

a—i)<2x <a,
mamy zawsze f(a?)>Jf.

Funkcja /"(a?) dazy do -j- oo w punkcie a prawostronnie,
jezeli kazdej dowolnie wielkiej liczbie M mozna podpo-
rzadkowac liczbe i) > 0 taka, ze dla wszystkich wartosci aj,
spetniajgcych warunek

a<x<a
mamy zawsze /(a?)>M; liczba i) zalezy, oczywiscie, od M.
W podobny sposdb mozna okreslic symbole:

----- 00; T($)->- + oo; ---- 00;
X-=>-a X->- -j- 00 X —=>-J-00
/m(a;)4-oo, = - 00.
X —----00 X ->----00

Po objasnieniach i przypadkach poprzednio wytozo-
nych, czytelnik z tatwo$cig sam rozpatrzy kazdy z tych
przypadkéw i napisze odpowiednie warunki w postaci nie-
réwnosci; dla przyktadu wyjasnijmy jeszcze, co znaczy
symbol /(#) —- + 00, gdy X-> -f- oo; Ozhacza to, ze do kaz-
dej liczby M dobra¢ mozna liczbe 7 taka, zea?>Z pociaga
I"@?) > M; mowimy wtedy, ze funkcja f(x) dazy do -j- oo,
gdy zmienna X zmierza do -|- oo, czyli ze funkcja dazy do
-j- 00, wraz ze zmienna.

Przykiady: funkcja y—tgasl w punkcie x:E lewo-
stronnie dgzy do -j- oo, prawostronnie dazy do — 0o;
funkcja y==Arctgx dazy do gdy Xx—=—=00 i dazy do

J;, gdy a?->----o0; funkcja t/ =~ dazy do —o0 w punk-

cie @ = () lewostronnie, a do -j-oo prawostronnie; t/=—



dazy do 4~00 w punkcie zr=0, czyli ——00 i lewo-
stronnie i prawostronnie.

Uwaga. Jezeli /'(a?) dazy do # 00, gdy x dazy do ¢,
lewostronnie, to niektdrzy autorowie oznaczajg to, piszac
["(«—0)=+"°°;
jezeli ma to miejsce prawostronnie, to mozna napisac

f(a+ O)=+=x».

Podobne znaczenie majg wyrazenia f(a—0) =— 00
i £224-00 =—00.

Jezeli f(x) dazy do granicy g gdy x dazy do -|- 00,
to mozemy ten fakt zaznaczyC, piszac:

/(-]-o0) =*. Podobne znaczenie ma f(—00) =g.

Tak, np.,, tg —O0) 00, tgf*-j-0O) = — 00 jezeli
mry)=a%2 to f(+00)=+ 00, f(—00)=+ 00; jezeli
fAx) = -|-a%, to /’(-{- 00) = -j- 00, /(—00) = — Q0.

Nalezy pamietaé, ze te wyrazenia majg charakter zu-
petnie konwencjonalny i nic wiecej nie zawierajg w sabie
poza trescig, jakg tym symbolom nadaliSmy przez definicje.
Dzieki nim mozemy wystowieniu niektorych twierdzen na-
da¢ wieksza prostote i jednolito$é, nic nie tracgc na Scistosci
i jasnoSci i bez wywotania nieporozumien. Tak, np.
/(+ 00 = + 00) oznacza, ze do kazdej liczby M mozna do-
bra¢ taka liczbe L! ze x > L pocigga zawsze f(x) > 2f, a do
kazdej liczby m mozna dobrac taka liczbe Z ze x <Z pocigga
zawsze fa?)<m; jezeli, np., /'(@?) =a%3 to wystarczy wzigé

Z>\TIZ, jesli ®A i x>L, a Z>1, jezeli wtedy
X=>L. po.cigga a” > Z3, czyli istotnie a?3>Zf; jako I mo-
zemy wzigé jezeli m< —1 a I<—1 jezeli
n  —1

Cwiczenie. Zbada¢ dla kazdej z funkcyj, ktorej wykres
otrzymany byt poprzednio (1. 64) drogg graficzng, istnienie
granicy lub granicy lewo i prawostronnej w punkcie a2 =0.



67. 'Wnioski zwigzane z pojeciem granicy funkcji.

Jezeli istnieje lewostronna granica w punkcie a, t. j.
jezeli istnieje /(a—0) i jezeli I* i N e
stanowi cigg rosnacy, ktérego granica réwna sie a, przy-
czem wartosci xv X x3,... naleza do przedziatu (m, n),
w ktérym funkcja f(x) jest okreslona, to cigg f(xt), f(x2Y.-.,
1(@?3),... jest zbiezny i lim f(xj) = f(a—0).

Jezeli istnieje granica i jezeli cigg malejacy
Xt>x2>x2> .. >xn> ... dgzy do a to cigg /(a?),
/(a%a),..., fepcr\... jest zbiezny i lim/(a?n) = f(a4-0).

Czytelnik z tatwoscig uzasadni te wnioski. Czytelnik
odpowie takze na pytanie nastepujgce: czy warunek, by
cigg, xtt x2 x3l..., xn,... byt rosngcy w pierwszym przy-
padku, malejagcy w drugim, jest istotny? jezeli nie, to czem
mozna te warunki zastgpic?

Jezeli xn<<ali xn-"aq, i jezeli cigg fOxx\ f(x2\ f<ped\...,

. nie posiada granicy, to funkcja f(x) w punkcie a
granicy lewostronnej nie posiada.

Jezeli xn> a i xn—>-ai jezeli cigg f(x\ f(xt) f(x8Y...,

nie zmierza do granicy, to funkcja /(a?) w punkcie a
granicy prawostronnej nie posiada.

Jest to tylko inne sformutowanie poprzednich dwaoch
whnioskow.

Niech, np., fa?) =sin— xn=-">——— ciag M\

AxA\... w tym przypadku staje sie ...4-1, —1, 1, —
(— 1)"+1,... Stad wniosek, ze funkcja nie posiada w punkcie
a?=0 granicy prawostronnej, tak samo przekonac sie mozna,
ze niema granicy lewostronnej.

Jezeli xn-" a, a ciag f(xt\ /(xj),...-, f(X]j),... posiada
granice, t. j. limfr w) =g istnieje, to stad nie wynika ist-

nienie granicy funkcji /(a;) w punkcie a, ani lewostron-



nej ani prawostronnej. Naprzyktad, niech /(#) —sin—

2
a a:w=7%‘_¥_EiTj’,E; wtedy I(D) e "W/, ..
sktada sie z liczb réwnych jednosci i lim /"(a:n) =1, chociaz,

jak wiemy, funkcja w punkcie x =0 granicy lewostronnej
ani prawostronnej nie posiada.
Okreslenie. Funkcja /(a?) jest rosnaca z lewej strony
punktu a, jezeli istnieje przedziat (a — i, a), taki ze
a—h<x'<x"<a
pocigga nieréwnos¢
f(#) < fvx™\
Funkcja jest malejaca z lewej strony punktu a, jezeli
przy spetnieniu tych samych warunkéw na x' ia?", zawsze
L@ e
Tak samo okreslimy, co znaczy, ze funkcja f(x) jest
rosngca lub malejaca z prawej strony punktu a

Funkcja jest monofoniczna na prawo, ewentualnie na
lewo od punktu a, jezeli warunek

as<x' <x"<a A
lub ewentualnie warunek
a—h< X <x" <a,
pocigga badz zawsze /(a/)™/(a/*), badz zawsze
fWw >
Jezeli funkcja jest monofoniczna na lewo od punktu a,

to granica lewostronna w punkcie a istnieje i rowna sie
liczbie skoriczonej, albo tez -j-oo, albo —oo.

W rzeczy samej, niech xx < xt<x3<...<xn< ...
i limxn=a Ciag f(a?2), [Xa%),..., f{xn),... jest mono-

o®,

foniczny, wiec albo lim/(rry) =g albo tez fa;, w)



albo tez /(@Mm)~>----(patrz 1 30). Jezeli f(pen) >-A-oc,
to do kazdej liczby M mozna dobraé¢ rj > 0 tak, by
a—1{] < x < a pociggato f(x) > M;
W rzeczy samej istnieje taki wskaznik n0, iz n">/#) pociaga
f(pCn)>M; wystarczy wiec wzigc 1j tak, by
0 Ci )

Z nierdwnosci Ml<<a— v\<x<<a wynika
gdyz ciag monotoniczny, dazagcy do -j-oo jest ciagiem
nigdy nie malejagcym. A wiec f*pc— 0) = -|-00.

Tak samo udowodnimy, ze, jezeli fApc~-y—co, to
f(a—0)=—oo0.

Jezeli lim ftpc" =g, to moga zaj$¢ nastepujgce mozli-

wosci: 1) dla pewnego wskaznika m=v, f(x =g w ta-
kim razie fic) =g dla kazdej wartosci x{ x < ai twier-
dzenie jest udowodnione; 2) albo f(pc)<Pg dla kazdego
wskaznika m; wtedy xn X < a pocigga f(@n) f(p) <g;
dowolnej liczbie e > 0 podporzadkujemy taki wskaznik n0
ze a<_g—f(pow)<e dla kazdego n*>n0; wtedy xno<,x<a
pocigga za sobg

0<g—/><g—f(xno) <e,

co dowodzi, ze fa—X) =g
3) Albo tez fepcn) > g dla kazdego n; wtedy xn X < a po-
cigga /(a’n) >#; dowolnej liczbie s=0 mozemy

podporzadkowa¢ taki wskaznik n0, ze Zachodzi nieréwnos¢
0 < f(pc") — g < e dla kazdego n™>n0;
wtedy Xx,,0 <"x < a pocigga nieréwnos¢
a < f(pc) — g<f(pcno) —g<<e,

co dowodzi, ze f« —0)=g.

Czytelnik wystowi i udowodni analogiczne twierdzenie
dla funkcji monotonicznej na prawo od punktu a

Mozemy uzupetni¢ te twierdzenia nastepujaca uwaga:
jezeli funkcja jest lewostronnie monotoniczna i ograniczona



od gory i od dotu, to /(a—0) istnieje i réwna sie jakiej$
liczbie g; jezeli funkcja jest lewostronnie monotoniczna
i jesli nie jest ograniczona od géry w zadnem otoczeniu
lewostronnem punktu a, to granicg lewostronng jest -j-
t. j, funkcja lewostronnie roSnie do -|-00; jezeli funkcja
jest lewostronnie monotoniczna i jezeli nie jest ograniczona
w zadnem otoczeniu lewostronnem punktu a od dotu, to
funkcja lewostronnie maleje do —oo0, t. j. \a— 0) =—o0.

Czytelnik wystowi i udowodni analogiczne wiasnhosci
dla funkcji monofonicznej i ograniczonej z prawej strony
punktu a

Podobienstw’® tych wihasnosci granicy funkcji w punkcie,
do analogicznych wiasnosci granicy ciggu, (patrz 1 30)
rzuca sie samo w 0czy.

Analogiczne wiasno$ci dla funkcji monofonicznej w oto-
czeniu punktu -|- 0o, albo punktu —oo.

Jezeli funkcja jest okreslona dla kazdej wartosci x=I
i jezeli I<x"' <x" pocigga /'(a?)<C/(a?"), to lim f(x) réwna

sie liczbie skonczonej g, albo 4~ oo.

Jezeli funkcja jest okreslona dla kazdej wartosci x > |
i jezeli I<x' <x" pocigga f(x") to lim/"(@?)
rowma sie liczbie skonczonej g albo — oo.

Jezeli funkcja jest okreSlona dla kazdej wartosci x <1
i jezeli 1> x'> x" pocigga

/(M)=/(),

to lim f(x) réwna sie liczbie skorczonej g lub —oo.

Jezeli funkcja jest okre$lona do kazdej wartosci x <|
i jezeli | >x">x" pocigga

to lim/(@?) = {1 lub |- oo.

Jezeli opj (a) </(?) < ¢2(a?) w otoczeniu lewostronnem



punktu a, i jezeli ¢x(a—0)=p2(a—0), to f(a—0) ist-
nieje i réwna sie takze g.

Jezeli ¢pl(a?)<f(™)<cp2(a) w otoczeniu prawostronnem
punktu a i jezeli granice cpta-j-O) i z(a4~0) sa réwne,
to granica /"(a-j-O) istnieje i réwna sie obu poprzednim.

Czytelnik wystowi i uzasadni analogiczne twierdzenia
w przypadku, gdy liczbe a zastgpimy przez -f- 00 albo
przez — 0o.

Jezeli f(a—0) istnieje i rowna sie liczhie g=0, to
w lewostronnem otoczeniu punktu a funkcja /(a?) jest do-
datnia.

Jezeli granica f(a—0) istnieje i jest réwna liczbie
47<0, to w lewostronnem otoczeniu punktu x funkcja /'(a?)
jest ujemna.

Jezeli granica /(«]-0) jest >0, to w pewnem prawo-
stronnem otoczeniu punktu a funkcja f(x) jest ujemna.

Jezeli lim/'(«) = <7>0, to w pewnem otoczeniu (obu-

stronnem) punktu a funkcja jest dodatnia.
Jezeli lim/"(a?) = </<(), to w pewnem otoczeniu (obu-

stronnem) punktu a funkcja jest ujemna.

Jezeli w dowolnie matem (np. obustronnem) otoczeniu
punktu a funkcja f(oc) nie zachowuje statego znaku i jezeli
lim f(x) istnieje, to powyzsza granica réwna sie 0.

Jezeli lim/(a?) =5, to lim |/(#)| istnieje i réwna sie |$].
X->a X->a

Jezeli Ii>r£1/‘(.t)=ry, to lim {—/(a?)} istnieje i rowna
X X->a

sie —q.
Jezeli istnieje lim |[/(@?)j, to stad nie wynika jeszcze

istnienie granicy lim/(z); n. prz.: funkcja rowna -|-1 dla

wymiernych wartoéci x i rowna — 1 dla niewymiernych,
nie posiada granicy w zadnym punkcie, t. j. dla zadnej



wartosci zmiennej a?; natomiast w tym przypadku fa?)==l
dla kazdej wartosci a zmiennej a7, tak ze, lim |/'(a?) = 1,

lecz granica ["@?) w punkcie a nie istnieje.

Czytelnik wystowi i uzasadni szereg twierdzen analo-
gicznych do tylko co przytoczonych, z tg tylko zmiana,
ze zamiast granicy dla wartosci x — al wystepujg wiasnosci
granicy funkcji dla a?==+ oo albo dla @ =— oo.

68. Granica sumy, iloczynu i ilorazu dwéch funkcyj.

Podamy teraz szereg wiasnosci, ktére podobnie jak
i poprzednie (1. 67) wynikajg bezposrednio z okre$lenia
granicy; twierdzenia te sg zupetnie podobne do analogicz-
nych twierdzen z teorji ciggébw i dowdd ich jest réwniez
analogiczny. Wystowimy je w tym wypadku, gdy zachodzi
granica obustronna; czytelnik z tatwoscig wystowi i udo-
wodni te twierdzenia w przypadku, gdy istnie¢ bedzie gra-
nica badz lewostronna badz prawostronna.

Jezeli lim =gv a lim<p@)— to

«->a

X->a

lim {f(a?) + (p(@?)} = lim/(a?) + lim(p(a?) = yrL 4-yr2

Z zatozen wynika istnienie takiego otoczenia punktu a, ze
["@)— i IvC)— ° X nalezy do tego oto-
czenia. Poniewaz

/(sc) + p(@?) — O2 + "2) = (/ (a) — g™ -}- (cp(a?) — 08),
wige [{f(@?) 4-cp@)} —  +" <\<x)—  + [ep@?) — "2,
czyli B+ @)} — (ot 4-g2)|<e
dla kazdej wartosci a? w otoczeniu powyzszem punktu a,
t. j. lim\f(x) 4~ TC 0} — 9i 4~9si co nalezato udowodnid.

Udowodnione twierdzenie mozna krétko wystowié
w hastepujacy sposéb: granica sumy dwéch funkcyj rowna
sumie granic tych funkcyj. Podany dowdd uwydatnia po-
dobienstwo z analogicznym dowodem dla granicy ciggu.



Mamy tu i tam podobne nieréwnosci, i tu i tam operu-
jemy niemi jednakowo; cata rdznica polega na tern, ze
te nieréwnosci zachodza tu, gdy o znajduje sie w otoczeniu
punktu a t. j. w pewnym przedziale, gdy tymczasem
w teorji ciggbw te same nieréwnosci zachodza, gdy zmienna
(liczba catkowita dodatnia) n jest wieksza od pewnego
wskaznika n0.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z granicg dla
rc—>00, j. przy dowodzie twierdzenia

limwvipe)y  <pre)} = lim feo lim cp(a?),

X->4-00 z->+ccC

przy zatozeniu, ze granice po stronie prawej znaku réw-
nosci istniejg, analogja staje sie jeszcze bardziej wyrazna,
gdyz przynaleznos¢ do otoczenia w tym wypadku wyraza
sie nierébwnoscig oc>cco, Niczem w zasadzie nie rGznigcy
sie od nieréwnosci n0>n; jedyna wiec réznica w tym
przypadku polega na tem, ze w teorji granic mamy do
czynienia z wartoSciami catkowitemi zmiennej, gdy dla
funkcji /"(a?) okreslonej dla warto$ci kontinuum liczbo-
wego tego warunku ograniczajacego juz niema, x moze by¢
jakakolwiek liczbg rzeczywistg wieksza od pewnej liczby
Przejawia sie tu okolicznos¢, ze teorja ciggdw jest teorja
granic funkcyj zmiennej catkowitej n w przypadku, gdy
ta zmienna dazy do nieskoriczonosci.

Z powodu tego zasadniczego podobieristwa nie bedziemy
dowodzili odno$nych twierdzen dla iloczynu i ilorazu
dwoéch funkcji, poprzestaniemy na wystowieniu.

Jezeli 1im £ = gv limcp@?) = g2, to

X->a

X->a
lim {/(a?), cp(»)}=={lim /(@?)}. {limcp@”)} = ,g2; czyli gra-
«=>> X-=>a X->a
nica iloczynu dwdch funkcyj réwna sie iloczynowi granic
czynnikéw t. j. tych funkcyj.
Jezeli lim/(a?) =#1, limcp(@?) = g2 i jezeli g2 40, to
>a

X->a X-



lim A%) = limA3)) _ 9i.
X>ay>(x)  limep(rr) gt
czyli granica ilorazu dwéch funkcyj réwna sie ilorazowi
granic tychze funkcyj, z zastrzezeniem, ze granica funkcji
ktéra wystepuje jako dzielnik, jest rézna od zera.
Mozemy z tatwoscig okreslic granice ilorazu dwaoch
funkcyj w przypadku, gdy /(a?) jest w otoczeniu punktu a
ograniczona od gory i od dotu, a cp(rr) roSnie do nieskon-

czono$ci; wtedy, oczywiscie lim™~=0.

Jeszcze jeden przypadek, gdzie wyznaczenie granicy
nie przedstawia trudno$ci. Przypusémy, ze lim fia?) = g« == 0,

a <p(a?) dazy do zera, przyczem funkcja cp@a?) w otoczeniu
punktu oc=a zachowuje staty znak; wtedy dazy do

-j-00 albo do — oo, zaleznie od tego, czy ten staty znak
jest taki sam jak przy gv czy tez przeciwny. Nie jest
zresztag koniecznem, by f(x) dazylo do granicy w punkcie
« wystarczy, by w otoczeniu punktu a funkcja /(.r) spet-
niata warunek /(a?)>8>0 Iub /"(a?)<8<0; czytelnik
sprawdzi, ze przy spelnieniu tego samego warunku

fix\

lirn:p(X) = () z zachowaniem statego znaku, X dazy do

-j- 00, albo do —o0.
Pozostaje niewyjasnionem, jak zbada¢ zachowanie sige-

ilorazu foa w otoczeniu punktu = gdy licznik i mia-

nownik jednocze$nie daza do zera lub jednoczesnie daza
do nieskonczonosci; o tem bedzie mowa poOZniej (patrz
1 106).

Zagadnienie, ktérem zajmowaliSmy sie tutaj, jest przypadkiem',
szczegllnym zagadnienia nastepujacego: gdy x dazy do a, granica
(obustronng) funkcji y = f(x) jest d; gdy x dazy do 6, funkc



,0=<p(z) dazy do granicy g. Jak sie zachowuje funkcja ztozona
-«p{/(;)] w otoczeniu punktu x =a. Na pierwszy rzut oka zdawacby
sie mogto, ze w tym przypadku zawsze

lim <p(/(@c)} =g

gdyz w otoczeniu punktu a funkcja /(ar) zbliza sie do b tyle, ile wy-
maga dowolna miara przyblizen e, t. j. /(a?) jako zmienna w cp|/(z)|
nalezy do otoczenia punktu 6, wskutek czego <p{/(®)j znowu zbliza
sie do g tyle, ile wymaga dowolnie mata miara przyblizeh. Zauwazmy
jednak, ze pomimo zatozenia <p(z)->0, gdy z->6, warto$¢ funkcji
<@ w punkcie 6, t. j. <p(6) moze nie by¢ oznaczona, albo tez
lim <p(z) = g moze nie réwnac sie <p(6), tymczasem funkcja /(ar) moze

w otoczeniu punktu a przyjmowac nie tylko wartosci dowolnie mato
réznigce sie od 6, ale nawet rowne wiasnie 6; w takim razie funkcja
ztozona <p|/(a:)| bedzie w otoczeniu punktu a (mowa tu zawsze o oto-

vczeniu obustronnem), przyjmowata miedzy innemi wartos¢ cp(6)4=0,
wskutek czego g nie moze by¢ granica funkcji <p{/(x)] w punkcie a.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: /(ar) = x sin;, funkcja za$

<p(z) réwna sie 1 dla kazdej warto$ci x4=0, za$ dla x = 0, funkcja
przyjmuje wartos¢ zero; zbadajmy funkcje <?{/(<)} w otoczeniu punktu

1 1
.x = 0. Latwo sie przekona¢, ze lim xsin— =0, gdyz xsin;
w dowolnie matem otoczeniu punktu X = 0 nasza funkcja /(z) przyj-
1
muje wartos$¢ zero, mianowicie w punktach x = —, gdzie A:£l,+2,+3,...;

kn'

. - . a1 1
:zero jest punktem skupienia dla tego zbioru +—, +—, =+ +—

« T2 T3t T nic
wskutek czego, istotnie, w dowolnie malem otoczeniu x =0 takie
punkty znalezé sie musza. Dla tych wartosci zmienngj x, t. j. dla

'Z:ﬁ’ funkcja z’rozolna <1p(/(a?)l rowna sie takze 0, tymczasem dla

wszystkich innych wartosci ar, réznych jednoczesnie od zera, funkcja
<p(/(z)) = 1. Tak wiec w dowolnie matem otoczeniu punktu zerowego

;5q wartosci zmiennej dla ktérych <p|/(z)] przyjmuje warto$¢ 1 i takze
wartosci zmiennej, dla ktérych cp(/(z)j rébwna sie zeru. Stad wniosek,
ize <p{/fa0} n'e dazy do zadnej granicy dla x =0.



Zatozenie wiec, iz #x)- dla x->a, <p(a)->& dla x-=b nie
wystarcza do wniosku, iz <p/i(j:)] g dla sc->a. Wniosek ten jednak
bedzie stuszny, jezeli zatozymy dodatkowo: 1) albo, ze /(x), cho¢ zmierza
do b dla x ->u, jednak w otoczeniu punktu x = a nie zachodzi nigdy
réwnos¢ fix) = 6; 2) albo, ze funkcja <p@) zbliza si¢ do g tyle, ile wy-
maga dowolnie mata miara przyblizen e, o ile zmienna x nalezy do
»otoczenia" punktu b w ,szerszem" znaczeniu tego stowa, t. j. przy
wigczeniu takze i samego punktu b do przedziatu, stanowigcego ,,oto-
czenie"; w takim razie nie tylko <p(x) ->g, gdy x->b, ale i @)=«
(patrz 1 70, ciggtos¢ funkcji).

89. Warunek konieczny i dostateczny istnienia granicy.

Przypusémy, ze funkcja /(a?) jest ograniczona w prze-
dziale (m,n); niech a bedzie dowolnym punktem tego
przedziatu z wyjatkiem punktu n(n>w). Zbiér wartosci
funkcji /(a?) w przedziale (a, a-|-i]) jest ograniczony, istnieje
wiec kres gorny i kres dolny kg wartosci /(a?) w tym
przedziale (patrz 1 62). Oba te kresy i kM sg funkcjami
zmiennej dodatniej 1), tak, ze dla kazdej wartosci zmiennej
te, spetniajacej warunek

a<x i) n,
zachodza nieréwnosci
m<ktX<. f(x) <_Kg <M,
gdzie M i m sa state (niezalezne od iJ).

Funkcje K-qikq sg funkcjami monotonicznemi zmiennej
i), t. j. jezeli r)'<r), to , CjK*, a Kr™k”, (patrz 1 62).
Obie te funkcje sa ograniczone (od gory i od dotu); wiec
istniejg granice % im TG, = Ka-\o, I7§m kA = kat0 (patrz 1 67).

->0 ->0

Granice te Kat0 i -0 nazywaC bedziemy odpowiednio:
najwieksza i najmniejszg prawostronng granicg funkcji
w punkcie a

Liczby Ko+0 i “ato posiadajg nastepujace wilasnosci,
ktére sa dla nich charakterystyczne, t. j. okreslajg te liczby
w zupetnosci.

Kazdej liczbie dodatniej (dowolnie matej) e podpo-



rzadkowa¢ mozna taka liczbe dodatnig ¢, iz dla kazdej
wartosci a?, spetniajacej warunek

4 a<X a—+rn=<=V

zachodzg nierbwnosci

Aa+0—-8 = / (i) K-a\-0 -j- 8,
przyczem w prawostronnem otoczeniu punktu a. t.j. w prze-
dziale
a<=X a-a-h a“F

(gdzie h jest dowolnie matg liczba dodatnig), istniejg war-
tosci zmiennej, dajmy na to X i ><""spelniajagce odpo-
wiednio nierébwnosci
5 f(X) > K —e i \X") <ka+e

Dowdd jest nastepujacy:

O ile i] jest liczbg dodatnia, dostatecznie mata, to
w przedziale a<x a+nr

(6)

lecz lim A' 4o, limirJ=X:0+0; jezeli wiec 1| jest do-
7)->0 7)->0

statecznie mate, to

Aa+o + 8 = KTI 7v a+0,
b L Tain
te ostatnie nierownosci (7) w zestawieniu z (6) daja:
. rafo 8 <F(y < rato+ s
t.j. (4. _ o
Z okreslenia kresu goérnego Kk wynika istnienie war-
toSci xr zmiennej X, spetniajacej warunki
Xx<x'" a--h
/(™) = ~Aa--8 ~a+0--8,
czyli ze dla x =x" w przedziale (a, a4~ ™) spetniona jest
pierwsza z nieréwnosci (5).
Z okreslenia kresu dolnego ¥ wynika istnienie takiej
wartosci x" zmiennej a, ktora spetnia warunki



a<x">a--h a-j-l

/(D)< +e  AdoH-el
czyli ze dla x =x" w przedziale (a, a-\-K) spetniona jest
druga z nieréwnosci (5).

Przez sprowadzenie do sprzeczno$ci czytelnik udowodni,
ze warunki, wyrazajace sie nieréwnosciami (4) i (5) okre-
$lajg w punkcie a liczby K'at0 i &t+o jednoznacznie.

Jezeli przedziat prawostronny zastgpimy przedziatem
lewostronnym, to w ten sam sposob udowodnimy istnienie
w punkcie a dwdch liczb Ka 0 i & o, spetniajgcych takie
same warunki, ale dla warto$ci, zmiennej w otoczeniu
lewostronnem punktu a.

Poniewaz rozwazania, tyczace sie otoczenia lewostron-
nego i prawostronnego sa w zasadzie identyczne, mozemy
poprzestaC przy dowodach na rozpatrywaniu jedynie np.
otoczenia prawostronnego.

Mozemy teraz udowodnié, ze funkcja ['(a?) posiada
W punkcie a granice prawostronng wtedy i tylko wtedy,
gdy obie liczby Ka+0 i sg sobie rowne; wtedy /(a-|-0)
réwna sie wspodlnej wartosci tych liczb Ka+0 i &a+0

W rzeczy samej, niech Kal0=lat0=g; w tych wa-

runkach nieréwnos¢ (4) wskazuje, ze zachodzi nieréwnos¢
—ogi<e
w otoczeniu prawostronnem punktu a, jakkolwiek matg by-
faby liczba e. Stad wniosek, ze /"(«-0) istnieje i réwna sie g.
Odwrotnie, przypusémy ze f(«—+ 0) istnieje i rowna
sie liczbie g.
W otoczeniu prawostronnem punktu a, t j. gdy
zmienne X' i X” naleza do tego otoczenia
[F(™N)-<z|<e/2,
\fex'")-g\<el2:
stad wynika, ze |[/(™") — <e.
Otrzymana nierowno$¢ pocigga za sobg oczywiscie



Z"a+0 = "a+o; gdyby bowiem byto Jre+0=>"0K), to istniatyby
takie wartosci zmiennej x! dajmy na to x' i X'\ nalezgce
do otoczenia prawostronnego '‘punktu a, ktére spetniajg
nierbwnos$¢

f(O < Ma+0+8

XN > Kat0—e
stad |/(rcz/) — > Nto—"at0— 22 >0, o ile e dosta-

tecznie mate; jezeli teraz obierzemy e < — (Xat0— &at0}, to

poprzednia nieréwno$¢ da nam

9)

gdyzx" i X' nalezg do otoczenia prawostronnego punktu a7
t. j. w dowolnie matym przedziale (a, ¢&——7z), z wylgcze-
niem punktu a, istnieja zawsze wartosci X" i X' spetnia-
jace nierownos¢ (9) (oczywiscie, o ile kato 4= Ka-vo\ Lecz
nierownos$¢ (9) jest sprzeczna z nierdbwnoscig (8), ktéra
musi by¢ spetniona dla dowolnych dwdéch wartosci x' i xr
w dostatecznie matym przedziale (tz, a-j-i]), niezawierajgcym
punktu a, o ile fl.a-\-(Y) istnieje. Tak wiec istnienie granicy
/Xa-j-O) nie da sie logicznie pogodzi¢é z warunkiem
Nat-0 4= a wiec jezeli /(ft-f-0) istnieje, to "a o = jva+o.

Tak samo udowodnimy, ze warunkiem koniecznym
i dostateczym istnienia granicy /"((Z-j-O) jest ka 0= Ka 0.

Stad mozemy otrzymaé nastepujace, bardzo wazne
w zastosowaniach Kkryterjum konieczne i dostateczne ist-
nienia granicy funkcji w punkcie al granicy prawostronnej,
wzglednie lewostronnej lub obustronne;j.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia gra-
nicy /(a 4-0) dla funkcji f(x\ ograniczonej w prawostron-
nem otoczeniu punktu a, jest kryterjum nastepujace: do
kazdej dowolnej liczly dodatniej e mozna dobraé¢ taka
liczbe dodatnig i), ze dwie jakiekolwiek wartosci x™ i xr
zmienne] X nalezace do przedziatu (a, a4-rIX 2 ktérego



punkt a zostat wykluczony, spetniajg zawsze nierownosc
—flac)\ <e.

Wystowiony co tylko warunek konieczny i dostateczny
zawiera w sobie dwa twierdzenia, proste i odwrotne, mia-
nowicie :

1) Jezeli /(a-f-0) istnieje, to jakakolwiek jest liczba
dodatnia e, zawsze w jakiem$ prawostronnem otoczeniu
punktu a spetniony jest warunek (10).

2) Jezeli w prawostronnem otoczeniu punktu a spet-
niony jest dla kazdej dowolnej wartosci dodatniej e wa-
runek (10), to funkcja jest ograniczona w otoczeniu pra-
wostronnem punktu a i granica /"(«4~0) istnieje.

Pierwsze z tych dwdch twierdzen byto juz udowod-
nione, gdyz warunek (10) jest identyczny z warunkiem (8).
Pozostaje wiec do udowodnienia tylko drugie.

Ustalmy oc\ wtedy z warunku (10) wynika, ze dla kaz-
dej wartosci oc" w prawostronnem otoczeniu punktu a za-
chodzi nieréwnos¢

/@)—e</(oc") < f(ocj e,

co dowodzi, ze funkcja /(rc) jest ograniczona od gory i od
dotu w pewnem prawostronnem otoczeniu punktu a. A wiec
liczby i KaA0 istniejg. Powiadam teraz, ze z warunku
(10) wynika, iz kajr0 = Ke”0, w rzeczy samej, warunek (10)
jest identyczny z warunkiem (8), z ktérego jak widzieliSmy
przed chwilg, wynika +,+0 = lecz ta ostatnia rownosé
pocigga istnienie granicy /"(« =+ 0), réwnej wspolnej war-
tosci tych liczb 4at+o i Aato.

Czytelnik z tatwoscig wystowi i udowodni odpowied-
nie kryterjum konieczne i dostateczne istnienia granicy
lewostronnej /(a — 0).

Tak samo nie przedstawia trudnosci wystowienie i udo-
wodnienie Kkryterjum koniecznego i dostatecznego istnienia
granicy obustronnej. Wtedy wszystkie cztery liczby k™o,

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I1. 4



Aalo Za 0, sg sobie réwne i rowne wspdlnej wartosci
Aa+0) i f(a-0O).

Uwaga. Roéznice Ka+0— &at0 niektdrzy nazywajg oscy-
lacja prawostronng funkcji f(x) w punkcie a, réznice
Ka o—ka_0l oscylacjg lewostronng funkcji f(x) w punkcie a.

Jezeli "funkcja f(oc* jest wyznaczona i ograniczona dla
wszystkich wartosci gdzie | jest liczba dowolnie
wielka, czyli jezeli f(oc) jest, krétko méwiagc, wyznaczona
i ograniczona w otoczeniu punktu 4~ 0o, to mozemy wzo-
rujac sie na poprzedniem, okresli¢ dwie liczby k+oo i 1%4-00.

Niech K\ i 7t oznaczajg kres gorny i dolny zbioru (F)
warto$ci funkcji "Kx\ dla wszystkich warto$ci zmiennej o,
spetniajgcych warunek ccj>U.

Gdy I->- 0o, Ki jako funkcja ograniczona i monofo-
niczna zmiennej Z dazy do granicy, ktéra oznaczymy przez

w tych samych warunkach kt dazy do granicy &,
przyczem, oczywiscie, Ki K™ ki k.

Kazdej liczbie dodatniej dowolnie matej e odpowiada
liczba I taka, ze W przedziale (Z, 4-00) t. j. dla wartosci
zmiennej o, spetniajacych warunek zachodzi nie-
rownosc;

koc — e< < Koo e,
przyczem, jakkolwiek wielka jest liczba M*>1, w przedziale
W 4-00) czyli w otoczeniu punktu 4~ 00, istniejg zawsze
takie wartosci x" i x' zmiennej X, ze
>K0WN0—e
T Ixgq #* €.
Granica lim f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

koo = Keo i rowna si¢ wowczas wspodlnej wartosci tych dwaoch
liczb.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia gra-
nicy lim/"(a?) jest kryterjum nastepujgce: kazdej dowolnej

liczbie dodatniej e odpowiada liczba I taka, ze dla kazdej



pary X" i X" warto$ci zmiennej x nalezacych do przedziatu
(Z, 00) spetniona jest nieréwnoscé
[/7(") — f(xP\<e
Jezeli funkcja /(a?) jest wyznaczona i ograniczona
w otoczeniu punktu — 00, to mozemy w podobny sposob
okresli¢ liczby K—o0 i &-00. Czytelnik wystowi i udowodni
odpowiednie kryterjum istnienia granicy lim f(xj

Jezeli funkcja f(oc) nie jest ograniczona, np. od géry,
w prawostronnem otoczeniu punktu <, to liczba
W znaczeniu poprzedniem nie istnieje. Mozemy jednak dla
jednostajnosci wystowienn wyrazié¢ ten fakt nie przez za-
przeczenie istnienia liczby, wyrazonej przez symbol Xo+0,
lecz przez przyrownanie Ka' 0 do -|- 00; tak wiec, orzeczenie
»KaA-0 réwna sie -j- 00u uwaza¢ bedziemy za réwnozna-
czne z orzeczeniem, ze f(x) nie jest ograniczona od gory
w otoczeniu prawostronnem punktu a. Tak samo, orzeczenie
o a0 rowna sie —00* uwazaé bedziemy za réwnowazne
orzeczeniu, ze f(x) nie jest ograniczona od dotu w oto-
czeniu prawostronnem punktu a. Jezeli wiec A4-10=-(- 00,
oznacza, ze jakkolwiek wielkg jest liczba M! istniejg
wartosci X' zmiennej a?, ktdre spetniajg warunek

f<x'n > M
w prawostronnem otoczeniu punktu a
Tak samo Zat0 = —00 oznacza ze, jakkolwiek matg

bytaby liczba m! to jednak istniejg w prawostronnem oto-
czeniu punktu a wartosci x" zmiennej xs ktore spetniajg
warunek

fkx™) < m.

Zgodnie z tem, orzeczenie Kajro=—00 bedzie dla nas
wyrazato ten fakt, ze liczba K-g, okreslona poprzednio,
dazy do —00, gdy >0. Poniewaz Icg Kq wieci dazy
do — 00; w tym przypadku, jakkolwiek matg jest liczba m,
funkcja /(a?) w otoczeniu prawostronnem punktu a, jest



mniejsza od m. Tak wiec 7' 0= Kaho=——o00 wyraza te
samag tres¢, co /(a-j-O) =—oo.

Orzeczenie, ze &+0 =00, oznacza¢ bedzie podobniez,
ze jakkolwiek wielkg jest liczba M, funkcja /(#) w oto-
czeniu prawostronnem punktu a jest wieksza od M. Tak
wiec lcavo = Ka-vo= + °° wyraza te samg tres¢, co

/(«<+()) = —+o00,
t. j. ze funkcja f(x) w prawostronnem otoczeniu punktu a
zmierza do -|- oo.

Dla wyprébowania swoich sit, czytelnik powinien,
wzorujac sie na poprzedniem, w podobny sposéb ustalic,
CO wyrazajg orzeczenia nastepujgce:

»ka-0 rowna si¢ —oo,, ,,Ka_0 rowna sie + po

»ka-0 rowna sie -f-oo*, o rébwna sie —oou.

Jezeli funkcja /(a;) jest okreslona w przedziale
(Z, — 00), to czytelnik powinien nada¢ sens orzeczeniom
nastepujacym:

. A-_|_00 - —00 , ,,k-Vco--- oo ,
. EAN, = — 00", ,"+00z=-|-00".

Jezeli funkcja /(a?) jest okreSlona w przedziale

(—o0,]), to czytelnik ustali, co znaczg orzeczenia:
" _00= +00" ,k-00------- 00,
»K 00=-- 00% ,t 0o=-j- 00

Przykiady:.

Postugujac sie wihasnosciami elementarnemi funkcji K
sina;, tga?arctgas, a wrazie potrzeby wykresami, otrzy-
manemi droga graficznych konstrukcji (patrz 1 64), czy-

telnik zbada wartosci, jakie majg w punkcie a=0 liczby
m+0, Ka 0 ka Q dla nastepujacych funkcyj:

1) y=sin— tu A+0=K« 0=1; keto=ke e=—"L



2) y= tgﬂ—; yz_Zsinm-; tu Ka®, = Kt e = + co;
80 ==ha 0== 00
3) y=sin2®; tu Kat0=Ke 0=1; Zat0=2¢&a 0=0.

4) <=+1, gdy o« wymierne; y —=—1._ gdy o niewy-
mierne; jak w przykfadzie pierwszym; ale tu a moze by¢
nie tylko zerem, ale dowolne.

5) Y =1tg2|; tu Xat0=J*a_0=—+ °0; fre+o = fc<0o=0.
- i 1. _ — 0
6) y= sir- %Arc t%—, tu X<+0=2, &eto=0;
-0 0, "a-0— 2
! 1 ,
) y=sin--|-eX; tu Ae+0 = ze+0= oo;

Ag-0=~f 1, ha—o— 1

Cwiczenie:
Udowaodnié¢, ze mozna znalez¢ cigg malejagcyxv> x> xa> ...> xH> ,.v
spetniajacy warunek taki ze ciag /(a;2 < /(22 < f(x3) <. -.

v < fuxn)< v+ dazy do granicy Ka-W mozna znalez¢ cigg malejacy
wartosci zmiennej je, 0 granicy réwnej u, tak ze ciag /(jed > f(x” >
=>fW= e > f(a,.)> '+ dazy do granicy A«+o.

Wszystkie okre$lenia i pojecia, wylozone w tym rozdziale, roz-
ciaggna¢ na przypadek, gdy funkcja jest okre$lona nie w prze-
dziale (m, n), do ktérego nalezy punkt «, lecz w dowolnym zbiorze
wartosci x, dla ktérego punkt a jest punktem skupienia.

Przedewszystkiem z tatwoscia mozemy rozszerzyé pojecie ,,oto-
czenia“ punktu a w tym przypadku, a jesli to zrobimy, to wszystkie
rozwazania poprzednie i okreslenia granicy /(a+0) i /(a—0), liczb
aj-0, Ka—0 i t. d. z matemi zmianami dadza sie zastosowaé i w tym
przypadku.

Przypusémy, ze funkcja /(je) jest okreslona w przedziale (m, n),
do ktérego nalezy punkt a. W poprzednim ustepie badaliSmy wartosci,
ktére przyjmuje funkcja w sasiedztwie, ze tak powiem, punktu a, t. j.
dla warto$ci dowolnie bliskich punktu a z lewej lub prawej strony
lub z obu stron jednoczes$nie. Gdy istnieje granica /(a + 0), wszystkie
wartosci funkcji z prawej strony od a, t. j. w otoczeniu prawostron-



nem punktu a, zblizajg sie do wartosci liczbowej f*a + 0) dowolnie
blisko, wykazujagc w ten sposéb jakby pewng solidarno$¢ wzajemna;
jezeli za$ granica f{a + 0) nie istnieje, to Kga-o > &a+0, o ile te liczby
istnieia. (co, jak wiemy, zawsze ma miejsce, gdy /(z) jest funkcjag
ograniczong w otoczeniu prawostronnem punktu a), albo tez funkcja
nie jest ograniczona w tern otoczeniu. Wtedy w prawostronnem oto-
czeniu punktu a istniejg wartosci funkcji, ktore sie réznig miedzy
sobg wiecej niz 8, gdzie 8 jest pewng okreslong liczbg dodatnia; o ile
A'at+o i Aato istniejg, to jako 8 mozna wzig$¢ kazda liczbe dodatnig
mniejszg od réznicy TTat+0 — &a-|-0; w przypadku, gdy funkcja prawo-
stronnie nie jest ograniczona, 8 moze sie rowna¢ dowolnej liczbie
dodatniej. Tak, np. w dowolnie matym przedziale (0, tj), (nie zawiera-

1
jacym punktu 0, dla ktérego y = sin— nie zostalo nawet okreslone),
fankcja
— g 1
y=:5 '
przyjmuje wartosci, ktére moga rézni¢ sie miedzy sobg o cate dwie

jednostki. W rzeczy samej, zbidér wartosci zmiennej z, spetniajgcych
warunek

o1
y =1, czyli sm; =1,
z prawej strony punktu 0 stanowi zbidr:
2 2 2 2
s’ Bk 9X' (4k + X
zbior wartosci zmiennej z, spetniajgcych warunek
1
y=—1 czyli sm;z — 1
1 prawej strony punktu O, jest nastepujacy:
2 2 2 2
32 Tr LU AN+ 3)x ™"

Oba te zbiory majg wspdlny punkt skupienia 0. W otoczeniu
prawostronnem punktu 0, jakkolwiek matym bytby odpowiedni prze-
dziat, istnieje nieskonczenie wiele punktéw X' pierwszego i nie-
skonczenie wiele punktdow x" drugiego z tych zbioréw, przyczem

sin— — sin— = 2. Jak widac¢ z tego przyktadu, wartosci funkcji w pra-

wostronnem otoczeniu nie skupiajg sie koto jednej wartosci, lecz
przeciwnie rozsiewajg sie.



70. Ciagtos¢ funkciji.

Okreslenia.

Funkcja jest ciggta w punkcie a, jezeli jest okres-
lona w punkcie a i w otoczeniu punktu a i przytem gra-
nice /(a—0), /(a-|-0) istniejg i rownajg sie wartosci /(a)
funkcji w punkcie a

Stowem : granica lewostronna, prawostronna i wartos¢
funkcji w punkcie a muszag by¢ sobie réwne:

[(«+ °) = f<a— 0) = f(a).

Jezeli choé¢ tylko /(a— ())=/(a), to moéwimy, ze za-
chodzi ciggtos¢ lewostronna, jezeli cho¢ tylko /(a-|-0) = /(«),
to moéwimy, ze zachodzi ciggtos¢ prawostronna.

Jezeli funkcja jest okre$lona tylko w przedziale (wi, n),
to, oczywiscie w punkcie m moze by¢é mowa tylko o cig-
gtosci  lewostronnej, w punkcie n tylko o ciggtosci lewo-
stronnej.

Funkcja jest ciagta w przedziale (m”n) jezeli jest
ciggla w kazdym punkcie przedziatu (tn, n).

Dla funkcji cigglej w punkcie a otrzymujemy wiec te
samg wartos¢ /"(a) przez podstawienie na miejscu zmiennej
x wartosci liczbowej a, jak tez przez przejScie do granicy
w wyrazeniu fa?) dla x—a(a?SE a).

Mozemy to wyrazi¢ w ten sposob:

Jezeli lim37=a, to limf(x) =/(lim x) = f(a).

Rownosé: lim f(x) = f(lim x) zawiera calg tres¢ pojecia
ciggtosci. Formalnie mozna wystowi¢ to w sposob naste-
pujacy:

Funkcja ciggla i tylko funkcja ciggta (w punkcie a)
posiada te wiasnos¢, ze symbol granicy i symbol funkcji
mozna przestawi¢. To ostatnie ujecie jest bardzo wygodne
i pozyteczne w zastosowaniach. Przypus¢émy, np., Ze
e(37)—> 0 w punkcie a, i ze funkcja /(r) jest ciggta w punkcie
i; w takim razie



limf\b  e@)} = /{lim >+ e(™]! —fQ>Y
Jezeli uprzytomnimy sobie, co znaczy lim f(x) = /(<)

(na mocy okreslenia granicy), dojdziemy z tatwoscig do
nowego okreslenia ciggtosci, rownowaznego z okre$leniem
poprzedniem: w otoczeniu punktu a funkcja zbliza
sie do wartosci /"(a) wedtug dowolnej miary przyblizen e,
t. j. kazdej liczbie dodatniej dowolnie matej e mozna pod-
porzadkowac liczbe dodatnig rj, taka, ze skoro tylko

44— <t
to \loc) —f(@)\ < e

Funkcja y—f(x) jest ciagta w punkcie a, jezeli war-
tosciom zmiennej al nalezacym do otoczenia punktu
odpowiadajg wartosci zmiennej ?, nalezace do otoczenia
punktu y = /(a).

W interpretacji geometrycznej ciggtos¢ w punkcie a
wyraza sie istnieniem w plaszczyznie y) prostokata
0 wysokosci dowolnie matej (2e), wewnatrz ktérego znaj-
dujg sie wszystkie punkty obrazu geometrycznego danej
funkcji w pasmie wykrojonem przez dwie réwnolegte do
osi Yy, a mianowicie y=a—rj i y=a-"-r\. Albo inaczej,
jezeli punkt M(a, /(a)) nalezy do obrazu geometrycznego
funkcji ciagtej w punkcie a, to istnieje prostokat o wyso-
kosci dowolnie matej (2&), Srodkiem ktérego jest punkt
M i wewnatrz ktérego znajdujg sie wszystkie punkty wy-
kresu w otoczeniu punktu a. Czytelnik zechce narysowaé
odpowiedni wykres.

71. Kryterjum konieczne i dostateczne ciggtosci funkcji
w punkcie a.

1) Kryterjum ciggtosci prawostronnej w punkcie a.

Nazwijmy wiasnoscig (A) ciggto$¢ prawostronng funkcji
I(a?) w punkcie a

Nazwijmy wartoscig (#) wiasnos¢ nastepujaca, ktora



polega na tem, ze do kazdej liczby dodatniej e mozna do-
bra¢ taka liczbe q=> 0, ze zawsze zachodzi nieréwnos¢

\fW — <e,

skoro tylko x' i xX” nalezg do przedziatu (a, a-j-i]), (nie
wylgczajac punktu a z tego przedziatu).

Otdz wiasno$¢ (A) pocigga wiasno$¢ (7?), a wihasnosé
(S) pocigga wihasnosé (A). Wiasnos¢ (5) jest wiec kryte-
rjum koniecznem i dostatecznem ciggtoSci prawostronnej
funkcji /(a?) w punkcie a

Inaczej: Jezeli spetniona jest wihasnos¢ (A), to musi
by¢ spetniona wiasno$¢ (7?); jezeli spetniona jest wiasnosc¢
(5), to musi by¢ spetniona wiasnos¢ (A).

Zacznijmy od tego drugiego twierdzenia; niech x' = a,
x" = x| wtedy warunek (5) przyjmie posta¢

[/(@?)—/(a)j <e, dla
czyli /"(a-|-0) =/(«), co jest réwnoznaczne z warunkami
(A); warunek (7?) jest wiec dla ciggtosSci prawostronnej
dostateczny. Warunek (7?) jest takze i konieczny. Jezeli
bowiem zachodzi wiasno$¢ (A), to — /(@) <e dla
wszystkich wartosci x' i >x""spetniajagcych warunek
a<x”x" a rf

poniewaz istnieje granica /"(a-j-O), (patrz L 67, nierbwno$é
(10)). Z drugiej strony tej samej liczbie e odpowiada liczba

@) —/(a)j <e,
0 ile tylko x nalezy do przedziatu (a, a-j-rf), a to na
mocy okreslenia granicy prawostronnej funkcji /(sr) w punk-,
cie a, ktora to granicg jest tutaj liczba /(a) (wihasnos¢ A).
Niech teraz g oznacza mniejsza z dwdch liczb rf i i)z
Widzimy, ze

W) — <e,
dla wszystkich wartosci x' i x" przedziatlu (a, a-j- ), nie
wylgczajac krancow.



2) Kryterjum ciggtosci lewostronnej w punkcie a

Wiasno$¢ (A) jest to ciggtos¢ lewostronna funkcji
f(cc) w punkcie a

Wiasno$¢ (S): do kazdej liczby dodatniej e mozna
dobra¢ takg liczbe i) >0, ze zachodzi zawsze nierGwnosé

(<) —EM)I< e
skoro tylko x' i x" nalezg do przedziatu (a—r1], a).

Ta wilasnos$¢ (5) jest kryterjum ciggtosci lewostronnej.

Dowdd jak poprzednio.

3) Kryterjum ciggtosci (petnej czyli obustronnej).

Wiasno$¢ (A) jest to ciagtos¢ (petna) funkcji w punk-
cie a

Wiasno$¢ (/>); do kazdej liczby dodatniej e mozna
dobra¢ taka liczbe q>0, ze zachodzi zawsze nieréwno$é

/(™) — <e,

skoro tylko x' i xH naleza do przedziatu (a—i), in).

72. Dalsze wnioski z pojecia ciagtosci funkcji. Przy-
ktady funkcyj ciagtych.

Jezeli funkcja f(x) jest ciagta w punkcie a, to funkcja
'(a?) jest tez ograniczona w otoczeniu punktu a.

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w punkcie a, to funkcja
|"(a?)| jest takze ciggta w punkcie a.

Jezeli dwie funkcje /"(a;) i cp(@?) sa ciagte w punkcie al
to ich suma /(a?) i cp(@?) i1 ich iloczyn f(x).<e(x) sa funk-

cjami ciagtem w punkcie a, iloraz za$ jest takze

funkcjg ciag a w punkcie ¢ o ile g>(«) == 0.

Twierdzenie o ciggtosci sumy lub iloczynu dwéch
funkcyj ciaglych stosuje sie oczywiscie i w tym przypadku
gdy mamy do czynienia z dowolna, lecz skornczona liczbg
funkcyj. Tak wiec, ciggto$¢ funkcyj fT(x\ f2(X),..., /.(ef)
w punkcie a pocigga ciggtos¢ sumy fx(x) f2(x) .. + fkx
i iloczynu ffjP). /2@?) ... 1,,(a?) tych funkcyj w tymze punkcie a-



Dowdd tych twierdzen jest zupetnie podobny do do-
wodu analogicznych twierdzen, tyczacych sie wiasnosci
granicy, podanych poprzednio, 1 67 i 68; dlatego uzasad-
nienie opuszczamy.

Zbadajmy pod wzgledem ciggtosci najprostsze funkcje,
wymienione poprzednio (patrz 1 64).

Jezeli —statej C, dla kazdej wartoSci zmiennej @,
to odpowiednia funkcja jest oczywiscie ciggta dla kazdej
wartosci zmiennej X.

Jezeli y=1x, to odpowiednia funkcja jest oczywiscie
ciggla dla wszystkich warto$ci zmiennej x.

Twierdzenie o ciggtosci sumy i iloczynie dwdch funkcy;j
ciggtych pozwala wysnu¢ wniosek, iz kazdy jednomian
a wiec i wielomian

alxn-|-atx 1 axn an_xx-|-an
jest funkcjg ciggla zmiennej x dla kazdej wartosci tej
zmiennej.

Z tego samego powodu kazda funkcja wymierna
PM
= = jest funkcjg ciggta zmiennej x dla kazdej

wartosci tej zmiennej, z wyjatkiem jednakze tych, dla kto-
rych wielomian-mianownik Q(a?) staje sie réwnym zeru.
JP @37
WAX)
kiej wartosci a zmiennej x, ktéra czyni zado$¢ warunkowi
Q(a) = 0. Udowodnimy pézniej, ze w takim razie Q(a?) =
@ —dy. Qt (x), przyczem Qt (a) 4= 0; liczba p nazywa sie
rzedem wielokrotnosci pierwiastka a w rownaniu Q(a?) = 0.
Mozemy zatozy¢, ze P(a)4:0; gdyby bowiem P(a?) = Ox
to mozna bytoby zastosowac taki sam rozktad na czynniki
w liczniku i wspdlny czynnik usung¢ przez ,skrocenie”
Tak wiec

Y=0ox) = qu"_' 'aj".;_ -laY (Ryzyezem P(a) &0, QT(a) 4 O-

Zbadajmy funkcje wymierng y w otoczeniu ta-



jezeli p jest liczbg parzysta, y dazy do # 00 lub do — 00,

zaleznie od tego, czy liczba jest dodatnia czy ujemna;

w tym wypadku funkcja zachowuje sie jednakowo z lewej
i z prawej strony punktu a

Jezeli p jest liczba nieparzysta, to funkcja zachowuje
sie inaczej z lewej a inaczej z prawej strony; mianowicie:

1) gdy \) >0, toy dgzy do — 00 z lewej strony
punktu a, dazy za$ do -|- oo z prawej strony;

2) gy SE<O 10%Y g5y do -]-00 lewostronnie,

a do — o0 prawostronnie.

Funkcje sina? i cosa? sg ciggte dla kazdej wartosci «;
W rzeczy samej

sinx — sina = 2sm®~—%cos XV

[sinx —sina  2sin \x;a| cosxg'al ) o ile

X —a <t Dalej cos x-;—a i:
tak wiec
sinx—sinaj \x—a\
wystarczy wiec narzuci¢ zmiennej a? warunek
X—a <e¢,
by sina—sin« <e, co jest wyrazem ciggtosci (petnej)
funkcji sir - punkcie a

. ?—a . X4-a
Tak samo: cosa?— cosa =—=— 2sin _2_gin 5

COSX — C0S 8, = 2sin} L sin ?—aj <e,

skad taki sam wniosek, jak i dla funkcji sina?.



Funkcja tga; =5 , jest na mocy twierdzenia o ilora-
zie funkcyj cigglych, ciaggla dla kazdej wartos$ci zmiennej x>
t Wyjatkiem wartosci x = (2&-j-1)N dla+=0, £ 1, £2,...

W kazdym z tych punktéw nieciggtosci funkcja tga? zmie-
rza do oo lewostronnie, do — oo prawostronnie.
Przypus¢my, ze funkcja f(x) posiada nastepujgce wiasnosci:

1) /(a:) jest funkcja okre$long dla kazdej wartosci x.
2) "as) spetnia roéwnanie funkcyjne

3) 3Ii>n(1) I$) =1

Funkcja /(ac) posiadajaca takie wiasnosci jest dla kazdej war-
tosci zmiennej x rézna od zera i ciggta.

Niech a oznacza dowolny punkt; gdyby /(a) =0, to na zasa-
dzie warunku (2): /(a;) = /(a) f(x — a) = 0 dla kazdego x. Lecz wtedy
_Irir>16/(sc) = 0, co przeczy warunkowi (3). Nastepnie mamy tez wedle (2)

fO)—/(°)=I(»)'A —a)— Aa)=/(a).[/(®—a)—1]. Z warunku

2
(3) wynika, ze do kazdej liczby mozna dobra¢ taka liczbe 1), ze

A® — «)—1 <_|A%':1)I Stad wynika, ze |[A®)~A°)|<e, skoro
|®—a|<7), co dowodzi ciggtosci funkcji A®) w punkcie a. Stad takze
wynika, ze /(O) = 1.

Otdz istniejg funkcje, ktore, jak zobaczymy pézniej (1. 77), spet-
niaja wszystkie trzy wymienione warunki, mianowicie funkcja wy-
kfadnicza y — aal gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywistq dodatnia,
rézng od jednosci.

A wiec funkcja wykladnicza y = ax jest ciggla.

Jezeli funkcja /(a;) jest ciaglta w punkcie a i jezel
ciag a’s,..., in,dazy do granicy <, to ciag
f? 8y,/'(a? ... jest zbiezny i zmierza do granicy /(($).
Jezeli, w ktérym$ z punktéw an %2+ funkcja f(x) nie
jest okre$lona, odpowiedni wyraz w ciggu drugim, oczy-
wiscie, usuwamy; jasna rzecz, ze usunietych wyrazéw moze
by¢ tylko liczba skonczona, gdyz z ciggtosci funkcji w punk-



cie a wynika, ze funkcja f(x) jest okreslona w pewnym
dostatecznie matym przedziale, zawierajagcym punkt a jako
punkt wewnetrzny.

Dowdd jest bezposredni:

lim f(ocn) = /(lim an) =

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, t. j. jezeli
jakis ciag /(@?), f(x4\ /(?3), - -/(@a’),... jest zbiezny
i zmierza do granicy réwnej wartosci funkcji w punkcie a,
gdzie a jest granicg ciggu x2, X3l..., ... (istnienie
tej granicy zakladamy), to funkcja /(rc) nie koniecznie musi
by¢ ciggta w punkcie a

Jako przyktad moze stuzy¢ funkcja y=f(" réwna
zeru w punkcie 0, i réwna t/ =sin-* dla wszystkich in-

nych wartosci zmiennej rc; cigg wartosci zmiennej X niech

1 1 1 1

bedzie ciggiem xx — = a2 = —=, a3 ==—=j0ee>

funkcja nasza w tych punktach rowna sie zeru, gdyz
f(x™) =sinnjt =0 dla kazdej wartosci wskaznika n; mamy
cigg, ktérego kazdy wyraz réwna sie O; taki ciag jest zbiezny;
mamy wiec tutaj lim /([@,) = 0; lecz limxM =0, tak iz w tym

n->00 n->0

przypadku a=0; /(a) =/(0) =0, czyli lim/(.r,,)=/(0);

pomimo to funkcja nasza, jak wiemy, nie jest ciggta (patrz
1 69), gdyz nie istnieje, ani /(a 4-0), ani /(a—0Q).

Rzecz ma sie zupetnie inaczej, jezeli zatozymy, ze waru-
nek lim/(@M) =/(liman) =/(«), (gdzie «=Ilima?,), ma miej-

n->00 n-=>00 n->00

see nie dla pewnego okreslonego ciggu, ale ze jest spetniony
zawsze, dla kazdego ciagu, byle tylko warto$ci zmiennej a;,
czynity zadoS¢ warunkowi limahm=a. Jezeli te zatozenia

sg spetnione, to funkcja jest cigglta w punkcie a Dowdd
przez sprowadzenie do sprzecznosci. Przypusémy, ze mimo



spetnienia warunkdw zatozenia, funkcja /(a;) nie jest ciggta
w punkcie a; w takim razie /(a?) albo dazy do granicy
roznej od f(x), albo nie zmierza do zadnej granicy w punk-
cie a Stad wniosek, iz istnieje liczba 5>0, taka, ze w do-
wolnie matym przedziale (a—rj, a-j-r]) istnieja wartosci
zmiennej cc, spetniajgce warunek

albowiem, w przeciwnym razie warunki kryterjum ciggtosci
bytyby spetnione. Niech ot 0znacza taka warto$¢ zmiennej cc;
poniewaz takie wartosci znaleZ¢ sie muszg w dowolnie ma-
tym przedziale, otaczajagcym punkt a, wiec mozna znalezé
ciag punktéw cctl a%2, os,..., tw, - - zmierzajacy do granicy
przyczem dla kazdego n, |/(mm)— =  wystarczy

w tym celu wybra¢ punkt cn tak by spetniat odpowiedni
warunek |/[(@)—/(&)["8 i znajdowat sie w przedziale (a—]n,

-|-rjn), gdzie liczby  spetniajg tylko warunek Jimr]jw = 0.

Zwro6Emy uwage na ciag:  fa? 1), [(73), 00,
/(2n),... Ciag ten albo jest rozbiezny, albo posiada gra-
nice g nieréwng f(a); gdyby bowiem byto Jim f(xn) = f(d),

to zaczawszy od pewnego wskaznika nl(e), t. j. dla Nn>ne,
m(«)] <e,
przyczem n) moze by¢é dobrane do kazdego e>0; wy-
starczy wzigé e réwne liczbie, ktérg oznaczyliSmy po-
przednio przez 6, by zauwazy¢ sprzeczno$¢, gdyz zawsze
" \n)-/H>8.

Doszlismy wiec do takiego wniosku: z nieciggtosci funk
cji /(#) w punkcie a wynika istnienie ciggu wartosci zmien-
nej a7, zmierzajacych do granicy a, takiego, ze odpowiada-
jace im wartosci funkcji nie dazg do granicy /(&).

A wiec, jezeli dla kazdego takiego ciagu, odpowiada-
jace im wartosci funkcji dazg do granicy to funkcja
jest ciggla w punkcie a Twierdzenie jest udowodnione.



Zbadajmy jeszcze ciggtos¢ funkcji ztozonej y=f(x),
gdzie 7 =q)(w), u= w punkcie Xx=a. Przypus¢my,
ze funkcja jest ciggla w punkcie «, funkcja za$ o (u)
jest ciagta dla wartosci w=4r(a); jezeli te zatozenia sg
spetnione, to funkcja ztozona /(@?) = {X/ (#} jest ciggla
Wl punkcie a

W rzeczy samej, gdy x—>-a, u= (te)—tir(a), czyli
lim (@) =xr@=u0 gdy u—"ul y=1c(u)->cp{u),
lim/ @)= Ixi>macp {Mr(@)} = llg o u) = J/iggvocp (=0 (limu) =

a->Xx
=) =0 @}="F(@).

Na tej zasadzie mozemy twierdzi¢, np., ze funkcja
=P(sina?), t. j. y=P(2?), z=sinow, gdzie P(") oznacza
dowolny wielomian, jest funkcjg ciagta zmiennej o dla
kazdej wartosci .

73. Przyktady funkcyj nieciagtych.

Funkcja f(a?) jest nieciagta w punkcie a, jezeli ktora-
kolwiek z wartosci /"(«—0), f(a), /(«=+()) nie istnieje;
dalej, funkcja jest nieciggta nawet wtedy, gdy wszystkie
te trzy liczby istnieja, t. j. majg wartosci oznaczone, ale
nie s miedzy sobg réwne.

1) Najprostszy przypadek nieciggtosci zachodzi wtedy,
gdy obie granice /(ct-j-O) i f« —O0) istnieja i sg sobie
réwne, lecz rdznig sie od wartosci funkcji w punkcie da-
nym. Naprzykfad, funkcja réwna zeru dla x =0 i réwna 1
dla kazdej innej wartosci zmiennej x\ punktem nieciggto-
§ci jest tu punkt O, gdyz /'(0) =(), a granica lewostronna
réwna sie granicy prawostronnej i réwna sie 1 Wykres
nie moze uwydatni¢ tej nieciggtosci, gdyz wykresem jest tu
prosta, réwnolegta do osi Ox w odlegtosci réwnej -|- 1 od tej
osi, z tem zastrzezeniem, ze jeden punkt tej prostej, miano-
wicie punkt jej przeciecia sie z osig Oy nalezy usunacC i za-
stapi¢ punktem poczatkowym O uktadu spoétrzednych.

Nieciggtos¢ tego typu jest poniekad zupetnie sztuczna,

zz->izq



wystarczy bowiem zmieni¢ w okre$leniu tej funkcji jedng

warto$¢, by uczyni¢ jg ciagltg, mianowicie, wystarczy /(<z)

uczyni¢ réwne wspolnej wartosci f(a+ 0) i /'(«—0).
Jako inny przykiad tego samego rodzaju mozna wzig¢

funkcje yy=—; dla wszystkich wartosci x 5= 0, y— 1, wy-

jatek stanowi wartos¢ zmiennej a? =0, dla ktérej to war
tosci funkcja y nie jest oznaczona. A wiec punkt x =0
jest punktem nieciggtosci; lecz wystarczy dodatkowo dla
a7 =0 wyznaczy¢ naszej funkcji warto$¢ 1, by te sztuczng
nieciggto$¢ usunac.

2) Nastepnie, mozemy mie¢ w punkcie a nieciggtosé,
polegajaca na tem, ze /(a—0) i /(a-j-O) choC istnieja,
nie sa sobie réwne; nieciggto$¢ tego typu jest juz bardziej
istotna, gdyz, zmieniajagc w okresleniu wartosci funkcji
warto$¢ w jednym punkcie, nie uczynimy jej ciggla, albo-
wiem nigdy nie moze byé w tym przypadku &} 0)=
=f(d) =f(a—0), jakakolwiek wartos¢ nada¢ funkcji
W punkcie a.

II/\lliecia;gloéé tego typu zachodzi, np, dla funkcji:

g
y=\z' gdy x == 0, précz tego gdya? =0, y=I (liczba do-

wolna), gdy a?<(), t/ =—1, gdy a?>0, y=-|-l. Tak wiec
fa-j-0O)=+ 1, /(a—0)=—1; I"(«)—?, <2=0. Wykres sktada
sie z dwéch pétprostych: z jednej, y=—1, z lewej strony osi
rzednych az do przeciecia si¢ z tg osig; z drugiej, ?/=--1, °d
tej osi na prawo, przyczem punkty tych dwdéch pétprostych,
wspllne z osig Oy nie nalezg do wykresu, nalezy te punkty
zastapi¢ punktem x=0, y—L Jezeli f(a)=I=f(a-|-0),
to zachodzi ciggto$¢ prawostronna, jezeli \a) =!=f(a—0),
to zachodzi ciggto$¢ lewostronna. Obustronnej ciggtosci
przy jednej wartosci Z nie osiagniemy.

Nieciggtosci typu (1) i (2) nalezag do tak zwanych nie-
ciggtosci pierwszego rodzaju. Charakterystyczng cecha nie-
ciggtosci pierwszego rodzaju jest istnienie granic /(a-j-O)

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 1. 5



i /(a—0). Na osobng uwage zastuguje przypadek, gdy
/(a4-0) 4™-0), lecz f(a)= i/(«4-0) +/(a-0)}.

Przykiady.

1) y=E(xy punktami nieciggtosci sg tu punkty
0 wspbtrzednych x catkowitych, # =0, £ 1, +2,... Przy-
pominamy, ze E(X) oznacza najwiekszg liczbe catkowitg
nie wiekszg od x. Wykres tej funkcji ma ksztatt schodkow.
~N(N)=n, E<n-\-0) =n, E(h—0) = n—1; tak wiec w tym
przypadku a=n= liczbie catkowitej;

m(«+ <)) = /m(«-()) 4= f(a—0);

funkcja % = 2?(z) jest nieciggta, jednakze zachodzi ciggtos¢
prawostronna. Czytelnik zbada nieciggtosci funkcji

I\,

y=x—EMX\ y=EX)\ y=E y = sin E<x\

2) y=A|rctg— dla x40, y=0, dla x=0.
Tutaj fa-0) =-"; k +())="; f(@d=0; a=0.

~N-0)4af(a+0)=2M
Punkt x =1) jest jedynym punktem nieciagtosci.
3) Moze sie zdarzy¢, ze funkcja w punkcie a jest nie-
ciggta, lecz funkcja ——jest ciagla; jasna rzecz, ze wtedy

—L =0, gdyby bowiem cp@a?) = i bedac funkcjg cigghy

w punkcie a, dazylo do granicy g40, to /(a)=——

takze whbrew zatozeniu, bytoby funkcjg ciagla w punkcie a.
W tym wiec przypadku /(a;) dazy do 400 abo do —cx>,
albo tez z j dnej strony (lewostronnie lub prawostronnie)
do + 00, a z drugiej strony punktu a do —oo.

Tak, np., funkcja
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zmierza w punkcie ? =0 do -|-co albo do —co, zaleznie

od tego, czy stata =0 czy tez &<0. Funkcja za$ y=~k

gdy oc—>0, zmierza do -f-oo lub do —o0, zaleznie od
tego z ktérej strony zblizamy sie do punktu O; tak samo
zachowuje sie funkcja % =tga? w otoczeniu punktéw nie-

cigglosci ? = (2n+ I)-», (n=0, £ 1, *2,...).

4) Wreszcie moze sie zdarzy¢, ze w punkcie a funkcja nie
zmierza do zadnej granicy skoriczonej g. ani do -|-00, ani do
—o00 ;moze to mieé¢ miejsce albo tylko lewostronnie, albo tylko
prawostronnie, albo tez obustronnie. Dla przyktadu wystar-
czy przytoczy¢ funkcje y:sinm, t/= WSi o Y= sinlga?,
nieciggte w punkcie a? = 0. Funkcja, réwna -j-1 albo - 1,
zaleznie od tego, czy zmienna X ma warto$¢ wymierng czy
tez niewymierng, nie posiada granicy /(«-{-0), ani granicy
/(«—0) w punkcie a, gdzie a moze by¢ dowolng liczbg
rzeczywistg.

Jezeli funkcja /(a?) posiada punkty nieciggtosci w prze-
dziale (m, N\ gdzie jest okre$lona, to nalezy wtedy pod
uwage wzig¢ nie tylko rodzaj nieciggtosci w kazdym
punkcie a przedziatu (m,n), gdzie zachodzi nieciagtosc,
ale takze wzig¢ jako podstawe Kklasyfikacji nature zbioru
tych punktéw nieciggtosci. Itak naprzyktad zbiér (7?) punk-
tow nieciggtosci w (m, n) moze skiadac¢ sie ze skoriczonej
liczby punktéw, albo tez by¢ zbiorem nieskoriczonym.
Jezeli E jest zbiorem nieskonczonym, to mozemy jeszcze
rozrozni¢ szereg mozliwych przypadkow; zbior pochodny
zbioru VE" rzedu pierwszego, albo tez ktérego$ z r/edow
wyzszych moze sie sktadaé ze skonczonej liczby punktéw;
zbior (A) moze by¢ gesty w sobie albo tez nie; moze by¢



wszedzie gesty, albo tez nie wszedzie gesty. W szczegoty
tych rozréznienn wchodzi¢ tutaj nie bedziemy.

74. Wiasnosci funkcyj ciagtych.

W tym miejscu oméwimy niektére, wazne w zasto-
sowaniach, wiasnosci funkcyj ciagtych. Wiasnosci te jednak
nie sg wkasnosciami, cecbujgcemi wylgcznie funkcje ciggte,
czyli istniejg funkcje nieciggte, posiadajace je takze.

1) Jezeli funkcja jest ciggta w punkcie a i /"(a) == 0,
to w otoczeniu punktu a funkcja posiada ten sam znak,
co liczba f(a\

Innemi stowy, jezeli, np. f(a) > 0, to istnieje przedziat
(a—aq,a+r|) taki, ze dla kazdej wartosci x w tym prze-
dziale, /(.?) = 0.

W rzeczy samej, z ciagtosci wynika, ze przedziat (a—q,
a () moze by¢ dobrany do dowolnie matej liczby do-
datniej e tak, by w tym przedziale zachodzita nieréwno$¢

[f(@?) —f«)]< e;
niech e= /(«)[, w takim razie \f(pc)—/(«))< czyli
fl«) —I/M < + 1/(a)l;

jedna z dwdch liczb /(a) — [/(«)!, I"(a) -f- |/(a)| jest zerem,
pierwsza albo druga, zaleznie od tego, czy /(«) >0, czy
tez /(«)<(); w pierwszym przypadku w przedziale (a —rj,
& =] rj) mamy

f(s)=0;
w drugim mamy

~N)<O0.

Jasna rzecz, ze ta wlasno$¢ nie jest charakterystyczna
dla funkcyj cigglych w punkcie a, t.j. i funkcja nieciggla
w punkcie a moze by¢é dodatnig w otoczeniu punktu a

2) Jezeli funkcja jest ciggta w przedziale (m, n), to jest
ograniczona w tym przedziale.

Jak zwykle (m,n) oznacza, oczywiscie, przedziat skon-
czony wiasciwy, czyli punkty m i n nalezg do przedziatu;
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w punkcie m zaktadamy ciggtos¢ prawostronng, w punkcie
n lewostronna.

Funkcja ciggla w przedziale (m, n) jest ciggta w kaz-
dym punkcie a tego przedziatu; jezeli f(x) jest funkcjg
ciggta w punkcie a, to w otoczeniu tego punktu jest ogra-
niczong, gdyz w otoczeniu punktu a spetnia warunek

f(a) — &<f(ac)<f(a) j-e

Lecz, jezeli funkcja jest ograniczona w otoczeniu kaz-
dego punktu a przedziatu (m, n), to jest ograniczona w prze-
dziale (wz, n), jak to wynika z twierdzenia udowodnionego
poprzednio (patrz 1 63).

Ta wihasno$¢ réwniez nie jest charakterystyczna dla
ciggtosci; moga by¢ funkcje niecigglte w (»n, n), a jednak
ograniczone w tym przedziale.

3) Jezeli funkcja jest ciggla w przedziale (m,n), to
osigga swodj kres gorny K i swoj kres dolny  t.j. te
liczby K i k nalezg do zbioru (Y) wartosci, ktore przyj-
muje funkcja fa?) w przedziale (m,ri); czyli inaczej jeszcze,
istnieje liczba £, nalezgca do (m, n) i taka ze f(£) = K; tak
samo, istnieje w (m,ri) liczba t taka, ze /(-r) =&

W rzeczy samej, z ciggtosci funkcji w (w, n) wynika,
ze f(oc) jest ograniczona w tym przedziale; funkcja ogra-
niczona w przedziale, posiada w tym przedziale kres gorny
i kres dolny (patrz 1 60). W takim razie istnieje w (m, n)
taki punkt s, w otoczeniu ktérego funkcja posiada ten sam
kres gorny K, coiw (wi,n); jest to wniosek, udowodniony
w ustepie 1 63. Stad wynika, ze mozna znalezé ciagg liczb

72 a8, ..., an,..., takich, ze limam=£ i takich, ze
(12) K—ell</@N) K,
przyczem limell=0; stad wniosek lim = K; lecz

z ciggtosci wynika, ze lim = /(lim xn} = f(*)- a wiec
77N —



Nalezy jeszcze Scisle okazaé, ze mozna zado$¢ uczynié
warunkom poprzednio wymienionym. Wybieramy w tym
celu dwa dowolne ciegi liczb dodatnich, majacych granice
zero, ciag et, e2 e3,..., ew.,.. i cigg ns,

W przedziale (&— $+71),) liczba K jest kresem
gornym wartosci  funkcji /'(#), a wiec w tym przedziale
(5—1), & +1l») musi istnie¢ przynajmniej jeden punkt on,
taki, ze funkcja /'(a;) spetnia w tym punkcie warunek (11).

Jasne, ze w tych warunkach limxn= lim =K.
PrzyjeliSmy, ze 8 m i £+ n; czytelnik sam wpro-
wadzi drobng zmiane w dowodzie w wypadku, gdy =m

lub £=n. Podobny dowdd pozwala ustali¢ istnienie
w (m,n) punktu r, w ktérym funkcja przyjmuje wartos¢
k. t.j. f=tL

| ta wiasnos¢ takze nie jest charakterystyczng dla
funkcji ciaglej, t. j. istniejg funkcje, nieciggte w przedziale
(m, n), ktére osiggajg swoj kres gorny czy kres dolny lub
kres dolny i kres gorny. Jezeli jednak spotkamy funkcje,
ktéra w przedziale (m, n) nie osigga swego kresu gérnego,
albo dolnego, to tern samem mamy dowdd, ze nasza funkcja
jest nieciggta w (wi, n).

Zbadajmy, np. funkcje y= —7?(a;); kresem gérnym
tej funkcji jest jeden, kresem dolnym zero, w kazdym
przedziale (w. n) zawierajagcym przynajmniej jedng liczbe
catkowitg. Kres dolny k funkcja osigga wihasnie w punkcie
0 spotrzednej a? catkowitej, bo wtedy a? = "(a?); kresu gor-
nego K=21 funkcja nasza nie osigga. Mamy wiec tu przy-
kiad funkcji nieciaglej, ktéra osiaga kres dolny, ale nie
osigga swego kresu gérnego.

Jezeli funkcja osigga kres gorny, to ten kres gorny
jest zarazem maximum funkcji; jezeli funkcja osigga swoj

kres dolny, to ten kres dolny jest zarazem minimum
funkcji.



4) Jezeli funkcja jest ciggta w przedziale (m,n), to
kazda liczba przedziatu (Z, A") nalezy do zbioru ()) war-
tosci, ktore przyjmuje funkcja nasza w (m, n), (gdzie Ki k
sg kresem gornym i dolnym wartosci funkcji w przedziale).

Albo inaczej, jezeli b jest dowolng liczbg przedziatu
wihasciwego (k, TI), to istnieje zawsze przynajmniej jedna
liczba oo =3%hl nalezagca do (m,n) i spelniajgca warunek
f(pch) = b.

Udowodnijmy w tym celu twierdzenie nastepujace:
jezeli funkcja /(a?) jest ciggta w (m, n) i przybiera w tym
przedziale wartosci dodatnie i ujemne, to przybiera takze
i warto$¢ zero; albo inaczej, jezeli zbidr (Y) wartosci, ktore
przyjmuje funkcja w (m, n), zawiera cho¢ jedng pare liczb
posiadajagcych znaki odmienne, to w tym zbiorze (1) znaj-
duje sie z pewnoScig warto$¢ zero.

Przypusémy wiec, ze IX"2)=>0, gdzie xx i cct
nalezg do (m, n); przypus¢my ponad to, w celu ustalenia
rzeczy, ze np. XX<_x2.

Podzielmy wszystkie liczby przedziatu (a?lya?2) na dwie
klasy. Do klasy | zaliczymy kazdg liczbe rzeczywistg Z,
spetniajaca ten warunek, ze dla wszelkiej liczby a7, zawartej
w przedziale (@?n1) t. j. spetniajacej nierébwno$é¢

o Z
mamy
7("XO.

Do klasy Il zaliczymy za$ wszystkie pozostate liczby
przedziatu (poY, a%2).

tatwo sprawdzi¢, ze ten podziat jest istotnie przekro-
jem w dziedzinie liczb rzeczywistych przedzialu (a"%#,);
tak, np. ax nalezy do I, a o2 do Il Klasy.

Przekrdj ten okreSla pewng liczbe & nalezaca do prze-
dziatu (xvx2\ Ot6z w punkcie 5 funkcja nasza réwna sie
zeru, czyli /(s) =0. Dowod przez spowadzenie do sprzecz-
nosci. Przypusémy np., ze /($) = 6>-0. Na zasadzie wias-



nosci pierwszej tego ustepu, istnieje przedziat (5— &—q)
taki, ze dla kazdego punktu tego przedziatu funkcja ma
wartos¢ takg samg co do znaku, jak w punkcie £ t. j.
dodatnig; funkcja /(a?) bylaby wiec dodatnig w lewostron-
nem otoczeniu punktu lecz punkty w lewostronnem
otoczeniu punktu & naleza do klasy pierwszej i funkcja
/(@?) musi by¢ dla nich ujemng (patrz okreslenie liczb klasy
pierwszej), stad sprzecznosc.
Podobnie niedorzecznem jest przypuszczenie, ze

f®=e<<(,
a wiec musi by¢
© =0,
co nalezato udowodnic.
Whniosek.
Niech /(™J /(@s), gdzie xx i a2 nalezg do (m,n).
Istnieje w przedziale punkt £ w ktorym funkcja

przyjmuje warto$¢ o wybrang dowolnie z posréd wartosci
posrednich miedzy liczbami f(pc® i /(™3). Przypusé¢my np.,
ze /(%) < f(a?2) i niech ¢ oznacza dowolng liczbe, spetnia-
jacg warunek
/@) <c</(m2);
w tych warunkach istnieje punkt taki, ze
m-cC.
Dla dowodu, utwérzmy funkcje
= —  <p(™) =/(a;l) —c<O0; <par) = f(x— c>0;
na mocy poprzedniego, istnieje wiec dla funkcji cigglej
<p(@?) punkt posredni £, spetniajacy rownanie
<pB) =0;
lecz <p(E)=/(E)—c; wiec /(E5)—c=0, czyli /(E)=¢, co
trzeba bylo udowodnic.
Niektorzy autorowie twierdzenie to wystawiajg w spo-
séb nastepujacy: funkcja ciggta nie moze przejs¢ od jednej



warto$ci /(7) do drugiej /(a;2), nie przechodzac przez wszyst-
kie warto$ci posrednie.

W interpretacji geometrycznej udowodnione twierdze-
nie brzmi: jezeli wykres funkcji cigglej zawiera, miedzy
innemi, pare punktow, lezacych po dwéch stronach prze-
ciwlegtych prostej, réwnolegtej do osi 0a?, to wykres musi
te prostg przecina¢, t j. ma przynajmniej jeden punkt
Z nig wspdlny.

Niech teraz xx i a2 oznaczaja wiasnie te punkty,
w ktérych funkcja osigga kres dolny i gorny, t. j. wtedy

fa? 1)=" /@2 =";
takie wartosci xx i a2 istniejg, na mocy udowodnionej po-
przednio w tym ustepie wiasnosci trzeciej.

Niech b oznacza dowolng liczbe, spetniajgcg nie-
rownos¢

ft<b<K-
na zasadzie tylko co udowodnionego twierdzenia, istnieje
warto$¢ a%, nalezaca do (xXIX/i spetniajgca nierowno$é
f(Xb) = b;
co nalezato udowodnié. A wiec funkcja przyjmuje przy-
najmniej raz kazdag warto$¢, zawartg miedzy swoim kresem
dolnym i gornym.
| ta wihasnos¢ takze nie jest charakterystyczna dla

funkcyj ciagtych. Przykiad: funkcja t/=sinwv przedziale

(m, n) zawierajgcym poczatek spétrzednych. Funkcja ta nie
jest ciggta w (m n), lecz takze nie moze przejs¢ od jednej
wartosci do drugiej, nie przechodzac przez wszystkie po-
Srednie.

W rzeczy samej: — I<</(rc) <<+ 1, — 1</(#2X+1;
jezeli xx <O, x2=> 0, to przy przejsciu od xx do x* funkcja

f#) = sin— wykonywa nieskonczona liczbe cigglych wa-



han od —1 do 1, a wiec musi przejs¢ (nawet nieskon-
czenie wiele razy) przez wszystkie wartoSci posrednie mie-
dzy f<xj) i /(a?2).

Zauwazmy jeszcze, ze funkcja, ciggla w otoczeniu
punktu a, moze jednak posiada¢ w otoczeniu punktu a
punkty nieciggtosci. Dla przyktadu wystarczy przytoczy¢
funkcje, okreslong w sposob nastepujacy: gdy X — liczbie

niewymiernej, /(.l) = (); gdy x — liczbie wymiernej X, gdzie

q . . 1 .
utamek il jest nieskracalny, to f(z) =—>0. Funkcja ta

jest, oczywiscie, nieciagta w kazdym punkcie wymiernym,
t. j. dla kazdej wartoSci wymiernej zmiennej x. Funkcja
ta jest natomiast ciggly, dla kazdej wartoSci niewymiernej
zmiennej X\ w rzeczy samej, niech « oznacza liczbe nie-
wymierng, a e liczbe dodatnia dowolnie matg; kazdej

liczbie e odpowiada liczba catkowita <0 >0, taka ze —<e;
niech (Qo) oznacza zbiér wszystkich liczb wymiernych
— w ktérych mianownik w przedziale (cc—1, a+ 1)

takich punktéw moze by¢ tylko liczba skoriczona (najwyzej
X72); niech w0 oznacza te z posréd liczb zbioru Qo zawar-
tych w (cc—1, cc-j-1), ktéra jest najblizsza punktu a i niech
|a—wO0|>r]>0. W przedziale (a—il], a-j-i;) funkcja f(x)
spetnia warunek /(.z;) <e, co dowodzi ciggtosci w punkcie
a, gdyz /(oc) =0. Lecz dowolnie blizko tego punktu a sg
punkty wymierne, dla ktérych funkcja nie jest ciggla.

75. Ciggto$¢ jednostajna.

Zatozenie: funkcja jest ciggta w przedziale (m, n).

Whiosek: do kazdej liczby dodatniej e mozna dobraé
takg liczbe 8, ze w kazdym przedziale, nie dtuzszym od
8 i zawartym w (m, zz), oscylacja funkcji jest mniejsza od e.

W tym celu wystarczy udowodnié, ze nieréwnos¢



—2Z <0, pociaga za soba |/(a?)—/(a/)j<e, o ile oprocz
tego X i X' nalezg do (m, N\

Wiasnos¢ wyrazona we whniosku nazywa sie jedno-
stajng ciggtoscia. Twierdzenie nasze mozna wiec wystowié
tak: funkcja, ciagta w przedziale (m, n) jest w tym prze-
dziale jednostajnie ciggta.

Udowodnijmy najprzéd, ze przedziat (m,n) mozna roz-
tozy¢ na skonczong liczbe przedziatdw czesSciowych, takich,
ze w kazdym oscylacja funkcji, czyli r6znica miedzy naj-
wiekszg i najmniejszg wartoscig funkcji, jest mniejsza od e.
Nie bedzie to jeszcze twierdzenie o jednostajnej ciagtosci,
ale cel bedzie juz blizki.

Zauwazmy, ze oscylacja w przedziale nazywamy réz-
nice miedzy kresem gornym i kresem dolnym wartosci
funkcji w tym przedziale; ale tutaj mozemy okresli¢ oscy-
lacje w przedziale, jako réznice miedzy najwiekszg i naj-
mniejsza wartoscig, poniewaz funkcja ciggta osigga swoj
kres gorny i dolny, tak iz kres gorny jest najwieksza,
a kres dolny najmniejszg wartoscig funkcji w przedziale.

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznoSci metoda
dzielenia kolejnego przedziatdbw na potowe. Przypusémy,
iz nie mozna podzieli¢ przedzialu (m,n) na skonczong
liczbe przedziatow czeSciowych o oscylacji mniejszej od e.
Podzielmy przedziat (m, n) na dwa, punktem |(m-|-n) i zba-
dajmy kazdy z dwdéch otrzymanych przedziatow'; przynaj-
mniej jeden z nich musi posiada¢ te wihasnos¢, ktorg przy-
pisaliSmy przedziatowi (m, /<), bo gdyby oba przedziaty czes-
ciowe mozna bylo podzieli¢ na skonczong liczbe czesci
0 oscylacji mniejszej od e, wtedy to samo miatoby miejsce
dla (m,n), wbrew naszemu przypuszczeniu. Niech wiec
(mi' ~i) oznacza przedziat, dwa razy mniejszy od przedziatu
(m, %) i nie dajacy sie roztozy¢ na skonhczong liczbe prze-
dziatbw o oscylacji mniejszej od e. Postagpmy z przedzia-



tem (m”™nj tak, jak z przedziatem (m, n); otrzymamy prze-
dziat (m2,n2), cztery razy mniejszy od przedziatu (m, n)
i posiadajacy te samg wiasno$¢. Otrzymamy nastepnie

przedziaty (w3,n3), (»4, nd),.., (mp i t. d. Jasna rzecz, ze
(12) O<np m)
i ze oba ciagi mit w3 mPl... i

no’ "

S§ monotoniczne: pierwszy cigg nigdy nie maleje, drugi
nigdy nie rosnie; oba ciggi s§ ograniczone, jako zawarte
w przedziale skorczonym (m, n). Stad granice

limmJ,=p i limnp=v

jp->00 p->00

istniejg, przyczem z (12) wynika lim (np—mpP) =0, czyli

p.=Vv. Punkt p, wspdlna granica obu ciggow, znajduje
sie wewnatrz kazdego z przedziatow (mpinp) dlap— 1,2,3,...
Poniewaz na mocy zatozenia, /(rc) jest funkcjg ciagly
w punkcie p, wiec w otoczeniu tego punktu wartosci
funkcji /(#) roznig sie od /'(p) mniej niz o £e, a wiec
roznica dwoch dowolnych wartosci funkcji w tym otocze-
niu jest mniejsza od e.

Wzmiankowanem otoczeniem jest pewien przedziat,
dostatecznie maty, otaczajacy punkt p. Poniewaz

i na mocy (12) r6znica np— mp przy odpowiedniem p moze
by¢ tak malg, jak sie podoba, mozna liczbe p wybraé
dostatecznie wielka, tak by przedziat "mpi np nalezat do
wzmiankowanego otoczenia. Ot6z tu wychodzi na jaw
sprzeczno$¢, gdyz z jednej strony przedziat (mp, np) nie
moze by¢ roztozony na przedziaty czeSciowe w skoriczonej
liczbie o oscylacji mniejszej od e, a z drugiej strony
oscylacja funkcji w catym przedziale (mPl np) jest mniej-
sza od £



Twierdzenie 0 mozliwosci podziatu (m, n) na przedziaty
czeSciowe o oscylacji mniejszej od dowolnie matej liczby
zostato wiec udowodnione.

Stad juz tatwo przejs¢ do twierdzenia o jednostajnej
ciggtosci.

Podzielmy wiec (m,n) na przedzialy czeSciowe (P)
w liczbie skonhczonej o oscylacji mniejszej od ~e. Z posréd
tych przedziatbw wybierzmy najmniejszy i niech 8 oznacza
jego dtugos¢. Niech teraz

X—a?| < 8
punkty x i x' lezg albo wewnatrz tego samego przedziatu
czesciowego (P), albo naleza do dwdch sgsiednich; innych
ewentualnoSci niema. Stad wynika, iz zawsze mozna zna-
lezé punkt x" taki, ze para punktow x i X" z jednej
strony, para punktow X' i x" z drugiej, nalezg odpo
wiednio do wspdlnego przedziatu (P), A wiec

. ) —fFf™\<ie
Poniewaz
M — + {/(") — ftay,.
wiec
W) — WA\ <g,

poniewaz warto$¢ bezwzgledna sumy nie moze by¢ wieksza
od sumy wartosci bezwzglednych skiadnikéw. Tak wiec
\x— <8,
pocigga za sobg
\f(x") — f(,x")\<e.

Twierdzenie o jednostajnej ciggtosci jest tedy udo-
wodnione.

76. Jezeli znamy wartosci funkcji ciggltej f(x\ dla
wszystkich wartosci zmiennej x pewnego zbioru (X) i jezeli
punkt skupienia a zbioru (X) nie nalezy do (X), to mo-
zemy z tatwoscig wyznaczy¢ wartos¢ funkcji f(x) w punkcie



skupienia a. Poniewaz znamy wartosci /'(a?) tylko dla war-
tosci zmiennej x nalezacych do zbioru (X), a a do (X)
nie nalezy, wiec znalezienie wartosci /(a) stanowi zagad-
nienie, zresztg bardzo fatwe do rozwigzania. Ze zbioru (X)
wybierzmy cigg xv x2. X3, xn, ... Ktorego granicg jest punkt
skupienia a, co, jak wiemy, (patrz 1. 45) jest zawsze mozliwe.
Z kryterjum ciggtosci wynika, ze kryterjum zbieznosci
ciggu /(a?), f(x2), - - f(xn), ++ jest spetnione. Wtedy mamy
/() = 7{ima?M)== lim/’(£2,),

co okresla nam /'(a) jako granice ciggu, utworzonego
z wartosci znanych funkcji f x).

Metode wskazang mozna z pozytkiem stosowac w celu
rozszerzenia funkcji, np takiej, ktéra zostata poczatkowo
okres$lona tylko dla warto$ci wymiernych zmiennej nieza-
leznej. Przypusé¢my, ze funkcja f(xA jest okreSlona tylko
dla wartosci wymiernych zmiennej x i ze pozatem posiada
te whasno$¢, iz do kazdej liczby dodatniej e i do kazdej
liczby x mozna dobra¢ taki przedzial, bedacy otoczeniem
punktu xt ze roznica dwéch wartosci funkcji w dwaéch
dowolnych punktach tvymiernych tego przedziatu jest, co
do wartosci bezwzglednej, mniejsza od e. Wtedy mozemy
z tatwoscig rozszerzy¢ okreslenie naszej funkcji i dla war-
tosci niewymiernych zmiennej i w ten sposéb otrzymana
funkcja bedzie funkcja ciagta zmiennej rzeczywistej X
w calym przedziale, gdzie warunki zatozenia sg spetnione.

Niech a bedzie dowolng liczbg niewymierng, w oto-
czeniu ktorej [(a?) jest okreSlona dla wartosci wymier-
nych zmiennej. Niech xv x2 Xx3,..., Xn,... oznacza do-
wolny ciag liczb wymiernych, zmierzajacych do granicy a;
funkcje /'(ar) w punkcie a okreslimy jako réwng lim f xw);

granica powyzsza istnieje, gdyz dla n>/?0 i m>

* Punktem wymiernym nazywamy punkt, Kture®o odcieta x
wyraza sie liczbg wymierna.



frn) —A™M)| <£,

co wynika z zatozenia (tyczacego sie fa?); o ile liczbe n,
dobierzemy tak, by 3n i xm nalezaty do owego przedziatu,
bedacego otoczeniem punktu a, dla ktérego réznica dwadch
dowolnych warto$ci funkcji /(a?) jest co do wartosci bez-
wzglednej mniejsza od e.

Lecz warunek (13) wyraza wiasnie kryterjum zbieznosci
odnos$nego ciggu. Tak wiec /(a) = lim f(xn) istnieje.

Rozszerzenie zostato wiec uskutecznione. Nalezy okazac,
ze W ten sposob rozszerzona funkcja nie przestata byé
ciggta. W tym celu okazmy, ze do kazdej liczby dodatniej
e i do kazdego punktu x mozna dobra¢ taki przedziat
(@?—rjr2?—j), ze skoro tylko liczby rzeczywiste x' i x"
naleza do tego przedziatu, to zachodzi nierGwnosc

(14) fa) —fa?) <e.
Zauwazymy, ze o ile x' i x" sg liczbami wymiernemi, to
powyzsza wiasnos¢ jest spetniona na mocy zatozenia. Trzeba
wiec od tego przypadku przejs¢ do przypadku, gdy jedna,
a nastepnie obie liczby x" i x", sa niewymierne. Przypusémy
najpierw, ze x" =w, gdzie w liczba wymierna a x' =a,
przytem a niewymierne. Udowodnimy, ze o ile a i w nalezg
do otoczenia punktu a; to (14) jest spetnione. Wyznaczmy
najpierw takie otoczenie (?-j- 5 X -|-5), by rdéznica dwoch
wartosci funkcji w punktach wymiernych tego otoczenia
byla mniejsza co do wartosci bezwzglednej od Niech
a nalezy do (a?—5,a?--5) i niech cigg wv w2v..lwnv.. liczb
wymiernych zmierza do granicy a; mozna wyznaczyé
taki w'skaznik n by wn nalezato takze do (a>— 8,rc4-8) i by
f(wM) réznito sie od sw'ojej granicy /'(a) o mniej niz £e;
wtedy spetnione sg jednoczesnie dwie nieréwnosci

) —fw) <|e

[l(<x) — /(wn)| < |e, skad wynika

f) —t\™\<e,



czyli przynalezno$¢ liczb a i w do (x —8, x-j- 8) pociaga
(14) dla x'=a i dla x" =w.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy obie liczby xf i x"
sg niewymierne, np. a? =a', a?=a". W tym celu wy-

znaczmy taki przedziat "x — by t) —/(w)| <|e,
o0 ile liczba niewymierna a i liczba wymierna w nalezg do
(x—i], na zasadzie poprzednio rozpatrywanego przy-

padku jest to mozliwe.

Niech xr=a' i x"=a" naleza do tego przedziatu
(«?—r|,a?-|- 1), i niech w oznacza dowolng liczbe wymierna,
nalezaca do tegoz przedziatu. Wtedy

(«)—fHI <|e i

k) —/(w)| <|e, skad wynika

I/o(«)-/-(OKe;
a wiec przynalezno$¢ liczb a' i 0" do przedziatlu (a?—
8? =q) pocigga (14) dla a? = a', x" = a". Tak wiec nie-
réownos$é (14) jest spetniona dla kazdej pary wartosci x'
i X'\ nalezacych 'do odpowiednio dobranego otoczenia
punktu a? mianowicie do przedzialu (a;— Xx-j-13. Na
mocy kryterjum zbieznosci (patrz 1 71) funkcja /(a?) jest
ciggta w punkcie x.

Do tego samego wyniku mozna bytoby dojs¢ z tatwoscia
w przypadku, gdy funkcja /(a?) jest okreSlona, nie dla war-
tosci wymiernych jakiegos przedziatu (m,n), lecz dla jakich-
kolwiek innych warto$ci zmiennej x pod jedynym warun-
kiem, ze zbiér (Z) tych wartoSci x jest wszedzie gesty
(patrz 1 39) w (m,n). Oczywiscie, zatozenie, ze do kazdej
liczby x przedziatu (m,n) moze byC dobrany przedziat
(a?—j. a7 - rj) taki, ze roznica wartosci funkcji dla dwadch
wartosci zmiennej a?, nalezacych do zbioru (Z) i do prze-
dziatu (a?—x), x-J-ij) jest, co do wartosci bezwzglednej,
zawsze mniejsza od e, musi by¢ spetnione. Niech a ozna-
cza dowolny punkt przedziatu (w, n) ktory nie nalezy do (2);



poniewaz (Z) jest zbiorem wszedzie gestym w przedziale
(wi, n), wiec kazdy punkt a przedziatu (m, ri) nalezy do zbioru
(Z) t, j. do zbioru pochodnego (patrz 1 39, adnotacja).
Punkt a jest wiec punktem skupienia zbioru (Z); mozna
zatem (patrz 1 45) znalez¢ cigg, utworzony z punktow zbioru
(2), dajmy na to zv zb znv— taki, ze limzn=a.

Warto$¢ funkcji /(as) w punkcie a wyznaczamy przy pomocy
warunku /(a) = lim/(?,). Czytelnik sprawdzi, ze zadanie

zostato w ten sposéb zupelnie rozwigzane i, ze okre$lona
w ten sposéb w (m, n) funkcja f(rc) jest ciggta. Dowod nie
rozni sie zasadniczo od poprzedniego.

77. Funkcja wykladnicza y = ar.

W ustepie 1 12 udowodniliSmy istnienie rozwigzania
czyli pierwiastka réwnania xn=al gdzie a>0, a n jest
liczbg catkowitg dodatnig, przy pomocy przekroju. Mozemy
ten sam wynik osiagna¢ w inny sposéb przy pomocy ro-
zumowania, opartego na ciagtosci funkcji; w tym celu wezmy
pod uwage f{x) =xj—  funkcja ta jest ciggla dla kazdej
wartosci zmiennej a?, przyczem /(0)<O,f! + «)=>0; liczba
zero jest wiec posrednig miedzy /(0) i fl - a); poniewaz
funkcja cigglta w (0,1 +a) przyjmuje w tym przedziale
kazda warto$¢ posrednig, wiec istnieje taka liczba c>0,
ze /(c)=0, t j. Ch=a Dwbéch liczb, spetniajacych po-
wyzszy warunek nie znajdziemy, gdyz c1>c>O pocigga
ctn > cn.

Liczbe ¢>0, okre$long jednoznacznie w powyzszy
sposdb, nazywac bedziemy pierwiastkiem Titt0 stopnia

z liczby dodatniej a i oznaczymy symbolem Qé lub a%v. Je-

zeli a=1, to \[a= 1; jezeli O<a<lI, n>I, to la)=a?l—a=
=a(an-1—1)<0, fI) =1—a=>0, wiec \ja zawarty jest
w (a, 1); jezeli a=I1, to /(1) = 1— a<O0, —a>0

i Va zawarty jest w (l,a).

Rachunek rézniczkowy i catkowy. II.



Funkcje y = ax okresSlamy dla wartosci wymiernych
Zmiennej W nastepujacy sposob; niech =P g@iziepiq

sg to dwie liczby catkowite dodatnie; wtedy ax ="a». Gdy
x jest liczbg wymierng ujemng, to okreSlenie ax spro-
wadzamy do poprzedniego przypadku zapomocg wzoru

a1~ . Gdy m=0, to zaktadamy a'=1 W ten sposob
funkcja ax zostata okre$lona dla kazdej wartosci wyktadnika
X, 0 ile x jest liczbg wymierng. tatwo sprawdzi¢, ze tak
okreSlona funkcja spetnia w zakresie liczb wymiernych
réwnania funkcyjne

1) ax.a«=ax"> t. j. 9?0/ =Ff(x+Yy);

2) (axp=ax

3) ax.ba=<aby, ° takze 6>0.

Z whasnosci trzeciej wynika, ze dla h=  Nr=a&"

0 ile a=I, to b<\, wiec warto$¢ funkcji ax w przy-
padku, gdy ¢i<l1, rowna sie jednosci pod2|elonej przez war-

i\\x
tos¢ funkcji wyktadniczej I-1 gd2|e jest juz wieksze od

jednosci. Gdy a=1, ax réwna sie jednosci. Wystarczy wiec
ograniczy¢ sie do przypadku, gdy <z>l.

Z okreslenia funkcji ax w zakresie liczb wymiernych,
wynika, Zze ax jest zawsze wieksze od O, t. j. liczbg do

datnig; dalej, gdy a>I, a® jest takze, jak widzieliSmy.
p />
liczbg wiekszg od jednosci (przy 5>0); a wiec ag—\a'l)
jest takze liczbg wieksza od jednosci. Krétko mowiac a
posiada w zakresie warto$ci wymiernych zmiennej wartosé
liczbowa wieksza od jednosci dla rr>0, a wiec wartos¢
mniejsza od jednosci dla (a=l).
Stad znowl wniosek nastepujacy: jezeli liczba wymierna



at jest wieksza od liczby wymiernej to wt rze-
czy samej, na mocy wiasnosci pierwszej ax — a®4. i -

—A Jest liczbg wymierng dodatnig, wiec aXl~X2> 1,
aXi > axt.

Udowodnimy teraz, ze jezeli cigg liczb wymiernych

#i, 92 3,..., aM,... zmierza do granicy zero, t. j. jezeli
lima?, =0, to lim axn= 1
M- n->ca

Przypusémy najpierw, ze an= - i potozmy = 1-|-

gdzie 8,,>0, gdyz a=I i ?n>0; stagd (1-j-8n)» = a: lecz
(1 +(A)">1-4n8n (patrz L 29); z otrzymanej nierOwnosci

1 +z75,,<a wynika -+ i O<an=1-+-5,<14-
n [ n
. "A-I a— . . A lim A
8tad wynika an—1 <<------ i liman== =1

Wrocmy teraz do ciggu xv x2 a%3, - - x0OT...
Poniewaz lima® =0, wiec istnieje taki wskaznik poi

. . . 1 . -A A .
Iz p>p,, pocigga |iICp|<-, a wiec a n<axp<an, czyli

[
ap—1li<A gdzie li=1—a n; gdy u—o0, h—0, a wiec
°A->-1; czyli lima?n—>-0 pocigga limar« =1 w zakresie,

oczywiscie, wartosci wymiernych zmiennej.

JesteSmy teraz w moznosci rozszerzy¢ okreslenie funkcji

() =az dla kazdej wartoSci rzeczywistej zmiennej X.
Woystarczy zastosowa¢ ogolng zasade, wytozong w ustepie
poprzednim. Musimy tylko wprzéd sprawdzi¢, czy odpo-
wiednie zatozenie, z ktdrego wynikata ciagtos¢ funkcji roz-
szerzonej jest tu spetnione. Chodzi o to, czy w otoczeniu
kazdego punktu a? mozna wyznaczycC taki przedziat (a?—i),
by réznica dyroch wartosci funkcji byta mniejsza

co do wartosci bezwzglednej od dowolnie matej liczby do®



datniej e. Latwo sprawdzi¢, ze ten warunek jest tutaj spet-
niony. Niech x nalezy do przedzialu \x\<<m—1, gdzie m
jest dowolnie wielkg liczbg dodatnig i niech, np., X"'>Xx';
mamy ax"—a®' = (ax"—x").ax'. Potézmy am=M.

Niech 5> 0 oznacza liczbe dostatecznie matla, by

"25—i<-J|\Iﬁ gdzie e jest liczbg dodatnig dowolnie mats.

Jezeli X' i x" nalezg do przedziatu (a?— 8,a?--8) i je-
zeli 8<1, to |rc| + 8<m, i O<x"—x'<25, al'<sdx&< M.

O<a’~X—l=ax"-x|—1l<<ab—

Q<ax"—aX = a\ax"-x—1) <M

t. J. do kazdej liczby x i do kazdej liczby e=>0O mozna
dobra¢ taki przedziat (x—8,x + 8), ze skoro tylko x"\x"
sg dwiema dowolnemi liczbami, nalezagcemi do przedziatu
(po — 8, X -j- 8), to

| —al<e

Warunek, od ktorego zalezata mozliwos¢ rozszerzenia
zakresu istnienia funkcji bez naruszenia ciggtosci, jest wiec
spetniony.

Tak wiec mozemy uwazaC teraz funkcje a® za okres-
long dla wszystkich warto$ci zmiennej rzeczywistej; funkcja
ta nazywa sie funkcja wyktadnicza.

Sprawdzmy, ze wiasnosci, ktére byty spetnione przez
funkcje wyktadniczag w zakresie wartosci wymiernych
zmiennej, sg spetnione i w rozszerzonym zakresie.

Niech x oznacza dowolng liczbe niewymierna,
Xv=>X"\> XN>.. > Xxw... ciag malejacy liczb wymiernych
0 granicy réwnej -, tak samo niech yl<y?2<'7Z/3<" — "
oznacza cigg rosngcy liczb wymiernych o granicy réwnej
takze x. Cigg a®l>ax->a®> ... jest malejacy, a ciag

. jest rosnacy i granicg wspolng obu cig-
gow jest al, a wiec axn>ax > ay\



Stad wnioski nastepujgce:

1) ar=>0, gdyz t"=0;

2) jezeli oc>0! to %!, gdyz mozna zawsze wybrac
n dostatecznie wielkie, by 7.>?/,,>(), co znowu pocigga

> 1,

3) tak samo, jezeli a?<0, to ax <ax¥®<l;

4) jezeli wT<x<<w2l gdzie wt i w2 sg liczbami wy-
miernemi, to all < ax<_aw», W rzeczy samej mozemy zawsze
utozsami¢ w2 z ktoérym$ wyrazem xk ciggu malejacego
0 granicy a?, a wt mozemy wzig¢ jako wyraz yt odpo-
wiedniego ciggu rosngcego 0 granicy X.

5) Jakkolwiek malg jest liczba e>0, mozna dobraé
taka liczbe r}>0, ze |a?|<t], pocigga |1 —k<e; wystar-
czy udowodni¢ te wiasnos¢ tylko dla wartosci niewymier-
nych zmiennej a?, gdyz dla warto$ci wymiernych, jak wiemy,
jest spetniona. Niech w oznacza liczbe wymierng, dosta-
tecznie malg dodatnig, by 1—e<aw<av<l s, o ile
Ja?l<w, czyli —ty<a?<w, to a-w< ax<aw na mocy wias-
nosci (4); wystarczy wiec wzigé q=w.

Udowodnilismy wiec twierdzenie: jezeli x dazy do zera,
to ax dazy do jednosci, czyli )I(ige)iz' =1 dla funkcji wy-

ktadniczej w rozszerzonym zakresie.

Sprawdzmy, ze funkcja wykfadnicza spetnia wszystkie
trzy zasadnicze réwnosci:
ax.ay = ax*y\ (ax)y =a®y; ax.bx— (a.by i dla wartosci nie-
wymiernych. Niech x iy oznaczajg liczby niewymierne
i niech lim ) \imyn=vy, gdzie x,, i ?, oOznaczajg
liczby wymierne. Jak wiemy

(15 ax«. ayn — axtt. bXn =
Lecz lim aXi— ax; lim ayn= ay;

k=« lim (abyi'I:(aBy. Przechodzéc w (15) obustronnie
do granicy, otrzymamy ax. aP = ax-iry; ax. bx = (aby.



Stad wyprowadzamy ten sam wniosek, co poprzednio.
Mianowicie, jezeli ~"<"2, to &™a 2 jezeli a>6 i rc>0,
to ar>5-c; jezeli a>-b i a?<0, to ai'<&3, it d.; wystarczy
zauwazyé, ze a=b.d, ¢Z>1; ax— (6. d)x=bx dx\ lecz
dx>1dla x>0 di<! dla x<0.

By otrzyma¢ (axfl=a”, zauwazymy, ze aXnlh=
=(aw)Jn="ax+"nyn'=(ax.a"n)tiH="ax)il gdzie lim 8h=0

lim («@lk=1limbyn= = (a3)!’; niech un i wn oznaczajg dwie

liczby wymierne, spetniajace warunki uw < 6n <ivn i takie,
ze nIimduw—o, limww = 0; wtedy (5ny~ jest liczba, zawartg

miedzy _ i (aWny ”, czyli miedzy i aWnUn; gdy n
rosnie nieograniczenie alnlw—>-1 i aw«ii—1, stad wniosek,
€ i (@8n)!n>i

ZnalezliSmy poprzednio ai*,»«= ((")yw.(a8M)y«; przecho-
dzac do granicy, otrzymamy ax,y = (ax)y.1==

78. Funkcja ciagta rosngca i funkcja wzgledem nigj
odwrotna.

Przypusémy, ze funkcja y = f*xj jest okre$lona w prze-
dziale (m,n) i ze jest funkcjg rosngca w tym przedziale,
t. j. przypuszczamy, ze m X <x» s pocigga zawsze

gdzie y1=Ff(xfjt a y2 = f(3?2). Zamiast w przedziale
(»n, n) moglibysmy rowniez przyjac, iz funkcja f(x) =y
jest wyznaczona dla wartosci 7, nalezacych do pewnego
zbioru ograniczonego (X). Oznaczmy, jak zwykle, przez
(X) zbidér odpowiadajacych wartosci zmiennej y. Kazdej
warto$ci x zbioru (X), odpowiada jedna tylko warto$¢
zbioru (X). Jezeli kazdym dwom wartosciom zmiennej X
zbioru (X), zwigzanym nieréwnoscia xx < %2, odpowiada
para wartosci zmiennej g zbioru (X), zwigzanych zawsze
nierbwnoscig yv<~g" to odpowiednios¢ miedzy obu zbio-
rami (X) i (X) jest doskonata. W rzeczy samej, wsrod par



wartosci sobie odpowiadajacych niema z pewnoscig dwdch
takich par

*I\2’ A2«

spetniajgcych warunek xY =p a?, lecz ~ =y2, albowiem ~<"2
pocigga yt<y? a ~>"2 pocigga y2=>yv czyli w zadnym
razie nie moze byé yx=y2 Widzimy wiec, ze w tym wy-
padku odpowiednio$¢ miedzy elementami zbioru (A) i (Y)
jest tego rodzaju, iz nie tylko kazdej wartosci zmiennej X
odpowiada jedna tylko warto$¢ zmiennej 7, ale i odwrotnie
jednej wartosci zmiennej y odpowiada tylko jedna wartos¢
zmiennej x. A wiec odpowiednio$¢ jest doskonata.

Zalezno$¢ miedzy dwiema zmiennemi, jako odpowied-
nio$¢ miedzy dwoma zbiorami (X) i (I7) z natury rzeczy
jest odwracalna, bo sprowadza sie ostatecznie do potgcze-
nia elementdw obu zbiorbw w pary, a para elementow,
o ile nie wprowadzimy pobocznych wzgleddw, jest syme-
tryczna wzgledem obu elementow, t. j. oba te elementy
odgrywaja te samg role; lecz, by takie potaczenie w pary
wyznaczato istotnie funkcje, mamy jeszcze warunek dodat-
kowy, mianowicie kazdej wartosci jednej zmiennej musi
odpowiada¢ jedna tylko warto$¢ drugiej i ten warunek
dodatkowy wiasnie narusza wzmiankowang poprzednio sy-
metrje, tak iz y moze by¢ funkcjg zmiennej x, lecz x moze
nie by¢ funkcjg zmiennej y w tem znaczeniu, jakie nada-
liSmy temu pojeciu funkcji poprzednio, (patrz 1 61).

W danym jednak wypadku, gdy zachodzi odpowied-
nio$¢ doskonata miedzy obu zbiorami (X) i (Y)> obie zmienne
majg te samg role, czyli rowniez dobrze y jest funkcjg zmien-
nej xs jak x funkcjg zmiennej y. Tak wiec jedng i te sama
zalezno$¢ miedzy zbiorami (X) i (F) mozna wyrazi¢ dwo-
jako, przyjmujac jako zmienng niezalezng raz x, drugi raz 7/,
a wiec bedziemy mieli y="f(x) i przyczem
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kazda z tych funkcji / i ¢ bedziemy nazywali odwrotng
wzgledem drugiej.

Udowodnilismy wiec, ze jezeli y=1f(x) jest funkcja
rosngcg zmienej a?, to istnieje funkcja odwrotna rz;_=p(<y).
tatwo sie przekonaé, ze ta funkcja rc—'p(//) réwniez jest
rosnaca, albowiem gdy yl <y2 to nie moze by¢ ani (Bt =oc2l
ani xt>4g?2, gdyz ot =2 pocigga —=y2 a >X2 pocigga
Yi>y2

Rozwazania poprzednie stosowaé bedziemy przewaznie
w tym tylko przypadku, gdy (X) jest pewnym przedziatem
(m, n), t. j. wtym przypadku, gdy y==/(#) jest funkcja,
okreslong w przedziale (m, n). W tym przypadku zbiér (F)
nie koniecznie stanowi zbidér wszystkich warto$ci pewnego
przedziatu, ale moze by¢ zbiorem mocy continuum wielce
ztozonym. Zbidr (F) jest ograniczony od goéry, co zresztg
zawsze mg miejsce, o ile zbiér (X)* posiada najwiekszy
element; niech n bedzie ostatnim elementem zbioru (X),
to jest najwiekszg liczba, nalezacg do (X). Gdyby zbidr (F)
nie byt ograniczony, moznaby znalez¢ ciag % <™3 23 .
——yliczb nalezacych do (F) i takich ze yp—>- 0o, (patrz
44). Niech a2, oe3,..., «P}... oznaczajg odpowiednie war-
tosci zbioru (X); ciag ten musi by¢ takze rosnacy, a po-
niewaz 0Cp<n, gdzie n oznacza ostatni element zbioru (X), to
f\xp) — Vp<f(n)> dla kazdego p. co jest niemozliwe, gdyz
f(n) jest oznaczong liczba, a yp dla odpowiednio dobranego
wskaznika moze by¢ wieksze od kazdej liczby. Sprzeczno$é
ta dowodzi, ze (F) moze by¢ zbiorem ograniczonym.

Zrobimy teraz dodatkowe zatozenie, mianowicie, ze
funkcja y = wyznaczona W przedziale (wi, n) jest funk-
Ccja ciggla zmiennej o w tym przedziale. Wtedy zbior (F)
odpowiadajacych Wartosci zmiennej y tworzy, jak wiemy,
przedziat (A, X), gdzie k i K sg kresem dolnym i gornym

* Zbior (X) na mocy zatozenia jest ograniczony.



zbioru (1), (patrz I. 74). A wiec funkcja odwrotna a? = cp(y)
jest okre$lona dla wszystkich warto$ci zmiennej y w prze-
dziale (/c, przyczem odpowiednios¢ miedzy wartosciami
liczbowemi x iy, czyli punktami obu przedziatbw (m, n)
i (& K") jest doskonata; m=cp&), n="p(\'), k—
K=f(n); kazdej wartosci odpowiada
i odwrotnie.

Udowodnimy teraz, ze z ciggtosci funkcji y=f(")
w (m, n) wynika ciggtos¢ funkcji x = <p(y) w (A, K\ W tym
celu wystarczy wskazaé, ze skoro tylko yn~"y, to
Ttiln)  'p(y\ Przypus¢my wiec, ze cigg yv y2 y3l..., yPl.
zmierza do granicy y\ niech = (yt), x2=1p(z2),...,
xp = <P(?»),++ Cigg Xx, X2>..., Xpy... jest ograniczony, gdyz
m<xp<_n dla kazdej wartosci wskaznika7). Na mocy twier-
dzenia Weierstrassa (patrz 1 43), cigg ten posiada przy-
najmniej jeden punkt skupienia. Twierdze, iz ciag a1, a%2,
a8, - - xPy... jest zbiezny t. j. posiada granice. Wystarcza
w tym celu udowodnié, ze posiada jeden tylko punkt sku-
pienia, (patrz 1 44). Niech x oznacza ktorykolwiek z punk-
tow skupienia ciggu f x2, @3,,.., Xp,... Z wybranych
liczb tego ciagu, jak wiemy (patrz 1 45), mozna utworzy¢
cUg, np, s2, fs,..., Op,..., taki ze lim =x, t |].

wszystkie liczby £, nalezg do liczb xky przyczem cigg utwo-
rzony z liczb dla Z=I, 2, 3,... jest zbiezny i granicg
jego jest wiasnie punkt skupienia x ciggu irl, a2, #3,..,
xfl..., (ktéry moze nie by¢ zbieznym). Niech i?, 2 1j3,...,
flip.. Oznaczajg wartosci zmiennej y, odpowiadajace wartos-
ciom £2, N ... zmiennej @, tak ze "p=f(L,p);
ciag 1x, n2, 13, - -ip,... utworzony jest z liczb nalezacych,
do ciggu zbieznego yly y2, y3l..., yPl...; a wiec cigg nx

A%+ lp v jest zbiezny i dazy do tej samej granicy yy
czyli limrjp—y. Poniewaz funkcja y=f(™ jest funkcjg



cigglta zmiennej x! wiec wzor  —f($p) przez przejscie do
granicy daje
y=Ilimp=Ilimf) =/(lim =

a wiec a?=cp(y/). Tak wiec kazdy punkt skupienia x ciggu
an %2, a%3,..., xp>... musi spetni¢ warunek tr==(p(i/), przez
co punkt skupienia x jest wyznaczony jednoznacznie; in-
nemi stowy, ciag xv x21...t xPl... czyli ciag o (YA, o (y2),...
rp . posiada jeden tylko punkt skupienia a?=cp(y/),
czyli jest zbiezny, (w < (?;,)<n). Udowodnimy wiec, ze
skoro tylko rl)">n0(}/p =y, to pIlgn o (y* = (%) = (lim yp\ co

jest sprawdzianem ciaggtoSci  funkcji a?=cp(y/) zmiennej vy.

Do tych samych wynikéw dojdziemy, jezeli zatozymy,
ze funkcja y = f(x) jest malejgca w przedziale (m, n), gdzie
ja okresSlono, t. j. ze xt<x2 pocigga zawsze yx=>yR2
Witedy istnieje funkcja odwrotna x — o (//), réwniez male-
jaca, przyczem, jezeli y/ = f(a?) jest funkcjg ciggtg w (m, n),
to rc=cp(y/) bedzie réwniez funkcjg ciagla w (A, gdzie
Z i K sg kresami funkcji f(@?) w (m, n).

Wystowienie nastepujace: ,,gdy X zmienia sie w sposob
ciggly od m do n, to y rosnie w sposéb cigglty od v do K
lub maleje w sposéb ciggty od K do k jest teraz najzu-
petniej zrozumiate; wyraza ono, ze y jest funkcjg ciggly
i rosngcg (lub malejacg) zmiennej X, przyczem k = f(m),
K=f\nj w pierwszym przypadku, k—f(n), K==f(ir)
w drugim, k<K).

79. Funkcja logarytmiczna przy zasadzie a

Funkcja wyktadnicza y = ax czyni zado$¢ powyzszym
warunkom w przedziale (—Z -j-Z), gdzie I jest dowolnie
wielka liczbg dodatnig, gdy <z>l, gdyz jest wtedy funkcjg
ciggla, rosnacg i gdy O<<a< 1, poniewaz jest wtedy funkcjg
ciggta, malejacg zmiennej X w (— Z -|-Z). Stad wynika, iz
funkcja odwrotna a?= p(y/) jest funkcja ciagta, rosnaca lub
malejaca, zaleznie od tego, czy <«=>i, czy tez O<a<l,



w przedziale («-z, ar/). Przypusémy, ze a>1; al > 1 —(ct— 1)/

jak wiemy, (patrz 1 29) wiec mozna liczbe 1o wybrac tak,

by 1>1Q, pociggato az=Jf, czyli al-=—o00, gdy Z—>-|]-00;

poniewaz a~l =-(’I‘p WiecI IiTna-z =0. A wiec mozna zawsze
->--C0

liczbe 7 tak obra¢ by przedziat (a-z, al) zawierat dowolna

liczbe y>I. Gdy O<a<l, dochodzimy do tego samego

whiosku, zwazywszy, ze az="V! i g — WY Funkcja

w ten sposéb okre$lona nazywa sie funkcjg logarytmiczng,
lub blizej logarytmem yrzy zasadzie a z liczby y; ozna-
czamy ja symbolem Logaz/; funkcja ta okre$lona jest tylko
dla wartosci zmiennej, wigkszych od zera. Zwigzek miedzy
zmiennemi X iy, wyrazony przez y — ai\ jest identyczny
ze zwigzkiem, wyrazonym przez X—L.o"ay. Z réwnosci
axl all— wynika wiec Log, wt yj) = LogayY + Logayj=>.
Ze zwigzku (aXlY'=ail wynika Logo (i/W2=="2 Logay}=>,
w pierwszym z tych dwoch wzoréw yv > 0. /[2>0; w dru-
gim >0, a moze by¢ liczbg rzeczywistg dowolna,
OkresliliSmy nie jedne funkcje, lecz rodzine funkcyj,
gdyz liczba a moze byé dowolna; liczbe te nazywamy za-
sadg. Zauwazmy, ze, jezeli b= a\ to bx=akxh stad wniosek

zestosunek y  y me zallé?)gaozé wartosci zmiennej y, | row

na sie k czyli Loglt6 lub Log?, a Mozemy wiec z tatwoscig
sprowadzac wszystkie funkcje Logay do jednej z nich, o pew-
nej ustalonej wartosci zasady a. Z wielu wzgledéw na osobne
wyroznienie zastuguje zasada rowna liczbie e (patrz 1 31).
Z tego powodu musimy wrdci¢ do liczby e. Liczbe e

!

okreslilismy w ustepie 1 31, jako granice funkcji €1-]-#)
gdy zmienna x dazy do zera, przybierajac wartosci rowne

wyrazom ciagu l1 i, i, y L W rzeczy samej, przy



=1 tunkcja (1-Fa2)-® przyjmuje wartos¢ *14 ﬁl)\// 0o-

wstaje wiec cigg {Ll| 1\2, /IH»])\3 Mozemy teraz udo-

1
wodnic, ze granicg funkcji /'(@?) = (2?3, gdy jest
liczba e, skoro x przybiera dowolne warto$ci w zakresie liczb
rzeczywistych. Przypusémy, ze liczba x spetnia warunek

n V-3V y" wtedy, jak tatwo sprawdzié

( \ - (1
\I + F]F_tl'il'/ «YA—xy< \1 + =
czyli, oznaczajgc €1+#) przez widzimy, ze nierOw-
nos¢ ){—-< x<—p00|qga ------ —l</( <t _\nll\-J ----- il
1+n+|

skad juz tatwy wniosek, ze /(a?) dazy do e, gdy x prawo-
stronnie zmierza do zera.

W przypadku, gdy x zmierza do zera lewostronnie,
t. j. gdy a?<0, wprowadzimy nowg zmienng z>0, zmie-
rzajaca prawostronnie do zera, zapomocg podstawienia

14-x . ! otrzymamy
i+

X®)=(1+ L t(| + —QFV =1+ zél (i +-0
Gdy x zmierza lewostronnie do zera, z zmierza prawo-
[
stronnie do zera, a wiec (1-|-z)z zmierza do e, do
jednosci.
lim (1 -j- xy =lim %(1 -j-2)1 (1-f—A)5 =e
0 X->»0

Mozna z tatwosciag sprowadzi¢ do poprzedniego zadanie



wyznaczenia granicy funkcji f(x) = (1 -j-zxy, gdzie z jest
dowolng liczbg == 0.

1@?) = {97} gdzie cp@@?) = (1 + zx)ZN
gdy x¥ 0O, zx—=>0 i )I(i_rpé:p(a?) =¢e na mocy poprzedniego.

Dalej Igf(x) = z. Igep(ic), gdzie Ig oznacza logarytm przy
zasadzie e; poniewaz logarytm jest funkcjg ciggla, wiec
lim \z. Ig ¢p(a?)l = z. Ig Ila>lj£g cp(rc)ll =z, gdzie z jest state. Po-

niewaz w rownosci lg/(a?) =z .lgcp(@?) strona druga po-
siada granice, wiec istnieje granica strony lewej, czyli takze
i N =7z i = ') = —
)I(!gblgf(a.) z, dalej /(a;) = elsf(z) ImE)I a?) Ilrg

— pOniewaz funkcja Wyk+adn|cza jest ciagta;
ostatecznie g:i_% f(x) =eli mx:> 8 czyli lim (I-\-zx)x =ez|

jezeli np., x dazy do zera, przybierajgc wartoSci rowne
odwrotnosciom liczb naturalnych, to otrzymamy wzor

Na zakonczenie tego rozdziatu, wyznaczymy jeszcze
granice wyrazenia h— , gdy x dazy do zera. Udowodni-
liSmy poprzednio, ze :Iri_%rzrzl, tak wiec licznik ax—I
dazy do zera, mianownik tez. Znane nam dotychczas
metody, nie pozwalajg odpowiedzie¢ na pytanie, czy
funkcja < =-—— posiada granice dla x—>0 i jezeli

posiada, czemu sie ona réwna. Zadanie to mozemy
rozwigzaé w sposéb nastepujacy. Przedewszystkiem, mo-
zemy zatozyé, ze a=F1 bo w przypadku, gdy 'a=l,



ax— 1 rowna sie 0 dla kazdego @, a wiec lim------ —0,

X ->0

(a=1). Podstawmy nowg zmienng 2| ktadac

ax=1 (gdzie a=0 lecz 4 1)
gdy x 0, to z réwniez dazy do zera. Funkcja 7, okres-
21g a.

lona przy kazdej wartosci x == 0, przyjmuje postac g
poniewaz
aloga=1g(l 4-2).
Tak wiec zadanie nasze sprowadzilismy do wyzna-
Czenia nastepujacej granicy
NBigd¥7)~ 'Solgia 2"
gdzie symbol Ig oznacza logarytm przy zasadzie e. Lecz,
jak wiemy, lim (2)t =e, wiec loglim (1-|-2)18— 1,
poniewaz funkcja logarytmiczna jest ciagla, wiec mozna
przestawi¢ symbol logarytmu i symbol granicy, tak ze
I1=loglim(1 2)yz=Ilimlog(l -j-z)J2 Mozemy wiec na-
pisac:
ax—1 lga lga
o~ lg{14-2)1"} — lim ilog(l-j-zpj — ¢
Gdy a—e i tylko wtedy powyzsza granica rOwna sie jed-
nosci, czyli
. eT—I1
lim------- — 1

a-->0 a?

80. FuYikge hiperboliczne.

Funkcje hiperboliczne sg zwigzane w ten sam sposob
z hiperbolg réwnoboczng, jak funkcje trygonometryczne
z kotem. By wykiad zyskat na jasnoSci, poprzedZmy go
krétkiem elementarnem przypomnieniem wiasnosci funkcyj
trygonometrycznych, wyprowadzonych tg sama droga.

Niech bedzie dane kolo trygonometryczne C (0 pro-



mieniu r=1) i na nim punkt staty A i zwrot ustalajacy
kierunek dodatni. Koto to odniesiemy do spétrzednych
prostokatnych; poczatek spotrzednych umiescimy w Srodku
kota, a osie skierujemy w ten sposdb, by 0§ Ox przecinata
koto wiasnie w punkcie A i tak by odcieta punktu A byla
réwna jednosci (a nie —1). Niech M oznacza dowolny
punkt na kole, a x i y jego wspotrzedne. Oznaczmy dalej
przez u podwojone pole wycinka kotowego AOM; u réwna
sie takze dtugosci tuku AM (w kierunku dodatnim) na-
szego kota. Kazdej wartosci u odpowiada wyznaczone po-
fozenie punktu M na kole, a wiec i wartoSci spotrzed-
nych x i ij tego punktu. Jasna rzecz, ze odwrotne twier-
dzenie nie jest prawdziwe, t. j. temu samemu punktowi
M, albo, co wychodzi na jedno, tej samej parze liczb @, v,
odpowiada nieskonczenie wiele wartoSci zmiennej u, roz-
nigcych sie o 2jt. Poniewaz x iy punktu M sg, jak widzie-
liSmy, funkcjami zmiennej u, wiec bedziemy mogli ozna-
czyé X przez cosu, a 'y przez sinu; poniewaz x2 + //2—li
(réwnanie kota), wiec w ten sposéb okreslone funkcje
cosu i sinu czynig zado$¢ zaleznosci cos2u -f- sin2u= 1.

Dalsze wiasnosci tych funkcyj wyprowadzi¢é mozna
z teorji obrotu; w tym celu zbadamy przeksztatcenie lin-
jowe X' — ax-j- by, y'—coc -|- dy, posiadajgce te wiasnosé,
ze kazdemu punktowi M na kole G o spdétrzednych
odpowiada przeksztatcony punkt M' o spéirzednych x',yr
na tym samym kole C; innemi stowy X'2-j-y'2=x2-j-y?,
mozemy z fatwoscig obliczy¢ wartosci spétczynnikow
fl,6c,d w Xxr=ax i y'—cx-\-dy\ podstawiajac
otrzymamy: (ax -j- by)? -j- (cx ¥ dy)t = (a2 c2)x2 -|-
-j-2(ab6 -j- cd)xy -j- ) =d)y?—x ==y?2, a wiec wspomniane
wspotczynniki muszg czyni¢ zado$¢ warunkom

%%2 A_fé;\',? ab-\-cd = 0.



Z tozsamosci (rl2—c2) (62 -—)—(abcd)2 = (ad— cb)2,
wynika (z¢/— c6)2=1, wiec ad—ch=T, gdzie t==1.
Rownania ab-\-cd=0 dajg
ad—cbh=x

Zjd_cli albd @fc_d

zaleznie od tego, czy r réwnasie -|-1, czy — 1 Otrzyma-
liSmy wiec dwie klasy przeksztatcen:

X' —aoc — by . X'=ax-[-by
y' = bx-\-ay y'— bx — ay;
przyczem az-\-hy=\;

pierwsza odpowiada obrotom, druga symetrji. W dalszym
ciggu zajmowac sie bedziemy tylko obrotami.

Nie¢h Mt i M2 oznaczajg dwa dowolne punkty na
kole C o sp6trzednych scl,yl dla M i ox,y2 dla punktu
Obrét zamieni nam punkt Mt na M'v a punkt M2 prze-
ksztatci w M\; oznaczmy przez x\,y\ i oc2,yr2 sp6trzedne
tych dwéch punktéw. Mozna z tatwoscia udowodnié, ze
pola wycinkow kotowych M1OMi i MrlO1f2 sg sobie
réwne; mozemy wiec powiedzie¢, ze obrét przeksztatca
wycinek kota na inny wycinek, o tem samem polu. *

WréEmy do obrotu x' = ax—by, yf— A-bx-j-ay,
gdzie a2-|-62=1; zauwazymy, ze spétczynniki a i b s
zwigzane ze sobg réwnaniem kota C, t.j. istnieje na kole
C punkt N o spétrzednych a i b; niech u oznacza po-
dwojone pole wycinka AON; wtedy

a==cosy, h=sin-u

Obrét x' = ax— by, y' = -\-bx -|- ay, przeksztatca, jak
tatwo sprawdzi¢, punkt A (1,00 na punkt N(a, b); ten sam
obrot przeksztatci punkt M w punkt M, tak iz wycinek

* Punkty Af2 i M,, wyznaczajg nieskoriczenie wiele wycinkow,

ale kwestja wielowartowosci nie sprawia w danym wypadku trud-
nosci i czytelnik sam ja sobie rozjasni.



40}V zamieni sie na wycinek MOM'; a wiec pola tych wy-
cinkbw muszg by¢ réwne. Tak wiec pole wynika M'OA =
polu wycinka M' OMA- pole wycinka MOA — polu wycinka
MOA.-j- pole wycinka NOA. Niech u oznacza pole wycinka
MOAS v pole wycinka NOA\ pole wycinka M'OA =u-|-v.
Jezeli X, y oznaczaja spétrzedne punktu 37, a X\ y' spot-
rzedne punktu M\ to
X = ax— by

(16) y' = bx-\- ay,
lecz a=cosv, 6 =sinv, a?=cosu, t/=sinu, X' = cos (W-j-V),
y'=sin(u-|- v\ Stad (16) daje nam wzory na dodawanie

cos (u-j- v) = cosucosv — sinwsinv

sin (u-|-v) =sinucosV -j- sinv cosu;
z tych wzoréw mozemy z tatwoscig otrzymaé wzory na
réznice, na podwojenie i t. p.; zauwazymy zresztg, iz przy
rozszerzeniu funkcji cosuisinu dla wartosci ujemnych u
zapomocg wzoréw cos (— u) = coszt, sin (—«) sinu,
ze wzoréw na sume u-\-v mozha otrzyma¢ wzory na roz-
nice u—v przez zamiang 4 ha —i>, wzory te sg nastepu-
jace:

cos (U— V) = cos U CcosV -j-sinusinv
sin(w — y) =sinucosv — sinv cos u.
Z tych wzoréw otrzyma¢ mozemy przez dodawanie stronami
oS (W -|- v) + cos (zt — v) = 2.cos u cos v
Sin (< -j-v)  sin(z — v) = 2sin zt cost\
Pierwszy z tych wzoréw jest ksztahu:
(17) — f(u—v) = 2f(u).f(vY
Wzér ten stanowi roéwnanie funkcyjne, ktdérem sie teraz zaj-
miemy. Chodzi¢ nam bedzie o znaleziezienie funkcyj ciggtych, czynia-

cych zado$¢ tema roéwnaniu. Usuinmy najpierw raz na zawsze roz-
wigzanie trywialne /(«) = 0. Rozréznimv dwa przypadki.

W rzeczy samej, niech w (17) v =10, wtedy otrzymamy
2M"u)y=2/(zt) . /(0), czyli /(O)=I. Poniewaz w punkcie 0
nasza funkcja jest ciggta, wiec w otoczeniu punktu zero-

Ra™hunek rézniczkowy i catkowy. I1. 7



wego przyjmuje warto$ci dodatnie; przypusémy, ze a >0
nalezy do tego otoczenia punktu O, t. j.,, z2 a=>0 i dla
funkcja /(cc) jest >0. Napiszmy (17) w postaci
f(u-\-v) = 2 f(u). fvu)— f(u—v) i potézmy kolejno
u—a v=a
u=2=2a c=a
m=3k, v=ait d,

/m(23) = 2/-(2a)-I1

/(3a)=2/(2a) I"(a) —/(a)

[+(4a) = 2/(3a)./(a)-f(2a).
Te wzory wyznaczg nam wartos¢ funkcji f(u) dla kazdej
wartosci u ksztattu u=na. gdzie n catkowite >O0.

Napiszemy teraz wzér (17) w postaci

/(W /(v)=1{(u+-+FfUu—V}

i potozmy kolejno:

otrzymamy

U=V—s U=u=—_ u t> 3
otrzymamy: T2 =-fa)-] 1,
skad okreslimy / jednoznacznie, poniewaz 0;

dalej
AVVIBSVSSARTES WP EUWAA

i t. d., skad wyznaczamy jednoznacznie /(\Eltl) / t8\} it d,

wogole Agg, gdzie p jest dowolng liczbg catkowitg, > 0.

Kfadac teraz 7 = at i postepujac z «l jak z a, znajdziemy

warto$ci naszej funkcji /(u) dla kazdej wartosci u ksztattu

n
u= no.i——a.



Tak wiec ma wartosC okreSlong dla kazdej

pary liczb catkowitych dodatnich n i p. Niech o oznacza
dowolng liczbe rzeczywistg >0O; mozna zawsze utworzyc

cigg liczb wt, w2, ..., wm,... z posrdd liczb ksztaktu —cc, takich,

ze lim wm=oc! poniewaz zbidr liczb  a jest wszedzie gesty

w dowolnym przedziale (0, Z), gdzie Z>0; a wiec kazda
liczba dodatnia o jest punktem skupienia tego zbioru. Posit-
kujac sie ciggtoscig funkcji /(u) okreslimy ja w punkcie
u=ou zapomocg przejscia do granicy

/(™) =/"(limw,,) = lim

gdzie jest liczbg wyznaczong dla kazdej wartosci
wskaznika m.
Uczyhmy teraz w (17) u={(), otrzymamy
—v)=®), poniewaz f0)=I, awiec f(v)=/ —v);
stad wynika rozszerzenie funkcji /(u) i dla wartosci ujem-

nych zmiennej u.
Nalezaloby jeszcze sprawdzié¢, czy funkcja /(«), okreslona dla

wartosci u ksztaltu u = 5 a, czyni zados¢ warunkom ciggtosci (patrz

1 76); lecz tu, jest to oczywiste, o ile /(a) wybierzemy zgodnie z warun-
kiem O™/(a) <1, bo wiemy, ze istnieje taka funkcja, czynigca zado$¢
réwnaniu funkcyjnemu (17), mianowicie funkcja cosu. Kat 6 wybierzemy

w ten sposdb, by /(a) = cosO, przyczem i 0<O<~- .Postepujac jak

n

poprzednio, otrzymaliby$smy f ; ktadac u=—a, be-

dziemy mieli /(u) = cos , dla wszystkich wartosci u ksztattu

u =2— a; a wiec na 'mocy ciggtosci musimy mie¢ /(u) = cos (&u),
p

0
gdzie k = — (stata). Dla wszystkich wartosci rzeczywistych zmiennej
a

zt>0, dla u=O0i wreszcie dla u<O.



Tak wiec rownanie funkcyjne (17) okresla funkcje ciggly jedno-
znacznie, o ile zatlozymy ze w otoczeniu punktu u=0 funkcja /(«)
przyjmuje warto$ci mniejsze od jednosci: funkcja ta jest w tym przy-
padku funkcja cos (A:u).

Do przypadku f(a) >1 wrécimy pdzniej.

Funkcje hiperboliczne.

Zamiast kota r4—z2=1 wezmiemy dla okre$lenia
funkcyj hiperbolicznych krzywa, ktérej roéwnaniem jest
n2—"2 ) jes| |o hiperbola réwnoboczna; asympto-
tami sg dwusieczne x—Yy i X——y. Ograniczymy sie tylko
do tej gatezi hiperboli, ktorej punkty majg odcieta dodatnia.
0§ Ox przecina te gatgz w punkcie A; niech Jf (patrz rys. 3)
oznacza dowolny punkt na owej gatezi hiperboli, a X iy
spétrzedne tego punktu; na razie ograniczymy sie do przy-
padku, gdy nie tylko x, ale i y>0. Okre$imy pole wycinka
hiperboli MOA, t. j. pole, ograniczone promieniami wo-
dzacemi OAS OM i tukiem AM hiperboli. W tym celu
obieramy na tuku szereg punktéw, polgczymy je ze
soba linjg tamang i oprécz tego kazdy z tych punktéw po-
taczymy z punktem 0. Otrzymamy w ten sposob szereg
trojkatow; bedziemy teraz brali pod uwage sume pol w ten
sposdb utworzonych trojkatéw. Podwajajac liczbe punktéw
podziatu na tuku AM tern samem podwaja¢ bedziemy
liczbe skiadowych tréjkatow. Jezeli oznaczymy przez
s2, 63,..., sn,... sumy pol tych tréjkatow’, to zauwazymy,
ze cigg sl, s2, s3,... jest Mmalejacy; 1z drugiej strony nie
trudno sie przekona¢, ze jest ograniczony od dotu, a wiec
musi posiada¢ granice. Mozna dalej udowodni¢, ze granica
ta nie zalezy od prawa podziatu wycinka AOM hiperboli

* Czytelnik, jako ¢wiczenie, moze na podstawie réwnania hiper-
boli naszej udowodni¢, ze jezeli z jednej strony o oznacza pole tréj-
kata OAB, gdzie A i B sg punktami hiperboli, a 8 i 0o, oznaczajg
pola trojkatow AOC i COB, to o, -|- 02 <o, zakladajagc, ze punkt C
lezy na hiperboli miedzy punktami A i B.



na czesci przy pomocy punktow podziatu na tuku AM,
byle tylko pole kazdego tréjkata w procesie granicznym
dazyto do zera. Dowodu tego nie podajemy tutaj, gdyz
odpowiednie rozwazania w postaci znacznie obszerniejszej
podane bedg poZniej przy okreSleniu catki, jako granicy
sumy, (patrz 1 128) i czytelnik, obeznany z trescig tych
rozwazan sam z fatwoscig uzupetni te luke.

Granice tylko co okre$long nazywac bedziemy polem
wycinka AOM hiperboli.

Mozemy przejs¢ teraz do istoty naszych rozwazan.
Whprowadzmy parametr w. rowny podwojonemu polu wy-
cinka hiperbolicznego MOA, t. j. u=2s, gdzie s jest tylko
co okre$long granicg ciggu s2, 83,... Gdy damy sobie
t/>0, to tern samem punkt M jest okreslony jednoznacznie,
a wiec i pole s i parametr u\ tak samo a?>0 okreSla jedno-
znacznie u, jezeli uméwimy sie bra¢ punkt M w pierwszej
Cwiartce. Z rozwazan geometrycznych, ktorym jednak mozna
nada¢ szate analityczng, widaé, ze u jest funkcjg rosnaca
zmiennej x\ tak samo u jest funkcjg rosngca zmiennej v;
funkcje te sg funkcjami ciggtemi odpowiednich zmiennych.
A wiec odwrotnie wartosci x i % spohrzednych punktu M
sg funkcjami cigglemi tego parametru u.

Odcieta a? bedziemy nazywali cosinusem hiperbolicznym
parametru w, rzedng za$ % — sinusem hiperbolicznym para-
metru u. OznaczaC bedziemy te funkcje symbolami.

X = Cku, y= Shu.
Tangensem hiperbolicznym parametru u nazywac be-

dziemy iloraz dwéch poprzednich funkcyj i oznaczac

bedziemy te nowg funkcje symbolem Tint.
Z okre$lenia funkcji hiperbolicznych wynika zwigzek
nastepujacy:
Ch2u— Shu=1
Dalej, gdy M=0, S7ao =0, Cho=\.



Przekonamy sie teraz, ze funkcje hiperboliczne posia-
dajg wiasnosci, analogiczne do wiasnosci odpowiednich
funkcyj trygonometrycznych, mianowicie odpowiednie
wzory na dodawanie i odejmowanie sg zupetnie podobne,
albo tez réznig sie znakami.

Wyprowadzimy najprzéd wzory na dodawanie, t. j.
znajdziemy zalezno$¢ miedzy funkcjami hiperbolicznemi
parametru a funkcjami hiperbolicznemi parametréw
uit

Zaczniemy od przeksztatcenia, ktére przez analogje
nazwacby mozna bylo obrotem hiperbolicznym.

Niech rc' = ntc-|-my

y' — moc -j- ny
Podnoszac do kwadratu obie te réwnosci i odejmujac stro-
nami, znajdziemy, ze X'4t—1t/2=(n2— m2)(a?2— ?2). Jezeli
wiec spotczynniki n i m zwigzane bedg zalezno$cig
n—m2=1, t. j. czynig zado$¢ réwnaniu hiperboli na-
szej, to
a”—y't= —u2

czyli r6znica kwadratow spétrzednych pozostaje bez zmiany;
jezeli wiec X i y sg spétrzednemi punktu M na hiperboli,
t. j. jezeli x8—y2=1, to i punkt przeksztalcony M' o spét-
rzednych x',y' bedzie takze na hiperboli, gdyz x<¢—y't
takze réwnac sie bedzie 1.

Tak wiec obrotem hiperbolicznym nazywa¢ bedziemy
przeksztatcenie
(18) X' = nx-\-my

y' — mx-"-ny, 1
gdzie n2—wi2=1, przyczem na razie ograniczymy sie do
przypadku, gdy x=>0,y>0,n>0 m=>0; wtedy i X' >0
i /=0.

Niech 3/ i JV oznaczajg dwa dowolne punkty hiper-
boli, nalezace do pierwszej cEwiartki, M' i N' punkty im
odpowiadajace przez obrét hiperboliczny (rys. 3). Niech



X 1y oznaczajg spotrzedne punktu M; x',y' — spGtrzedne
punktu M'; xx i yY spOitrzedne punktu 2V: wreszcie X\ i y\
— spotrzedne punktu N'. Miedzy spotrzednemi x iy
Z jednej strony, x' i y' z drugiej zachodzi zwigzek (18);
tak samo miedzy spétrzednemi xt i yr z jednej, a xrv y\
z drugiej strony. Dwa wycinki hiperboliczne OMA i OM'N
bedziemy nazywaé odpowiadajgcemi. Udowodnimy. ze pola
takich wycinkéw sa sobie réwne.

W tym celu potagczmy cieciwami Mz N i M' z AT/,
otrzymamy dwa tréjkaty OMN i OM'N', ktére bedziemy
nazywali trojkatami odpowiadajacemi. Udowodnimy naj-
przod, ze pola dwdéch odpowiadajgcych sobie trojkatéw sg
zawsze rowne; oznaczmy pola tych trojkatow przez Somn
i Soifjft jak wiemy z geometrji analitycznej,

23VIN0 = xyl — xry
2Somn' = X'yx —s\y';
wyrazajagc w ostatniej rownosci a/,y' i x'vy\ w zaleznosci
od xty z jednej strony, od xwvyx z drugiej przy pomocy
wzoréw (18), otrzymamy :
X'yY\—x"xy' = (%ia? + — Qnxx -V myv)(mx + ny) =
= (N — m2")(xyl — xty);
poniewaz nt— m2=1, wiec X"y\—x\y' —xyI —xxy, czyli
2Somn = 2 Somn'

Zamiast trojkatow, bedziemy rozwazali teraz odcinki
hiperboliczne odpowiadajgce; podzielmy kazdy z nich na
czesci w ten sposob, by punkty podziatu na tukach MN
i M'N" odpowiadaty sobie.

Pole s wycinka hiperboli OMN okreslilismy jako gra-
nice, do ktérej dazy suma sH pol tréjkatow, powstatych
z potaczenia punktdw podziatu z punktem O i miedzy
sobg linjg tamang, gdy pola tych trojkatéw dazg wszystkie
do zera; wtedy liczba punktow podziatu nieograniczenie
rosnie i lims, =s.



Podobnie okreslamy pole s" wycinka OM'N' jako gra-
nice limsw=s"

Poniewaz przy tym sposobie podziatu na czesci, troj-
katy, otrzymywane przez wstawianie nowych punktow po-
dzialu, sg zawsze odpowiednio réwne, wiec sg takze rowne
i ich sumy, t. j. przy kazdej wartosci liczby catkowitej
dodatniej n

x Sn----S g
z tego powodu réwne sg i granice tych sum, czyli pola
dwdch wycinkéw sobie odpowiadajacych, t. j.

s=s"

Mozna to krétko wyrazié tak: obrét hiperboliczny nie

zmienia pola wycinka hiperboli.

Uzasadnijmy teraz wzér na dodawanie dla funkcji hi-
perbolicznycb. Wro¢my do wzoru (18), wyrazajacego obroét
hiperboliczny. Poniewaz n2— wi2==I in>0, m>0, istnieje
na hiperboli w pierwszej ¢wiartce punkt )V, ktorego spot-
rzednemi sg Xx=n i y=w, ni m mozemy wiec wyrazi¢
w zaleznosci od parametru m; niech v bedzie wartoscig
tego parametru dla punktu JV, t. j.

n = Oht\ m = SHi)

Mozemy sprawdzié¢, ze przeksztatcenie (18) zmienia
punkt A(1.0) na punkt (wm). Przypusémy, iz to samo
przeksztatcenie (18) zmienia punkt Jf(.7;,y) na punkt

wtedy oc'y' 1 XSy sg zwigzane zalezno$cig, wy-

razong przez wzory (18). Niech dalej u oznacza parametr,
odpowiadajacy punktowi M! a u' parametr, odpowiadajgcy
punktowi M', tak Zze:

xX= Cku, y — Shu,

X' = Chu', y = Shu"\
ale U =u-|-t>; w rzeczy samej wycinki hiperboli OAM
i O\M' odpowiadaja sobie, bo (18) przeksztatca A na N.



a M na M', a wiec pola tych wycinkbw OAM i ONM'
sg sobie rowne; stad wynika odrazu, ze pole wycinka
AOM', réwna sie polu wycinka - pole wycinka
OAM, gdyz pole wycinka AOM' = polu wycinka

pole wycinka ONM\ pola wycinkbw OAM i ONM', jako
odpowiadajgce, sg sobie rowne. Oznaczywszy przez Soam
Soam | Soan pola tylko co omawianych wycinkéw hiper-
boli, znaleziony wynik mozemy stresci¢ przy pomocy wzoru

“"0AM' — SOAA/-|- "OAN-,
co ze wzgledu no to, z& 2am = U’, 2Dam — u, 2Van=yv,
mozna napisa¢ W postaci
u=u4gv.
Tak wiec:

= 0bu, y=Sou, n=C'hv, m— Sy,

X' =Cli(u4-v), V=%(u4-v)
wobec tego zalezno$¢ miedzy x',y' i X,y wyrazona przez
(18) przybiera postac
(19) Cb<u-\-"=CbuChv-\-shusS v

Sud'y)— mClir4" CbuSv.

OtrzymaliSmy szukane zaleznosci. Jezeli teraz u—+»
oznaczymy przez w, to t'=ic—u, i rozwigzawszy poprzed-
nie réwnania (19) wzgledem Chv i Sbv, otrzymamy wzory
na roznice:

(20) Cb(«¢;—u) = ChH Chu— SH,wSou
S (yc — u) = Sow Obu—Chb wShu.

Jezeli teraz okreSlimy Cbu i Sbu dla wartosci ujem-
nych parametru w, zapomocg zaleznosci Ch\—u)— Chu,
DP*—Uu) = — SDu, to wzory (20) mozna otrzymaé wprost
ze wzorow (19), podstawiajgc —v zamiast v.

Ze wzor6w (19) i (20) mozemy otrzymaé wszystkie
inne wzory z teorji funkcyj hiperbolicznych; tak np.,



X ThurThv X Thu—Thy
r, ey Y=i+5>»«.ra,’ v (I\/I >=i — Thu Th>'

(21) Ch<u + v) + Ch<u—v) =2 Chu. Chyv;
Ch-2u— Ch2u + S722u =1+ 2Sh2u==2Ch2u—1;
Sh2u = 2Su Chu\ Th2u= ~=u 1t d

Podobienstwo do wzor6w trygonometrycznych jest
uderzajgce. Wszystkie te wzory pozostajg stuszne jak tatwo
sprawdzi¢, gdy u<O.

Wyprowadzimy jeszcze wzory, analogiczne do wzoréw
Simpsona.

Ch,,+ Chi==2Ch™"Ch",

N™-Chr = 25" + rs/T-1"™.

Shu+shnhilshnechh,

Shu — S e— 5t ——

wzory te otrzymujemy ze wzordéw (19) i (20), uwzglednia-
jac. ze

Funkcje trygonometryczne dla o<<m<<9 czynig zados¢
nieréwnosci
sin u < u <tgu,
z ktérej wynika dzielac przez sinu,
u 1
sinu  cosm

. sinu .y in(—u) sinu
czyli cosu<----- <1; ponlewaz--------—



sinzz T X

wiec cosu<——-<1, dla —wynika

Mozemy szereg podobnych wynikéw otrzymaé i dla
funkcyj hiperbolicznych.

Jezeli potgczymy punkt M hiperboli z punktem O,
a w punkcie A na osi Ox przeprowadzimy styczng do hiper-
boli, (ktéra bedzie prostopadta do Ox\ to promien OM
odetnie na tej stycznej odcinek AK, ktdéry jest obrazem
geometrycznym funkcji Thu; w rzeczy samej, z podobien-
stwa trojkatbw OMP i OKA, gdzie MPOoc, wynika

P A
%p~ol\< czyli AK =§,q—u—: lhu; wynik ten jest praw-
dziwy i dla u<O- Niech u>0; pole trojkgta OAK mnigjsze
jest od pola wycinka hiperboli OMA, czyli od to za$

ostatnie pole mniejsze jest od pola trojkata OMA, czyli
OA . AK<Mu<”™ OA .PM, czyli Tliu<Cu<_Shu; poniewaz
w=>0, mozemy wszystkie wyrazy tej nieréwnosci podzieli¢
przez Shu. otrzymamy

1 u
Chu Shu/™ '

czyli ] <=2 <Chu;
Sy _S

poniewaz u; Oh (—w) = 07?u, wiec powyzsza
nierowno$¢ pozostaje prawdziwg i dla u<O. Zakladajac,
ze u—>0 i przechodzac do granicy, znajdziemy, ze

limay — g

u->0 ”

Zbadajmy jeszcze granice Chld_l» gdy u->0;



Phu==28h—-1 Bhu—1—2h2gi M 1 Szet
2 u

lim LTV VB, oy 3RV —

U->o a

tak wiec hm—q—]y— ————— =0.

U=o

Udowodnimy teraz fakt zasadniczy, ze sumg Shu i Chu
jest ey, t. j. Shu-j- Chu=-eu.

W tym celu oznaczmy badang sume przez /(u), t j.
niech f(u) = Shu-|- Chu-, znajdziemy réwnanie funkcyjne,
ktéremu czyni zados¢ funkcja /(u). odpowiadajace wzorowi
na dodawanie: mianowicie
f(u-j-u) = Sh (w-j-zj# Cli(u-j- uy=SHiu Chu 4- Shu Chu -j-
-j- Chu Chu + Shu Shu= (Chu 4- Shu) (Chu 4- Shu) =f(u) ,f(u),

t. J. f(u-"-u) = f(u).f(u).

Udowodnimy, ze réwnanie (22) wyznacza jedna tylko
funkcje, jezeli zatozymy jej ciggtos¢ i damy jej war-
tos¢ w punkcie u=1, kladac f(\) = a, gdzie a liczba stata
>0 i nie rowna jednosci, zresztg dowolna; poniewaz funkcja
wyktadnicza u czyni zado$¢ powyzszym warunkom, wiec
stad wyniknie, ze f(u) jest funkcjg wyktadnicza.

Z (22), kladac kolejno u=u; u—Ilu-, v=3w; i t. d,
otrzymamy: fRUW =)} 2 /Bw)={()}, - - f(mt) =
—{)} 1,... gdzie n dowolng liczbg catkowitg dodatnia

Z réwnosci f(nu)= {/(u;(” znajd2|emy (u)= {/’(nu))n kia-
niech teraz u=um,

gdzie m jest liczbg catkowitg dodatnig; poprzednia réwnosc¢
! = -1{/ (vw» =m {/(?<);M; Stad wniosek, ze z (22)

*wynika



(9}

(ﬂ]:(y)}"" =aS cyli f?) =a dia

tej wartosci wymiernej zmiennej x. Stad, biorac pod
uwage ciggtosé, wnosimy, ze f(u) = au dla kazdej wartosci
dodatniej zmiennej u. Z (22) wynika, dla v=0, /(<) =
=/(it) * /(v), czyli /'(())=1 poniewaz nie moze by¢ f(u) =0;
przy %*=—u z (22) wynika ["(0)=/(?/). f(—u); czyli

= wynika stagd tozsamosSC funkcji, okreSlonej
przez (22) z funkcjg wykladniczg dla 2= () i dla iz<O..

Stad wynika, ze
Chu-j- Shu=2a",

przyczem a= Chl Sh1l; udowodnimy teraz, ze a=e¢;

W rzeczy samej Iirra-c-ill:-} =lga
u->0 W '

A'—1=Chu—1 Shy,
a —1 Chu—1 Shu

U U - U
lim &~ ppEhul o, S
0 u u >0 u->0 Ww

lecz, jak widzieliSmy przed chwilg, pierwsza z tych granic
réwna sie zeru, druga jednosci, skad w danym przypadku
hm & 1, czyli lga=1;
m>o0 U
stad wynika, ze a=¢, co trzeba byto udowodni¢. Mamy
wiec ostatecznie dla wszystkich wartosci X;
(23) Chx -|- Shx =ex;
zmieniajac X na —a?, otrzymamy Chx— Shx=¢ », do-
dajagc te dwie rownosci do siebie stronami, otrzymamy
-(hx=er e ; 2Shx—el— a wiec



(24) Chx ="™MA-e-x\l = e-xy

Zauwazymy jeszcze, ze ze wWzorOw (ex)n = eny, (e~x)n = e~nx,
wyhikaja wzory

(C7za?4- Shx)n= Chnx  Shnx

{Chx — Shxy = Chnx — Shnx.

tatwo otrzymaé wykres funkcji y—Chx i y— Shx\
mianowicie, w pierwszym przypadku ? = -|,(ea:4-e-IC) (rys. 4)
jezeli wiec wykreslimy funkcje yx=¢ll i 22 =%~ to wy-
kresem funkcji y = Chx bedzie miejsce geometryczne $rod-
kéw odcinkéw rzednych, zawartych miedzy obiema krzy-
wymi, gdyz y =1 (" +y2- Krzywa ta nosi nazwe krzywej
tancuchowej. Przebieg jej zmiennosci jest nastepujacy: gdy
x ro$nie od —oo0 do 0, to y = Chx maleje od -j- oo do 1;
gdy x ro$nie od O do -f- oo, to Chx rosnie od 1 do -j- oo.

Zauwazymy, ze Chx = "1-|- Shtx, przyczem, natu-
ralnie, nalezy przed pierwiastkiem uwzgledni¢ tylko znak
poniewaz Chx""-\ dla kazdej wartosci zmiennej x.

Dla otrzymania rzednych funkcji y = Shx = \{e?%—e-x\
wykreslimy naprzod (rys. 4) yv=e? i 2 =—e-X i wy-
znaczymy miejsce geometryczne Srodkéw odcinkow rzed-
nych, zawartych miedzy obiema krzywymi, gdyz i tutaj
y = Myx-\-y2). Przebieg zmienno$ci jest nastepujacy; gdy
x ro$nie od — 00 do O, Shx réwniez rosnie od — oo do
zera; gdy x rosnie od zera do 4- oo, Shx réwniez rosnie
od 0 do o0 Shx jest wiec funkcjg rosnacg w catym
zakresie istnienia.

Gdyby$my chcieli otrzymac¢ wykres krzywej y = Thx,
najlepiej uwzgledni¢ interpretacje geometryczng tej funkciji,
jako odcinek stycznej do hiperboli w punkcie A, (patrz
rys. 3); gdy X rosnie do nieskonriczonosci, punkt M od-
dala sie na hiperboli, a kat MCA, ktory jest zawrsze mniej-



szy od — zmierza do tej wartosci jako do granicy; X jest

tu podwojonem polem odcinka hiperboli. A.K=Thx jest
mniejsze od 1idazy do 1, gdy Xx—>--j-00; gdy X—>-— 00,
to THix— 1. Cala krzywa jest zawarta miedzy dwiema
prostemi réwnolegtemi do osi Ox o réwnaniach y =1
i t/=—1; te proste sg asymptotami.

Przebieg zmienno$ci jest nastepujacy: gdy a? ro$nie od
— 00 do O, to Thx ro$nie od — 1 do O; gdy x rosnie od 0
do + 0o, to Thx ro$nie od 0 do +1.

Powiemy jeszcze pare stow o funkcjach odwrotnych
wzgledem funkcyj hiperbolicznych. Poniewaz sinus hiper-
boliczny jest funkcjg rosnaca, ciagta, wiec odwrdcenie daje
nam funkcje jednoznacznie okre$long i ciggly, ktorg oznaczac¢
bedziemy, przez argument sinus hiperboticzny, y = argShx;
zaleznos¢, okreslona przez te funkcje jest identyczna z za-

leznodcig x = Shy = —e-}, jezeli oznaczymy $=2'
to e-y =|- i otrzymamy zwigzek
2X=27——

Z
skad z2 — Xzx— 1=0; a wiec
e«x=z=x \jx znak — przed pierwiastkiem nalezy
odrzuci¢ (dlaczego?). Mamy wiec ostatecznie

% = argSZirr=Ige(a?-|-V"2+ !)e

Zeby odwrocié funkcje cosinus hiperboticzny, ograni-
czymy sie naprzod w zaleznosci x = Chy do wartosci zmien-
nej x> 0; gdy y roSnie od 0 do + 00, X rosnie od 1 do 0o,
wiec odwracajgc bedziemy mieli funkcje yt= arg Chx,
okreSlong dla wartosci zmiennej a?~>l, rosnaca i ciggla.
Niech teraz 723 = —yx\ ponlewaz cosinus hiperboticzny jest
o:/. t=x. Na tej podstawie

mozemy okres$li¢ inng funkCJe y2, ktéra wartosciom zmien-



nej X wiekszym od jedno$ci podporzadkowuje wartosci na %
rowne co do wartosci bezwzglednej funkcji poprzednio
okreslonej ?1 = arg Chx, lecz ze znakiem przeciwnym. Tak
wiec odwrdcenie zaleznosci x=CHYy daje nam dwlie funkcje,
okreslone dla wartosci rrl, mianowicie + arg(7za;. Mo
zerny te funkcje wyrazi¢ z tatwoscig przy pomocy funkcji
logarytmowej. Zalezno$¢ x=Chy moze by¢ wyrazona
w postaci
D=£@" e,

niech el/=2"; mamy z2— 2#z-|-1=0, skad

W=2=x +\jx2— 1, a wiec

U— K+V2—i), =1& —VN—1)

funkcje te sg okreslone tylko dla x1; tatwo sprawdzié, ze
Ui>0, y2<0, a yx-j-IR =g, tx-j-\]xx— 1)  Ige(z—\jx2— 1)=
=lge{— (x2— 1} =0, czyli 'a -|-22 =0 przy kazdej war-
toSci zmiennej x w zakresie istnienia tych funkcyj, t. j.
dla x> 1.

Poniewaz funkcja tangens hiperboliczny jest funkcija
okreslong dla wszystkich warto$ci zmiennej, ciagla i ros-
nacg od —1 do -1, wiec odwrécenie nie przedstawia
trudnosci i daje nam takze funkcje cigglg i rosnaca od
—co do —oo0 i okreslong tylko w przedziale (—1,--1);
tak wiec, odwracajgc zalezno$¢ .r= Thy® mamy y=argThxt
funkcje okreslong dla — 1 1 Zaleznoéé X = Thy jest

identyczna z nastepujaca: ./-= ij_j . kladgc eJ=z. otrzv-

mamy 1 =Pk 1+ U4 X gy
czem pierwiastek nalezy wzig¢ ze znakiem ostatecznie
y=arg Thx =] Ig,

Wykresy trzech funkcyj y = argSAx, y=argChx



i arg Thx otrzymamy z fatwoscig z wykresow funkcyj
ij—Clix i y=Thx przez symetrje wzgledem
dwusiecznej y = X.

WréEmy jeszcze do réwnania funkcyjnego (17). Udowodnilismy,
iz istnieje jedna tylko funkcja ciggla, czynigca zado$¢ temu réwnaniu
i przybierajagca w punkcie a réznym od zera warto$¢ z gory dana,
/a)<l, ale dodatnia, pod warunkiem, ze /(a?) zachowuje znak staty,
w przedziale (0, a). Funkcjg ta jest funkcja cos(fctt), gdzie liczba k jest

tak dobrana, by cos(ita) =/(a) i k <2—a-

Gdy warto$¢ szukanej funkcji /(a) jest wieksza od jednosci,
poprzednie rozwigzanie zawodzi, gdyz wtedy nie mozemy nada¢ funkcji
cosinus warto$¢ rownej /(«); dlatego tez rozwigzanie w tym przy-
padku zostawiliSmy na pézniej. Ot6z teraz jesteSmy w moznosci to
rozwigzanie poda¢. Przedewszystkiem czytelnik przekona sie przy po-
mocy wzoru (21), ze funkcja Chu spetnia rownanie funkcyjne (17)
Mozemy teraz postgpi¢ w sposéb nastepujacy; niech /(a)>l, mozemy
wtedy jednoznacznie wyznaczy¢ liczbe rzeczywistg r > 1, spetniajaca

. .1 1 i . .
rownanlez—\lr-l--;_- = /(a). Nastepnie réwnanie (17) napiszmy w po-

staci
(25) f(u+v) = 2f(u). /(v) — /(«—V)
i podstawmy kolejno: u=a v=a u=2a, v=a, u=3a «=
. , 01/ A i/ U2 i/ i\
otrzymamy: /(a) = —2I\r + ?] ; 1(2a) = ?kr + _rll —1= E(rs + Fl);

ogolny /(na) = | (rm + r~""}.

We wzorze 2/(n)./(v) = /(u +y) + /(m — v) podstawmy Kkolejno:

Rachunek rézniczkowy i catkowy I1. 8



Jezeli teraz we wzorze (25) podstawia¢ bedziemy kolejno:

“= V=#U=2 U=""“=3" °=a-1tdt0 Oforzy'

mamy, postepujac jak poprzednio,

(26)

dla wszystkich wartosci zmiennej w ksztattu u=2 .8, Qgdzie nip
przedstawiajg dowolne liczby catkowite dodatnie. Poniewaz zbidr liczb
powyzszego ksztattu — a jest wszedzie gesty w przedziale (0, + 00),
wiec kazda liczba rzeczywista dodatnia u jest granica pewnego ciggu
liczb, utworzonego z samych liczb ksztattu n a;, a wiec przechodzac
do granicy i opierajac sie na ciggtosci, mozemy sie przekona¢, ze wzoér
(26) jest spetniony dla kazdej wartosci rzeczywistej dodatniej zmien-
nej w; kladac ra =ek, gdzie Ic——llger, otrzymamy

fu> = — (ek* + e—ku) = ChAKkti).

Dotad ograniczalismy sie tylko do wartoSci w>0; lecz jesli we
wzorze (17) lub (25) uczynimy u =0, to otrzymamy /(—V)=/(«),
czyli funkcja, okre$lona przez réwnanie funkcyjne (17) jest parzysta,
jak cosinus hiperboliczny. Stad wynika, iz

/1<) = Ch.(ku\
dla kazdej wartosci u.

Funkcje wielu zmiennych.

81. Pojecia i okreslenia zasadnicze.
Uktad warto$ci liczbowych n zmiennych 062,..., Xni
nazywamy punktem analitycznym’, dwa punkty sg iden-



tyczne, jezeli wartosci zmiennych xv X2,..., xnw obu ukia-

dach sg jednakowe; tak, np., (ax, a2..., an) i (bv b2,..., 6n)

przedstawiajg ten sam punkt, wtedy i tylko wtedy, gdy
- _n b|T,

Mozemy teraz wyobrazi¢ sobie zbiér (Z), ktérego ele-
mentami sa punkty analityczne, bedzie to zbidér ztozony
z punktow analitycznych. Jezeli kazdemu punktowi (czyli
uktadowi n zmiennych xv x2l..., aw) odpowiada wartos¢
zupetnie okre$lona zmiennej y. to moéwimy, ze y jest
funkcja n zmiennych xXl x21.., xw czyli punktu analitycz-
nego, ktéry to punkt dla krotkoSci oznacza¢ bedziemy
przez M. Tak wiec, w dziedzinie wielu zmiennych zalez-
no$¢ funkcjonalna, ktérg oznacza¢ bedziemy symbolem
y =f(xv #2,a7?n), jest odpowiednio$cia, miedzy uktadami
n liczb xtl x2I..., xn i wartosciami jednej zmiennej ?, od-
powiednioscig tego rodzaju, iz kazdemu uktadowi x3,x2v..,xn
pewnego zbioru (Z), odpowiada jedna i tylko jedna war-
to$¢ zmiennej y. Zbior (Z) jest to zbidr wartosci zmien-
nych, dla ktérych funkcja jest okreslona; odpowiadajace
wartosci zmiennej y stanowiag zbidr, ktory oznacza¢ be-
dziemy przez (Y). Zamiast pisa¢ y = x21..., xn) be-
dziemy czesto pisali dla skrocenia y = f*M\ gdzie M ozna-
cza punkt analityczny, ktorego spOtrzednemi sa wiasnie
xt) x2, ><n. Jezeli n=1, mamy funkcje jednej zmiennej,
ktéremi zajmowalismy sie poprzednio. Jezeli u=2, mamy
funkcje dwadch zmiennych, ktérg oznacza¢ bedziemy czesto
nie y =/(a?1n?2), lecz z=f(x,y) ze wzgledu na znakowania
przyjete w geometrji analitycznej. Jezeli n=3, mamy
funkcje trzech zmiennych A =——="2,"3), ktOrg oznaczat
bedziemy nieraz takze przez u="f(x,y,z). Gdy n> 3, be-
dziemy zawsze uzywali znakowania y = f(xv x2L...1 xn).

Zbior (Z), w ktérym funkcja jest okre$lona, nazywamy
ograniczonym, o ile spélrzedne xtl x2,..., X,, wszystkich
punktow zbioru (Z) stanowig zbidr liczb ograniczony od gory




i od dotu. Albo inaczej, kazdemu punktowi M(xx, x4V." xn)
zbioru (Z) podporzadkujmy liczbe IMI gdzie

Im— N+ 2[4+ 4-100n [
jezeli zbidr liczb IM, odpowiadajacych wszystkim punktom
M zbioru (Z) jest ograniczony, to powiemy, ze zbiér (Z)
jest ograniczony.

Zbior (Z), w ktorym funkcja jest okreSlona, moze
by¢ najrozmaitszy, lecz my najczesciej bedziemy mieli do
czynienia ze zbiorem (Z), ktéry nazywa¢ bedziemy obsza-
rem normalnym. Dla n=I, obszar normalny jest prze-
dziatem, dajmy na to (n-m), przytern, jak zwykle, przez
przedziat nalezy zawsze rozumie¢ przedziat wiasciwy, o ile
niema w tym wzgledzie specjalnego zastrzezenia. Dla n= 2,
obszar normalny jest to zbior punktow okreslonych
wr nastepujacy sposéb: liczba xt w ukfadzie xtdx2 moze
by¢ dowolng liczbg pewnego przedziatu (m, n); liczba xi

ktora facznie z xt tworzy ukiad wyznaczona jest
przez warunek — (x» a2  2@%), t. j. nalezy do prze-
dziatu 2("2)» ktorego krarice sa funkcjami zmien-
nej xv przyczem oczywiscie, funkcje i g2("2) musz9

dla kazdej wartosci xtl nalezacej do przedziatu (m, n), spet-
nia¢c warunek <l(a") <2(.rj. Dla n=2 obszarem nor-
malnym jest zbidr wszystkich par liczb xtla?2, spetniajg-
cych powyzsze warunki. Dla Nn=3 obszarem normalnym
jest zbior wszystkich tréjek liczb spetniajgcych
nastepujace warunki:
m XX n,
<Pi (NAXN2 =92(™1),
41 (M "N2) A N3 4- 4A\> (N N2) Y

t. j. xx nalezy do przedziatu (m, n); a2 nalezy do prze-
dziatu, ktérego krance zalezg od xx; x3 za$ nalezy do
przedziatu, ktérego krance zalezg od xx i a2 Funkcje
cpi”) i g2(.r) muszg spetnia¢ warunek  P1(z;i) 4 P2 (M)



dla wszystkich wartosci xx przedziatu (m, n); funkcje

i 2" "2) musz9 spetnia¢ warunek #2) -C "2)
dla wszystkich wartosci xt nalezacych do (m, n) i dla wszyst-
kich warto$ci 872, spetniajgcych warunek "1(*1)

Czytelnik z tatwoscia sformutuje podobne warunki dla
n=4,5,..., wogole dla n jakiegokolwiek.

Przypusémy, ze funkcja y— f(x» x23...,1zn) jest okre-
$lona dla wszystkich punktéw analitycznych zbioru (2),
stanowigcego pewien obszar (Z>). Mowimy, ze funkcja
W= [/@nr22,..,1ic,) jest ograniczona w obszarze (7)), jezeli
istnieje liczba M wieksza od wszystkich wartoSci naszej
funkcji w obszarze (D). Wtedy zbiér (Y) wartosci, jakie
przyjmuje zmienna y jest ograniczony (od gory i od dotu),
a wiec (patrz 1 41) istniejg kresy K i k gorny i dolny
wartosci funkcji w (D). Jezeli funkcja /(a?nas2 . t,) jest
ograniczona tylko od gory, to istnieje tylko kres gorny;
jezeli funkcja jest ograniczona tylko od dotu, to istnieje
tylko kres dolny. Mozemy w podobny sposéb uogdlni¢
inne okres$lenia i pojecia, ktére byly rozwazane poprzednio
dla funkcji jednej zmiennej. Tak, np., oscylacjg albo wa-
haniem sie funkcji w pewnym obszarze , nalezagcym do
obszaru (2>), w ktérym funkcja ograniczona jest okreslona,
nazywa sie roznica miedzy wartoscig kresu gornego
i kresu dolnego k/\ wartosci, ktére przyjmuje nasza funkcja
w (). Jezeli obszar (Ax) stanowi czes¢ obszaru ( »), je-
zeli K/ i k\™ oznaczajg odpowiednio kresy gorny i dolny
wartosci funkcji w obszarze ( ), a liczby i K™ majg
to samo znaczenie, ale dla obszaru (/\2), to

k-fxx=>""k".

WidzieliSmy przy badaniu funkcji jednej zmiennej, jak
wielkie znaczenie ma pojecie *otoczenia . MowiliSmy, ze
funkcja posiada pewng wiasno$¢ w ,,otoczeniu” punktu
jezeli istnieje przedziat zawierajgcy punkt M, taki, ze dla
wszystkich warto$ci funkcji /(a?) w tym przedziale, funkcja



/(«) te wihasnos¢ posiada. Chodzi nam teraz o to, by po-
jecie *otoczenia zastosowa¢ do funkcji wielu zmiennych.
Niech oznacza punkt analityczny tef, tff,.., tzj', w kt6-
rym funkcja 2, ><n) jest okreSlona.

Wezmy teraz pod uwage obszar ktory jest utwo-

rzony ze wszystkich punktow analitycznych ay iz+ ~3) ) )
czyniacych zado$é warunkowi:

27 == A114-AN2A A2, He AR e Anj<~8,
gdzie 5 jest liczbg dodatnig.

Jezeli istnieje liczba 8 dostatecznie mata, tak by dla
wszystkich wartosci ' 1’ spetniajacych przy tej
wartosci 8 warunek (27) ¥ t.j. jezeli dla wszystkich punk-
téw analitycznych odpowiedniego obszaru funkcja
thacv a%2,..., X,,), czyli jej wartosci liczbowe y posiadaja pewna
wiasnos¢, to wyrazamy te okoliczno$¢ krotko, méwiac, ze
nasza funkcja posiada dang wiasno$¢ w ,otoczeniu®
punktu M.

Co$ podobnego do otoczenia prawostronnego lub le-
wostronnego mozemy wprowadzi¢ i tutaj, zastrzegajac, np.,
ze w nierbwnosci (27) wartosci jednej zmiennej (albo
paru zmiennych) spetniajg dodatkowy warunek a albo
tez spetniajg warunek ~<3”, gdzie k réwna sie jednej
z liczb 1,2,3,..., n).

82. Funkcja dwdch zmiennych i jej obraz geome-
tryczny.

W przypadku n=2 poprzednie rozwazania dajg sie
z fatwoscig interpretowac geometrycznie i wskutek tego
zyskujg na jasnosci.

Przypusémy, ze dana jest funkcja

2= )

* 1 tutaj mozemy, jak to czytelnik sam z fatwoscig sformutuje,
rozrozniaC otoczenie we wiasciwem i otoczenie w szerszem znaczeniu
tego stowa. /




dwéch zmiennych niezaleznych @ i y. Obieramy w prze-
strzeni trzy wzajemnie prostopadie osie, przecinajace sie
w punkcie 0, nazywajac je Ox,0y,0z. Polozenie punktu
M jest w zupetno$ci wyznaczone przez trzy jego spéirzedne,
X, y iz tj. przez odlegtosci od ptaszczyzn yOz, zOx i xOy.
Odlegtosci te oznaczymy odpowiednio literami xs vy i
sam za$ punkt przez M(@? 7,z). Oczywiscie, spétrzednym
przypisujemy odpowiednie znaki; na rys. 5 kierunki do-
datnie na kazdej osi sg zaznaczone przez strzatke. Od-
wrotnie, kazdej trojce liczb rzeczywistych xy,z odpowiada
jeden tylko punkt M w przestrzeni. Nie wchodzimy tutaj
w strone geometryczng sprawy i tylko co wspomniang
odpowiednio$¢ miedzy punktem M w przestrzeni, a tréjka
liczb rzeczywistych @, y,z przyjmujemy bez dowodu jako
postulat geometryczny. Chodzi nam gtéwnie o wytworze-
nie w czytelniku odpowiednich obrazéw geometrycznych,
co z wielu wzgledow okazuje sie pozadanem. Dla nas,
z punktu widzenia analizy, punkt, np., jest to tréjka liczb
X, ¥, Z\ odlegtos¢ miedzy dwoma punktami jest pewng
liczbg dodatnig, wyznaczong w zalezno$ci od szesciu innych
liczb, bedacych spdtrzednymi tych dwdch punktow i t. d.
Dzieki jednak odpowiedniosci doskonatej miedzy utworami
analitycznemi i geometrycznemi, mozemy kazdg rownosc¢
albo nieréwno$¢ miedzy liczbami interpretowaé geome-
trycznie, jako zwigzek we wzajemnem potozeniu pewnych
punktow w przestrzeni i w ten sposéb mozemy dowdd
danego twierdzenia, jak gdyby, widzie¢, a przynajmniej
$ledzi¢ oczyma. Czyni to dowody zrozumialszemi, a nieraz
nawet podsuwa nowe pomysty.

Wrdéémy do funkcji z=f\x1ly\ Funkcja ta jest okre-
Slona w pewnym obszarze (7)), ktory w tym przypadku
stanowi pewien zbior punktow a?y na plaszczyznie xOy.
Tak wiec, by mie¢ interpretacje geometryczng warto$ci
zmiennych niezaleznych a?%y mozemy ograniczy¢ sie do



ptaszczyzny xOy. Kazdej parze liczb x,y odpowiada na
ptaszczyznie xOy pewien punkt P; jezeli ten punkt P na-
lezy do obszaru (P), w ktorym funkcja nasza jest okres-
lona, to parze liczb x,y odpowiada na mocy zaleznosci
funkcjonalnej, trzecia spGtrzedna  jezeli teraz na prosto-
padtej do xQOy, wystawionej z punktu P, odetniemy od
punktu P jako od punktu poczatkowego odcinek PM
w kierunku dodatnim lub ujemnym, zaleznie od znaku
liczby z, to otrzymamy w przestrzeni punkt M, obraz
geometryczny trojki liczb, (x,y, z) (patrz rys. 5). Jezeli opi-
sang tylko co konstrukcje powtérzymy w mysli dla kazdego
punktu P obszaru (P) na plaszczyznie xOy, ktorym to
obszarem moze byc¢, np., prostokat, to otrzymamy nieskon-
czenie wiele punktéw M w przestrzeni i zbidr tych wszyst-
kich punktéw M bedziemy nazywali powierzchnia, nieza-
leznie od tego, czy to miejsce geometryczne punktéw M
posiada w wiekszym lub mniejszym stopniu wiasciwosci,
ktoreSmy zwykli przypisywac¢ powierzchni. Obszar (P) na
ptaszczyznie xOy nazywamy rzutem tylko co wspomnianej
powierzchni, a punkt P rzutem punktu M. Istnieje wiec
odpowiednio$¢ doskonata, miedzy punktami M owej po-
wierzchni i punktami P obszaru (P), przyczem P jest
rzutem punktu M.

Przypusémy, ze y zachowuje warto$¢ stala, zmienia
sie tylko x; wbwczas punkt P(X,y) posuwac sie bedzie
na ptaszczyznie xOy wzdtuz prostej, rownolegtej do osi
Ox\ odpowiadajgcy punkt M bedzie sie poruszat w plasz-
czyznie rownoleglej do ptaszczyzny xOz i zakre$li w tej
ptaszczyznie pewne miejsce geometryczne, pewng krzywa.
Gdybysmy ustalili x! to przy zmiennym y punkt P utwo-
rzytby odcinek réwnolegtej do Oyl a punkt M zakreSlitby
pewng krzywg w plaszczyznie réwnolegtej do yOz. Gdyby
zmienna y byla zwigzana ze zmienng x jakag$ zaleznoscia
y=cp(a?), punkt P ze zmiang zmiennej x zakre$litby pewng



krzywg (naogot skosng) w przestrzeni, Kktorej rzutem na
xOy jest krzywa % = cp(a?).
Mowimy, ze funkcja

z=/(#,</)
jest okres$lona w pewnym obszarze, gdy znamy jej wartos¢
w kazdym punkcie P tego obszaru. Jezeli obszar jest nor-
malny, to w pewnem pasmie kazda réwnolegta do jednej
z osi, (np., réwnolegta do osi 0%) ma z tym obszarem (7))
jeden odcinek wspdlny i tylko jeden, (odcinek ten moze
czasem skitada¢ sie z jednego tylko punktu i wtedy be-
dziemy go nazywali odcinkiem niewfasciwym). Wynika
to z okre$lenia obszaru normalnego przy pomocy nieréw-
nosci .

m X-P.n

cpi@a?) <y << p2(z?).

W niektérych przypadkach do tych warunkéw dota-
czymy dodatkowe zatozenie, tyczace sie ciggtosci funkcji
<Pi(") i w przedziale (m,ri). Jezeli funkcje <i(%)
[ pozostajac ograniczonemi w (w,n), posiadajg skon-
czong liczbe punktéw nieciggtosci pierwszego rodzaju (sko-
kéw, patrz 1 73), to mozemy taki obszar podzieli¢ na
skonczong liczbe obszarow normalnych w znaczeniu tylko
co ustalonem.

Odwrotnie, jezeli w pewnym pa$mie kazda réwnolegta
do osi Oy ma z (7>) wspolny odcinek i tylko odcinek, to
obszar (7)) moze by¢ podany przy pomocy nieréwnosci:

mPx n
9l(a?)<y<<p2(4

Obszar (7)) jest ograniczony, jezeli wspohrzedne x i y
wszystkich jego punktéw sa ograniczone; przypusémy,

* Pasmem nazywamy zbior punktow na ptaszczyznie, zawartych
miedzy dwoma prostemi réwnolegtemi.



np., ze wartosci bezwzgledne wspotrzednych x”j wszyst-
kich punktéw M obszaru (D), sa mniejsze od liczby L\
jezeli z poczatku spotrzednych jako ze $rodka, opiszemy
koto promieniem 2TL, to wszystkie punkty obszaru (T))
bedg wewnatrz tego kota. Odwrotnie, o ile mozpa zakreslié
takie koto, ze wszystkie punkty nalezace do obszaru (TD)
sg wewnatrz tego kola, to obszar (T)) jest ograniczony.
Jednym z najprostszych obszaréw (D) jest prostokat;
obszar taki jest dany analitycznie przez nieréwnosci
a-ax b
¢ i d
gdzie punkty o spétrzednych a, c; a d\ b, d: b c; s3
wierzchotkami, a boki sg réwnolegtemi do osi Ox i Oij.
Taki obszar jest, oczywiscie, ograniczony i normalny.
Prostokat o bokach réwnolegtych do dwusiecznych jest wyzna-
czony przez nierdwnosé
k —al+ly— b <z;
srodkiem tego prostokata jest punkt o spétrzednych a, d; przekatna
rowna sie¢ 2Z Obszar ten jest takze ograniczony i normalny, a wiec
moze by¢ przedstawiony analitycznie zapomocg dwoch nieréwnosci,
odpowiadajacych obszarowi normalnemu
a—
V) (®)<Z/,< V2 (®),
gdzie cpj (z) — — x-\-bA-a— 17 dla a—17<"x<"0,
(«) =x\-b—a—1, dla0 x aA-l
(2 (a?) = x-\-b — daa—Z x 0
tp2 () = —a:-|-6+a+Z dla0 x a-f-Z
Innym prostym przykladem obszaru (Z)) jest zbior
punktéw kota o srodku w punkcie C(a, b) i 0 promieniu r;
zbidr ten wyrazony jest przez nieréwnosé,
@—a)2-]-ky—by r
t. j. zbidr (2)) jest utworzony przez wszystkie punkty ptasz-
czyzny XQy, spetniajgce powyzszy warunek. Obszar w ten
spos6b wyznaczony jest ograniczony i normalny. Mozna



okres$li¢ ten obszar w postaci zwyklej uwidaczniajgcej jej
normalno$¢ przy pomocy dwadch nieréwnosci:
a—r X a-|-r
b—\jrl—epx — a)2 Py pb -|- \jr2— (x — a)?

Przyktady innych obszarow (P) czytelnik znajdzie
w éwiczeniach.

Otoczeniem punktu P na ptaszczyznie xOy nazywaé
bedziemy prostokat lub koto, o srodku w punkcie P i kt6-
rego rozmiary sg tak mate, jak sie podoba. Tak, np., punkt
M o sp6irzednych #?, y nalezy do otoczenia punktu Po spol-
rzednych x0 y0, jezeli

@ —anl<r], y—y|<5,
gdzie i] i 8 sg to liczby dodatnie state, ktére moga by¢ tak
mate, jak sie podoba. Zamiast poprzednich nieréwnosci
mozna otoczenie punktu P okresli¢ przy pomocy

X — xV4-(y —yoy<p,
gdzie p jest liczbg dodatnig statg, dowolnie matg. Funkcja
/(@?, ?) posiada pewng wiasnos¢ w ,,otoczeniud punktu P,
jezeli wszystkie wartosci funkcji, odpowiadajgce wszystkim
wartosciom zmiennych x, vy, spetniajacych jeden z dwéch
poprzednich warunkdéw, wiasno$¢ te posiadaja; oczywiscie,
0 ile wybierzemy na liczby i] i 8, ewentualnie p, liczby
dostatecznie mate.

83. Ciagtos¢ funkcji dwdch zmiennych.

Okreslenie. Bedziemy mowili, ze funkcja /(a?, ly) jest
ciggta w punkcie P o spétrzednych x* ys jezeli do dowolnie
matej liczby dodatniej e mozemy dobra¢ takie otoczenie
punktu P, ze dla dowolnego punktu M o spétrzednych
X, y' tego otoczenia zachodzi nieréwnos¢

w, — y)l<e,
co bedziemy pisali takze
|7*(3N-I'(P)|<8.



Innemi stowy, do kazdej liczby e>0, mozna dobra¢

taka liczbe rj>0, ze nierbwnosci:
o' —a?|<i), y'— z/<ii,

pociggajg nierownosc
(28) \f(x\ y"*— RX, yj<e.

Jasna rzecz, ze rozwazania, tyczace sie ciggtosci funkciji
["(te, ?) w punkcie P mozna poprzedzié, jak przy funkcji
jednej zmiennej, okresleniem pojecia granicy funkcji w punk-
cie P. Granicg wartosci funkcji w punkcie P (x, y) jest
liczba gl jezeli do kazdej dowolnie matej liczby e>0 mozna
dobra¢ taka liczbe rj, ze dla wszystkich wartosci x' i y"
spetniajgcych warunki \x'—x\ <<q, \y' —vy <<1j, z wyjat-
kiem moze wartosci X' =27, y' =yl zachodzi nierGwno$é

Granica ta g moze istnie¢, lecz moze nie by¢ roéwna
wartosci funkcji w punkcie P, jak naprzykiad, dla funkcji,
okreslonej w sposdb nastepujacy: gdy X i y nie sg jednocze$-

nie réwne zeru, to niech f(x. ?/gz /(0, 0) za$

) _ x24-y 4~0
réwna sie, np., zeru.

Granicg tej funkcji w punkcie poczgtkowym P jest,
oczywiscie, -1, tymczasem warto$cig funkcji w punkcie po-
czatkowym jest zero.

Jezeli istnieje granica funkcji w punkcie P i jezeli gra-
nica ta g réwna sie wartosci funkcji w punkcie P, to
funkcja jest ciggta. W rzeczy samej, istnienie granicy ¢
pocigga spetnienie warunkéw, wyrazonych przez nierOw-
nosci (29), lecz poniewaz g= t"xly\ wiec podstawiajac te
wartos¢ w (29), odpowiadajace nieréwnosci zamieniajg sie
na warunki (28), ktére sg wyrazem ciggtosci funkcji
w punkcie P.

Mogto by sie wydawa¢, ze funkcja musi by¢ ciagta w punkcie P,
o spotrzednych (z0, t/o0), jezeli jest ciagta oddzielnie wzgledem zmien-



nej x! przy y statem, ale dowolnem i wzgledem zmiennej y przy X
statem; t. j. jezeli zatozymy, ze f(Xx,y) jako funkcja jednej tylko
zmiennej X jest ciggla dla x =Jo i ze f(Xx,y) jako funkcja jednej
tylko zmiennej y jest ciaggly dla y —y0, Otéz tak nie jest. Przekonaé
sie 0 tem mozna przez zbadanie nastepujgcego przykiadu.

Dana jest funkcja okre$lona w sposéb nastepujacy:

2 Xy . . . . . -

f(x,y) —®*+y2, o ile x i y nie sg jednocze$nie réwne zeru, t. j. we
wszystkich punktach, z wyjatkiem punktu poczatkowego; w punkcie
poczagtkowym funkcja nasza réwna sie 0, t. j. /"(0,0) = 0. Funkcja
nasza jest ciggta, gdy zblizamy sie do punktu poczatkowego wzdiuz
osi Ot lub wzdtuz osi Oy; jezeli punkt M jest potozony na osi OXT
to y tego punktu jest O i £(3f) = 0; jezeli punkt M potozony jest
na osi Oy, to x tego punktu jest 0 i wskutek tego takze =0.
Poniewaz f-i0) = 0! wiec ciggtos¢ funkcji w obu tych przypadkach
jest oczywista.

A jednak nasza funkcja, jako funkcja dwdéch zmiennych x i vy,
jest nieciggta w punkcie 0. Zwréémy uwage iz wartos¢ funkcji naszej
f(Mo} w punkcie Mo nie lezagcym na osi Oy (t.j. na prostej x = 0),
moze by¢ wyrazona w postaci nastepujacej:

/o(M) =

potaczmy punkt Mo z punktem O i oznaczmy kat MoOX, t. j. kat
promienia wodzagcego OMo z osia OX, przez a; wtedy %ztg a,

2tgc . iy L . :
f(Mo) —=_219% _ sin2a; wartos¢ ta nie réwna sie zeru, o ile
1+1tg a
punkt Mo nie lezy ani na osi Osr, ani na osi Oy, gdyz wtedy

sin2a 0. Niech teraz punkt M zbliza sie do punktu O wzdluz
prostej OMo. Stosunek X—bedzie miat wartos¢ stalg = tga i funkcja
f(M) w kazdym punkcie prostej OM bedzie miata warto$¢ stalg
sin2a 4:0; poniewaz /?(0) =0, wiec
[/r(O)-/(3F)| = |siti2al;
a wiec niema takiego otoczenia punktu O, by w tem otoczeniu byto
[f(0)-f(3N))I<E,



dla dowolnie matego e, gdyz o ile e<|sin2a|, dla punktu, obranego
jak powyzej i dowolnie blizkiego punktu zerowego, mamy
[/(0) —/(AT)|>e.
A wiec nasza funkcja jest niecigglta w punkcie x =0, y =10
Czytelnik zbada jeszcze przykiad funkcji okreslonej w sposéb naste-

N\
2+Z/2; oile<«=0, luby=0,
247

to wartos¢ funkcji réwna sie zeru. Czytelnik udowodni, ze ta funkcja
jest nieciagta w punkcie x =0, y =0, chociaz jest ciggta, gdy zbli-
zamy sie do tego punktu wzdtuz jakiejkolwiek prostej, z wyjatkiem
prostej x = 0.

Funkcja jest ciggta w obszarze (D), jezeli jest ciggta
w kazdym punkcie tego obszaru.

Tutaj wskazanem bedzie powiedzie¢ pare stéw o ob-
szarach (2)), ktéremi bedziemy sie zajmowaé. Kazdy obszar
(2)) jest zbiorem (Z) punktow M plaszczyZznie xOy czyli
par liczb rc, y. Punkt nalezagcy do (Z) nazywa sie we-
wnetrznym punktem zbioru (Z), jezeli istnieje otoczenie
tego punktu (w postaci kota, np.), ktérego wszystkie punkty
sg punktami zbioru (Z); punkt nazywa sie zewnetrznym
punktem zbioru (Z), jezeli nie nalezy do (Z) i w oto-
czeniu tego punktu niema punktéw zbioru (Z). Jezeli za$
punkt M nalezy do (Z), ale w otoczeniu jego niema punk-
téw zbioru (Z), to nazywa sie punktem odosobnionym tego
zbioru. Punktem skupienia zbioru (Z) nazywamy punkt,
ktérego w dowolnie matem otoczeniu znajduje sie nieskonh-
czenie wiele punktéw zbioru (Z). Punkt skupienia zbioru
moze do zbioru naleze¢ lub nie; jezeli, np., zbiorem (Z)
jest zbior wszystkich punktéw o spbtrzednych x, y wymier-
nych pewnego prostokata na ptaszczyznie xOy, to wszystkie
punkty owego prostokata sg punktami skupienia zbioru,
przyczem te z po$rod nich, ktorych spotrzedne x iy sg wy-
mierne naleza do (Z), te za$ ktorych spotrzedne tego wa-
runku nie spetniaja, nie nalezg do (Z). Jezeli punkt M na-

pujacy: o ile x=s0, =#0, to ) =



lezy do (2), i nie jest punktem odosobnionym tego zbioru,
to musi by¢ punktem skupienia zbioru (Z2).

Jezeli wszystkie punkty skupienia zbioru (Z) nalezg
do (2), to zbidr (Z) nazywa sie zamknietym lub domknigtym.
Zbiorem pochodnym (Z") nazywamy zbior wszystkich punk-
téw skupienia zbioru (Z). Mozemy wiec krotko okresli¢
zbiér domkniety, jako zbiér, posiadajgcy te wiasnos¢, ze
kazdy punkt zbioru pochodnego (Zz) nalezy do (Z), czyli
ze (Z1) jest zawarte w (2).

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do zbioru pochod-
nego (Zz), czyli jak méwimy, zbidr (Z) zawarty jest w (Z),
to zbidr nazywa sie gestym w sobie. Kazdy punkt takiego
zbioru jest punktem skupienia. Zbior taki, punktéw od-
osobnionych posiada¢ nie moze. Odwrotnie, kazdy zbidr,
ktéry nie posiada punktow odosobnionych jest gesty
w sobie.

Zbidr, ktéry jest jednocze$nie zbiorem domknietym
i gestym, nazywa sie doskonatym.

Jezeli do kazdej pary i Jf2 dwoch punktéw, na-
lezagcych do (Z) i do kazdej dowolnie matej liczby dodat-
niej e mozna dobra¢ cigg punktéw, z ktorych pierwszym
jest punkt a ostatnim jest punkt przyczem odlegto$¢
miedzy dwoma kolejnemi punktami tego ciggu (utworzo-
nego ze skonczonej liczby punktéw nalezacych do (Z2), jest
mniejsza od e, i jezeli zbidr jest domkniety, to zbidr taki
nazywa sie continuum. Zbior taki jest gesty w sobie; w rzeczy
samej, gdyby punkt M byt punktem odosobnionym, to nie
mogtby by¢ zwigzany z zadnym innym punktem tegoz zbioru
takim ciggiem punktow, ktorych odlegto$¢ kolejna mniejsza
jest od e, o ile e mniejsze jest od promienia kota izoluja-
cego punkt odosobniony M; a brak punktéw odosobnio-
nych pocigga gesto$¢ zbioru. Continuum jest wiec zbiorem
doskonatym; nie kazdy zbiér doskonaty jest continuum;
naprzyktad zbidr, utworzony przez punkty, nalezace do



okregéw dwach kot spétsrodkowych, o réznych promieniach,
jest, oczywiscie, doskonaty, ale nie jest continuum; by to
okazaé, wystarczy punkty Mt i wybra¢ na okregach
dwoch roznych koét, a jako e wzigé liczbe mniejszg od
réznicy promieni wiekszego i mniejszego kofa.

Wezmy teraz obszar normalny (7))

me€ xm'n

(30) ot (@?)<y < 2 (7).

Mozna udowodnié, ze obszar (7)), okreSlony jako zbior
(2) punktéw (a;, y), okreslonych przez poprzednie warunki
(nierownosci) (30) jest zbiorem domknigtym i ograniczonym,
o ile funkcje 0),(Z) i <2 (a) sa ciagte w (m,n).

Przypus¢my, ze punkt £, nie nalezy do (7)) lecz’jest
punktem skupienia dla zbioru (7>). W takim razie, jak
tatwo udowodni¢, mozna znalez¢ taki cigg liczb xt a3,
23,..., Xpi... i liczb yvl y2 yp,... takich, ze punkt
0 spotrzednych «Ptyp nalezy do (7)) i jednocze$nie do oto-
czenia punktu E, i), jakkolwiek wielka jest liczba catkowita
tak, ze

limop==¢£ limyp=r1j, lecz
p->00

p->co
m .xp
(31) PN <yP <2 (M),
poniewaz funkcje <l (a?) i 2 (a?) sa ciagte, wiec
limo@p) = (limap) = (2)
p->00 p->00

lim 2 (a?,) = g2 (Im xp) = 2 (£),
,p >CO p—>C0

a wiec (31) przez przejScie do granicy dajE
m n
Vi (8) <n< Vs (%),
czyli punkt i] nalezy do (7)). Obszar (7)) jest wiec zbio-
rem zamknietym.



Mozemy teraz udowodnic, ze (/)) jest continuum. Niech
M: i M2 oznaczajg dwa dowolne punkty obszaru (7)).
Jezeli punkt Mv np., nie nalezy ani do zbioru punktow,

okre$lonych przez y=(pt("), ktéry to zbidr
nazwiemy krzywg Cl, ani do zbioru punktow, okreslonych
przez zZl=a(@?), ktory to zbidr nazwiemy

krzywa Cg, i jezeli A i B oznaczajg dwa punkty odpo-
wiednio na krzywych Ct i C2 o tej samej odcietej, co
punkt 2If1, to odcinek AB, zawierajagcy punkt Mv nalezy
do (7?); mozemy wiec z punktow obszaru (7)) utworzy¢
ciag punktéw, ktoérych odlegtos¢ kolejna nie dosiega e,
miedzy i A lub miedzy Mx i B. Dla udowodnienia, ze
(7)) jest continuum, wystarczy wiec udowodni¢, ze miedzy
dwoma dowolnemi punktami M i N tej samej krzywrej CT
mozna znalez¢ cigg punktow, nalezacych do tej samej krzy-
wej, ktorych odlegtosé kolejna nie dosiega e. Jest to wynik
ciggtosci. Niech a i b oznaczajg odciete punktow M i N;
przedziat (a, 6) podzieli¢ mozna punktami posredniemu na
czesci tak, by oscylacja funkcji cigglej 2% = pl(a?) w kazdym
z tych przedziatéw czeSciowych byta mniejsza od £sitak
by kazdy z tych przedziatow czesciowych byt sam mniejszy
od £e. WeZmy teraz pod uwrage szereg punktéw na krzy-
wej Cv odpowiadajgcych odcietym a,b i odcietym punk-
tow podziatu utworzonych przedziatéw’; odlegtosé dwaéch
kolejnych punktéw tego szeregu punktéw' jest mniejsza od
V(ie)2+(ie)x, a wiec jest mniejsza od e; pierwszym z tych
punktéw! jest A, ostatnim jest B:

Obszar (7)) stanowi wiec continuum. Wszystkie punkty
obszaru (7)), ktore nie sg punktami wewnetrznemi, stanowig
brzeg albo ograniczenie tego obszaru; w dowolnie matem
otoczeniu takiego punktu istnieja punkty, nie nalezace do
(7)). Do brzegu ograniczenia, obszaru (7)) naleza wiec punkty,
nalezace do odcinka (ktéry moze by¢ odcinkiem niewtasci-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I1. 9



wym, czyli punktem); x=m, (pt (m)<*y (2 (m); punkty
krzywej C1, punkty odcinka Xx — n, ¢l (>t) op2 (n)
i wreszcie punkty krzywlej C2. Zbidr wszystkich tych punk-
tow nazwiemy zbiorem (L).

Kazdy inny punkt obszaru (7>) jest punktem we-
wnetrznym tego zbioru. Zanim to wykazerny, damy jeszcze
okreSlenie pewnego pojecia, ktére nam bedzie potrzebne.
Odlegtoscig 5 punktu M od zbioru (Z) nazywac bedziemy
kres dolny zbioru utworzonego z odlegtosci punktu M od
poszczegblnych punktéw zbioru (Z). Jezeli zbidr jest dom-
kniety," to istnieje punkt zbioru (Z), ktérego odlegtos¢
od M réwna sie temu wiasnie kresowi dolnemu. Z okre-
$lenia kresu dolnego wynika, ze dla kazdego £>0, mozna
znalez¢ przynajmniej jeden taki punkt z zbioru (Z), ze
8 dMz<_8-|-e, gdzie dMz oznacza odlegtos¢ punktow M i z.
Mozemy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy 5<dVz<8-|-e,
gdyz inaczej punkt z bytby wiasnie tego punktem, ktérego
istnienie nalezy wykaza¢. Nadajmy liczbie s cigg wartosci
el e2 e3,..., takich ze limen=0; warto$ciom tym

niech odpowiadajg punkty zv zt z3l..., zp... zbioru (2),
spetniajgce warunek

5<)ditizp 8¢
stad, przechodzac do granicy dla _p->00, otrzymamy
limolwzy; = 0.

* Zbiér ograniczony na plaszczyznie, zawierajacej nieskorczenie
wiele punktéw, posiada przynajmniej jeden punkt skupienia. Przy-
pus¢my, ze wszystkie punkty naszego zbioru sg zawarte wewnatrz
kwadratu Dzielimy kwadrat vt, na cztery réwne kwadraty i wy-
bieramy z po$rdd cztereh otrzymanych kwadratow kwadrat za-
wierajacy nieskonczenie wiele punktéw naszego zbioru; fatwo widziec,
ze przynajmniej jeden taki kwadrat znalez¢ sie musi. Postepujemy



Wszystkie punkty ztl z2, Z3,..., zp,... znajdujg sie wewnatrz
kota o promieniu 6 —ex, zakreslonego z punktu M jako ze
Srodka. Na mocy twierdzenia Weierstrassa, ktore jak tatwo
widzie¢* stosuje sie i do zbiorow punktéw na ptaszczyZnie,
zbi6r ograniczony zt, z2, z3, - - zPl... posiada przynajmniej
jeden punkt skupienia £, ktory, na mocy zamknietosci
zbioru (Z), nalezy do zbioru (Z). Poniewaz £ jest punktem
skupienia zbioru zv z2 z3l. _ zPt... wiec mozna znalez¢
z posréd punktéw zv z2 z3, . -zp,... zbior t2 ts,...,
tp,..., stanowigcy cze$€¢ poprzedniego, przytem taki, ze

A — & A _
E)!gtl)op A Poniewaz p\_|>rn00szp S a punkty  sg wybrane

Z posrod punktow zv z2, z31..  zp,... wiec i limdvp =8§;
lecz lim dM;p = drft,, poniewaz odlegto$¢ di*p punktu M od
punktu bP jest funkcja ciagta spotrzednych W rzeczy

samej dMXp=\j(a- xp)?-j- (b—UpYi gdzie a i b sg spodi-
rzednemi punktu 2If, a ocp i -yp spohrzednemi punktu

z kwadratem A, jak z kwadratem A, i otrzymujemy kwadrat Aa,
nastepnie A4 i t. d. Ciag ten jest nieskoriczony: An A2 A5,..., An,...
Spoétrzedne punktéw kwadratu An czynig zado$¢ warunkom an<x<bn-

cn<y<dn", ciagi monotoniczne a, <"a2<”a3</,... i 6 N6 ~>3
dla ktérych bn—an->0, maja wspolng granice tak samo ciagi
a-Cc2 3 +ovidv>d2">d3">... majg wspolng granice i). Punkt ¢, {

znajduje sie wewnatrz wszystkich kwadratéw An. Punkt o spétrzed-
nych 7 jest wiec punktem skupienia.

* Przypusémy, ze mamy zbiér punktow £2, £3,..., Sp—- na
ptaszczyznie xOy i niech xP,yP oznaczajg spotrzedne punktu £p.
Punkt £ o spotrzednych 51 jest granica naszego zbioru, jezeli do
kazdego p>0, promienia kola, okreslajacego otoczenie punktu mozna
dobra¢ taki wskaznik pu, ze kazdy punkt Xp o wskazniku p>p0 na-
lezy do owego otoczenia punktu » Wtedy limxp =5; limyp =t

y d p y p->00p p_>00Vp j
Odwrotnie, o ile linxa;p=9$, limyp = i), to punkty Cp posiadaj ra-
p-;‘]éop p->0¥p ) p y W p g g

nice i tg granica jest punkt ¢ o spétrzednych § i tj.



lim dMip = lim \j(a— ocpy + (J) — yPY2 =
p->oc p->00

=\(a—Ilim a™) —=— hm~)2 = \j(a— e)24-(6 — i])2=~3Z,
p->00 p->00

gdzie £ i t] sg spétrzednemi punktu

Tak wiec punkt jest punktem szukanym; punkt ten
nalezy do (), a odlegto$¢ jego od punktu M réwna sie kre-
sowi dolnemu 8.

Stad wniosek nastepujacy: warunkiem koniecznym
i dostatecznym przynaleznosSci punktu M do zbioru dom-
knietego (Z) jest 8 =0, gdzie 8 oznacza okresSlong przed
chwilg odlegto$¢ punktu M od zbioru (Z).

Tak samo mozna okresli¢ odlegtos¢ dwdéch zbioréw
(Z1) i (Z2): jest to kres dolny zbioru odlegtosci wszystkich
par punktow, z ktérych jeden nalezy do (Z1), a drugi do
(Z2). Jezeli oba zbiory (Zt) i (Z2) sa zbiorami zamknigtemi,
to istnieje przynajmniej jedna para punktow, z ktérych
pierwszy nalezy do (Z1), a drugi do (Z2) i ktérych odlegtos¢
wzajemna réwna sie wiasnie temu kresowi dolnemu.

Wrocmy teraz do obszaru (7)). OkresliliSmy pewien
zbidér punktow, nalezacy do brzegu (ograniczenia) obszaru
(7)), mianowicie zbiér (Z). Udowodnimy teraz, ze kazdy
inny punkt obszaru (7)) jest punktem wewnetrznym, czyli
ze brzeg (ograniczenie) obszaru (7)) nie zawiera innych
punktow, précz punktow, nalezacych do (Z). Przedewszyst-
kiem nalezy udowodni¢, ze zbidr (Z) jest domkniety, dowod
jest zupetnie podobny do podanego poprzednio ma dom-
knieto$¢ obszaru (7)), tak ze mozemy pozostawi¢ te rzecz
czytelnikowi. Niech P oznacza dowolny punkt obszaru (7>),

* V(a— ££6 — 7,2 — V(« —»I>)2+(6 —yp)2 =
_ (a— — (@a— Tp} — (b—ypY
\Ka— ;)*'+(E— "n? + —-fp~H- (6 —yp)2

_ ($—gp GH-yp— 2a) + (t — yP> (rp-yp — 26)
V(« — E)‘+(6 - Tj24- V(a — Ipy + (6 — -ijPy



nie nalezacy do (L). Odlegtos¢ 6 punktu P od (/>) nie jest
réwna zeru, gdyz inaczej, t. j. gdyby 5=0, punkt P, wskutek
domknietosci zbioru (£), nalezatby, wbrew zatozeniu, do (/>).
Zakre$lmy z punktu P koto y, promieniem p < 6; na ob-
wodzie kola y i wewnatrz tego kota niema wiec Zadnego
punktu, nalezacego do (L); powiadam teraz, ze wszystkie
punkty kota (y) naleza do (P). Dowdd przez sprowadzenie
do sprzecznosci. Przypusémy, ze istnieje w y punkt e, nie
nalezacy do (P). Poniewaz odcieta x0 $srodka kota y spetnia
warunek m < x0<n, wiec o ile p dostatecznie mate, spot-
rzedne x wszystkich punktow tego kota beda spetniaty ten
sam wrarunek »n<a?<n, a wiec i odciete punktu e. Po-
faczmy puukt e ze Srodkiem P kota y; wszystkie punkty
tego odcinka Pe lezg wewnatrz y. Wezmy teraz pod uwage
funkcje ?/— o (X) i y— ¢2("), jako funkcje dwaoch zmien-
nych; wartosci ich zaleza od potozenia punktu M o spot-
rzednych x i y. Gdy punkt M znajduje sie na odcinku
prostej Pe, y jest funkcjg linjowa, a wiec cigglg zmiennej x*
tak iz y—oml(a) i g2 —y stajg sie funkcjami jednej
tylko zmiennej x, £@#) =1 @), @=w#H-—-3,
przyczem fx(a?) i /2(a?) sg w rozwazanym przedziale, (t. j.
gdy x zmienia sie od wartosci odcietej w punkcie P do war-
tosci odcietej w punkcie e) funkcjami ciggtemi zmiennej x.
Poniewaz F jest punktem obszaru (P), nie nalezacym do (ZL),
funkcje fx(a?) i /72(") w punkcie P majg wartosci dodatnie.
Poniewaz w punkcie e odcieta x nie moze by¢ ani n,
ani  m, wiec z okreSlenia punktu e, jako nie nalezgcego
do (/>), wynika, Ze jedna z dwdch funkcyj fx (@?) lub (@)
w punkcie e ma wartos¢ ujemng. Na mocy ciggtosci funkcyj
fi(#ilg istnieje wartos¢ posrednia zmiennej, dla ktorej
jedna z dwdch funkeyj fx(@?) lub  (X) staje sie rowng zeru,
czyli inaczej, istnieje na odcinku Pe taki punkt 2If, iz spét-
rzedne x i y tego punktu spetniajg jedno z dwdéch naste-
pujacych rownan z/=¢1(a?) albo 7= # ale w takim




razie punkt 3f, nalezacy do kota y, jest punktem zbioru
(2). DoszlisSmy wiec do sprzecznosci. A wiec wszystkie
punkty kota y, stanowigcego otoczenie punktu P, nalezg
do (P), czyli punkt P jest punktem wewnetrznym obszaru
(P). Kazdy wiec punkt (P), nie nalezacy do (Z), jest
punktem wewnetrznym.

Funkcja dwoch zmiennych, okre$lona w (P), jest cig-
gla w kazdym punkcie obszaru (P). Jasna rzecz, ze okre-
S$lenie ciagglosci, podane poprzednio, bez zadnej zmiany
stosuje sie tylko do punktow wewnetrznych obszaru (P).
Dla punktow za$, nalezacych do brzegu (Z), nazywaé be
dziemy zbiér punktéw, nalezacych jednocze$nie do (P)
i do kota y,* zakreSlonego dowolnie matym promieniem
z punktu P jako ze $rodka; (a wiec z kota y nalezy usu-
na¢ punkty, nie nalezace do P).

84. Wiasnosci funkcji cigglej. Ciagtos¢ jednostajna.

Udowodnimy teraz szereg wiasnosci funkcji ciggtej
dwoch zmiennych, podobnych do odno$nych wiasnosci
funkcji jednej zmiennej.

1) Jezeli funkcja f(oc,y) jest ciagla w punkcie M
i /(M") =F O, to istnieje otoczenie punktu M takie, ze funkcja
w kazdym punkcie M' tego otoczenia posiada ten sam
znak, co w punkcie M.

2) Jezeli funkcja f(x,y) jest ciagta w (P), gdzie (P)
oznacza obszar normalny, ktérySmy rozpatrywali w roz-
dziale poprzednim, to funkcja jest w (P) ograniczona.

Mozemy dowie$C tego twierdzenia w sposéb analo-
giczny do sposobu uzytego dla funkcji jednej zmiennej.
Mianowicie funkcja ciaggta w punkcie M jest ograniczona
w otoczeniu punktu M. Nastepnie dowodzimy, ze jezeli
funkcja nie jest ograniczona w (P), to istnieje taki punkt

* Mowa tu o obszarze, utworzonym z punktéw wewnatrz i na
okregu Kkota.



P obszaru (P), w ktérego otoczeniu funkcja nie jest ogra-
niczona. Przy dowodzie nalezy uwzgledni¢ twierdzenie
Weierstrassa dla zbiorow punktéw na plaszczyznie, ktore
to twierdzenie zostato udowodnione w odsytaczu rozdziatu
poprzedniego i twierdzenie nastepujace: jezeli punkt A jest
punktem skupienia zbioru (Z), to mozna utworzy¢ ciag
punktow zv z2 za, =Zk,.., Kktérych granicg jest punkt A;
z tego twierdzenia, ktdrego tre$¢ wyjasnia réwniez odsy-
facz, korzystaliSmy w artykule poprzednim; dowdéd tego
twierdzenia jest zresztg zupetnie tatwy.

Bieg catlego dowodu jest taki. Niech Av A2,..., Ak,...,
stanowig ciag liczb dazacy do -j- co. Wybieramy $réd war-
tosci funkcji nie ograniczonej od gory w (P) cigg wartosci
rosngy yn<m<ys<..<yp<.  przytem taki, ze
yp> Ap; wartosci te nasza funkcja przybiera dajmy na to
w punktach Mv M2 JZ3 .., Mp,.. obszaru (P). Wszystkie
te punkty sg rozne, jest ich nieskornczenie wiele-, mieszczg
sie w obszarze skoriczonym (7)), wiec (Weierstrass) posia-
daja punkt skupienia, conajmniej jeden, dajmy na to P,
nalezacy, z powodu domknietosci zbioru (P), do (P). Mozna
wiec z posréd punktow M2,.., Mp... wrybraé ciag cze$-
ciowy NtIN2 .., Np,.. tak by granicg punktow'tego zbioru
byt punkt P. Wezmy pod uwage wrartosci naszej funkciji
w punktach Nv Na Nai»p» ~p, » Twrorzg one cigg f"N”,
I'(At2), .., [(Np),..., ktérego wyrazy wszystkie nalezg
do ciggu yv, y21..., yp,... Poniewaz yp™- 00, wWiec i 00.
Tak wuec nasza funkcja nie jest ograniczona w otoczeniu
punktu P, nalezagcego do (P). Lecz, poniewaz t(x,y) jest
funkcjg ciagta w punkcie P, jest to niemozliwe, czyli do-
szlismy do sprzeczno$ci. Nasze zatozenie, polegajace na-
tem, ze funkcja nie jest ograniczona w (P) nie daje sie
pogodzi¢ z ciggtoscig funkcji w (P). Funkcja ciagta w (P),
jest wiec ograniczona w tym obszarze.

Mozna takze da¢ inny dowod, bardziej bezposredni,



ktory w zasadzie datby sie zastosowaé réwniez do funkcji
jednej zmiennej (radzimy czytelnikowi sprobowac). Dowdd
ten polega na kolejnem dzieleniu na obszary czesciowe,
naprzyklad na kwadraty; jest to metoda, ktérg stosowa-
lismy przy dowodzie twierdzenia Weierstrassa wr przypisku,
(patrz artykut poprzedni).

Niech oznacza kwadrat, wewnatrz Kktorego miesci
sie obszar (D). Podzielmy ten kwadrat na cztery kwadraty
rowne. Jezeli funkcja nie jest ograniczona w (Z)), to przy-
najmniej jeden z czterech wspomnianych kwadratoéw bedzie
zawierat obszar, w ktorym funkcja jest okreslona, ale
nie jest ograniczona. Przypusé¢my, ze kwadrat y'I2 spetnia
ten warunek. Postgpimy z kwadratem vL jak z kwadra-
tem Ar Otrzymamy kwadrat 743, w ktérym funkcja nie
jest ograniczona, nastepnie kwadrat A4 it. d. Proces two-
rzenia tych kwadratow jest, oczywiscie, nieskonczony.
Otrzymamy wiec ciag kwadratow Av d-2,..., Ap,... Spol-
rzedne punktéw, nalezacych do kwadratu Ap, czynig za-
do$¢ nierbwnosciom ap op bp; ¢ ypPLdp Ciagi

ai-Ca2-Cas i "3 s$ monofoniczne, po-
niewaz bn—an= —5 wiec daza do wspdlnej granicy 5;
tak samoPIirHOcp =p|_i;180dp=q. Liczby & i 1j spetniajg wiec
warunki

S bpep Mo dt

dla kazdej wartosci wskaznika p, co dowodzi, ze punkt P
0 spdtrzednych jest punktem, nalezgcych do wszyst-
kich kwadratéw Ap. Niech y oznacza koto o dowolnie
matym promieniu, stanowigce otoczenie punktu P. Jezeli
wskaznik p jest dostatecznie wielki, to kwadrat Ap jest
wewnatrz kota y. Lecz w Ap nasza funkcja nie
jest ograniczona. A wiec funkcja f(pc->V) nie jest ograni-
czona w otoczeniu punktu P. Lecz punkt P jest punktem,



nalezagcym do (P), gdyz w dowolnie malem otoczeniu
punktu P sg punkty, nalezgce do (79), a obszar (79) jest
domkniety. Udowodnilismy wiec, ze, jezeli f(x,y) nie jest
ograniczone w (P), to musi istnie¢ przynajmniej jeden
punkt obszaru (79), w otoczeniu ktérego funkcja nie jest
ograniczona. Dalszy cigg dowodu juz nie przedstawia
trudnosci.

Tak wiec, jezeli funkcja /(.r,y) jest ciagta wr (79), to
jest ograniczona w tym obszarze, czyli zbiér wartosci tej
funkcji jest zbiorem liczbowym ograniczonym. A wiec
istnieje kres gorny i kres dolny wartosci funkcji w (79).

3) Funkcja ciagta w (D), osigga w (P) swoj kres
gorny K i swoj kres dolny k. Innemi stowy: istnieje w (P)
punkt Ptaki, ze f(P) =Jv, przyczem $rdd wartosci funkcji
ftpryj w () zadna nie jest wieksza od K; tak samo,
istnieje w (79) punkt Q taki, ze f(Q)=ky przyczem $rdd
wartosci funkcji flpchy') w (P) zadna nie jest mniejsza od k.

Udowodnimy najpierw, ze istnieje w (P) punkt P,
w dowolnie matem otoczeniu, ktdérego kresem gérnym
wartosci  funkcji jest taz sama liczba K; t. j. jezeli za-
kreslimy z punktu P jako ze s$rodka koto y dowolnie
matym promieniem p, to kresem gérnym zbioru wartosci
jakie przyjmuje funkcja flpc’y® wy jest ta sama liczba Kl
ktéra jest kresem gérnym wartosci funkcji w (P).

Dowdd przez podziat kolejny na kwadraty, jak przy
dowodzie wiasnosci poprzedniej. Przypusémy, ze kwadrat

zawiera w sobie obszar (P). taczac S$rodki przeciw-
leglych bokow kwadratu >11, podzielimy kwadrat na
cztery kwadraty. Dla jednego conajmniej z tych czterech
kwadratéw kres goérny wartosci funkcji jest takze K; gdy
bowiem Kitl N1 K.v K4 oznaczajg kresy gorne wartosci
funkcji w kazdym z czterech wzmiankowanych kwadra-
tow, to kres gérny wartosci funkcji w kwadracie poczat-
kowym rébwna sie, oczywiscie, najwiekszej z liczb



Kv K2, K3l K4 A wiec przynajmniej jedna z tych czte-
rech liczb musi sie rownac¢ K.

Niech wiec A2 oznacza jeden z czterech kwadratow,
w ktérym kres gorny wartosci funkcji rowna sie K. Po-
stagpmy z kwadratem YI2 jak z kwadratem Alt to jest po-
dzielmy go na cztery czesSci i niech A3 oznacza ten z czte-
rech kwadratéw, na ktére zostat rozbity kwadrat A2l w kt6-
rym kres gorny wartosci funkcji réwna sie znowu K.
Otrzymamy w ten sposob nieskoriczony cigg kwadratow:
Al A2l A3,..., Ap,.. z ktérych kazdy nastepny jest czwartg
czescig poprzedniego; kresem gérnym wartosci  funkcji
w dla kazdego j) jest K. Tak, jak przy poprzednim do-
wodzie, wyznaczymy punkt P, ktéry nalezy do wszystkich
kwadratow ciggu At, A2). Ap,.. Otoczmy punkt P kotem
y 0 promieniu dowolnie matym p. Istnieje taki wskaznik
jp, ze kwadrat Ap lezy wewnatrz kota y. Kres gorny war-
tosci funkcji w Ap jest P, a wiec kres gorny wartosci na-
szej funkcji w y musi by¢ takze rowny P, bo nie moze
by¢ ani mniejszy ani wiekszy od K.

Tak wiec pierwsza czes¢ dowodu zostata przeprowa-
dzona. Udowodnimy teraz, ze warto$¢ naszej funkcji ciaglej
w P réwna sie wilasnie K. Przedewszystkiem z powodu
domknietosci zbioru (P), punkt P nalezy do (P) przy-
pusémy, ze warto$¢ funkcji w punkcie P nie réwna sie P;
jest wtedy f\P*) <P, gdyz nie moze by¢ f(P) > P, bo ina-
czej P nie bytby kresem gornym. Oznaczmy warto$¢ funkcji
w punkcie P, czyli f(P) dla krétkosci przez Z; mozna zna-
lez¢ na skutek ciggtosci funkcji f(x,y) w punkcie P takie
otoczenie punktu P, ze wartos¢ funkcji w kazdym punkcie
M tego otoczenia czyli /(AZ) rézni sie od f(P") mniej, niz
0 e, czyli

Z-e</(AN<Z4-e;
niech A\. oznacza liczbe ~(P-{-Z) i niech e=Pl1—1Z co
jest liczbg dodatnig, bo Z<P1<A"; tak wiec warto$¢
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funkcji f(x,y) w kazdym punkcie 3f, nalezagcym do oto-
czenia punktu P, bytaby mniejsza od KXl bo
tW= Z-pe=1+ Xl—1 czyli f{(M)<Kv

Kres gorny wartosci funkcji f(x,y) w otoczeniu punktu
P bytby mniejszy od wbrew otrzymanemu poprzednio
wynikowi. Tak wiec f(P) nie moze by¢ ani < K} ani >
czyli f(P) —K, co trzeba byto udowodnic.

Taki sam dowdd dla kresu dolnego.

4) Funkcja ciggta w (Djjest jednostajnie ciggta w (P)-

Okreslenie. Funkcja f(x,y) jest jednostajnie ciagta
w (P), jezeli do kazdej liczby dowolnie matej e>0 mozna
dobra¢ taka liczbe 8, ze zachodzi nieréwnosé

\fW-f<P>\<6.
o0 ile tylko odlegtos¢ punktéw M i P, nalezacych do (P),
jest mniejsza od 8.

Innemi stowy, funkcja jest jednostajnie ciagta w (P).
jezeli do kazdej liczby e >0, mozna dobra¢ taki odcinek
i), ze skoro tylko nakre$limy na plaszczyznie jakikolwiek
kwadrat o boku nie wiekszym od i] i zawierajagcym punkty
obszaru (P), to oscylacja funkcji w tym kwadracie mnigj-
sza jest od e.

Udowodnimy naprzéd, ze jezeli funkcja jest ciggha
w (P), to mozna podzieli¢ ptaszczyzne na kwadraty w ten
sposob, ze oscylacja funkcji w kazdym kwadracie, zawie-
rajagcym punkty (P), jest mniejsza od e.

Dowodzimy przy pomocy podziatu na kwadraty, ze
jezeli nie mozna utworzy¢ wspomnianego podziatu na
kwradraty, tak by w kazdym kwadracie oscylacja byta
mniejsza od e, to istnieje w (P) punkt P, w dowolnie
malem otoczeniu, ktérego oscylacja funkcji jest nie mniej-
sza od e; nastepnie wykazemy, ze to nie da sie pogodzié
z ciagtoscia funkcji w punkcie P.

Niech kwadrat zawiera (P) i przypus¢my, ze nie



mozna podzieli¢ Al na kwadraty, w ten sposéb, by oscy-
lacja funkcji w kazdym z tych kwadratow byla mniejsza
od e. Podzielmy Mx na cztery rowne kwadraty #aczac
srodki bokow przeciwlegltych. Przynajmniej jeden z otrzy-
manych czterech kwadratbw ma te samg wiasno$é, co

t. j. nie moze byé podzielony na kwadraty o oscylacji
mniejszej od e; gdyby bowiem wszystkie wspomniane
cztery kwadraty dawaty sie podzieli¢ w ten sposéb na
kwadraty czeSciowe, to i kwadrat 11, miatby, wbrew za-
tozeniu, te samg wihasno$¢é. Niech wiec A2 oznacza kwadrat,
bedacy czwartg czescia kwadratu At i nie dajgcy sie po-
dzieli¢ na kwadraty o oscylacji <e.

Z kwadratem vl2 postapmy jak z kwadratem At t. j.
podzielmy na cztery kwadraty, z posréd ktorych wyréznimy
jeden VI3 posiadajacy te sama wiasnos¢ co A? i Z kwa-
dratu j43 otrzymamy kwadrat A4 i t. d. Otrzymamy nie-
skohczony cigg kwadratéw. Wnioskujemy wiec, jak po-
przednio, ze istnieje punkt P taki, ze, jezeli z tego punktu
zakre$limy koto y dowolnie matym promieniem p, to
wszystkie kwadraty Ap zaczawszy od pewnego wskaznika
p0 mieszczg sie wewnatrz kota y. Stad wniosek, ze w do-
wolnie matem otoczeniu punktu P oscylacja funkcji jest
nie mniejsza od e; gdyby bowiem w pewnem kole y 0 pro-
mieniu p, stanowigcem otoczenie punktu P, oscylacja
funkcji byfa mniejsza od e, to oscylacja wewnatrz kwa-
dratu Ap, o ile wskaznik p jest dostatecznie wielki, mu-
siataby by¢ mniejsza od e, gdyz Ap dla p=p0 jest czescia
obszaruy. Lecz to nie moze zachodzi¢, ze wzgledu na te oko
licznos¢, ze kwadrat Ap nalezy do tych, ktérych nie mozna
podzieli¢ na czesci o oscylacji <e.

Tak wiec istnienie punktu P zostato udowodnione
punkt ten ma te wiasnos¢, ze w dowolnie matem otocze-
niu tego punktu mozna zawsze znalez¢ przynajmniej dwa
takie punkty Al i M' ze



(31) [7>X)-/(M)|=e;

wystarczy w tym celu punkty M i M' tak wybraé, by
wartosci  funkcji w tych punktach rowne byty kresowi
gérnemu i dolnemu funkcji w tym otoczeniu, co jest moz-
liwe ze wzgledu na ciggtos¢ funkcji y).

Lecz wspomniana wiasnos¢ punktu P, ktory oczy-
wiscie nalezy do (P), nie da sie pogodzi¢ z ciagtoscia
funkcji w punkcie P. W rzeczy samej, z ciggtosci funkcji
w punkcie P wynika, iz istnieje takie otoczenie punktu

P, ze, skoro tylko punkty M i M' do tego otoczenia na-
lezg, to

f<P)-AAA\<~
fF(P)-/(M)I<I.

skad, znanym sposobem wysnuwamy
1Y) —f(.af")|<e,
wbrew nieréwnosci (31).
Tak wiec kwadrat mozna podzieli€ na kwadraty

czeSciowe tak, by oscylacja funkcji w kazdym kwadracie
byta mniejsza od dowolnie matej z gory danej liczby do-

datniej. Niech tg liczbg bedzie, np. liczba

Z posréd kwadratéw (g) w liczbie skonczonej, stano-
wigcych podziat na czesci kwadratu (o oscylacji <”s
w kazdym kwadracie czesciowym), wybierzmy ten, kto-
rego bok jest wiekszy od boku pozostatych kwadratow
i niech Hi oznacza dhugos¢ jego boku. WykreSimy teraz

na ptaszczyznie kwadrat, o boku 8 g dajmy na to kwa-

drat (a), w zupetnie dowolnem miejscu. Mozna udowodnic,
ze kwadrat (a) moze mie¢ punkty wspdlne najwyzej z czte-
rema kwadratami (g) i ze oscylacja w kwadracie (a) zawsze



jest mniejsza od czterokrotnej oscylacji  w kwadratach (g)

dowdd ten nie przedstawia trudnosci, ale wymaga dos¢
zmudnego rozpatrywania mozliwych potozen kwadratu (a)
wzgledem sieci kwadratow (g), co zostawiamy czytelnikowi.
Podamy inny dowdd, nie przedstawiajgcy podobnej
niedogodnosci. Przypusémy, ze funkcja f(x,y) nie jest
jednostajnie ciagta w (/>); to znaczy, ze istnieje taka liczba
dodatnia, el dajmy na to, ze, jakkolwiek matg jest liczba
dodatnia 6, mozna w (/)) znalezé dwa punkty M i P,
takie, ze ich odlegtos$¢ ¢Z(If, P) mniejsza jest od 8, jednakze
(32 \FW— AP)[>e,
dajmy liczbie 8 cigg wartosci 81, 82, 83,.... 8k, zmierzajacych
do O: do kazdej wartosci 8 mozna dobra¢ pare punktow
Mk i Pk spetniajgcych warunek (32) i takich, ze odlegto$¢
t/(3fk,Pk) <8k

Zbiér punktow Mv jHk,... jako nalezgcych do
(/>) jest ograniczony i posiada przynajmniej jeden punkt
skupienia A; z pomiedzy punktow Mv Ms,..., M, ...
mozna wybrac cigg czeSciowy Nt V3,..., NPL.. dla kt6-
rego punkt A jest nie tylko punktem skupienia, ale gra-
nica, t. j. wszystkie punkty Np poczawszy od pewnego
wskaznika naleza do otoczenia punktu A. Niech Qr Q§)
Qa... ,QP,.. oznaczajg te z po$réd punktéw Pv P2, P3,..,
Pn,..., ktére odpowiadajg punktom -Ai* V2, V3 o NPI ., tak
ze dla kazdego p

[FVV)-m)|=ex
a jednoczes$nie
lim ¢Z(2Vp, Qp) = 0.

Z tego ostatniego warunku wynika, ze i ,prawie"
wszystkie punkty QP) t. j. wszystkie, poczawszy od pewnego
wskaznika p0, lezg w otoczeniu punktu A, czyli, ze punkt



A jest takze granicg zbioru punktéw Qt, Qt,CQp,.. Na
mocy ciagtosci funkcji

lim/(®,) = /-(A); lim/XQP) = /G4),

p->00 p ->00

czyli lim —(<9P)} =0,
co jest sprzeczne z nieréwnoscia

ktora jest spetniona dla kazdej wartosci wskaznika p.
A wiec przez sprowadzenie do sprzecznosci udowodniliSmy
twierdzenie o jednostajnej ciggtosci.

5) Przechodzimy teraz do kryterjum ciggtosci. Jezeli
funkcja jest ciagta w punkcie A/, to do kazdej
liczby e >0 mozna, dobra¢ takie otoczenie punktu M, ze
/(. —/(i1Z2)|<e, skoro tylko punkty i M2 nalezg
do owego otoczenia, ktére rozumiemy tu w znaczeniu
szerszem, t. j. M\ albo M2 moze by¢ wiasnie punktem M.

Jezeli do kazaej liczhy e>0 mozna dobra¢ takie oto-
czenie punktu M, ze

skoro tylko punkty i M> nalezg do owego otoczenia,
ktore takze i tu bierzemy w znaczeniu szerszem (t. j. i sam
punkt M zaliczamy do otoczenia), to funkcja f(x,y) jest
ciggta w punkcie M.

Te dwa twierdzenia razem wziete dajg nam Kryterjum
dostateczne i konieczne ciggtosci funkcji w punkcie M.
Dowdd nie przedstawia trudnosci, poniewaz mamy do czy-
nienia z otoczeniem w szerszem znaczeniu tego stowa, tak
ze napisane nierdwno$ci pozostajg w mocy, gdy Mt zasta-
pimy przez M.

Gdyby w wystowieniu poprzedniego kryterjum zwezi¢ pojecie
otoczenia, przez wykluczenie punktu M. i tego otoczenia, to otrzy-
mamy Kkryterjum nie ciggtosci funkcji w punkcie Af, ale kryterjum
istnienia granicy funkcji w punkcie M.



Jezeli funkcja w punkcie M dgzy do granicy g, to znaczy, ze
do dowolnej liczby e>0 mozna dobra¢ takie otoczenie punktu M
(w postaci, np., kota o promieniu p), ze skoro tylko punkt M' nalezy
do tego otoczenia, to

e
f(M’,-g\<”

jezeli i punkt M" nalezy do tego otoczenia, to takze
\WM™)-g\<_7

a z tych dwdch nierbwnosci wynika

Pierwsza cze$¢ kryterjum istnienia granicy, wyrazajgca warunek
konieczny, jest udowodniona.

Przejdzmy do warunku dostatecznego.

Przypusémy, ze do kazdej liczby e>0 mozna dobra¢ liczbe p, ze
skoro tylko punkty N i P nalezag do otoczenia punktu M, w postaci
kota y o promieniu p, to

(33) [/(7\)-1(P) <e,

przyczem otoczenie nalezy tu rozumie¢ w znaczeniu wiasciwem, t.
wezszem.

Dajmy sobie pewien zbiér punktéw M) My ...;MpLl.. zmie-
rzajacych do punktu M i wezmy pod uwage wartosci funkcji f(x,y)
w tych punktach, czyli cigg f(Mx\ f<MA\ ..., f(Mp"),...; cigg ten
jest ograniczony, poniewaz ,prawiell wszystkie punkty ciggu Mi
M.,..., Mp,.. naleza do otoczenia punktu 3Z, wyznaczonego promie-
niem p, a wtedy, na mocy (33)

f(Mp0) — e < f'xMp\< f<Mp” 4- e dla kazdego p ">p0.

Na zasadzie twierdzenia Weierstrassa ciag nieskonczony i ogra-
niczony posiada punkt skupienia, dajmy na to liczbe Z; mozna wiec
z posrod wyrazow ciggu f(Mt), f((M.>\ ..., f(Mp).... wybra¢ ciag czes$-
ciowy f(N\), f{N2\ ... f(Np),.., taki, ze lim f(Np) =Z, poniewaz za$

liczby Np nalezg do ciggu liczb wiec lim Np = M. Kazdej liczbie

dodatniej ¢ mozna podporzadkowaé taka liczbe n0, ze skoro tylko
p=>n0 to punkt Np lezy wewnatrz kota y o promieniu p, stanowiga-
cego otoczenie punktu M. A wiec na mocy (33)

(34) \f(Np)-AP)\<e,



skoro tylko p>n0 i punkt P lezy wewnatrz kota y; poniewaz
lim f(Np) = Z wiec przechodzac w (34) do granicy dla jo->00, otrzy-
mamy:.
(35

Tak wiec, jakkolwiek mata jest liczba e, nierownos¢ (35) jest
spetniona, skoro tylko P nalezy do otoczenia y punktu M (przy od-

powiednio dobranem p). Oznacza to, ze I jest granica funkcji /(a;,y)
w punkcie M.

85. O funkcjach uwiktanych.

Przypusémy, ze funkcja jest okre$lona w pro-
stokacie (/)) i przypus¢my ze w punkcie tego prosto-
kata /(3f1)>(), a w punkcie Jf2 warto$¢ funkcji <0
Jezeli funkcja jest ciggla, to mozemy twierdzié, iz istniejg
punkty w (//), dla ktérych funkcja f\x,y) przyjmuje war-
tos¢ zero. Niech a“bx oznaczajg spoétrzedne punktu Mv

i b2 spotrzedne punktu M2 i niech oznacza
dowolng funkcje ciggta zmiennej X w przedziale a2),
przyczem niech cl =t]r(al), 62 =\|r(a2), i niech y zostaje
zawarte w granicach, wyznaczonych przez (7)), dla wszyst-
kich wartoSci x tego przedziatu (alra2). Zbior punktow

y, wyznaczonych przez warunki

m x<ab

y = AM(xy
bedziemy nazywali krzywag C, wszystkie punkty tej krzy.
wej naleza do (7)) i krzywa ta przechodzi przez punkty

i M2 Na krzywej C istnieje przynajmniej jeden punkt
47, taki, ze /(3f) = O;tw rzeczy samej, wezmy pod uwage
funkcje jednej zmiennej F(«\ Ktdrg otrzymamy, nhadajac
dla kazdej wartosci x w (avaj) zmiennej y wartos¢ wy-
znaczong przez funkcje y— co oznacza¢ bedziemy,
piszac F(F) = f{x\ ; kazdy punkt o spotrzednych

4™N) dla x w (alta?) nalezy do krzywej C. Funkcja
7 (a?) jest funkcjg ciggla zmiennej x dla kazdej wartoSci
x w (al, a2), gdyz dla at <1 a2 lim F(x) = lim {a?, Ma?)} ==

Rachunek rézniczkowy i catkowy, II. 10



=/Jlim &, lim = F(a). Poniewaz I"(al)>0,

Z>a x->a
F(a2) < 0O, istnieje wiec przynajmniej jeden punkt  taki,
ze 7™ (8) =0, przyczem Lecz /[{"okG)}==-"(")="
czyli t\x,y™ przybiera warto$¢ zero, gdy a? =2, ij = Xr(£ ;
niech M oznacza punkt o sp6trzednych =" y=x|r("),
punkt ten lezy na krzywej C, z drugiej strony w tym punk-
cie 3f mamy f(Af) = 0. Tak wiec na kazdej krzywej C mamy
przynajmniej jeden taki punkt, w ktérym funkcja réwna
sie zeru. Zwrdémy teraz uwage, na zbiér punktow Ml le-
zacych w (D) i spetniajgcych warunek /(Jf) =0, ktérych
istnienie zostato udowodnione; niech i g oznaczajg spot-
rzedne punktu M; liczby te speiniajg warunek /m(£ r]) = 0.
Zjawia sie teraz pytanie, czy zbiér par liczbowych ]
stanowi zalezno$¢ funkcjonalng miedzy obu zmiennemi
i czy mozemy, np., wartosci zmienne 1] uwaza¢ za wartosci
pewnej funkcji cp(®) zmiennej niezaleznej £, okres$lonej przez
f(S,r]) =0.

Niech, np., fAJA —y —2xtjj-x#-X; wtedy zbior
wartosci a?,y, spetniajacych warunek f(x,y) =0Q istnieje
tylko dla 27O i wtedy dla kazdej wartoSci x mamy dwie
wartosci na y: yt=x-V-jx i 2 =x—V# Tak wiec
A™Ny) = () w tym przypadku okresla nam nie jedng funkcije,
ale dwie. Jezeli od tego prostego przyktadu przejdziemy
do przypadku ogodlnego, to wcale nie jest oczywistem, ze
zbior wartosci o iy, spetniajgcych warunek ffr, ?%) =),
okresla y jako funkcje zmiennej .

OdpowiedZz na postawione pytanie daje nam nastepu-
jace twierdzenie.

Jezeli funkcja ffr, y) dwdoch zmiennych staje sie réwng
zeru dla oc=a, y=0n, t. j. f{a,b")~ ()\ jezeli w otoczeniu
punktu « —a, y—b funkcja f(x,y) jest funkcja ciagla
i jezeli dla kazdej wartosci zmiennej oc—o w tym oto-
czeniu funkcja ffrp yf jako funkcja jednej tylko zmien-



nej v, jest funkcja rosnaca tej zmiennej (albo funkcjg ma-
lejacg tej zmiennej), to w otoczeniu punktu fa, 6), dla
kazdej wartosci zmiennej x pewnego przedziatu (a— T,
a 1), istnieje jedna tylko warto$¢ zmiennej y, spetnia-
jaca rownanie

fvx.z2) =0

tak, iz to réwnanie okresSla w danych warunkach pewng
funkcje y —(pc> zmiennej X i tylko jedng dla kazdej war-
tosci x pewnego przedziatu (a—//, a-\-h\ Ta funkcja
y—/Mx'j jest funkcjg ciggla zmiennej X w przedziale
(@ — T, a—T72)

Oznaczmy przez M punkt o spétrzednych a, b i niech
prostokat (7)), ktérego Srodkiem jest punkt M, przedstawia
otoczenie tego punktu, dla ktérego spetnione sg nasze za-
tozenia.

Gdy x—a, f(p.wy" jest funkcjg rosngcg zmiennej v
jezeli wiec przez punkt M przeprowadzimy (patrz rys. 5)
réwnolegtg do osi Oy i na tej réwnolegtej obierzemy dwa
punkty A i B po jednej i po drugiej stronie punktu M,
tak, by A'i B byty w Q), to /(.-1)>0, /(B)<O; przez
punkt A prowadzimy wvilvl2, a przez punkt B prowadzimy
B, B2 réwnolegte do osi Ox. Punkt A jest wewnatrz od-
cinka AtA2, a punkt wewnatrz odcinka Bt B2l przyczem
punkty AlA? i BrB2 obieramy na tych réwnolegtych tak,
by At A2B2Bt byto prostokagtem i tak, by funkcja f(x,yj
miata wzdtuz odcinka At A? ten sam znak, co w punkcie
A, to jest dodatni, a na odcinku Bt B2 ten sam, co
w punkcie B, to jest ujemny. Te warunki beda spetnione,
0 ile odcinek A1A2 = B1B2 uczynimy dostatecznie maty,
na mocy ciggtosci funkcji f(x,y) w (p)- Prostokat (j?) za-
stgpmy prostokgtem Al J2 B2BX, ktéry nazwiemy niech
a—ht i a-\-h? oznaczajg odciete punktéw At i A2

Przeprowadzmy roéwnolegta do osi Oy, przecinajgca



odcinek At A2 w punkcie A’, a odcinek Bv B2 w punkcie
B'. Funkcja f(x,y) w punkcie A' jest dodatnia, w punkcie
B' ma warto$¢ ujemna, na prostej A'B' zmienna X ma
wartos¢ stalg a%, zawarta miedzy a — 77T i a zmie-
nia sie tylko 7, tak ze na A'B' wartos¢ funkcji f(pc0,y”
rosnie wraz z 7. Poniewaz funkcja jest ciagta, wiec na A' B’
musi by¢ przynajmniej jeden punkt AL' taki, iz /‘(21£/) = 0.
Taki punkt jest tylko jeden, bo j\x0, y) jest funkcjg rosnaca
zmiennej y. Kazdej wiec wartosci x w (6 7" a-|-/?2) od-
powiada jedna warto$¢ zmiennej y, spetniajgca warunek
/m(a;, ?)) = () i zbior tych wszystkich wartosci y okre$la nam
dla ? w przedziale (a—hx,a /22) pewna funkcje y = cp(a?).
Udowodnimy, ze funkcja w ten sposéb okreslona
y —cp(@?) jest funkcja ciggtg zmiennej x w (a—hv
W tym celu wystarczy udowodnié, ze dla kazdego ciagu
xv @3 #3,.. Xn... zmierzajacego do granicy X, (przyczem
a Z7an a-j-12), limop@M) = @) Przypuscmy, iz

tak nie jest; ciag cp(al), o (@2),..., cp(@@?,),... jest ograni-
czony, ale nie zmierza do granicy ¢p(a?), czyli albo nie jest
zbiezny, albo posiada granice nie réwng o (xa?); w jednym
i drugim wypadku mozemy z posréd wyrazéw tego ciggu
wybra¢ cigg czeSciowy 0(E2), — ktéry
zmierza do granicy g ?(a?), przyczem odciete »1, £2,..
2p,... stanowiag cze$€ ciggu xx, X2, #73,..., @n,. .; tak wiec
V(Ep} =0 i lim~™~=23. Przejdzmy do granicy dla

p-=00; zwazywszy, ze funkcja 1\x,y* jest ciggta, otrzy-
mamy
0= lim o (™M} =L£lim lim op (8p)} = (X, 9),
p->00 p->00

p->0Q

gdyz limp(Ep) —g. Lecz a—ht @ &

a W prosto-

kacie (y) na kazdej rownolegtej do Oy jest tylko jeden punkt,
spetniajacy warunek; z réwnosci f{x, ip ()} = /(@a?g) =0
wynika, ze t/ =cp(a?); a wiec nie moze by¢ g*<p>(pc\ czyli



zawsze nI_|>rrc10cp ( nvyl> = o (liman) = ¢p 'x). co jest wyrazem ciag-
tosci funkcji y = o ().

Przy stosowaniu tego twierdzenia musimy rozstrzygnag,
czy w otoczeniu punktu (a h) funkcja f(x,ij) jest przy
statej wartoSci zmiennej x funkcjg rosngcg (malejaca)
zmiennej y. W tym celu tworzymy réznice b—-f(xsy"—
—f(x, y') i badamy, czy roznica 6 jest tego samego znaku, co

réznica y —y ; mozemy, np., tutworzytf iIoragFML_-ﬁ%}/—'}

jezeli w otoczeniu punktu a, 5 dajmy na to w prostokacie
(p), iloraz ten, przy kazdej wartosci a?,y w (p) jest dodatni,
to f(x,y) przy statym x jest funkcjg rosngcg zmiennej vy
w (p); jezeli ten iloraz przy kazdej wartosci X,y w (p) jest
ujemny, to f(x*y) przy statym x jest funkcjg malejaca
zmiennej y. W tych obu przypadkach, o ile f(a,b) =0
i f(x,y) jest funkcjg ciggla w (p), mozemy twierdzenie
o funkcji uwiktanej stosowac.

Przypusémy, np., ze f(x,y) =% -\-3x2y vyaA-3y=Q;
y) —ANY=(y——+ + + +  parg
liczb a 6, spetniajacych réwnanie f(x,y) =0 moze byé
tutaj r =0, 27=0; w otoczeniu tego punktu

32 M yy' jy2j 3>

a wiec istnieje w otoczeniu punktu a? =0 funkcja 2/ = cp(.cr),
spetniajagca nasze réwnanie i ktéra dla @? =0 przybiera
wartos¢ y = 0; funkcja, spetniajgca te warunki jest tylko
jedna.

Jezeli zastosujemy twierdzenie o funkcji uwiktanej do
funkcji dwéch zmiennych postaci nastepujacej; f(y)—-X,
w takim razie otrzymamy warunki, przy ktérych rGwnanie
f(y) —x = 0 okresla y jako funkcje cp(@?) zmiennej x. Otrzy-
mamy wtedy znane nam z poprzedniego (1. 78) twierdze-
nie o funkcji odwrotnej. W rzeczy samej twierdzenie o funkcji
uwiktanej przybiera posta¢ nastepujaca.



Jezeli funkcja f(y) jest funkcjg ciggty i rosnacg (ma-
lejacg) zmiennej y w otoczeniu t/=6 i jezeli /'(5) =0, to
istnieje jedna i tylko jedna funkcja ciagta y = (p(rc) zmiennej a?,
okreslona w pewnym przedziale (a—/z, a-\-h), stanowigcym
otoczenie punktu a, spetniajagca réwnanie f(if —x i ktora
dla x=a przyjmuje wartos¢ b.

86. Wytozone w poprzednich rozdziatach pojecia i okre-
Slenia dajg sie z fatwoscig rozciggng¢ na funkcje wielu
zmiennych y=1f(xv x2, - - xf). Wystowienia i nawet
czesto dowody twierdzer pozostajg prawie bez zmiany, o ile
uzywa¢ bedziemy terminéw ustalonych poprzednio, jak
punkt, otoczenie punktu i t. p., tylko ze punkt bedzie ozna-
czat teraz uktad n liczb xt, x2l++ xh otoczenie punktu
N1 al,..., & 1) bedzie oznaczato zbidr wszystkich punk-
téw analitycznych, czyli uktadow (a%t, x8,..., spetnia-
jacych warunek:

Wy —xN W2 — x2 T f X —xwi << 8,
afbo warunki:
\xM—xj 8 [icf—o2 6,..., \x,,—xn 6,
gdzie 6 moze by¢ liczbg dodatnig dowolnie mata.

Granicg wartosci funkcji y = X2, - -rm), w punk-
cie M(at, az,..., an) jest liczba g, jezeli do kazdej dowolnie
matej liczby e > 0, mozna dobra¢ takie otoczenie punktu M,

ze dla wszystkich punktéw P tego otoczenia (M nie na-
lezy do otoczenia) zachodzi nieréwnosé

Jezeli ta granica g rowna sie warto$ci funkcji w punk-
cie M, czyli, jezeli g— /(vw) =f(axXl a2,.... aj), to funkcja
jest ciggta w punkcie M. Wtedy w otoczeniu punktu M

gdzie punkt P nalezy do otoczenia punktu M. Jezeli
funkcja jest ciagta w punkcie (ax, a2,..., aj), to



limf(xv x31. -an) =/(lim Jimre ,.. limaM=
=f(a™ a2 «3,..., @),
gdy zmienne xv a2, x3>..., xn zmierzajg odpowiednio do

al, a2,.. an krotko mozemy te sama tres¢ wyrazié¢
W sposob nastepujacy:
g =R =)

Wiasnosci funkcji ciggtej, udowodnione dla funkcji
jednej i dwoch zmiennych spetnione sg i dla funkcji n
zmiennych. | tak, jezeli /'(7I1f)>0, to istnieje takie otocze-
nie punktu M, ze w kazdym punkcie P tego otoczenia
rowniez /(P)>0. Funkcja jest ciggta w obszarze (P) jezeli
jest ciagta w kazdym punkcie tego obszaru. Funkcja ciggla
w (P), jest ograniczong w (P), posiada wiec kres gérny K
i dolny k, przyczem osigga te kresy, t. j. w (P) istnieje
punkt Nt taki, ze f(Nj) = Kl istnieje réwniez conajmniej
jeden punkt N2 taki, ze \Nj) —k. Funkcja ciggta w (P)
jest jednostajnie ciggta w (P), t. j. do kazdej liczby e>0,
mozna dobra¢ takag liczbe 6, ze skoro tylko odlegtosé
d(M Nj dwéch punktéw M i N nalezacych do (P) jest
mniejsza od 5, to |/'(3/) —/(JV)| <e, przyczem

dM, 2V)* = )2+ —)2+ oo+ <3Cn—9Cny.
gdz e (a?f, x?,.. , a™) i (xy, X>,. . af) oznaczajg spol-
rzedne punktu M i .

* Czytelnik z tatwoscig, sie przekona, ze mozna bytoby wprowa-
dzi¢ zamiast odlegtosci w zwykiem znaczeniu tego stowa na okresle-
nie symbolu takze, np., nastepujacy

{)'(YI--% Y N e e M N
albo inng jaka$ funkcje zmiennych
rMm €N XN

ciggta wzgledem tych zmiennych i rowng zeru tylko dla



Dowody tych twierdzen nie rdznig sig, z wyjatkiem
szczegotow drugorzednych, od dowoddéw podanych po-
przednio dla n=2. Tak samo daje si¢ uogoélni¢ twierdzenie
o funkcji uwiklanej dla wiekszej liczby zmiennych; w ja-
kim kierunku to wyogdlnienie da sie przeprowadzi¢, po-
kazemy na przyktadzie dla n=3.

Niech /(a?,y,2)=0; czy rownanie to okreSla nam
zmienng z jako funkcje dwaoch zmiennych niezaleznych
X i z/? OdpowiedZ daje nam nastepujgce twierdzenie.

Jezeli f(a, b, ) —O; jezeli funkcja f(x,y, z) jest ciagta
w otoczeniu punktu M o spétrzednych a, 6, ¢; jezeli wreszcie
w tem otoczeniu punktu M dla kazdej pary wartosci
x—X0 y=y0, funkcja f(x0 y0,z), jako funkcja jednej
zmiennej X, (przy x0 i y0 statych), jest funkcjg rosnacag
(malejaca) zmiennej z, to istnieje takie otoczenie y punktu P
0 spoétrzednych x—a, y =h, na plaszczyznie xoy, ze kaz-
dej parze wartosci liczbowej X,y w y, odpowiada jedna
i jedna tylko wartos¢ z, taka, ze punkt M' o spétrzednych
xly,z nalezy do otoczenia punktu M, i taka, ze te trzy
liczby X,y,z spetniajg rownanie f(x,y,z) =(k Przytem
otrzymana w ten sposob funkcja X — cp(@?, y) dwoéch zmien-
nych x iy, okreSlona wy, jest w y funkcjg ciggta dwéch
zmiennych x i y. W ogblnym zarysie dowdd jest nastepu-
jacy. Niech (p) oznacza prostopadtoscian, ktérego srodkiem
jest punkt M i ktory stanowi otoczenie punktu M, w ktd-
rem to otoczeniu spetnione sg zalozenia naszego twierdz”
nia. Rownolegta do osi Ox przechodzaca przez punkt M
przebija dwie przeciwlegte Sciany prostopadtosciany (p)
w punktach Q i Qj w ktérych to punktach funkcja f\x, vy, z)
posiada znaki przeciwne, tak ze f(Q) f(Q'j <0. Niech
ABCD i A'B'C'1l)' oznaczaja owe dwie przeciwlegte sciany
prostopadtos$cianu (p), ktérych srodkami sa punkty odpo-
wiednio Q i Q' Zastepujgc prostopadtoscian niniejszym,
w razie potrzeby, mozemy przyjac, iz funkcja f(x,y, z) ma



na catej Scianie ABC!) ten sam znak, co i w punkcie
a na Scianie A'B'C'l)" ten sam znak, co i w punkcie Q"
Niech y oznacza prostokat, ktory jest rzutem (p) na plasz-
czyzne xOy. Jezeli przez dowolny punkt y przeprowadzimy
réwnolegly do Oz, to ta réwnolegta przetnie Sciany ABCD
i A'B'C'Il)" w 2-ch punktach, dajmy na to B i B' Gdy
punkt N znajduje sie na odcinku RR', dwie sp6trzedne
X iy majg wartosci state x0 i y0 a zmienia¢ sie moze tylko z.
Poniewaz f(R) i f(B") majg znaki przeciwne, wiec na od-
cinku RB' musi by¢ punkt AL' taki, ze =0 i przy-
tem tylko jeden taki punkt, gdyz f~oc”yo” jest funkcijg
rosngcg (malejgca) zmiennej z. W ten sposdb kazdej parze
liczb x0,y0 w y odpowiada jedna tylko wartos¢ z w (y),
spetniajgca roéwnanie /(a?,y0,z) =0. W mysl okreslenia
funkcji dwréch zmiennych, mozemy powiedzie¢, ze wyzna-
czylisSmy pewng funkcje z dwoch zmiennych x iy wy,
ktéra oznaczaC bedziemy przez 2 =cp(a? y) i ktéra spetnia
warunek f\x,y, p(x,?) =0, dla kazdej pary wartosci
WU w y.

Funkcja z = (p(a?,y) jest funkcjg ciggla zmiennych x,y
w y. Niech P oznacza dowolny punkt w y i niech Pv
Pa,..., Pn,... oznacza ciag punktow, nalezacych do y

i takich, ze limP,,=P. Udowodnimy, jak w przypadku

funkcji uwiktanej /(a?,y) = (), patrz 1 85, ze
limao (P,,) = ((P), czyli
lim (p (xn, yH) = cp(@, y) =z, gdy limxn=x, limyn=y.

Stad wynika, ze do kazdej liczby e>0, mozna dobraé
takie otoczenie p punktu P, ze dla kazdego punktu P’
w tem otoczeniu

|<pC?) — 2(-?)! <e;
gdyby bowiem tak nie byto, istniataby pewna wartos¢ e0,
taka, ze
(36) |V(P>-<p(Pt)|>E,,,



dla pewnego odpowiednio dobranego punktu Pk w do-
wolnie matem otoczeniu p punktu P. Nadajac p ciag war-
toSci malejacych i zmierzajacych do zera, otrzymalibySmy
ciag punktow P1? P2,..., Pt,.. zmierzajacych do punktu P,
i spetniajacych dla kazdego wskaznika k nieréwno$¢ (36),
ale wtedy nie mogto by byé lim cp(PT) = cp(P), co, jak

wiemy, musi mie¢ miejsce.

Funkcja =cp(iz;,?) jest wiec ciagta w y. Miejscem
geometrycznem punktéw (x,y. z\ gdzie z = 'efc.ijY gdy X,y
przybierajg dowolne warto$ci w y, jest pewna powierzchnia
albo ptat powierzchni, ktérej rzutem na ptaszczyzne xOy
jesty. W tym sensie mozemy mowic, ze rownanie /(a?,y,") =0
okresla powierzchnie.

Pochodne funkcji jednej i wielu zmiennych.

Pochodna funkcji jednej zmiennej.

87. Okreslenie.

Niech x i x-\-h oznaczajg dwie wartosci zmiennej,
nalezace do przedziatu, w ktérym funkcja y=/(a?) jest
Akre$lona i utwoérzmy iloraz

ktory nazywa bedziemy ilorazem roznicowym lub sto-
sunkiem roéznic, gdyz mianownik h jest réznicg dwoch
wartosci X-\-h i x zmiennej niezaleznej x; a licznik jest
réznicg dwoch wartosci funkcji f{x), odpowiadajacych
tym dwom wartosciom X-\-h i X zmiennej niezaleznej.
Licznik oznacza¢ bedziemy przez A f(x) = f\x -j- //)— f(pc),
albo przez Ay, mianownik przez Ax" tak iz rozwazony
stosunek roznic (zwanych czasami przyrostami) mozemy
napisaC takze w postaci———/—/{(gojAalbo i\\ 0i{SymboI A ozna'

cza tu réznice. Stosunek réznic czyli



/(z -f-I2) — 1 (rr)
h

jest funkcjg dwéch zmiennych x i 1+ i jest okreslona dla
wszystkich przez wartosci x i 72, dla ktérych punkty a?
i x-\-h nalezg do przedziatu, w ktorym funkcja jest okre-
$lona, z wyjatkiem tych par wartosci a?, 7z, w ktorych
7i=0. Jako funkcje dwoch zmiennych, mozemy ten iloraz
oznaczy¢ przez F(x,A); o ile ustalimy zmienng X, to
F(x3h?) bedzie funkcjg zmiennej A, okreslong w otoczeniu
punktu //=(), ale nie posiadajgcgq okre$lonej wartosci
w punkcie 7 =0_ Pomimo to, jak wiemy, moze istnie¢
granica tej funkcji F(xji}, gdy h dazy do zera. Granica
ta, o ile istnieje, nazywa sie pocKodng funkcji /"(a?) w punk-
cie a?, co dodajemy, gdyz wartos¢

lim”~a? + ™)—/ (M)

A->0 I/
przy statej wartosci a7, gdy h zmierza do zera, zalezy
oczywiscie, od wartosci statej, jakg nadaliSmy zmiennej x.
Pochodng funkcji y=Lf(x) w punkie X oznaczamy przez
(< albo y. Bdy granica 2@5ﬂm0--_-i(x) nie istnieje,
to moze pomimo to, jak wiemy, istnie¢ granica lewostronna
albo prawostronna; w pierwszym przypadku mamy granice

e - , gdy roznica (czyli przyrost“i M zmlerza do

zera z lewej strony, t.j. dla wartosci ujemnych réznicy T

. . t(x . (@)
w drugim przypadku, mamy granice —--====--— gdy
h zmierza do zera z prawej strony, t. j. dla wartosci do-
datnich roznicy 2. W tym wypadku méwimy, ze istnieje
pochodna odpowiednio lewostronna albo prawostronna;
gdy te pochodne wr punkcie X istniejg i sa sobie rowne,
to istnieje pochodna w punkcie x w zwyklem znaczeniu
tego stowa.



Przyktady. 1) Pochodna statej rowna sie zeru; w rze-

czy samej, jezeli fa?) =C, to =f —f{x)=
C—C—O;—A22L1-————F(X,li), przy kazdej war-
tosci x i dla kazdego lif=0 réwna sie zeru, a wiec
i hm f(x4-h) =109 w tym przypadku réwna sie zeru.

2) Pochodna funkcji linjowej. Jezeli y = /(A = ax -|- 6,
to Ay=1f(x-\-F) —f(x) = a(x-\-7i) A-b — (ax-|-b)=a h

i iloraz réznicowy : = PZ)z Sé}é] a,

dla kazdej wartosci x i dla kazdego hz=0; a wiec
i /(< + ")/ (®)__g
h->0. h-

3 Pochodne lewostronna i prawostronna istnieja, lecz
réwne. Niech /(a;) ='rc Arc tg; dla X AQ; /(O) =0. Znalez¢ pochodng
w punkcie & =0; M($) jest tu /’(0)==0; f(x + /i) jest tu f<F)=

1
= /i Arctg E; tak wiec

f(h) —£(0)

~O, h) = h

1
Arc tg—;
n,

granica praw ostron nahlirrdlf Arc tgﬁ = 2—; granica lewostronna
>4-0

1 K
lim Arctg— = — — Tak wiec pochodng lewostronng w punkcie a? = 0
dla naszej funkcji jest —— a pochodng prawostronng jest + §/
4) Inny przyktad tej samej okolicznosci. Fukcja fvx> =

dla x4=0; /(0) = 0.
Znalez¢ pochodng w punkcie x = 0.

L
7"(0,/1) = lewostronng granicg dla el/A, gdy A-"-0 jest

zero, a prawostronnie ei/A dazy do + oo; wiec lim F(0./i) =0;
A->4-0

nie s



hlji'n_#é(o, A) = 1. Pochodna lewostronna naszej funkcji w punkcie
x =0 jest réwna 1, a prawostronna zeru.
5) Funkcja ciggta moze nie mie¢ pochodnej. Niech /(a?) =Xx sin —,
dla x=1=0; /(O) =0. Mamy tu lim/"(z) =0, czyli lim f(x") = f0), co
z->0 a:-»0

dowodzi, ze nasza fnnkcja jest ciggta w punkcie = 0; szukajmy po-
chodnej w tym punkcie

~O,A) = /—(@ h_/(o)‘ =sini :

gdy A->0, sinh— nie zmierza do granicy; (niema tu ani granicy le-

wostronnej, ani prawostronnej).

Funkcja nasza nie posiada pochodnej w punkcie x = 0; ani le-
wostronnej, ani prawostronnej.

88. Interpretacja geometryczna pochodnej.

Jaka jest interpretacja ilorazu réznicowego

h

Niech Jf i oznaczajg punkty obrazu geometrycz-
nego funkcji y=f x\ odpowiadajgce wartosciom X i x-|- h
zmiennych (patrz rys. 6) i potgczmy te dwa punkty prosta

ktoérag nazywac bedziemy sieczng. Szukany iloraz

roznicowy rowna sie stosunkowi réznicy rzednych do

réznicy odcietych siecznej MMV Lecz dla prostej stosunek
roznicy rzednych do odpowiadajacej roznicy odcietych jest
sp6tczy unikiem kierunkowym tej prostej (siecznej).

Tak wiec iloraz rdznicowy jest to spotczynnik kie-
runkowy odpowiednie) siecznej wykresu funkcji.

Pojecie spdéiczynnika kierunkowego prostej jest zu-
petnie elementarne. Poswigecimy mu jednak pare stow.
Zauwazymy, po pierwsze, ze na prostej (wykluczamy proste
rownolegte do osi i9y) stosunek roznicy rzednych do od-
powiadajacej réznicy odcietych jest wielkoscig stata, t. j.



nie zalezy od potozenia pary punktéw M i na prostej,
dla ktérych tworzymy ten stosunek; albo inaczej, niech
M i MWl Ki Nt oznaczajg dwie pary punktéw na tej sa-
mej prostej, stosunek roznicy rzednych do réznicy odcie-
tych dla pary punktow M jest taki sam, jak do pary
punktow i Nv Jezeli ij— aocA-b jest réwnaniem owej

2
prostej, to ﬁ"lz a, czyli rzeczywiscie jest wielkoScig stala.

Po drugie, wyznaczmy na siecznej pewien zwrot do-
datni w Kkierunku od punktu o odcietej mniejszej, ku
punktowi o0 odcietej wiekszej i przeprowadzmy w Kkole
0 promieniu réwnym jednosci dwa promienie réwnolegte
odpowiednio do osi Ox i do owej siecznej tak, by i zwroty
(kierunki dodatnie) byty zachowane bez zmiany. Oznaczmy
przez ¢ tuk kola trygonometrycznego, wyznaczony przez
te dwa promienie; ¢ jest to kat (miara teoretyczna), o ktory
trzeba obréci¢ 0§ 0a? w kierunku dodatnim obrotéw, tak,
by o§ Ox stata sie réwnolegta do siecznej MMIX i miata
ten sam zwrot, o ile ten kat obrotu jest 0 ile zas
ten kat obrotu wiekszy jest od 8Jt, to (p oznaczaé bedzie
kat réwny temu katowi obrotu mniej 2rt; w ten sposob
okreslony kat ¢ spetnia¢ bedzie warunek

-ljr<cp<I|jt; tgu
a wiec
= Arcif@y <= Arcf\{@'ﬁi:f_i_’_‘____

Warto$¢ funkcji Arcus tangens z ilorazu réznicowego,
czyli Arctg F~x!T) réwna sie wiec katowi cp, ktory tworzy

* Fatwo sprawdzi¢, ze kat obrotu, o ktérym tu mowa, nie moze
mie¢ warto$ci, nalezacej do podziatu Sieczna rownolegta do

Oy jest wykluczona.
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sieczna, taczaca punkty wykresu o odcietych X i x-\-h,
> 0).

Przejdizmy teraz do interpretacji geometrycznej po-
chodnej.

Pochodna f'(x) jest granicg ilorazu réznicowego, czyli
spotczynnika kierunkowego siecznej, przechodzacego przez
punkt staty M, o odcietej x, i przez punkt zmienny Mitl
odcietej x -|- h, gdy zmienna h dazy do zera.

PrzeprowadZmy przez punkt M prosta MT o spot-
czynniku kierunkowym réwnym owej granicy f'<x\ czyli
prosta, twrorzaca z osig Ox kat & = Arctg/'(.z) Prosta ta
MT jest to potozenie graniczne siecznej MMV dla /z = 0;
takg prostg bedziemy nazywa styczna do krzywej, czyli
do obrazu geometrycznego funkcji y— f\x}, w punkcie M,
0 odcietej X.

A wiec, pochodna w punkcie x, czyli f(x\ réwna sie
spétczynnikowi kierunkowemu stycznej do wykresu funk-
cji y="1\xj w punkcie o odcietej x.

Zastanéwmy sie blizej nad tem potozeniem granicz-
nem siecznej. Odlegtos¢ punktu  od punktu M, d\M,M» =
=\ht + {fix + h) — F@)}2< |h| [f(x-\-h» —f<xV; lecz
dM.MD=\h\, t. j.

(37 [ <dAL JI < /I+. + h) — f(x)

gdy a—>0, a funkcja jest ciggta w punkcie X, to i réznica
f(x-\-hj — f2a?) dazy do zera, a wiec na mocy (37), od-
legto$¢ dtjMj Mjj zmierza do zera; odwrotnie, jezeli d(M, Mj)
zmierza do zera, to z (37) wynika, ze takze T1—>-0.

Tak wiec punkt zmienny Mt dazy do punktu M wtedy
i tylko wtedy, gdy h—> 0.

Tak wiec wzor:

hm -~ y——— = F (&)
ad% TTh @)

mozemy interpretowa¢ geometrycznie w spos6b nastepu-



jacy: Gdy punkt Mt wykresu zmierza do punktu M, to
spétczynnik kierunkowy siecznej MMX zmierza do spot-
czynnika Kkierunkowego prostej MT; albo inaczej, gdy JA
dazy do 2f to kat Mt M T dazy do zera.

Tak wiec MT jest istotnie potozeniem granicznem
siecznej. Jezeli w punkcie x pochodnej niema w znaczeniu
zwyktem tego stowa, lecz jezeli istniejg pochodne: lewo-
stronna i prawostronna, to mozemy przeprowadzi¢ dwie
proste M7\ i MT~ ktorych spotczynniki kierunkowe row-
najg sie odpowiednio do granicy lewostronnej i granicy
prawostronnej stosunku réznicowego

f(XA-Ti> — f(x")

" .
przyczem prosta M\ jest granicznem polozeniem siecz-
nych, gdy punkt Mt z lewej strony zbliza sie do punktu

a prosta MT?2 jest potozeniem granicznem siecznej MMV
gdy punkt MT zbliza sie do M z prawej strony. Krzywa
posiada w tym przypadku dwie styczne, jedng lewostronna,
drugg prawostronng. Okolicznos$¢ ta zachodzi, np., w punk-
cie st=0 dla krzywej, okreslonej przez: /(()) — (), za$ dla

(0]
X0, tj—f(x>=p ; prawostronng styczng jest tu os

Otc, lewostronng styczng dwusieczna y =  krzywa tworzy
w! punkcie 0 jakgdyby kat rozwarty (|jt).

Moze sie zdarzy¢, ze polozenie graniczne siecznej
istnieje nawet wdedy, gdy pochodnej w punkcie M niema,

t. j. gdy me istnieje granica lim-3--—jt----t-1- 7 ma to
(] ->0

h )
miejsce wtedy, gdy stosunek FOx\1D) —fOd dazy do -4- oo,
albo do — oo. Przeprowadzmy w tym przypadku przez
punkt M prosta MTy réwnolegla do osi Oy. Prosta ta
bedzie potozeniem granicznem siecznej MAL. gdy punkt
Mt dazy do punktu M, a wiec bedzie styczna.



Mozna i tu rozrozni¢ styczng lewostronng i styczng prawostronng;
. . , . f(r-vh?) — /(m) .
moze np., sie zdarzy€, ze ----- ----- —--—--- dazy do +00 lub do — 00
z jednej strony, a do granicy skoriczonej z drugiej.
Wezmy dla przyktadu funkcje y = + vx\ w punkcie

x—B stosunek réznicowy = Ti—0 :"'Lﬁ; h mus! Eyé

& A-<
>0; gdy h prawostronnie dazy do zera, to — zmierza do

_L : : 1 . S .
-j- oo, poniewaz —= wyraza spotczynnik kierunkowy siecz-

nych, przechodzacych przez’punkt poczatkowy o« =0, y =0
i przez punkt Mv o spotrzednych ac=Ji, z/=-+ 2, wiec
widzimy, ze ten spotczynnik kierunkowy dazy do -j- oo
gdy punkt zmierza ku punktowi O. Styczna w punkcie O
jest wiec réwnolegta do osi 0?. GdybySmy wzieli pod
uwage funkcje y=\j doszliby$Smy do tego samego wy-
niku, z tg tylko rdznica, ze wchodzito by tu w gre oto-
czenie lewostronne.

) a;2/3 el]x L.
Niech y =/(z) = elia: | 1 dla x4=0; /(0) =0. Funkcja jest
cigglta w punkcie x =0. Przejdzmy do pochodnej w tym punkcie;
el/A

= gdy Z praWej strOny’ dla A>0O
stosunek réznicowy F (0, h) dazy do +00; gdy B\- z lewej strony
(t. j. dla h<0), iloraz réznicowy 770, h) zmierza do zera; tak wiec
w punkcie poczatkowym spétrzednych styczng prawostronng jest
0§ Oy, a styczng z lewej strony jest o OX.

89. Jezeli funkcja f(x) posiada w jakim$ punkcie po-
chodng, to musi by¢ ciagltg w tym punkcie. W rzeczy samej,
niech F(g) oznacza pochodng w punkcie jest wiec
lim F(x, A)= ¥ (a?), czyli do kazdej liczby dodatniej el > 0
mozna dobra¢ taka liczbe 8, ze skoro tylko O<|&|<"8, to

\F(x,h) — fO)\ <e,, t. j.

Ragh»iiek roétnicakowy i catkowy. II. 1



F@)—el< F(x, ) <f @) -[-s0 lecz
F(ac,K) = f(= + hV-f(=>

\F($, K\ = 1ZfcENZ2/MI

Xk + A) -/ (<)| < [ft]. (1) @®) + e.| < 6. M;
jezeli 8 < to \H\ < 8, pociaga:

co dowodzi ciggtosci funkcji w punkcie a2

Stad mozemy wysnu¢ wniosek, ze punkt nieciggtosci
funkcji musi by¢ punktem nieciggtoSci pochodnej. Jezeli,
np., /(a?) jest funkcja nieciggla w punkcie x = x0l lecz jest
ciggta i posiada pochodng f'(x) w kazdym punkcie pew-
nego otoczenia punktu a0, to ta pochodna nie istnieje
w punkcie a? =a%, wskutek czego punkt ten jest punktem
nieciggtosci funkcji F(x).

Tymczasem pochodna moze by¢ nieciggla w punkcie
7 =a%, gdy sama funkcja jest w tym punkcie ciggta; oko-
liczno$¢ zachodzi dla funkcyj, ktére podalismy jako przy-
ktad funkcyj, ktérych wykres posiada w danym punkcie
styczng roéwnolegtg do (9y, jak np. y—Xx”"3.

UdowodniliSmy przed chwilg, ze tylko funkcja ciggta
W punkcie, moze mie¢ w tym punkcie pochodng. Teraz
pozostaje pytanie, czy kazda funkcja, ciggla w punkcie
danym, posiada w tym punkcie pochodna, t. j. czy ciggto$¢
funkcji w punkcie pocigga za sobg istnienie pochodnej
w tym punkcie. Otéz przykfady, ktéreSmy podali (patrz.
1. 87) poprzednio, $wiadcza, iz ciggto$¢ nie pocigga istnie-
nia pochodnej; wystarczy przypomnie¢ sobie przykiad

funkcjii y=xsin— dla x3=0, y=0 dla zz=0; tu funkcja



jest ciggla w punkcie @ =0, ale nie posiada pochodnej.
Mozna iS¢ dalej i zapyta¢ sie, czy moze istnie¢ funkcja,
ciggta w przedziale (m,n) i nie posiadajgca pochodnej
w zadnym punkcie tego przedziatu, okazuje sie, ze tak moze
by¢ istotnie, gdyz znane sg obecnie przyktady funkcyj,
ciggtych w przedziale i nie posiadajgcych pochodnej w zad-
nym punkcie tego przedziatu*

Ciekawg jest rzecza, ze dluzszy czas powszechnie
mniemano, iz kazda funkcja cigglta w przedziale, musi po-
siada¢ pochodna, ze nie moze istnie¢ funkcja ciggta, dla
ktorej nie istnieje wcale funkcja pochodna. Mniemanie to
oparte bylo na tak zwanej intuicji geometrycznej, z ktorej
jakoby ma wynika¢, ze wszelka krzywa ciggla posiada
styczng w kazdym punkcie. Mniemanie to okazato sie bted-
nem; stad tez wniosek, ze nalezy zaniecha¢ dowodéw, opar-
tych na intuicji geometrycznej. Nie nalezy miesza¢ dowodzen,
opartych na intuicji geometrycznej, z tem, co nazywalismy
interpretacjag geometryczng dowodu analitycznego. Dowdd
geometryczny moze by¢ tak samo Scisty, jak analityczny;
jezeli w tym dowodzie geometryczng jest tylko forma;
w tym przypadku kazdemu utworowi geometrycznemu
odpowiada pewien zbidr liczb, kazdej zaleznosci geometry-
cznej odpowiada zalezno$¢ miedzy liczbami odpowiednich
zbioréw liczb, tak ze calg tres¢ dowodu mozna przetozyé
na jezyk analityczny, a wiec dowod geometryczny tego
rodzaju w istotnej swej treSci nie rozni sie¢ od dowodu ana-
litycznego. W ten sposdb zostaje wyjasnione pytanie, o ile

* Pierwszy przyktad takiej funkcji dat Weierstrass, juz wr. 1861,
ogtosit za$ drukiem dopiero w ,,Journal fiir Math.“ t. 79 w 1875 r.
Przyktad W. nie posiada nigdzie pochodnej, jednak posiada punkty,
gdzie granice lewo i prawostronne sg + 00 lub — 0o. W. Sierpinski
podat w pracy ,,0 dwéch zagadnieniach z teorji funkcji nierozréznicz-
kowalnych* (Spraw. Akad. Um. Krakéw 1614) przykiad, dla ktérego
nawet i to juz nie ma miejsca.



mamy prawo przy dowodzie prawd analitycznych postu-
giwaé sie rozwazaniami natury geometrycznej.

Nalezy zauwazy¢ jeszcze, ze pochodna F (ac) moze istnie¢ w kaz-
dym punkcie pewnego przedziatu, ale nie by¢ ciggtg dla niektorych
punktéw tego przedziatu. Z tego wiec, ze Xli>r<;)1({'(o;) nie istnieje, nie

mozna wcale wnioskowac, iz nie istnieje pochodna f*(x0\ Wezmy
dla przyktadu funkcje okreslong w sposéb nastepujacy

1
=f(x) = xdsin—,
y =f(x) xsmX

dla scrjzO; 27 =0, dla x=0, czyli /(0) =0. Ta funkcja jest ciggta
w punkcie tr=0, pozatem posiada w tym punkcie i pochodna, bo

iloraz réznicowy AY w tym przypadku jest (0, A)= hsin i gra
nica tego stosunku istnieje i rowna sie zeru; tak wiec ¥ (0)=0.
Istnieje réwniez pochodna i w kazdym innym punkcie i ta pochodna

1 1
/(X) réwna sie 2$sin;(—---cos; dla x4=0." A wiec pochodna jest

1
funkcja F (a?) okreslong w sposéb nastepujacy: ¥ (®) =2x sir|1-)-(---cos—

1
dla x:j=0, i \NO) =0; zauwazmy teraz, ze f(a;)=2xsin-)2--- cos —

nie dazy do granicy, gdy 8- nie posiada nawet granicy ani lewo-
stronnej ani prawostronnej w punkcie x =0, gdy tymczasem war-
tos¢ naszej funkcji w tym punkcie jest oznaczona, bo F(0)=0.
Widzimy stad, ze pochodna jest funkcjg, nieciggta w punkcie x =0.
Pochodzi to stad, jak wida¢ z wykresu, ze odpowiadajgca krzywa
tworzy nieskonczenie wiele fal w otoczenia punktu x =0, ktérych
wysoko$¢ zmierza do zera, ale spadzisto$¢, ktorg mierzymy spétczyn-
nikiem kierunkowym stycznej w kazdym punkcie réznym od x =

nie zmierza do zera, gdy zblizamy sie nieograniczenie do punktu po-
czatkowego. Podamy jeszcze szereg przykladow, ktorych poznanie
wyswietlic moze poruszone w tym ustepie wiasciwosci pochodne;j.

1) Niech y =f(x) = E”Xx); funkcja ta jest okreslona dla kaz-
dej wartosci zmiennej x\ funkcja jest ciagla, z wyjatkiem punk-
téw, ktorych odcieta x réwna sie liczbie catkowitej, t. j. 0, + 1, 2

. it d; w kazdym z tych punktéw granica prawostronna réwna
sie wartodci funkcji, a granica lewostronna jest o jeden mniejsza.
Pochodna istnieje w kazdym punkcie, z wyjatkiem punktéw nie-

t



ciggtosci funkcji i réwna sie, tam gdzie istnieje, zeru; pochodna
prawostronna istnieje nawet w punktach o odcietej x catkowitej
(i réwna sie zeru); lewostronna pochodna w tych punktach nie ist-
nieje, gdyz dla — 1<A<O, w punkcie X — n,
A? = /(n-f-A) — f(n) = E<n\-E> — Eln) = — 1,

}e\‘{— F(n"h)= :] i stosunek réznicowy dazy do —oo

Czytelnik zbada w ten sam sposéb funkcje f(x) = x— E(X).

90. Znakowanie Leibniza; rézniczka.

lloczyn pochodnej /' (x) przez przyrost zmiennej nie-
zaleznej h nazywaé bedziemy rézniczkg funkcji i ozna-
czymy za Leibnizem przez albo (zy, tak iz
(37) df(oc) =
przyrost zmiennej niezaleznej k bedziemy uwazali za liczbe
dowolng, lecz ustalong raz na zawsze; jezeli teraz uczynimy

= to, jak wiemy (patrz 1 87, przykiad drugi),
/2(0?) =1, tak ze, zgodnie z (37),

dx=nh\

mozemy wiec (37) napisa¢ w postaci

df{x) = ' (x) . dx!
df(x) dy
O Ohoc
wania, pochodna jest ilorazem dwadch rézniczek, rézniczki
dy funkcji i rézniczki dx zmiennej niezaleznej. Widzimy
dalej, ze utworzenie pochodnej funkcji i znalezienie jej
rézniczki, jest to, co do istoty rzeczy, jedna i ta sama czyn-
nos$¢, ktérg nazywamy rdozniczkowaniem.

a wiec j W= albo ;= Brzy tym sposobie znako-

Nalezy zauwazy¢, iz /'(a?) = lim = ale bledem

bytoby sadzi¢, ze rbézniczka dy £\ly., a rozniczka
¢Za?=lim AA gdyz te granice sg zerami; pochodna istotnie
jest granicg ilorazu, ale w tym przypadku nie mamy prawa
przyrowna¢ granicy ilorazu do ilorazu granic licznika
i mianownika odpowiednio, gdyz takie postepowanie jest



uzasadnione, jak wiemy (patrz 1 28) wtedy i tylko
wtedy, gdy granicg mianownika nie jest zero; tymczasem
w tym przypadku jest wihasnie lim @ U Jezeli wiec,
idac za Leibnizem, mozemy pochodng przedstawi¢ w po-
staci ilorazu, to przyczyna tego tkwi zupetnie w czem in-
nem, mianowicie w tern, ze kazdg liczbe a mozemy przed-
stawie w postaci ilorazu, np., a=-

Interpretacja geometryczna rézniczki df\x) jest bardzo
prosta. Przeprowadzmy styczng do krzywej y=f(x) w punk-
cie M o odcietej a7, (patrz rys. 7), i niech MT bedzie ta
styczng; dajmy zmiennej x przyrost h=dx i niech Mt
oznacza punkt krzywej o odcietej x-j- h. Réwnolegta do
Ox i styczna MT niech przecinajg odcietg odpowie-
dnio w punktach R i Q; odcinek RQ rowna sie MR razy
spétczynnik Kierunkowy stycznej, czyli ' (a?). h = df{x)\
odcinek za$ KMXL czyli przyrost rzednej naszej krzywej =
= /(a?4-/z) — /(a?).

Widzimy stad, ze df(x) jest przyrostem rzednej, od-
powiadajacym przyrostowi K zmiennej niezaleznej, przy
przejsciu od punktu M do punktu Q na stycznej do krzy-
wej w punkcie M; albo inaczej df\x) jest przyrostem funkcji
linjowej y=F(X) X-|-b, o spoétczynniku Kkierunkowym
rownym f' (a;), przyrostem y, odpowiadajacym przyrostowi h
zmiennej niezaleznej X

Tak wiec, rozniczka nie jest ani przyrostem fy funkcji
/(a?), odpowiadajgcym przyrostowi h zmiennej niezaleznej a?,
ani granicg tego przyrostu dla h—>0. Rozniczka jest przy-
rostem rzednej, odpowiadajgcym przyrostowi h zmiennej
niezaleznej, ale nie rzednej samej krzywej (&%3/ lecz
przyrostem rzetingj linji prostej, stycznej do krzywej
w punkcie M.

oL Pochodna sumy, iloczynu, ilorazu dwaéch funkcey;.

Pochodna sumy dwdch funkcyj réwna sie sumie po-



chodnych funkeyj (bedacych sktadnikami sumy), o ile
sktadniki posiadajg pochodna.

Twierdzenie to stosuje sie do sumy dowolnej liczby
funkcji, z tem jedynem zastrzezeniem, ze ta liczba skiad-
nikéw jest skornczona.

Niech F(x) = *);
A->0 h
t}f'-r>n0 ﬁ_':w—ﬂz \ ()

dodajac stronami i pamietajac, ze granica sumy réwna sie
sumie granic, otrzymamy

lim + A +  + /z% ~ =F 2 (#),
lim\WW +A)+ /=+A) — (AW + fVxVi
A->0 h

lewa strona otrzymanej réwnosci jest to F\x\ gdyz
B/fic) = fimE& A —FO3 1ok wiec

(38) N(as) = /11(a?)4-fn).
W znakowaniu rézniczkowem wzdr (38) przyjmuje
postac:

d{fi(®) +foH =dfi(r)+d C)-
Niech wl(a;), K2(rc),.... /In@@?) oznaczajg n funkcyj,
ktorych pochodnemi sg uj(x), ?/3(a?),..., ?/l(a;). Niech
y—Ut(x) 4" w2 (") + 1+
wtedy y' = U'Jx) -j- U\(X) + ... + Uu'n"x);
przy znakowaniu rozniczkowem mozemy napisaé
(38) d —|-Wy-i-rve '= «Hd"i 4~ H- 8
Pochodna iloczynu.
Jezeli u=fx(Xx\ v=12(x), uv=F(x)="(x).f2(x),
to F'(x) =f1(x) .A\(X)-\-T\(X) . 72(x), czyli w znakowaniu
rozniczkowem.




(39) d{u .v) — udv -f- vdu.

Zaktadamy, oczywiscie, ze pochodne i /'2(") istnieja.
Dowad.
F(x+ ) — ,  fg-x-VF —12)x
7l “<Z1wW r

+AW-Aa+A-AW +

h h
przechodzac do granicy, otrzymamy
Fr(x)= rI}i m0 =f \(@?) 4- 12 (a?). F\ <x\
->

Uwaga. Niech jeden z czynnikéw, np., y = /2(.r) réwna
sie statej a, woéwczas t?v=0 i z (39) wynika

(39) d(au) = a du.
W przypadku szczegdlnym, gdy a= — 1, wzér (40) daje
d(—u)=—du,

co oczywiscie mozna byto otrzymaé bezposrednio. Dalej
dlu—v)=d[u-j-(—Vv)]=du d(—y)=du—dy- jest to
wzOr na rézniczke (a wiec i na pochodna) réznicy dwdch
funkcyj, wzér ktéry mozna z tatwoscig otrzymaé droga
bezposrednia.

Pochodna funkcji ,

Jezeli F(x) = . jesli u—/(cc) posiada pochodng
w punkcie x i jezeli f(x) 50, to HF———— = Ponie-
waz funkcja na mocy zatozenia nie rowna sie zeru
w punkcie a, a limf(x-|-h?) = f(x\ gdyz z zalozenia ist-
nienia pochodnej wynika ciggtos¢ funkcji, poniewaz dalej
XA-h nalezy do otoczenia punktu a;, wriec f{x-j-/?) 5= 0;



(mozemy przyjac, iz |77 jest dostatecznie mate, by temu

ostatniemu warunkowi stato sie zadosc).

F(a?-VF)—F(oc) 1[ 1 1 J— KccA-hy—f(pc)_
h\f<x-\-K) /(@?)] [zf"N+Z22)I™) —

h
:_%9)7“(3?)1'(('17-'(777‘)’ Efd?je %9)—26118})1_'\/'*

Przechodzac do granicy otrzymamy:
F'(r) —hm FrocA-H) —F() —
a->o0 h
. Af(a?) 1 . 1
a-> Aa? ‘a™oM"@).f? +/ =) —\2H)
gdyz 1im/(3? + 72) =/(.2?).
OtrzymaliSmy wiec zadany wzor, ktéremu mozna na-
da¢ postac
(40) d(h=—
\ul ut
Pochodna ilorazu dwéch fimhcijj.

. _ffigl... e e .
Niech Fex "=~"Py jezeli f2(a?)=[=0 i jezeli funkcje
li(2?) i f2(x) posiadajg pochodne w punkcie a?, to #(a?) tez

posiada pochodna w punkcie a7 i ta pochodna

l/\:
a o~

By wynik ten uzasadni¢, wystarczy zauwazy¢, ze 7a?)
jest iloczynem funkcji /t(@?) przez funkcje ~4”, a wiec sto-

sujagc wyniki poprzednio otrzymane,
: NN-N@?)—/1Gr) N3
— N
@) £ vy
Stosujac znakowanie rozniczkowe, i kiadac u=ft(a?),
= mozemy napisac¢
ud-u— rdu
4 d;, V2



Pochodna iloczynu u funkcji i pochodna nii potegi
funkcji dla rcyktad-nika n catkowitego dodatniego.

Niech y =uxix"). W2)(tz?).... un(x); stosujac n-krotnie
wzér (39), otrzymamy

(42) dy—u*w3... undut = uxus... uwdua + ... + ul U2 ...un_idu,,

co mozemy uzasadni¢ drogg indukcji matematycznej; przy-
pus¢my, ze wzOr jest spetniony dla n=&; gdy n=£-|-I,
mamy t/=2.M/(+i(4 gdzie z=w"a?).w2(a?).. uk(pc). Dalej
dy = zdukA.y-\- uk+ydz; lecz dz = u2 w3... ukduw -j- uxw3...
ukdu2-\- ... +wlw? ...uk_idukl wiec dy=u2u3. uk+Idux +
- uxul .. MicH du2 —. .. - uxw2.... uk_\ Wic-iH duk -j- ux w2 ...
. Uk duk” y.

Gdyby ux,...wn byly =0, to moglibySmy napisac (42)
w bardziej przejrzystej postaci:
642 ) dy =W du1 _‘W du<§ - —I—WMdun‘

Jezeli teraz ux(x) = u2(a?) — .. = wM(@?) = w(a?), to (42
daje nam
(43) d(un) = nwN-1 du
gdyz w tym przypadku ij = un.

92. Pochodna funkcji wymiernej.
Jezeli funkcja = to (43) daje nam

(@) doa) = nxn=\ albo —— =98

czyli pochodng funkcji @ przy n catkowitem i >O jest
n

JesteSmy teraz w moznosci tworzy¢ pochodng kaz-
dego wielomianu wzgledem zmiennej niezaleznej ic, czyli
kazdej funkcji wymiernej catkowitej.

W rzeczy samej, funkcja taka P(x) jest sumag wyra-
z6w ksztattu axn. Stosujac (39) i (44),



¢Z(«@?n) = anxn~x

jezeli wiec P(a?) = aoxw4- alXn-1  axn~2-j-.. an_ia?+ay

dP(x) = aonxn~l dx+ ax (Nn— L)#"_2Z#+ a2(n— 2)xn~3dx+...
dPto

.. +a, idx; albo pochodna P (@?) =—— =aohx v+

-- a™n— )xn—2-j-a2(n— 2)rcn-3+ ... -j- an-i; widzimy stad,
ze pochodna funkcji catkowitej wymiernej n% stopnia jest
funkcjg catkowitg wymierng n—V° stopnia.

Przejdzmy teraz do najogdlniejszej funkcji wymiernej.
Taka funkcja jest ilorazem dwéch funkcyj catkowitych
wymiernych P(x) i Q(x). gdzie

Q(X) = boxm + \xm-y + b2xm-" + ... + bm_xx + bm;

ktadac K@) = L(@) otrzymamy, zaktadajac Q(P)=j=0,

K@)

widzimy stad, ze pochodna funkcji wymiernej jest takze
funkcjg wymierna.

93. Pochodna funkcyj trygonometrycznych i hiper-
bolicznych.

Wyniki, ktore otrzymamy, oparte sg na wzorach, wy-
razajgcych warto$¢ funkcyj trygonometrycznych i hiper-
bolicznych w punkcie xx -j-tr2 w zalezno$ci od wartosci
tychze funkcyj w punktach xT i x2 i na wzorach

L LU
h->0 h h-=o0 h
Przypusémy, ze <pw) i 4r(w) Sl to dwie funkcje, ciagte
(dla kazdej wartosci zmiennej m) i ze dla kazdego u i
spetniajg réwnania funkcyjne:

cp(w) — <p(v)— £ -4f



=3 A (07
zafézmy réwniez, ze Li_@ovx) =1.

Witedy pochodng funkcji cp(a?) jest albo —PO2):
a pochodng funkcji "/(to) jest funkcja <p(a?).
W rzeczy samej, niech u=x h, h=x\

(p(@?4-72) —cp(r)== + 20|/~ + ~

p(sc7z)—\r(@?) =2(p /‘a’) -J- —i ||rxh\ wiec

V) — <p(®)_ ")

ot

h +kr'h2n- A/2
N\ JR—
+Z7) Ha)_V +2].
przechodzac do granicy;
L<p@? + 12— . h n
) hmlp(a )_(:R(/a% x+ -). hm Jr(_/—)—+ a4
vt h™o 72 \ 2/ h->o hi2.
 -drito-A)—A(>«) / "( a)_
4(2) —Q[n v I77““_ o h CptO ]__2/ ft->0 "U ~(n(a )'

Funkcje trygonometryczne i hiperboliczne spetniajg
wszystkie wspomniane warunki, jezeli potozymy

x)/(@?) = sin3?, ¢p(3?) = costr,
dla funkcyj trygonometrycznych i jezeli potozymy

4r(@?) = Sha?, (p(a?) = Cli
dla funkcyj hiperbolicznych; przytem w pierwszym przy-
padku mamy -A('0 — 4z(y) = — —XI—I/iél-M—n@;J aw dru-
gim przypadku taki sam wzér ze znakiem -]-.



Zastosowawszy otrzymane poprzednio wyniki dla funk-
cyj €C¥) i ~C¥) do funkcyj sina?, cosa?, nastepnie do funk-
cyj Shx, Chx, otrzymamy:

(sina?)'= cosa?, (cosa?) —— sina?; albo
¢Zsina? = cosa?.¢Za?, ¢Zcosa? =—— sina?<Za?
Pochodng funkcji sinus x jest funkcja cosinus, a po-

chodng funkcji cosinus jest funkcja sinus ze znakiem
ujemnym.

Tak samo
. (&x)' = Chx, dshx = Chx. dx;
(Chx)'— Shx, dChx = Shx. dx.
Pochodne funkcyj tga? i Thx.

Poniewaz tga? = == Thx= ﬁﬂ 1u wiec stosujac (41),
otrzymamy
ina? ina? ?—sing? ?
&{tgx — ine?__ (dsina?) cosa? —sina? (dcosa?) _
cosa? cOS2’?
cosMa? -|- sin2a%<Za?  (cos2? -|- sin2a?)da? dx
cos2? c0s2a? cos2a?
poniewaz sin2a?cos2? = 1. OtrzymaliSmy wiec:
47 (tga?) ==~"N- ——L— (o ile cosa? 4= 01).
dx €0s24? T "
Tak samo:

_ «Shx __dShx.Chx — dChxShx __
dThx=dEn = Chix =
_Chxxdx — Sh?xdx  dx

Chix — CW

poniewaz Chix — Shix = 1.
Otrzymalismy wiec:

(48) (Thxf = (przyczem Chx” 0 zawsze!).



94. Pochodne funkcji wyktadniczej i logarytmowej.
Niech /(™) =ac, (patrz 1 77). Utworzmy pochodna,
f(x |17 __I(;r) = axdrk — ax =axfak — 1);
f(x + /=|‘)‘—/l(«27,,,

lim T\ My—100 ax}linaK—_—1 , lecz hm "iy_—l— e a
A->0 h h->0 h h>0 n
. O"A-h__opr
wiec lim-----—---- = ax. lgect.
Ostatecznie:
A
(49) d(ax) = ax. lgea. %g(ax = ax .\gea.
Jezeli a=e¢e, to
TAN
(50) dnn.dx; ol 6".

Ten ostatni wynik mozna otrzyma¢ inng jeszcze droga;
mianowicie (patrz 1 80)

N—SGhx + Chx,
d(ex) = dShx-\-dChx = Chxdx + Shxdx =
= (Chx Shx) dx =exdx.

Poniewaz ax=ekxl gdzie k =\gea,
ax+h— ax Qkx-\-Ich__ gkx ekK - "
h h hk '
_ CoeWi i
Gdy h-~O, to kh takze ->0, wiec
do pochodnej funkcji ex w punkcie @ =0, czyli do jednosci.
A wiec pochodna funkcji ax rowna sie kekx czyli ax .lg6a
Pochodna funkcji logarytmowej y = Ig6™.
N‘iech x>6 i x-\-h>(5L, iloraz réznl'eewy Lg(@_tﬁ)__—__[g@?l,

gdzie Ig oznacza logarytm przy zasadzie e, mozemy przed-
stawi¢ w postaci nastepujacej:

wiec

zmierza



musimy teraz przejs¢ do granicy, dla h->0;
..o hVL_ . 1 .
lecz L!_rpo 11-}—p=lI !_r>rg(l -\-z)z=e; (patrz L 79).

Wskutek ciggtosci funkcji logarytmowej

( 14b\')) f /h+h\|5%—|gp—|
' 32/ [fi-> O 22/
A wiec
Zlg? . Ay _ . 1
g —m Z\y = lim ~ czyh
dx, d\
(51) d1|gx XX, dgx )l(

Pochodna funkcji logarytmowej y = Logx, (przy za-
sadzie a">0). Zasada a=0O i a=1 wtedy x=aloeB
Iga? = Loga?. lga:

Loga? = M. lga?,
gdzie M= j-7— = Log a (modut); stad

(B ¢ZLoge?_

dx X
Udowodnimy pdzniej, ze funkcja logarytmowa jest
funkcja przestepna; godnem jest uwagi, ze pochodna tej
funkcji przestepnej jest funkcja wymierng, jedng z naj-

prostszych M

Pochodng funkcji logarytmowej mogliby$my byli obli-
czy¢ w inny jeszcze sposob, opierajac sie na tern, ze funkcja
logarytmowa jest odwrotng do funkcji wyktadniczej,
czyli ze
<53) y = Logax, (a?>0),



wyraza ten sam zwigzek miedzy x i %, co i zalezno$¢
(54) X = ag

poniewaz odpowiednio$¢ miedzy X i y jest doskonata,
wiec wyrazenia (53) i (54) okreSlajg te same pary liczb
w ten sposdb, ze jezeli x ma te samg wartos¢ w (53
iw (54), toiy w tychze wzorach musi mie¢ te samg
warto$¢; jezeli tj w (53) i w (54) ma te samag warto$é¢, to
i X musi mie¢ te sama warto$¢.

Oznaczmy przez Ay i A” odpowiadajgce sobie przy-
rosty y irc, t. j, jezeli liczbie x odpowiada liczba vy, to
liczbie a?4~A” odpowiada¢ bedzie liczba y+Ay, przy-
czem

y+ Ay=Log (x + A#),
X-j- AX—dl+ I, AN=all+A?—

All = l--mm-- . (AM+0)
AN aytAv—ad v Lo
Ay

o ile A*=|=0, to i Ay=|=0, czyli wyrazenie po stronie
prawej ostatniej réwnosci jest w zupetnosci oznaczone;
gdy AN—>0, to i Z\y dazy do zera, poniewaz funkcja
t/ = Logrr jest funkcjg ciagta zmiennej x.

. ay+M—ay ﬂiZ+Ay—«</
lim = 11m =aylga
»0 Ay ay>0 Ay
a wiec:
Ay 1 1 _M
a™oA#H——ay+Ay— a«— fl*lga— x°
A Ay

otrzymalismy ten sam wynik.

Czytelnik juz z tego przyktadu domysla sie istnienia
pewnego ogolnego prawa, ktéry wyraza zwigzek miedzy
pochodnemi dwdéch funkcyj odwrotnych. Prawo to mozemy
z tatwoscig ujgé najpierw na drodze interpretacji geome-
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trycznej. Jak wiemy (N. 64) obrazy geometryczne dwoch
funkcysj:
y=1/("
—y)

sg symetryczne wzgledem dwusiecznej, t. j. kazdemu punk-
towi pierwszej krzywej odpowiada punkt Jf2 drugiej
krzywej, przyczem punkty M i M' sg symetryczne wzgle-
dem dwusiecznej Jezeli teraz przeprowadzimy (rys. 1)
styczne do obu krzywych w punktach, odpowiednio,

i Jf2, to te styczne, jasna fzecz muszg tez by¢ symetry-
czne wzgledem dwusiecznej; katy, ktére tworzg styczne

Mt Tt i Ox \n sumie dajg a wiec ich wspdl-

czynniki kierunkowe sg liczbami odwrotnemi, o ile jedna
ze stycznych 71720 i JR2T> nie jest réwnolegta do osi Ox;
jezeli zas M1T! ||O”, to M2T2\Oy.

Z punktu widzenia zwigzku miedzy stycznemi w dwéch
odpowiadajacych sobie punktach krzywychy=/(?/) i x=f(y)
sprawa jest, przez podane przed chwilg rozwazania, dosta-
tecznie wyjasniona. Co innego, jezeli spojrzymy na te rzecz
ze stanowiska teorji funkcyj; bo spoétczynnik kierunkowy
stycznej jest pochodna funkcji, wyrazajacej zwigzek miedzy
rzedng i odcieta; otéz zamiast takiej funkcji mamy zalez-
nos¢ y = /(a?), tak ze sprawa wigze sie z istnieniem funkcji
odwrotnej, ktérej istnienie nalezy zatozy¢; tych funkcyj
odwrotnych moze by¢ nieskoriczenie wiele, nalezy wiec
takze wyjasnic¢, o ktdrg z nich chodzi, t. j. trzeba wiedzied,
do ktérej z tych funkcyj odnosi sie odpowiednia styczna
z poprzedniej interpretacji geometrycznej. Tem wiec zagad-
nieniem zajmierny sie teraz.

* Czytelnik moze te symetrje stycznych w punktach M i M’
zupehnie $cisle udowodnic.

Rachunek rézniczkowy i catkowy 1. 12



95. Pochodna funkcji odwrotnej.

Przypusémy, ze x jest funkcjg zmiennej niezaleznej v,
t. j. x,—f(f) w przedziale (m,n) i ze jest ciggla w tym
przedziale. Niech b oznacza pewna wartos¢ y, nalezacg do
(m,n), i niech a—f(b}. Mozemy teraz przyjac, ze istnieje
funkcja odwrotna, t. j. ze miedzy wartoSciami zmiennej y
w (m, ri) i zmiennej a? = f(y) istnieje odpowiednios¢ dosko-
nata, co moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy /(y) jest
funkcja rosnacg (malejacg) w(m, n), i to musimy wiec za-
tozy¢. Wtedy x przyjmuje wszystkie wartosci, nalezace do
przedziatu, wyznaczonego przez f(m) i /(n) (patrz 1 78);
oznaczmy przez (p., X) ten przedziat; liczba a nalezy do (p.X).
Funkcja odwrotna w tych warunkach istnieje i jest wyzna-
czona w przedziale (p,X); oznaczmy ja przez y = cpas);
wtedy b= (a).

Mozemy teraz udowodni¢ istnienie pochodnej funkcji
¢ (a?) w kazdym punkcie a przedziatu (p, X), o ile

Utwérzmy w tym celu iloraz réznicowy Z\y mamy

Ay =< -j-AN)—P

(55) czyii y+ Ay = p(* +AN);

@ i a?-}-A® nalezg do (p, X) z powodu odpowiedniosci
doskonatej miedzy x i y, ktorg tylko co okreslilismy,
liczby @y, A®, Ay maja w zaleznosci (56)

(56) 7+ Aoc = f(y + Ay),

te same wartosci, co i w (55); z ciggtosci funkcji f(y),
wynika, jak wiemy, ciggtos¢ funkcji cp@?); gdy Ay—>0,
to i AN-"0 i odwrotnie, t. j. gdy AN->0, to i Ay-"0.
Przy ustalonych warto$ciach a; iy, (moze by¢, np.,, x=a,
y = b\ zalezno$¢ miedzy A# i Ay, ktéra ustanawia (56)
lub (57) jest takze doskonata i ciggta; tak wiec wartoSciom
Ay, ograniczonym przez



P<|Ay|<7;  (&>0)
odpowiadajg wartosci na £\oc, ograniczone przez
O<|AN-<A, (&>0)
przytem wszystkie wartoSci tego przedziatu (0, 7z), z wyjat-
kiem wartosci A#=0, gdyz A#=/(y + Ay) ———qdzie
y i y+AYy nalezg do (m, n); gdyby A#=0 dla Ay 0,
to f(y “F Ay) =/(y) wbrew naszemu zatozeniu, ze funkcja
jest rosngca (malejagca) w przedziale (min).
Mozemy wiec napisaé:

(58) ARV +  Ay=FO0),
Ay
Jezeli teraz Ay —>0, to —>-/'(y), ktérg to wartosc,

zaktadamy, rézna jest od zera. Przechodzac wiec w (58) do
granicy, otrzymujemy:

58) <p'(a)= lim R, [
( ) IE/E g a.,~>0 AN lim AE /(YY) VKN
RiZA\y

Zwréémy uwage na te okolicznos¢, ze trzeba byto znalez¢ gra-
mce = lim g, myémy za$ zastapili powyzsza granice przez Iim---)-/-;
aj"oA® ! ky->0Z\x
zjawia sie pytanie, czy jest to uzasadnione; czyli trzeba odpowiedzie¢

. L . . Al . . .
na pytanie: czy z istnienia granicy lim ----- , mozna wnioskowaé, ze
By- A®

rOwna poprzedniej. Istnienie  granicy

s . . Ay
istnieje granica lim
A»->0
—l Ay . e . . .
y=lim —= oznacza, ze do kazdej liczby e>0, dostatecznie matej,

mozna obra¢ takg liczbe, &>0, ze
(%9 O<|Ay|<.k pocigga nierébwnosc

* Czytelnik zobaczy, jakie sa drobne zmiany w rozumowaniu,
jezeli y = m albo n.



5
A g <p
A®

Lecz wtedy, jak widzieliSmy przed chwilg

(60) o<|a®K&;

i odwrotnie” o ile |\®| spetnia warunek (60), to A?/ spetnia warunek
(59), tak iz nieréwnos¢ (60) pociaga nieréwnosé¢

Az/ \Y4
T

hm 22 = i AZ

co dowodzi, ze,

y->0Z\X "%->0 £\X

Jezeli przypuscimy, ze 0o, gdy Ay—*0, to
rozumowanie zupetnie podobne do poprzedniego da nam
lim =™ =0,
czyli (nz(g) = (). To samo otrzymamy, gdy ----°° dla

Ze taki przypadek moze mie¢ miejsce, przekonywa
nas przykiad: = = jest funkcjg rosnaca zmien-
nej y, jednoznacznie okreslong;

X2 XL-P2 o
% —y2 — Ni3—"23- Xid-\-XIX2-V "

| 0, (M=)

tak ze yt>yi pocigga a’T>oc2 Utwodrzmy iloraz roéznicowy
w punkcie 77 =0; mamy tu:

Ax__ (A?HN'13 1 AN | g(jjy é\y 9,
Ay ~ Ay ~ (Ay)Z3
Przypusémy wreszcie, ze >0, gdy Ay—t. |

ze ['(IN =0, przyczem wszystkie inne nasze zatozenia po-
zostajg w mocy. To samo rozumowanie, co poprzednio
daje nam w tym przedziale wynik nastepujacy:



AY y.-co albo  —---- 00, gdy Aa?->0.
Z\3C

Ze taki przypadek zaj$¢ moze, wskazuje nam przyktad:
00— = '}»> Jl jest funkcjg jednoznacznie okreslong ciggla
I rosngcg zmiennej 7. Pochodng w punkcie //=- 0 jest zero,

gdyz ['(?/) = 3?2 ['(0) =0, ——w punkcie tym ma war-

FAAY L
=(ADIE .Y istotnie ten iloraz réznicowy

Aa? (Aa?)23
dazy do -j-oo, gdy Aa?->0.

Wszystkie powyzsze rozwazania moga by¢ stosowane nawet
wowczas, gdy rozpatrujemy dla funkcji x = f(y) tylko albo otoczenie
prawostronne albo tylko lewostronne punktu y. W pierwszym przy-
padku mamy AzAN wtedy jak tatwo widzie¢, bedziemy mieli takze
zawsze Ax>0 albo A”MO, zaleznie od tego, czy /(y) jest funkcja
rosngca W przedziale (m, n), czy tez malejacg. Tak wiec, z istnienia
prawostronnej pochodnej funkcji /(y) w punkcie y bedziemy mogli
whnioskowac o istnieniu prawostronnej, wzglednie lewostronnej pochod-
nej funkcji odwrotnej < (a) w odpowiadajacym punkcie x! zaleznie
od tego, czy /(y) w (m, n) jest funkcjg rosngca, czy malejaca; war-
tosci tych pochodnych sa, o ile zadna z nich nie réwna sie zeru.

tosé

liczbami odwrotnemi: gdy jeden ze stosunkdéw réznicowych ---2- P
aay ) Wy AR AR

dazy jednostronnie do zera, to drugi jednostronnie ro$nie do + oo
albo do — oo.
Zauwazymy jeszcze, ze wzor (58),

o * MR RO

ktory daje pochodng funkcji odwrotnej wzgledem zaleznosci x = f(»
jest wzorem nadzwyczaj godnym uwagi; zauwazmy bowiem, ze za-
leznos¢ x = /(y) moze okreslic (jezeli rozszerzymy nasze zatozenia)
nie jednga, ale wiecej, nawet nieskoriczenie wiele funkcyj o, (ac),  (re),
M (®),..., ¢ (®),... wyznaczonych w tym samym przedziale (p, X)
zmiennej x. Otéz zachodzi¢ bedzie zawsze zaleznos¢

dla kazdego wskaznika n.



96. Pochodne funkcyj odwrotnych do funkcyj trygono-
metrycznych i hiperbolicznych.

Jako zastosowanie poprzedniego rozdziatu obliczmy
pochodnfe funkcyj odwrotnych do funkcyj trygonometrycz-
nych i hiperbolicznych.

Zaczniemy od funkqgi y = Arcsina?; funkcja ta jest
okreSlona w przedziale (—1,-|-1) wartosci zmiennej @,
przyczem ——— i jest funkcjg rosnacg w tym prze-
dziale.

Tutaj x—siny, tak iz funkcja /'(y) ze wzoru (61) jest
siny, a wiec /'(y) = cosy;

dArcsinx |
dx cosy'
poniewaz za$ a = siny, wiec
cosy = x VI —sin2y= +\1 —a%

tutaj a wiec cosyT>0, nalezy wrzig¢ wiec
pierwiastki ze znakiem Czyli ostatecznie

d Arc sin X 1
(62) <Ta? — 4-\'T—xt

Mozemy zastosowa¢ uwage z korica poprzedniego roz-
dziatlu. Zalezno$¢ a?— siny okresla nieskonczenie wiele
funkcyj odwrotnych cpra(a?) = arc sina? i pochodne tych wszyst-
kich funkcyj sa wyznaczone przez ten sam wzor

d(m (a?) | |
dx coscpn(a?) cosy’
funkcje tpn(a?) dzielg sie na dwie grupy, te, ktére sg zawarte

miedzy I’[\(’\—O * Jrt’?(4’\-j- 1) i te, ktére sg zawarte mie-

dzy "(4™N+1) i |[(4& + 3), (gdzie k=0, = 1, £2,...); dla



pierwszej grupy cosy>0, dla drugiej cosy<O, stad wry-

nika, ze cpn(a;) :V , przyczem dla pierwszej grupy
+

mamy przed pierwiastkiem znak a dla drugiej znak —;
mozna sie o tem przekona¢ bezposrednio, gdyz, jak wia-
domo, ¢pn(a?) — nn-j- (—DnArcsina;; gdy n jest parzyste,
mamy funkcje pierwszej grupy, gdy n jest liczba niepa-

rzysta, mamy ?uni(cje éirugl‘ej grupy. Gdy x= + h— <

dazy do oo albo do —o00, zaleznie od tego, czy n jest
liczbg parzysta, czy tez nieparzysta.

Pochodna funkcji y = Arccosa;; funkcja ta réwniez
jest okreSlona tylko w przedziale (—1, + 1) zmiennej X
i przytem O</y<”; stosujgc (61), otrzymamy

dArc cos a; 1
dx siny’

gdyz w tym przypadku x = cosy i /<(y) =—siny. Ponie-
waz 0<"Ny<AJt, to siny>(), czyli pochodna nie moze byé
dodatnia; lecz siny=x=VI—cos2y = = VI—
ostatecznie

d Arc cosg; l
(63 dx vie

ten wynik mozna bylo przewidzie¢ z gory, gdyz

Arc cosx = ——Arcsina;, czyli
d Arc cosx Arc siny
dx dx

Jezeli ¢M(a;) =y oznacza ktorakolwiek z funkcyj od-
wrotnych, wyznaczonych przez a, = cosy, to
degN@)__ _ 1
— VI -2

gdzie znak mniej stosuje sie do funkcji



Arc cosa?-j-2jtn, (n=0.x 1 = 2...)
a znak mniej do funkcji —Arc cosxA- 2ttn.
Przejdzmy do funkcji z/ = Arctgx\ funkcja ta jest
okreslona dla wszystkich warto$ci x, przyczem _ It

Tu a? =tgy, Ny) ="M2 = I1+tg2y= —M__na zasadzie

wzoru (61).
dArctgx_ 1

(64) dx 14-an
wszystkie inne funkcje, wyznaczone przez odwrécenie za-
leznosci ) = tg? majg te samg pochodna.

Udowodnimy pézniej, ze funkcja Arctga? jest funkcjg
przestepng; mamy znéw przykiad funkcji przestepnej, ktorej
pochodna jest funkcja wymierng poprzednio byto C—Zd!?(i?

Pochodne funkcyj hiperbolicznych.

Niech y=arg Shx = Ig (a?-- jx2-\- 1); funkcja ta jest
okreslona dla wszystkich wartosci x i sama moze przybrac¢
dowolng wartos¢ liczbowa; jest to jedyna funkcja, ktora
mozna otrzymac, odwracajac zaleznos¢ x=Shy\ tu f(y)=Shy,
f'(p) = Chy=\IA.-\-Sh2y=\jI-\-x2, tutaj niema zadnej
watpliwosci co do znaku, znak musi by¢ bo Chy”O
dla kazdej wartosci y. Mamy wiec

dXTrGhx_ d\gAx-W\Ix2-\-1) 1
o dx — dx — Vi"+"\2

Funkcja y = Krg,Chx; jest ona okre$lona tylko dla
wartosci x>l i moze przyjmowac wszystkie wartosci do-
datnie; odwrdcenie zaleznoSci xX—Chy daje tylko dwie
funkcje yl=ArgC/2a? i y?=— AxgChx. W tym przy-
padku f(y) = Chy, f'{y) = Shy\ lecz Shy= + \[Ch2y— 1 =
— + \"2— w lym przypadku nalezy wzig¢ znak wiecej,



gdyz y =Arg Chx>0, a wiec i Shy=0. Wzér (61) daje:

(66) 96_(?_9[1_{(__7T2___ J: a zatem
¢Zlge (rc-j-Va?22— 1) _ 1
dx —~ V-1
¢Zlge (i—\jx2--1) _ 1
(2 — -1

Funkcja y = ArgThx; funkcja ta jest okreslona tylko
dla @ 1, y moze przyjmowaé wszystkie wartoSci rzeczy-
wiste. Jest to jedyna funkcja, ktérg mozna otrzymaé przez

1
" Chiy
= 1—Thty=\—it"2 a wiec z (61) otrzymamy:

odwrdcenie zaleznosci @ = Thy\ fly) = Thyt

/0 0 f 1+
dAr"Thx _ \2 gel—d _ 1
(67) doc dx 1— it

97. Pochodna funkcji y = oca
Gdy a=7i, gdzie n liczba catkowita dodatnia, to po-
chodna y' = niu-1. Udowodnimy, iz ten wzor jest ogolny,
t. j. ze sie stosuje dla kazdego a. Powinnismy najprzéd
okreslic te funkcje dla kazdego wykiadnika o Niech a
oznacza dowolng liczbe rzeczywistg; wtedy oznaczac
bedzie funkcje
y =e3. IiX,
ktéra jest wyznaczona dla kazdej wartosci it?>0, przytem
takze t/>0. Mozna sie przekonaé, ze dla a =n (liczba cat-
kowita), to okreSlenie pokrywa sie ze zwykiem, ale tylko

dla a?>0; dla a=="" gdzie p i g sa liczbami catkowitemi

bez czynnikbw wspdlnych nasze okreslenie pokrywa sie ze
zwykiem, ale bez zastrzezen tylko przy g parzystem, o ile

wezmiemy warto$¢ arytmetyczng pierwiastka; o ile



za$ g jest liczbg nieparzysta, to musi by¢ zastrzezenie a?>0.
Funkcja y”el-™ jest funkcjg ciggta zmiennej x (dla
a?>0, poniewaz jest funkcjg ciggla & funkcji ciagglej
z= algx.
Przejdzmy do obliczenia pochodnejI niech a?>0i a?H-/z>0;
Ny —ergto-V-ht — pxlge— palgx lg(x+7i—lge>
gdzie £ = a{lg(a?-}-72)— lga?}. Mozemy wykluczy¢ przypadek,
gdy a=0, bo wtedy /\y =0 i pochodna =0, zgodnie ze
wzorem, ktéry mamy udowodni¢ y'— a.x4—i.

gdy 7 >0.E£>0 F-pme>el.
z _a(lg(a?—

Iga?}z dazy wtedy do «
Przechodzac w (68) do granicy dla /z->0, otrzymamy

—1
_______ mZ=x7 2
Aa a>0 >oh

czy
(69) d (tro) = aa?®-1. dXx,
co tizeba byto udowodnic.

Zbadajmy jeszcze, jak sie zachowuje nasza funkcja,
gdy a? prawostronnie dazy do zera.

Gdy a>0, to a?«->-0, gdyz a® = <x79; Iga?—>— 00;
przy @  ();'alga?-)----00 i

Przechodzac do pochodnej, powinnismy odrdzni¢ /'(O) od Iirrb @)
Z->

w punkcie o = 0. iilorazem réznicowym jest s = Tra—1; widzimy wiec,

ze '(0)=0, gdy a>2; gdy zas 0" <1, té) iloraz réznicowy dazy
do + oo Grdybysmy badali Iir>nO &), otrzymaliby$Smy w danym przy-
Z_

padk u te same wyniki. Jezeli a<O, to x*->+ oo dla a?->0, gdyz
alga?->+ 00, a wiec i e®lgx-> ] oo. W tym przypadku /'(0) nie
stnieje, a F($)* — oo, gdy x->0.



W interpretacji geometrycznej, krzywa = gdy
a=1 jest styczng w punkcie #=0 do osi odcietych; gdy
O<a<l, krzywa yz=xx jest styczna w punkcie X— 0 do
osi rzednych 07,

98. Pochodna funkcji ztozonej.

Przy pomocy funkcyj ztozonych mozna z niewielkiej licz-
by funkcyj elementarnych utworzy¢ dowolnie wiele funkcyj;
zajmiemy sie teraz obliczeniem pochodnej funkcji ztozonej.
Niech y = F(x) = {/(cp(-N}; czyli, \ktadac ~ = cp(a;), mamy
y = F(xX) = f(u), gdzie u=1cp(@?); y jest funkcjg zmiennej o
za posrednictwem zmiennej u\ tak, np., mozemy rozpa-
trywac funkcje y =  jako funkcje ztozong z dwdch ogniw:
y=ceu u=x2 kazdej wartosci x odpowiada wartos¢ -,
ktérej to wartosSci u odpowiada jedna warto$¢ zmiennej %,
w ten sposob y jest funkcjg X, i tego rodzaju zaleznos$¢
funkcjonalna daje sie roztozy¢ na dwie zaleznosci prostsze.
Jezeli z/=g>(?/), jest funkcja, okreSlong w przedziale (p. X)
zmiennej 7%, to nalezy bra¢ pod uwage tylko takie wartosci
zmiennej @ by odpowiadajgce wartosci u funkcji cp(a?)
takze nalezaty do przedziatu (p, X). Zatozymy wiec, ze ten
warunek jest spetniony; jezeli funkcja cp(r) jest ciggta
w punkcie u="(pcf to funkcja ztozona F(x)= ()
jest, jak wiemy (patrz 1 72), funkcjg ciggla zmiennej x
w punkcie X.

Jezeli funkcja <p@?) posiada pochodng w punkcie X,
a funkcja /(?/), jako funkcja zmiennej niezaleznej u, po-
siada w punkcie —cp(r) pochodna, to i funkcja ztozona
F(r) =/{p @)}, jako funkcja zmiennej niezaleznej x, po-
siada pochodng w punkcie x i warto$¢ pochodnej w tym
punkcie réwna sie iloczynowi pochodnej funkcji f(u)
wzgledem u przez pochodna funkcji <p@a?) wzgledem x,
F\x" —f'(u) . = "{cp(@?)}. yfQd); albo w znakowaniu
rézniczkowem
(70) dFpd) == di<p(ad)} = K< ()}



Dla dowodu utworzmy odpowiednie ilorazy réznicowe;
wartosci x niech odpowiada warto$¢  a warto$¢
niech odpowiada warto$¢ u-\-k, tak, ze u-\-k = <p(oo-"H),
-zz=p(Z). k— (p(Z -j- /1z)— cp(@?). ZbadaC, czy funkcja F(x)
posiada pochodng, to znaczy zbada¢, czy istnieje granica
ilorazu réznicowego
(" +17)—F(F) = Hy(x + z)] — fepl<c)*  f(U + ") —f(u)

h h h
gdy h—>0. Mozemy napisa¢ ten iloraz w postaci (dla
Iz 4= 0):
F(xX-Yh)~ F(x) _f(u-\-k) —f(u) k_
[ h ‘Iz
f(ud-£)—/I'(") ep(" T lz)— p(.r)
T ' h

o0 ile liczba k nie rowna sie zeru. Ale réwnos¢ (71) pozo-
staje spetniong nawet dla & =0, jezeli uméwimy sie nadac
ilorazowi réznicowemu, jako funkcji zmiennej k, dla ft =)
wartos¢ /'(w), t. j. pochodnej, ktéra na mocy zatozenia
istnieje. Sprawdzmy, Zze przy spetnieniu tego warunku
rownos$¢ (71) jest spetniona; w rzeczy samej, jezeli & =0,
to <@+ /) =<p(2) i Z(a:+A) = I(<p)a: + A)) = {<p(®)) =
=1tx) 'l t. j. lewa strona rowh%%blF((?rl 1) —F(oc)
réwna sie zeru; po drugiej stronie znaku réwnosci w (71)
pierwszy czynnik réwna sie {'(u), a drugi czynnik K réwna

sie zeru; tak wiec i prawa strona réwnosci (71) rowna sie
zeru i réwnanie (71) jest spetnione. Przejdzmy teraz w (71)
do granicy dla 7z->0. Po drugiej stronie znaku réwnosci
bedziemy mieli iloczyn dwoch granic,

lim [ + —
h->0 k h

druga z tych granic jest pochodng cp'(®) na mocy zaloze



nia o istnieniu tej pochodnej. Co do pierwszej granicy,
wiemy, ze

(72) + =

A->0 A

gdy z >0, to Z -x (), na mocy ciggtosci funkcji <p(tr), bo
lc=cp(a?-|- h)—(a?), ale zmierzajgc do zera, k moze nie-
skoriczenie wiele razy przej$¢ przez warto$¢ zero, co jest
wykluczone w postaci (72). Lecz dla Z=() w (71) nada-

hsmy wyrazeniu 20026 2= L) \yarkosk Hiwh: #izieki temu

A->0 &

Widzimy tiec, ze w (71) oba czynniki po stronie
drugiej posiadajg granice, a wiec strona lewa posiada gra-
nice, co dowodzi istnienia pochodnej funkcji ztozonej F*oc\
przez przejscie do granicy (71) daje

F\>x>=fM:
co trzeba byto udowodnic.

Uwaga |. Jasna rzecz, ze twierdzenie to daje sie bez-
posrednio uogdlni¢ dla funkcji ztozonej z wigkszej liczby
ogniw; niech np., y =/(u). u=cp(v), v=4f(wp » wtedy

* Do kazdej liczby e>0 mozna dobrac rj>0 tak, bydta 0<7i<”Yr),
/m(u+Tc) — f(«)

k
pociggato ()m<&<o, na mocy ciggtosci cp(rr), a O<A-<o po-

/(u+fe) —/(u)

F(u) <ft w rzeczy samej, mozemy tak dobra¢ tj, by

ciggato K — f'(u) <t na mocy zatozenia, ze
lim = Jezeli j bedzie w ten spos6b dobrane, to
k->0 k

FQLEVK) — f(u)
K

0<7;70, albo k =0; a gdy k=0,

to O<A:”7] pociagnie f'(U\<£, gdyz wtedy albo

f<u-VK") — f(u)

’ -f(u) =0



y'=/"(M) (W)it+1i z zastrzezeniem, ze liczba funkcji
posrednich jest skonczona. Tak wiec pochodna funkcji zto-
zonej réwna sie iloczynowi pochodnych funkcji po$redni-
czacych, przyczem nalezy bra¢ pochodng kazdej z tych
funkcji wzgledem tej ze zmiennych, od ktérej ta funkcja
bezposrednio zalezy.

Uwaga 1. Jezeli @2 =/(?/), a y jest funkcjg odwrotng
y = (e(x), to a? =/{cp(a?)} w pewnym przedziale (m, n) zmien-
nej x. Bioragc pochodng obu stron wedlug prawa na po-
chodng funkcji ztozonej otrzymamy:

1 =/,Kcp(a;)}.cp/(@?), czyli

t. j. wzoér (61).

Uwaga I11. Niech i niech u bedzie zmienng
niezalezng, wtedy dy =f'(u)du\ niech teraz u=cp(@?) i x
bedzie zmienng niezalezng; wtedy dy = ' (X)\ ¢/(a?)¢éza?=
==f'(u).du, gdyz du =<f'(x)dx. Tak wiec zachodzi wzor
rézniczkowy du = f'(u) dus
niezaleznie od tego, czy u jest zmienng zalezng czy nie-
zalezng. Jest to okolicznosé, jedna z wielu, ktéra stanowi
0 wyzszosci znakowania Leibniza nad innemi.

Przykiady.

1) Niech y—ef™\ dy=ef df™ = ePid\x"dXx\ jezeli
naprzyktad f(x) =x2 y—ex\ dy=-ex2lIxdx, jezeli
/(#) = sina?, y = esinc, dy = esXnxcosx dx.

2) Niech y=Arctgf\x\ dy = dx;

L __X—a - X—a badx
jezeli f(x)== b to u——Arctg—b—, d? (X— a)2-]- b?

jezeli () =x2, 10 y—Arctga dy= " r
3) Niech y™\"“f<x\ (/(a?) >0), dy = "™-~"; niech



191

y=lgi—he). (10)<0), dy G0 s wnio

sek: jezeli y=Ig|/te)k ((@?) == 0), to dy = f()dx

4) y—{/te)lw, dy = uMx\Y-1t'kod)dx; jezeli f(x) = 1 +a?%,

to y=(I-j-a?2)ni dy— n(l Oxdx-, jezeli f(x)=1¥x 2
an=|, toy=yl-j-x2 dy — X '
V1 + 002
5) Niech y = lg te+ \4 H-")
, N+ N1 | L, o \ dx
7+ Vid-"),  x+Vig 22\ \ji-vx2

6) Niech y=Igcosx! dy —=—tgxdx; y=Yg\gx,

dx _Htg® _cos2

dy = xlgx' ¥~ Igtgz - T X =
dx _dx k. d (tgx®
= i t/=Arctg(fctga?), dy 1+ K2tg2x

sin= cos=

. kdx Ly=1 1—095kx : _Ill 176\
= Cosvar|-Fosindr Y T gﬁ.j COSZ y=cilg(l — cosAa)-
sm kxdx . ksinkxdx __ Tkdx

—Adlg(L + coskx) = e o PTcosAa? — sinka

Uwaga IV. Przypusémy, ze dana jest funkcja y zmien-
nej X za pomocg réwnania tgy = ktgx; moglibysmy
z rownania tego otrzymaé¢ y = arctg(ktgx) i tworzyé po-
chodna, jak wyzej; ale mozna tego unikngé, //=fte).
tg/(a?) = ktga?, biorgc pochodne obu stron wzgledem
zmiennej @7, albo tworzac rézniczki, otrzymamy:

f'(xdx kdx , dy kdx I k cos? ydx

cos2f\x")  cos2a? cosly  cos2? " c0s23?

lakg metode mozemy stosowal dla znalezienia po-



chodnej funkcji y zmiennej x, okre$lonej przez /(?/) = cp(a?)
"(?) dy = y\x)dx-, y = ;FT"d°C.

Przypus¢my, np., ze y =x%)
lgV= g

--—xdlgx-j- lgxdx = (1 -j- Igx) dx,

dy =x*"X \gy=xFlgx, ——d(@") lgx -|- xxdIgx =
y
=a?(l + Igtf) dx 4- x®-1dx; dy —xP”™|j lgx-f-1g2x

Zauwazmy jeszcze, ze pochodng funkcji /(cta?-|-6) jest
af\ax -|- 6), czyli inaczej, df(ax-|-6 =a f' (ax b).dx.

99. Pochodne rzedéw wyzszych i rdzniczkowanie wie-
lokrotne.

Niech f*(a?); oznacza pochodng funkcji fa?); z funkcjg
f'(x) mozemy postgpi¢ jak z funkcjg f(x), otrzymamy
wtedy pochodng druga f'\x\ ktéra jest pochodng po-
chodnej pierwszej. Jezeli pochodna druga istnieje, to mo-
zemy utworzyé pochodng tej pochodnej trzeciej i t. d.
Gdyby ktérakolwiek z otrzymanych funkcyj nie miata po-
chodnej, to cigg tych funkcyj, z ktorych kazda nastepna
jest pochodng poprzedniej urywa sie w pewnem miejscu;
jezeli nie, to w ten sposdb dochodzimy do pojecia po-
chodnej n rzedu lub ntej pochodnej funkcji /'(a?) w punkcie
x* dla dowolnego n, (n liczba catkowita dodatnia). Ciag
tych funkcyj bedziemy oznaczali przez

f«), A\X\ ..., .

Uzywajac znakowania rézniczkowego Leibniza df*x)=
f'(x) dx, df\x) = dxs...s dfooep) = /(N+D)(*")
jezeli x jest zmienng niezalezng, to dx jest statg, wiec
ddf(x) — df'(x) dx = . (dx)2 dddf*x) = df'\x” (dx)2=
=1,,,($)(dxyi... Dla skrdcenia bedziemy pisali d2f(x) za-



miast ddf(x), d3f\pd) = dddf*oc) i t. d. dnflod) bedziemy
nazywali rdzniczkg u¥ rzedu; ta rézniczka réwna sie wiec
dnf(x) = flwod) = . (dx)n = fn(x). dxn.
Na pochodng n9 rzedu mamy wiec znakowanie

W przypadku rézniczki i pochodnej pierwszego rzedu,
wzOr:
df(u) = du
miat miejsce, niezaleznie od tego, czy u jest zmienng nie-
zalezng u—X, czy tez u jest zmienna zalezng u="(x).
Przy pochodnych i rézniczkach wyzszego rzedu, otrzymu-
jemy rézne wyrazenia, zaleznie od tego, czy zmienna jest
zalezna, czy niezalezna; gdy rozniczka jest rézniczkg zmien-
nej niezaleznej, otrzymaliSmy wzér dnf(x) =fWdx: gdy
za$ wystepuje rézniczka du zmiennej zaleznej, nalezy przy
rézniczkowaniu wzoru df(u) = f'(u).du zastosowa¢ wzOr
na rézniczke iloczynu, przyczem du juz nie jest statg, gdyz
du=g/(4) . dx. Otrzymujemy -wiec
d2 f(u) = f"'(u) du2 4- f'(u). d2u
d3f(u) = f"\ii) dw3  3f'(u))dudu ¥ f'(u) diu,...
gdzie, oczywiscie,
du = (p(xX) = (p" (x). dx2, d3u=cp"(a;) dx\...
Pochodne wyzszych rzeddw iloczynu.
Niech y = u(x). v(2?)
dy =udr4-rdu
dy —udir-\-2du.dr rdu
dly = udird~3dudr4- 3duldr-\- rdiu

Leibniz znalazt dla & wzor
duy — udnr-\- C} dudrn~1+C2dgdn~2r+...+ CpdPudn-Pr +...

L4~ vdr 4- r dwu,

Rachunek roézniczkowy i catkowy. I1. 18



gdzie CJ,, C;,..., Cp,... 0znaczajg spotczynniki rozwiniecia
dwumianu Newtona, C*=n, C"= ——
n(n—N(n—2) rp_n(n— 1)(n—2)...(n—p+ 1)__

1.23 1.2.3..J0P
= e J— i | =
W _pé)l-\p—[gdme nl=1.23...n.

Dowdd przez indukcje matematyczng. Wzor jest spet-
niony dla n=1,2,3. Przypus¢my, ze jest spetniony dla
n=2¢&, udowodnimy, ze bedzie spetniony dla n=4+1.
Istotnie, z dky = udkv -j- C*ducMv + Crd2udk-2v 4~ ....
.o -|- CM-1dk-1udr 4- dku wynika przez rdzniczkowanie
dk™y = udk™Mv A-<C\A-\dudkvA- (CM4- Q) d2u dP™'1-j-...

CP-"dPudu™A-...A-dk-vxu; lecz CE4A~l = Cl+],
cil+g=c=+1,...,g+cCcrl=c$-i.---->>wi«
Me+i  udk+iv £17 dudkv 4~ d2udvk—14- ....
.4~ CML dPA AL 4~ dMu

Twierdzenie Leibniza * jest wiec udowodnione. Piszgc
pochodne, zamiast rézniczek, nadamy mu postaé

(u =uwV4-Cl V-V
CN("-3)v,z,4- ... 4- C’-1mzv(n-D4- uy(").
Przyktady'. y—o% V= y"'=n(nh— D™-3,...

y(p) — n(n—D)...(n—p+D~™"; jezeli n catkowite do-
datnie, to w poprzedniem wyrazeniu na pochodng rzedu
p nalezy przyja¢ p-<n; gdy p=n, to y<n=n'", y<n+l)=0,
y() =0 dla p>n.

Stad wniosek nastepujacy: jezeli y = P(a;), wielomian

* Wzér narozniczke ng® rzedu iloczynu u(x). v(z) mozna napisac¢
w postaci symbolicznej: dn(u.u) = (udu + gdzie po rozwinieciu
wedtug wzoru dwumianu nalezy potegi zamieni¢ na rzedy odpowiedniej
rézniczki.



stopnia n wzgledem x, to pochodna n? rzedu jest liczbg
stalg, a pochodne wyzszych rzedéw sg réwne zeru.

Niech y—sinx, to X' —cosa?, y" =— sina?,
" ——cos.z, YW =sina?.., "> =sin 1
y y X+n5)"—
jezeli y =cosa’, to y' = —sina?, y" =—cosa?, y,H=sina,

yW —cosa?,  1K”)—cos

Niech y=Ilga?, y'= =x-1, y" L
3 vy = 1'2'3—66\?"4,..
W< =(—1"(n—Dla>n,...
Jezeliy= toy' —y'=y"=..=¢ jezeliy=4

y'=axlga, y"'=ax(lga)?,..., yw=ax(lga)n,...
Jezeli y=u(x)ex, to y'=(w+u,)ez, y'r== (it+2tz/+ul/)et,...

i t. d; aby otrzymaé mozna zastosowat wzor (73),
gdzie v=r2 wtedy Vv =Vv"'= —e¥;  otrzymamy
y(n)__ NMilMzj_ CAU™ -j- .. .-J-wl)el.

Znalez¢ pochodng nff* rzedu funkcji y =an(1—a?)n;
stosujemy wzor (73); u= (1—an, v=2¢n; otrzymamy
y<n) = n! ‘(1 —a?)n— (CN2a%(l — a?)n-1-]- —q")n—2
— (M2N3(1—aNn~3- ... {- (—Inalrox '

Wiasnosci i zastosowanie pochodnych.
Badanie funkcji.

100. Twierdzenie o znakti pochodnej.

Udowodnimy najpierw nastepujace twierdzenie:

1°) Jezeli funkcja I'(a?) posiada pochodng w punkcie X
i jesli ta pochodna f*(a) >0, to istnieje takie otoczenie
punktu x, ze jezeli punkt x' nalezy do tego otoczenia
z lewej strony, t. f. jezeli i*<_ x, to/(@?))</"(a"); jezeli za$
a' jest z prawej strony, t. j. jezeli ar>x, to /(a?)>/(a?).



Dowdd jest bardzo tatwy. lloraz réznicowy

h
zmierza do granicy dodatniej f'~x\ a wiec mozna znalez¢
takg liczbe 6>0, ze dla kazdego O< ow (stosunek

roznicowy jest tego samego znaku, co f' czyli dodatni;
stad wynika, ze f(x-\-ti)—1f(x) i h sg zawsze tego samego
znaku; kiadac x-j-h—x', x’—x = h, widzimy, ze xr > X
pocigga f(x') > f x\ a x'<_x pocigga fa/) <f(x\

16) Jezeli /'(tr) <0, to istnieje takie otoczenie punktu
> ze dla x' <_x i nalezgcego do tego otoczenia, j(x'j= f(x\
a dla x'=x1 /(a/) </"(#).

Ic) Jezeli w punkcie x istnieje pochodna lewostronna i ma war-
tos$¢ dodatnia, to istnieje takie otoczenie lewostronne punktu x, ze
1(»") skoro X nalezy do tego otoczenia; t. j. istnieje taka liczba
0>0, ze, jezeli

X—8 X'<x, to
fIx")<f(x)
Id) Jezeli pochodna lewostronna ma warto$¢ ujemna, to
X —o0<Ix <x
pociaga I($;>1(.9).
le) Jezeli w punkcie X istnieje pochodna prawostronna i jest >0,
to mozna znalezé¢ o0>0, takie, ze
X<X'<SX+ 6
pocigga f(x) </($) \

If) Jezeli pochodna prawostronna w punkcie a; jest <0, to mozna

znalez¢ 5<O, takie, ze
X<X'<x+o0
pocigga 1(z) >/(@)).

Dowoddéw nie dajemy, gdyz sa zupetnie podobne do dowodu
pierwszego z tych twierdzen.

Uwaga- Gdybysmy, np., pierwsze z tych twierdzen chcieli sfor-
mutowa¢ w ten sposéb: jezeli w punkcie x pochodna istnieje i jest
dodatnia, to istnieje dostatecznie mate otoczenie punktu x, takie, ze
w tym przedziale funkcja nasza jest rosngca, to takie wystowienie
bytoby falszywe. Twierdzenie nasze wyraza ten fakt tylko, ze rzedna
w punkcie X jest wieksza od rzednych sasiednich z lewej strony,
a mniejsza od rzednych sasiednich z prawej strony, ale rzedne lewo-



stronnego otoczenia moga miedzy sobg nie spetnia¢ warunku, ze
X"<x'<x pocigga f{x")</(z"), chociaz oba warunki /<z")</(®),
1(2")</(z) sa spetnione, tak iz /'(z)>0 nie wyklucza wahah w do-
wolnie matem otoczeniu punktu Xx.

Jako przyktad, mozna przytoczy¢ funkcje /(z) =y = zlsin X—)-az,

dla zr|[rO; i y=0, dla x =0; funkcja ta posiada pochodng /\AO) = a>
o e TAD)—fQ) 1 . iz .
gdyz /'(O) »7I?|[1>10 h Irl]r_r;o\hsm ; 4-et1 = a; przypusémy, ze
liczba a spetnia warunek O<a<l; wtedy /'(0)>0. Warunki naszego
pierwszego twierdzenia sg spetnione w punkcie x =0. A wiec istnieje
otoczenie punktu O takie, ze rzedne z lewej strony w tym otoczeniu
sq mniejsze od /(0) =0, czyli ujemne a rzedne z prawej strony w tern
otoczeniu sg wszystkie wieksze od 0, czyli dodatnie; w tym fakcie
zawarta jest cata tres¢ twierdzenia. Jezeli utworzymy teraz iloraz
FO)-F ()
X' — X"

dla naszej funkcji, to mozna sie przekona¢ rachunkiem bezposrednim
iz w dowolnie malem otoczeniu, np., lewostronnem istniejg takie pary
wartosci x" i z', dla ktérych powyzszy stosunek jest ujemny i takie
pary wartosci x" x', dla ktérych powyzszy stosunek jest dodatni;
czyli raz x'<x"™ pocigga /(z') </(z'"), a drugi raz x'<x" pociaga
/U)>/(z"). To samo w otoczeniu prawostronnem, t. j. dla wartosci
dodatnich zmiennych x" i x'.

Te okoliczno$¢ tatwo sobie wyjasni¢ na rysunku. Zauwazymy,
ze w przyktadzie przytoczonym pochodna /'(z) nie jest ciggta w punkcie
z=0, gdyz /1(z) = Zzsin-i---- coszi|-a nie posiada granicy, gdy z ->0.

Zaobaczymy pozniej, ze ta okolicznos¢ nie jest przypadkowa,
gdyby bowiem /'(z)>0 i gdyby funkcja f(x) byla ciggla w punkcie
z, to musialby istnie¢ przedziat (z—6, z+8), taki, ze dla wszystkich
punktéw tego przedzialu nasza pochojna>0; a stad wynika, jak zo-
baczymy (patrz koniec tego rozdziatu), ze funkcja jest w przedziale;
(z — 6, z+ 0) roshaca.

Twierdzenia odwrotne do twierdzeh 1) «, 6, ¢, dle i f
bedg prawdziwe w formie nastepujacej.

2a) Jezeli istnieje otoczenie punktu X takie, ze wszystkie
rzadne w tem otoczeniu sg z lewej strony mniejsze albo



me wieksze od rzednej w punkcie x, czyli od f(.?), a rzedne
z prawej strony sg wiegksze albo nie mniejsze od rzednej
w punkcie X, i jezeli pochodna w tym punkcie f\X)
istnieje, to nie moze byé ujemna.

Dla dowodu wystarczy utworzy¢ iloraz réznicowy

AW _ Xl H—fiX), ktorego granica jest pochodna F(¥)\

wedtug zatozen naszego twierdzenia, o ile h jest dostatecznie
mate, iloraz "7 nie jest ujemny, a wiec i granica tego ilo-

razu nie moze by¢ ujemna. Twierdzeniu temu nadaliSmy
wystowienie geometryczne, gdyz w interpretacji geometrycz-
nej twierdzenie to jest niemal oczywiste, w tem znaczeniu,
rozumie sie, ze nasuwa Howdd

26 Jezeli istnieje takie otoczenie punktu X, ze wartosci
rzednej z lewej strony sg wieksze, a w kazdym razie nie
mniejsze, niz w punkcie x, a rzedne z prawej strony sg
mniejsze, albo nie wieksze, niz rzedna w punkcie X i jezeli
pochodna /"(a?) w punkcie X istnieje, to nie moze by¢ do-
datnia.

Czytelnik sam wystowi i udowodni twierdzenia 2,
2d, 2 i 2f.

Jak wiemy, funkcja nazywa sie rosngcg w przedziale
(m, n), jezeli wiekszej odcietej odpowiada zawsze wieksza
rzedna; funkcja nazywa sie malejgcg w przedziale (m,n),
jezeli wiekszej odcietej w (m, n) odpowiada zawsze mniejsza
rzedna.

Funkcje nazywac bedziemy nie malejgcg nigdy w (m,n),

* Zdanie: ,twierdzenie to jest niemal oczywistell moze mie¢ dwa
znaczenia; pierwsze, ze tres¢ twierdzenia jest prawda oczywista; dru-
gie, ze dowdd twierdzenia jest tak prosty, ze sie nam sam narzuca.
Jezeli twierdzenie jest oczywiste w pierwszem znaczeniu, to nie uwal-
nia nas od dowodu, gdyz fakty wskazuja, jak czesto nas myli po-
czucie oczywistosci. W drugim przypadku mozemy dowodu nie dawac.



jezeli wiekszej odcietej odpowiada zawsze wieksza rzedna
albo réwna rzedna. Funkcje nazwiemy nigdy nie rosnaca
w (m,n), jezeli wiekszej odcietej odpowiada zawsze mniejsza
rzedna albo rzedna rowna. Stowem, gdy funkcja jest ros-
naca w (w, n)

(73) m X' <x" n,

pociaga
fW<=~RAx");

a gdy funkcja jest nie malejaca w (tn,n), to (73) pocigga
W < t\$"Y

Gdy funkcja jest malejagca w (», n), to (73) pocigga

I(")=1'(");

a gdy funkcja jest nigdy nie rosngca w (w, n), to (73) pociagga
/(™) = f\xY).

Jasng jest rzecza, ze, jezeli funkcja jest rosngca w (#n, n),
to rzedna w kazdym punkcie jest wieksza od rzednych oto-
czenia lewostronnego, a mniejsza od rzednych otoczenia
prawostronnego; stad i 2a) wynika, ze

3°) Jezeli funkcja f(x) w przedziale (m,n) rosnie (albo
jest niemalejgca) i posiada pochodng w (m”n), to wartos¢
tej pochodnej w zadnym punkcie przedziatu (m,n) nie
jest ujemna.

36) Jezeli funkcja f(x) w przedziale (m,n) jest male-
jaca (albo jest nie rosngca) ijezeli pochodna f(x) istnieje
w (m, n), to ta pochodna nie moze mie¢ wartosci dodatnie;j.

Zjawia sie teraz pytanie, czy twierdzenia odwrotne do
twierdzenia 3°) i 3b) sg prawdziwe.

Zaktadamy, ze pochodna w (m, n) istnieje i ma warto$¢
dodatnig w kazdym punkcie przedziatu (m, n). Czy mozna
stad wnioskowacé, ze funkcja jest rosngca w (m, n)? Mozemy
zastosowac twierdzenie pierwsze a; wynika z niego, ze rzedne
w lewostronnem otoczeniu kazdego punktu sg mniejsze od
rzednej w tym punkcie, a rzedne w prawostronnem oto-



czeniu tego punktu sg wieksze. Czy stad wynika, ze funkcja
jest rosnaca w (w, n); ze nalezy by¢ ostroznym we wnios-
kowaniu, wskazuje przykiad i uwaga przy twierdzeniach
la), P) i t. d Jednak odpowiedz na nasze pytanie jest tu
twierdzaca; funkcja jest rosngca w (w,n). Dowod przez
sprowadzenie do sprzecznosci. Przypusémy, ze w (w, N) mozna
znalez¢ takie dwa punkty, ze al<6l, lecz f(al)=/(6)
przedziat (t?1, 51) podzielony na dwie rowne czesci w punkcie
+ jakakolwiek jest warto$¢ funkcji w punkcie
[(ol + &i), tatwo sie przekonaé, ze jeden z dwoch prze-
dziatow [«, | (@t +5J], [| -j-6J, &J, ktory nazwiemy
(a2,&2) bedzie miat te whasnos¢, ze a2 < b2, lecz f(a2)=f(bb2);
postgpmy z przedziatlem (a2 62) jak z przedziatem
otrzymamy przedziat (a3 &3) taki, ze ¢3<63, lecz fa 3)=/(63);
otrzymamy potem (a4 64), - - wreszcie (aM,6n) i tak bez
korica; przytem an<btt lecz / («,,)>/(&,); bn—au—-lz— |
cigg av a2 a3,. - aW)... jest oczywiscie monofoniczny i ogra-
niczony, tak samo cigg bT1b2sh3, - _bn,..., kazdy z tych
ciggbw posiada granice, gdyz sa ograniczone i na zasadzie

—an= (bv— ax), ta granica, dajmy na to a, jest wspdlna.

Jakkolwiek mata jest liczba 6>0, w przedziale (a—38, a)
beda sie znajdowaé wszystkie liczby aw zaczawszy od pew-
nego wskaznika n0, t. j. ,prawie" wszystkie liczby ciggu

« @3, ...; a w przedziale (a, cc-+6) bedg sie znajdowac
»~prawiel wszystkie liczby ciggu bv b2l b3... Jakgkolwiek
warto$¢ ma liczba /(«), mozna wiec znalez¢ dwie liczby
x'—an X"'=hn, nalezace do r6znostronnych otoczen punktu a,
i takie, ze albo'f(xf) > /(cc), mimo ze a/<a, albo f(x"\
mimo ze a.<_x". Lecz to jest niemozliwe, jako sprzeczne
z twierdzeniem 1°), gdyz //(a)>0. MysSmy przyjeli, ze a
nie jest ani m ani n; jak nalezy zmieni¢ dowodzenie w tym
przypadku, zostawiamy czytelnikowi.



Udowaodnilismy wiec twierdzenie 4a), nastepujace:

4) Jezeli pochodna w (m,n) istnieje i jest w kazdym
punkcie dodatnia, to funkcja jest w (m, n) funkcjg rosnaca.

4h) Jezeli pochodna w (m. n) istnieje i jest w kazdym
punkcie przedziatu (m,n) ujemna, to funkcja jest to (m,n)
malejaca.

Twierdzenia 4° i 46 zostajg w mocy nawet wtedy, gdy
pochodna w skoriczonej liczbie punktow przedziatu (m, %)
przyjmuje wartos¢ zero. Uwzglednijmy, naprzykiad warunki
twierdzenia 4") z tg zmiang, ze w jednym punkcie ¢ prze-
dziatu (m, n) pochodna réwna sie 0, t. j. —  pozatem
jest zawsze >0. Podzielmy (m,n) na trzy przedzialy, na
(m,c—e), na(c—e,c--¢) i (Ccs, n) w pierwszym i w trze-
cim z tych przedziatow funkcja jest rosngca; ale jest ros-
ngca i w drugim t. j. w (c—e,c-|-e), gdyz dla x* ¢
lewostronnie, funkcja f(x') rosnac dazy do /(c), a wiec
f(x"Xt ¢); tak samo, gdy x"— z prawej strony f(x"}
dazy malejgc do fc), tak ze f(c)<<.f(x'r). Stad juz nie-
trudno wysnu¢ wniosek, ze /'(a?) jest funkcja rosnaca w (m, n\

Wréémy do przyktadu, podanego na ‘poczatku tego rozdziatu,

t. j. do funkcji y=a?25inx baz; pochodna tej funkcji w punkcie

. Q. 1 1 . 1 1

22128]est \xN = 2® sin----- cos— + a; niech X —------- , wtedy f ( ----- \ =
X X 2ka \

oA ¢y o— Lo o1 \ _

=a4-1>0, gdy za$ X =GB i to f ((2/t+ 1it1 =a 1<0

gdzie |& dowolnie wielka liczbg catkowity; z HF—----j——< 0 wynika,
ze w dowolnie matem otoczeniu punktu x =0 z lewej strony mozna
znalez¢ dwa punkty x'<x", takie ze Z{(&/ ) & ze mozna znalez¢
dwa punkty, posiadajgce podobne wiasnosci i z prawej strony.

Przy dowodzie twierdzen tego rozdziatu zaktadalismy
istnienie pochodnej w (m, n), ale nie zaktadaliSmy ciggtosci
tej pochodnej.



101. Twierdzenie Rolle'ci.

Jezeli funkcja /(a?) przyjmuje te sama wartos¢ w punk-
tach ai 6 t. j. jezeli /(«) =/(&), to miedzy a i b istnieje
przynajmniej jeden taki punkt £ Zze wartos¢ pochodngj
w tym punkcie rowna sie zeru,.t. j. ze /'(s) =0; co do
funkcji /"(a?), zaktadamy, ze jest ciggta w catym przedziale,
wigczajac punkty a i bl przyczem w tych punktach wy-
starcza ciggtos¢ odpowiednio prawostronna i lewostronna;
nastepnie, zaktadamy, ze istnieje pochodna fAx\ w kazdym
punkcie x wewnatrz przedziatu (a, &), t. j. dla kazdego a?,
spetniajgcego warunek

Udowodnimy najprzdod twierdzenie Rolle’a w przypadku,
gdy wspdlna wartos¢ /(a) i f(6) jest zerem, t.j. gdy /'(0)=
—I'(1)—(). Jezeli /"(a?)=0 dla kazdego x w (a, 5), to
tez dla kazdego x wewnatrz przedziatu (a, 6) i twierdzenie
Rolle'a w tym prostym przypadku jest udowodnione. Po-
zostaje przypadek, gdy f(x) nie jest =0 dla kazdego x
w (a, by, wtedy istniejg w (a, b) takie wartoSci zmiennej X,
dla ktérych funkcja f(x) przyjmuje wartosci rozne od zera,
ktére moga by¢ dodatnie lub ujemne.

Przypusémy, iz wsrdd wartosci /fa w (a, 6) sa wartosci
dodatnie. W takim razie kres gérny K wartosci funkcji
f(3?) w (a, b) musi by¢ liczbg dodatnig. Poniewaz funkcja
jest ciagta w przedziale domknietym (a, b) wiec musi istotnie
osiggac kres gorny K dla pewnej wartosci zmiennej x, ktorg
oznaczymy przez tak ze /(5) = K=>0,awiec $-ai 55 b,
czyli jest a<_5<h.

Teraz mozemy udowodni¢, ze pochodna f\x) réwna
sie zeru w punkcie t. j. ze I'(E)) =0. Gdyby bowiem
") >0, to na zasadzie twierdzenia 1°) z poprzedniego
rozdziatu istniatby taki przedziat (£, 5+ e), ze gdy

S=~=S + ¢,



to /(™)=/($) czyli co jest sprzeczne z okresleniem
kresu gornego K; a wiec nie moze mie¢ wartosci >0.
Tak samo /'(£>) nie moze mie¢ wartosci <O, bo /'(E)<()
pocigga istnienie przedziatlu (&—e, £) takiego, ze dla kaz-
dego @, spetniajacego warunek £—s<a?<£ musi byé
> /X$), czyli znowu f(cc)>K. Poniewaz pochodna/**)
istnieje, ale nie jest ani >0, ani <O, wiec =

O ile w (a,6) f(X) nigdy nie przyjmuje wartosci do-
datnich, w takim razie poprzednie rozumowanie nie da sie
zastosowac; ale wtedy istnieje punkt £, taki ze /(E)==1 <O,
gdzie k kres dolny wartosci funkcji w (a, 5), przyczem i tu
takze a<£<6. Rozumujac, jak poprzednio, mozemy udo-
wodnié, ze =

Tak wiec, twierdzenie Rolle’a w tym szczeg6lnym przy
padku jest udowodnione.

Gdy wartosci f(a) —f(b) — ¢ sg rézne od zera, wow-
czas tworzymy nowg funkcje cp(a?) = f(x)— ¢, ktéra spetnia
wszystkie zalozenia twierdzenia Rolle’a, o ile /(&) je spetnia
i przytem cp(@a) =cp(6) =0 Do funkcji cp(re) mozemy wiec
zastosowaé tylko co udowodnione twierdzenie, czyli istnieje
punkt & miedzy ai 6, taki, ze g/(E) =0, lecz cp(a?) = f*(i\
a wiec f(Q—wp G) —0, co trzeba byto udowrodnic.

0 ile ktérykolwiek z warunkéw, ktére zatozyliSmy co do funkcji
f(x) nie jest spetniony, to moze sie zdarzy¢, ze /(tz) = f(b), a pomimo
to niema takiej wartosci ? w (a, 6), by /"(E) =0, Naprzyktad, jezeli
f(x) =x dla0< x<1:a/(l) =0, to /(0) =/(l) =0; lecz, jak tatwo
sprawdzi¢ niema w (0,1) punktu w ktérym f'(x) =0, gdyz w tym
przypadku /'(a;) = 1 dla kazdego x, spetniajacego warunek
W tym przykfadzie funkcja f(x) nie jest ciagta w punkcie X =Y.

Niech f(x) =+ V® dla a dla niech f(oc) =
= + <2—j% funkcja ta jest ciggta w przedziale (0,2), gdyz + yjx
i +V2—x przyjmujg te samg wartos¢ w punkcie x=I; dalej
/(0)=/(2); pomimo to funkcja /'(®) dla zadnej wartosci zmiennej x
nie réwna sie zeru, gdyz pochodna w przedziale (0.1) wyraza sie



wzorem /'(») =----—, a w przedziale (1,2) pochodna ma wartos¢

['(0?) =------- . W tym przykfadzie funkcja nie posiada pochodnej
2V2 —x

w punkcie x — 1, nalezagcym do punktow wewnetrznych przedziatu
(0,2); w samej rzeczy w punkcie x =1 mamy pochodng lewostronng,

1 1
rowng —, i pochodng prawostronng, réwng — —. Tu tkwi przyczyna,

dla ktorej twierdzenie Rolle’a nie stosuje sie do tej funkcji /($).

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a: Jezeli
wykreslimy funkcje -y = j\x\ spetniajgcg warunki twier-
dzenia Rolle’a, to miedzy dwoma punktami ai 6, dla kt6-
rych rzedne /(a) i /'(6) sg réwne, istnieje przynajmniej
jeden taki punkt po$redni, w ktorym styczna do krzywej
jest rownolegta do osi Ox. Niech M i N oznaczaja te dwa
punkty na krzywej, ktérych rzedne sa réwne i niech A
oznacza 6w punkt, w ktérym styczna jest rownolegta do
Ox\ potaczmy M z N\ cieciwma MN jest tez réwnolegha
do Ox, wiec styczna w punkcie A jest rownolegta do cie-
ciwy MN. Tak wriec, jezeli cieciva MN jest rownolegta
do Ox, to istnieje na krzywej punkt posredni A, w ktérym
styczna do krzywej jest rownolegta do cieciwy MN. Czy
w tem ostatniem wystowieniu warunek, by cieciwa MN
byta réwnolegta do Ox jest istotny? tatwo sie przekonac,
ze nie. Odrzucajac ten warunek, otrzymamy twierdzenie,
bedace uogdlnieniem twierdzenia Rolle’a, ktdre nazywamy
twierdzeniem o wartosci $redniej. Wyraza ono fakt, ze
iloraz réznicowy rowna sie wartosci funkcji pochodnej
w punkcie posrednim.

102. Twierdzenie o wartosci Sredniej.

Niech funkcja /(a?) spetnia w (a, 6) te same warunki,
co do ciggtosci i co do istnienia pochodnej, jak przy twier-
dzeniu Rolle’a, ale nie zaktadamy juz f(rt) = f(b\

Utworzmy funkcje pomocniczg F(x) = f(x) —/(«) —



— funkcja ta spetnia, jak tatwo spraw-

dzi¢ przez bezposrednie podstawienie, warunek F(d) = F(bj;
nastepnie funkcja F(xj spetnia i wszystkie inne warunki,
wymagane od funkcji, by do niej stosowato sie twierdzenie
Rolle’a, poniewaz funkcja f(x) spetnia te warunki. Istnieje
wiec punkt 9 spetniajagcy warunek a<”~<b, dla ktérego

'(sj=0; lecz F'(z) —/'(-T)— P <= s*aw*aj 9C
w miejsce x liczbe 5 otrzymamy wiec
Q.M

[(I>) — ()

(74) —/ (), gdzie aLELS,

Twierdzenie to mozna wyrazi¢ w sposob nastepujacy:

lloraz réznicowy réwna sie wartosci pochodnej
w punkcie posrednim.

Albo inaczej: Stosunek réznicy dwoch wartosci funkcji
do réznicy dwéch odpowiadajacych wartos$ci zmiennej jest
rowny wartosci pochodnej w punkcie po$rednim (miedzy
wartosciami zmiennej, dla ktérych utworzyliSmy roznice.

Wzor (74) mozemy napisa¢ w innej postaci. Oznaczmy

—a=h, s=a 9/z, gdzie, 9 oznacza poczem liczbe, spet-
niajagcg warunek ()<9<1. Wzor (74) przyjmie postaé
I(« + A)-/(«<)=/,(a + 9/1).

zastepujac a przez a7, mamy: ————------- N=11(2-902),
albo f(x hj—f<xj=h A\x-\-Stiy
Oznaczmy &Iz przez x = wtedy

(79) =  —x).F(x-V-$h\
gd2|e h=x"—x; O<9< 1

Przy stosowaniu tych wzoréw nalezy zawsze uwazaé, by



warunki tyczace sie ciggtosci funkcji i istnienia pochodnej
byly spetnione.

Whiosek |. Przy pomocy twierdzenia na warto$¢ po-
$rednig, mozemy z najwigkszg tatwoscig udowodni¢ twier-
dzenia 4°) 46) z rozdziatu 1 100. W rzeczy samej, jezeli po-
chodna jest w (a, 6) dodatnia to z X <x wynika na pod-
stawie wzoru (75) f(x'} <</(a?), o ile a <X 6, gdyz
wtedy €Z<a?4-6/z<6 i czynnik f\Xx-[-9K) w (75) jest do-
datni. O il¢ za$ pochodna jest ujemna, to czynnik fAx-\-Sh*
w (75) jest ujemny i X' <<x pocigga /(«?")=>/(")

Whniosek 11. Jezeli pochodna funkcji w przedziale
(m, n) jest rowna zeru, to funkcja jest statg (w tym prze-
dziale). W rzeczy samej, niech x' i x nalezg do (m,n) i za-
piszmy dla naszej funkcji wzér (75). Poniewaz pochodna
f\Xx) rowna sie zeru dla kazdej wartoSci X w (»n, n), to
w (75) czynnik f\x--92)—0, i fgj— = t. |
/'(r) =1(x) dla kazdej pary wartosci x' i x w (m, n), a wiec
f(x) ma w (n.n) warto$¢ stata, przyczem zawsze jedng i te
samg warto$¢. Trzeba zauwazyc, ze ten wniosek stosuje sie
tylko do takiej klasy funkcyj, ktore spetniajg warunki,
wymagane w zalozeniu twierdzenia na warto$¢ S$rednig
(a wiec i Rolle’a). Tak, np., funkcja f(x) = E(x) w kazdym
punkcie, gdzie pochodna istnieje, ma pochodng réwng zeru.
Jezeli przedziat (m, n) zawiera punkt o sp6trzednej catko-
witej, to E(x) nie jest statg w (w, n), ale tez przedziat (w, n)
zawiera punkt nieciggtosci funkciji.

Whiosek I111. Jezeli dwie funkcje cp(.r) i 4f(") majit
te sama pochodng w (?zi,%), to rdéznica ich jest liczbg
statg. Jest to wniosek bezposredni z wniosku Il. Zatozeniem
jest cp'(z) = 4f/(") w (m, n) Utwdrzmy funkcije fa?)= p(") —~(M)i
wtedy f(X) = (@) —x|/(;z2) =0, czyli /2(a?)=0 w (m,n),
a wiec na podstawie wniosku drugiego f(x)—<Cte statej,
czyli () — >\r(x)—=C., czyli <p@a?) =\|r(a?)C; odwrotnie,



dwie funkcje, ktérych rdznica jest stata, maja, oczywiscie,
te samg pochodna.

Przypusémy, np., ze dane sg funkcje: y— ArctgXx
i y=2Arctg @ — yl"j-a?2); pochodng majg jednakowa
Il = —A—-, a wiec réznica tych funkcyj jest liczbg statg;

i rzeczywiscie, 2 Arctg (@—>/1 -j-a%) = Arctga®?—  WeZmy

jeszcze funkcje % =lgea? i 2 = Igfc(—a?); te dwie funkcje
majg te samag pochodng y' = A, ale nje mozemy stad wnio-

skowaé na podstawie naszych twierdzen, ze te dwie funkcje
z0znig sie o liczbe statg, bo pierwsza z nich jest okreslona
tylko dla @ > 0, a druga tylko dla a? < 0, t. j. niema zadnego
wspolnego przedziatu (w, n), w ktérym istniatyby jedno-
czed$nie obie te funkcje. Przeciwnie, mozemy przy pomocy
tych dwdch funkcyj okresli¢c funkcje, istniejaca i ciaglg
dla kazdej wartosci zmiennej x z wyjatkiem a2 =0, i kto-
rej pochodna réwna sie A funkcjg ta jest y=Ilgeja? =

= |1g6a”2

103. Jezeli w przedziale (¢ 6) funkcje cp@?) i s9
ciggte, jezeli posiadajg pochodne w (¢t 6),* jezeli te po-
chodne nie stajg sie nigdy rowne zeru dla tej samej war-

tosci zmiennej @7 w (a, 6),** i jezeli np., = -N0), to
P —«() <plad-0h)
Vo3 W)-\W)
gdzie h=b—a o<bt<l
Utwérzmy funkcje f(x) = cp(a?) mozna tak
dobra¢ liczbe stalg X, by — W rzeczy samej,

* Pochodne funkcji ¢p(@) i (a?) moga nie istnie¢ w punktach aid.
¥ W (a.d) z wylgczeniem punktow aid. Tak, np., moze byc
p(6) =06(d)y=0.



mamy wtedy cp(tz) -|- X\[r(@) =cp(>)  X\[r(6); X{\]r(6)—\[r(a)} =
= ¢p((z) — cp(™); poniewaz \Jr(6) == 4Z(«), wiec

¢p(&) — cp(a)

~(6) —ip(a)
przy tej wiec wartosci X mamy fa) =/(&); mozemy wiec
do funkcji

f(") = T(") + X"r(a?)

zastosowac twierdzenie Rolle’a. A wiec w punkcie posred-
nim a<a-\-Sh<I> mamy f'(a--67?)=0; lecz f'(x)=
—q'(x) -j- X"(@?), czyli

(78) cp@a+ 92) 4- X . x[/(« + 672) =0,
gdzie X ma wartos¢ dang przez (77). Nie moze by¢
x|/ (¢i-|- 07z) = 0, bb wtedy z (78) wynika, ze i ~+ 672) =0,

czyli funkcje cp(@a? i /"), wbrew zatozeniu, miatyby
wspolny pierwiastek oc=a-\-8h w przedziale (a. 6). Ponie-
waz wiec M(a 677) 0, wiec (78) daje

° =gkt w

z réwnosci (77) i (79) wynika (76), co trzeba byto otrzymac.

Uogdlnione twierdzenie na warto$¢ S$rednig czyli
twierdzenie Taylora.

Przypusémy, ze funkcja f(oc) posiada w (a, 6) pochodng
az do n% rzedu wigcznie, niech x nalezy do (a, 6) i utworzmy
funkcje
(80) <p(» =/(») — M —6 WV — . O —

Mozemy sprawdzié¢, ze ta funkcja spetnia warunek
cp(6) = 0; oprdcz tego jest ciagta w (a, &) i posiada w (a, 6)
pochodng pierwszego rzedu, ktéra sie rowna

JD=— IS sste)-



Jako funkcje 4r(rc) wybierzemy \J/(.r) = (6—xy, gdzie$
jest, to liczba catkowita dodatnia, i zastosujmy do funkcji
<p(rc) i 4r(rc) twierdzenie poprzedniego rozdziatu, t. j. wzor
(76); tu («) = (6—d)? =0, 'r(6) =0 i i]r(a) &= ~(6); dalej
funkcja 4/(@?) nie réwna sie zeru dla zadnej wartosci X
z wyjatkiem t—04, bo = —p(b—x)?-1. Warunki
stosowalnosci wzoru (76) sa wiec spetnione

<p(6) — cp(a) = — o (12)
4r(6)— >r(c?) =— (6—d)i\
tak wiec
cp@ _ cp(El+0T7)
(b—ty 4(« 6/2)'
czyli

V(> =""T)i5(b-a-6hy ™ ™><a + 9A>-

gdzie h=Dbh—a; a wiec
B8y v@E)=@ — — fW(a+ 6A);

Y
lecz z (80) wynika:

(82)  <pa) =1(6) -/(a) ="*=pV(«) -

(b—dn-tr( ... .
— (a)

Przyrownujgc wartosci cp(@) z (81) i z (82), otrzymu-
jemy zadany wzér. Piszac X na miejsce a, x-\-h na miejsce
6, h na miejsce b—a, otrzymamy

T, 1,2 73
8) +/)=I»+ F 'x)+ /($)+...

A"l /xn-1)-+ Rn;
(n—1)

wyraz En nazywa sie reszta; E,, = I
(gdzie 0 <0< 1).

Rachunek rézniczkowy i catkowy. II. 14



Jezeli uczynimy p =n, to otrzymamy reszte En w po-
staci danej przez Lagrange’a.

Jezeli za$ podstawimy p=1, to otrzymamy reszte:

ktérg nazywamy resztg Cauchy’ego.

105. Maximum i Minimum.

Okreslenie. Przypusé¢my, ze funkcja /(a?) jest okreslona
w przedziale (m,n). Méwimy, ze w punkcie x0 tego prze-
dziatu funkcja nasza posiada (albo przybiera) maximum,
jezeli istnieje takie otoczenie obustronne punktu x ze
wszystkie rzedne w tem otoczeniu sg mniejsze od rzednej
w punkcie a%0; czyli gdy nierowno$¢ xQ—i) <x <<x0-|-3
pocigga nierbwnos¢

/("m)</("0), 0 ile x4=0.

Jezeli za$ istnieje takie otoczenie obustronne punktu
X0l ze wszystkie rzedne w tem otoczeniu sg mniejsze od
rzednej punktu x0 czyli gdy nierownos¢

X0—il<x<x0-j-q
pocigga za sobg nierGwnosé
1(@?) = /(z0o), o ile x4=x0l

to mowimy, ze funkcja osigga minimum w tym punkcie
X0. Poniewaz x0—i] i %0-|-8 muszg naleze¢ do przedziatu
(w,n), w ktorym funkcja jest okreslona, punkt X0 musi
by¢ punktem wewnetrznym przedziatu (m, n).

Jezeli funkcja /(a?) jest funkcjg ciggla w przedziale
(m, ?/), to jako funkcja ciggla osigga warto$¢ najmniejsza
(najwieksza) przynajmniej w jednym jakims$ punkcie
przedziatu (a, 6). Jezeli punkt £ jest punktem wewnetrznym
przedzialu («&), to jedno z dwojga, albo w dostatecznie



matem otoczeniu punktu § wszystkie rzedne sg mniejsze
(wieksze) od rzednej w punkcie & i wtedy w punkcie 8
mamy maximum (minimum), albo tez w dowolnie matem
otoczeniu punktu ¢ istniejg rzedne, rowne rzednej w punkcie
5; wtedy nie mamy w punkcie  maximum (albo mini-
mum) w tem znaczeniu, jakie nadaliSmy tym terminom
przed chwilg % okreSleniu; to ma miejsce, np,, gdy funkcja
w pewnym przedziale, stanowigcym cze$¢ przedziatu (m, n)

ma warto$¢ stata, albo np., dla funkcji f(x) = as2sin2—, gdy

®= 0 i /(()) =0, gdy punkt £ jest punktem poczatkowym O.

Wreszcie moze sie zdarzyé, ze punkt £ jest jednym
z dwéch punktéw m albo n.

Jezeli w punkcie x0 jest minimum, to /(a:) jest wieksze
od wartosci funkcji w pewnem otoczeniu punktu a0, ale
nie znaczy to wecale, by /(a%0) bylo wieksze od wszystkich
wartosci funkcji w przedziale (m, n); dlatego moze sie zda-
rzy¢, ze w punkcie X0 mamy maximum funkcji, w punkcie
XX mamy minimum, a pomimo to f(x)=>f(xj), t. j. mini-
mum jest wieksze od maximum.

Na maxima i minima uzywamy nieraz jednej wspolnej
nazwy, mianowicie extremum, w liczbie mnogiej extrema.
Twierdzenie, wyrazajgce warunek konieczny (ale nie do-
stateczny) istnienia extremum:

Jezeli funkcja posiada pochodng w (m,n) i osigga
w pewnym punkcie x0 maximum lub minimum, to po-
chodna w tym punkcie jest rowna zeru.

Przypus¢my, np., ze w punkcie x0 funkcja /(a?) osigga
maximum i ze pochodna f'(x0) istnieje. Trzy sg mozliwosci,
co do albo /"(a?) > 0. albo /z(an) < O, albo wreszcie
Nv@%) = 0. Pierwsza z tych mozliwosci jest wykluczona,
gdyz musiatby wtedy istnie¢, na zasadzie twierdzenia 1%)
(patrz 1 100), taki przedziat (x0 X0 -j- g), ze dla x0<x<<x0+n
IX3) /(s '0), co przeczy temu, zt f(x0) jest maximum. Po-



dobnie niemozliwy jest przypadek drugi, gdyz wtedy dla
X0—x\<,x < X0 bytoby zaxvsze /'(a;) =/(a?), co znowu jest
niemozliwe. Pozostaje wiec tylko przypadek trzeci

['(a%) = 0.

Taki sam dowdd stosuje sie w przypadku, gdy funkcja
w punkcie x0 osigga minimum.

Tak wiec, by znalez¢ extrema funkcji w (m, n), przy-
rownujemy pochodng do zera i szukamy pierwiastkdw
rownania /:z(a?) =0 w (tn,n). Zjawia sie teraz pytanie, czy
mamy extremum dla kazdej wartosci x, bedacej pierwiast-
kiem réwnania /v(t) = 0. OdpowiedZ jest przeczgca. Mo-
zemy wykaza¢ to na prostym przykladzie. Niech bedzie
dana funkcja

y=f =.3

pochodna f'(x) = 3rc2, pochodna ta réwna sie zeru dla
=0, tak ze /v(0)=0. Pomimo to funkcja nasza t/ =%,
oczywiscie, nie posiada extremum w punkcie a; =0, gdyz
na lewo od tego punktu jest ujemna, w punkcie =0
funkcja ma warto$¢ zero, a na prawo od a? =0 funkcja
jest dodatnia. Mozemy te funkcje wykresli¢, i przekonamy
sie, ze jest rosngca w kazdym przedziale.

Tak wiec, réwnos$¢ zeru pochodnej w badanym punk-
cie jest warunkiem koniecznym, ale niedostatecznym ist-
nienia extremum w tym punkcie.

Jezeli pochodna w punkcie x0 réwna sie zeru, ale
istnieje takie otoczenie lewostronne tego punktu, w ktérem
pochodna /'(a?) ma stale znak ujemny (dodatni), a takie
otoczenie prawostronne tego punktu x0, w ktérem pochodna
jest stale dodatnia (ujemna), to w punkcie x0 funkcja osigga
minimum (maximum).

W rzeczy samej, niech X' nalezy do wzmiankowanego
lewostronnego otoczenia punktu x0\ poniewaz w otoczeniu
punktu x' pochodna jest ujemna (dodatnia), wiec funkcja



maleje (rosnie) i mamy lim/(.T/) =/(a”), wskutek czego

/(a/) =/(a%), ewentualnie /(a/) </(&); jezeli X" nalezy do
otoczenia prawostronnego punktu x0, to pochodna w do-
statecznie matem otoczeniu punktux'* jest dodatnia (ujemna),
wiec funkcja roSnie (maleje) i mamy lim f(x") —f(x),

wskutek czego f(x') < f\x”™ ewentualnie /(a?") =/(a?).
Tak wiec mamy ostatecznie

(ewentualnie f(x") </'(20) < f(x"\

gdzie x' jest dowolnym punktem pewnego lewostronnego
otoczenia punktu x0, a x" jest dowolnym punktem pew-
nego otoczenia prawostronnego punktu x0. Wnosimy stad,
iz w punkcie x0 zachodzi minimum (maximum).

Jezeli ™(a?) =0, ale istnieje otoczenie obustronne
punktu x0 w ktorem pochodna jest stale dodatnia
(ujemna), to w punkcie x0 funkcja /(a?) nie osiaga ani ma-
ximum, ani minimum. Albowiem wiemy (patrz 1 100, 4)
i 46)), ze funkcja /(a?) jest w otoczeniu punktu X0 rosngca
(malejaca).

Przyktady. 1) y="f@)=xng ' (@)= (xl-|-na™-1)ez;
= I(a__n),ex Przypus¢my, ze n jest liczbg catko-
witg, wiekszg od jednosci; Pochodna staje sie zerem dla
2=01i dla ?2=—n. Zbadajmy, czy punkt a? =0 daje
extremum funkcji, czy tez nie. Zalezy to od liczby n;
jezeli liczba n jest parzysta, to czynnik an”’! zmienia znak,
gdy przechodzimy od lewej ku prawej stronie punktu
2=0, tak ze f'(x) jest ujemna z lewej strony, a dodatnia
z prawej strony tego punktu. Mamy wtedy w punkcie
2=0 minimum funkcji f(x). Jezeli za$ n jest liczbg nie-
parzysta, to xn~1 nie zmienia znaku przy przejsciu od le-
wej ku prawej stronie punktu =0 (znak jest dodatni),
nie mamy wtedy ani maximum, ani minimum, funkcja



/(@?) roSnie w otoczeniu punktu a==0. Przejdzmy teraz
do punktu =—n; funkcja pochodna zmienia znak przy
przejsciu przez ten punkt od lewostronnego do prawo-
stronnego otoczenia, mamy wiec zawsze w tym punkcie
extremum. Przytem, jezeli n jest liczbg nieparzysta, to
pochodna z lewej strony punktu X——n jest ujemna,
a z prawej dodatnia, a wiec mamy minimum. Jezeli n
jest liczbg parzysta, to sprawa ma sie wprost przeciwnie

i dlatego mamy w punkcie X = —n maximum. Wartos¢ tego
extremum wynosi ['(—mn) =(—n)ne-n
)y= =¢ xdlax30i ) =0. Funkcja w ten

sposob okreslona jest ciaggta dla kazdej wartosci x. W punkcie
|

?=0, mamy, np., lime x*=0, czyli lim/(a) =/(0).

a?->0 x->0

Przejdzmy do pochodnej; pochodna w punkcie a? =0 jest
lim ™=~y =limy'e h=0; wystarczy bowiem wzigé
=1zl wtedy —e k— ; gdy h—>-0, z -(- oo, wiemy

(patrz 1 31), ze e;Z—>4"°°, gdy >4*“°°  przybierajgc
warto$ci ciggu naturalnego; lecz funkcja  jest rosngca
dla a?>l. jak wida¢ ze znaku pochodnej; a wiec — dazy
do4-00, gdy z—>4~00 w sposéb dowolny; -4==-—-"2;

wiec i YR oo, gdy z—>4~00] st"d —\'zz—> 0, a wiec

1-1
iﬁig,],—e R=0, czyli //(0)=0. Jezeli teraz x=}0, to
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pochodna jest ciggla w punkcie a =0,
gdyz mozna udowodnié, ze limfr(x) =f (0)=0. Z lewej

strony punktu rc=0, t. j. dla x<0, /z(a?)<0; z prawej
strony, t. j. dlax>0, ¥ >0 Wnosimy stad, ze w punk-

cie it =20 funkcja y=c¢ posiada minimum.

Zamiast bada¢ znak pochodnej w otoczeniu punktu x0l
w ktorym f'kxN =0, mozemy zbadaé pochodng druga
w tym punkcie. Jezeli /"(a?2)>0, to warto$ci funkcji po-
chodnej /"(@?) sa w otoczeniu lewostronnem punktu X0
mniejsze od /°(",) =0, czyli ujemne, a w otoczeniu pra-
wostronnem wieksze od f' (a%0), czyli dodatnie, (patrz 1. 100,
twierdzenie 1%)). Funkcja f'(a?) z lewej strony punktu X0
jest ujemna, z prawej dodatnia, a wiec funkcja /(rr) osigga
w punkcie X0 minimum.

Jezeli " (@) <0, to wartosci F(a?) sg w otoczeniu le-
wostronnem punktu x0 wieksze od f (a0) =0, czyli do-
datnie, a w otoczeniu prawostronnem tego punktu sg
mniejsze od /'(.£,)) = 0, czyli ujemne; wobec tego w punkcie
X0 mamy maximum funkcji f(x).

Jezeli /"'(r,) =0, to przy pomocy wartosci pochodnej
drugiej w punkcie x0 nie mozemy rozstrzygna¢, czy w punk-
cie x0 jest extremum, czy nie. Trzeba sie zwréci¢ do war-
toSci pochodnej trzeciej w tym punkcie.

Przypusémy, ze /'(@%) =0, /"(.r0)) =0, ale f""\x0) = 0,
np., " (#)>0. Na mocy twierdzen P) i P) z rozdziatu
1 100, mozemy napisac:

na lewo od punktu x0 t. j. dla X0— xX\<<x<<x0 mamy

na prawo od punktu X0 t. j. dla 0@ 0 Xo--1) mamy
f'<°0 >
poniewaz/" (/:>) —(), wiec f"(X)<<O w pierwszym przy-



padku, a f*{x) >0 w drugim. Od f" (aj przejdzmy do
I'(#); z tego, iz f"(aj<_0 z lewej strony punktu x0) wy-
nika, ze f'(aj jest funkcjag malejagca zmiennej X na lewo
od a%0; z tego, ze f"(z)>0 po prawej stronie punktu xJ,
wynika, ze f'(x" jest funkcjg rosngcg zmiennej X na prawo
od x0;, poniewaz /'(()) =0, wiec /Z(z) > 0 w obustronnem
otoczeniu punktu 0, a wiec funkcja /(a;) nie osigga
w punkcie x0 extremum. Gdyby /',,("0)<O, to, rozumujac
jak poprzednio, otrzymaliby$Smy /'(a?)<O w obustronnem
otoczeniu punktu x0) a wiec takze nie byloby extremum.

Pozostaje przypadek, gdy i /'™(;ro))=0. Wtedy, o ile
istnieje czwarta pochodna, bierzemy pod uwage wartos¢

Jezeli f(x0)=0, /L(a%)=0, ' (@) =0, /,/z@N) =0,
lecz /(lv) == O, wtedy f(tr0) jest extremum, mianowicie jest
minimum, albo maximum, zaleznie od tego, czy /(1V)(.z,,)>(),
czy tez /(IV)(@n) <O.

Zwiagzek miedzy i /v(@?) jest taki sam, jak
miedzy f''" (x\* widzielismy, ze jezeli "' (aj=>0, to /(a?)
przechodzi od wartosci ujemnych na lewo, do wartosci
dodatnich na prawo; a wiec z PJV)(a)>0 wynika, ze
/v(a-)<0 na lewo, a f'(@j=0 na prawo od a0, a wiec
w takim razie mamy w punkcie X0 minimum.

W ten sam sposéb mozna udowodnié, ze w przypadku,
gdy /(lv,@N) <0, to f(aj jest maximum.

Ten tancuch twierdzen da sie przedtuzy¢é dowolnie.
Za pomocg indukcji matematycznej mozemy uzasadni¢
nastepujgce prawo ogolne:

Jezeli -u) otoczeniu punktu X0 istniejg pochodne funkcji
f#), az do pochodnej (n — 1) rzedu i oprécz tego istnieje
pochodna ng rzedu w punkcie x0; jezeli

/1N =), ZI(™) =0,..,, (n-D(™) =0, lecz /(-)(*)4=0,



to, gdy liczba n (rzad pierwszej nieznikajgcej* w punkcie
X0 pochodnej) jest liczba parzysta, wtedy mamy w punkcie
X0 extremum; minimum, gdy f(xj)">Q, maximum, gdy
/(n)(0)<O0.

Gdy liczba n jest liczbg nieparzystg, to w punkcie
X0 niema ani maximum ani minimum.

Tylko co wystowione twierdzenie mozna udowodnic¢
przy pomocy twierdzenia Taylora. Przypus¢émy, ze wa-
runki zatozenia sa spetnione, wtedy, jezeli h <8, gdzie
liczba 8 jest tak dobrana, by przedziat (x0— 8, 8) na-
lezat do otoczenia, w ktorym istniejg pochodne funkcji
f(x) az do rzedu (n—1) wiacznie, beda spetnione wszystkie
warunki wymagane, by zastosowa¢ wzér (83) na szereg
Taylora z zamiang liczby n na n—1. Poniewaz wyrazy
_F(xoy

T (—2)r " rownal9 SS zeru, wiec po-
zostaje
M”-i) .
f<x0-f- Zt) = -\rﬁ_ti\;l (Xo + 97t) + f(Xo), czyli
Tz(ra-1)
84 f(x° + 1) — f(X0) = ——= . A <x0 + 9K>,
(84) ( ) — f(x0) VAT 0

gdzie 0<9< 1

O ile \h jest dostatecznie mate i h4=0, to czynnik

NUNo-j- 977) zmienia znak wraz z liczbg 7z, gdyz
[<"-H(") =0, a /(n)("o0) & °-

Stad wniosek, ze lewa strona we wzorze (84) zacho-
wuje znak staty, albo zmienia znak na przeciwny ze zmiang
znaku liczby 7z, zaleznie od tego, czy n jest liczbg parzysta
czy nieparzysta.

Jezeli n jest liczbg parzysta, mamy wiec zawsze
fAXo-V k) <f(x0) lub zawsze f(x0+ 72) >f(xj) dla kazdej
wartosci h w otoczeniu 7=0, t. j. dla —rf<zZ?<0 i dla

Moéwimy, ze funkcja o (a:) znika w punkcie £0, jezeli < (se0) = 0.



0<Z?<r), gdzie i)>0, zaleznie od tego, czy /(M)("0)<O,
czy tez /(@) > 0; bo gdy /(n)(aN) <O, to (x0 -f- 9h)
zmienia znak wraz ze zmiang znaku h jak —//, a gdy

>0, to /(b (% -j- 67?) zmienia znak, wraz ze zmiang
znaku h jak h, tak iz w pierwszym przypadku /(;cO-|-Ta)—
— fVag) w (84) tak sie zachowuje pod wzgledem znaku,
jak —/2I1, a w drugim przypadku, jak 724 czyli w pierw-
szym przypadku roznica f\x0-\-h?) — je$t stale ujemna,
a w drugim przypadku stale dodatnia. Tak wiec przy na-
szych zatozeniach f(n)(a20) < 0, pocigga istnienie maximum
funkcji f(x) w punkcie x0, a /(w)@%)>0O pocigga minimum.

Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to roznica f(x0-\-h?)—
— f(x0) zmienia znak wraz ze zmiang znaku /z, czyli nie
mamy w punkcie X0 ani maximum ani minimum.

Przyktad:

y=/@)=x—sinx 1,
pochodna f'eg?)=\—cosa?, /"(a;) =sina? /"(a?) = cosa?,
w punkcie a=0, /'(O), /7(0)=0, /™(0)=1.

Pierwsza pochodna, nie réwna zeru, jest rzedu n nie-
parzystego, n—3, wiec funkcja y=a?sina?-|-l niema
w punkcie X =0 ani maximum ani minimum.

y—/(@?) = exA-sinX-j- cosx — Ix —2
y —erd cosx—sinx—2; y"—el—sinX— cosX;
y'"'— eF — oS X -j- sin a?, yXN = ¢® 4- sin X -j- cos X\
/'(0)=0, f(0) =0, /'"(0) =0, /IV() =2

Tutaj n jest liczbg parzysta, n=4: ['lv(0)>0, wiec

zachodzi w punkcie X = () minimum.

106. Zastosowanie pochodnych do obliczania niekto-
rych granic.

Dzieki twierdzeniom udowodnionym poprzednio, mo-
zemy w wielu wypadkach znalez¢ granice, do ktorych
dazag niektore funkcje dla a? gdy poprzednio podane
(L. 000) sposoby zawodzg, a bezposrednie podstawienie




w miejsce zmiennej X liczby a nic nie daje, z powodu
nieciggtosci funkcji dla a?=a, ktéra przejawia sie juz
chociazby w tem, ze formalne podstawienie w miejsce
zmiennej X liczby a daje wyrazenie, pozbawione wszel-
kiego sensu, jako zawierajgce dzielenie np., przez zero, lub
zero do potegi zero.

Rozpatrywa¢ bedziemy funkcje, ktére sie wyrazajg
w sposéb nastepujacy:

1) przyczem, gdy a? to cp@@?)~>0

i 4r(Z) yO; mamy cp(O) =0, >|r(0) =0, bo zaktadamy, ze
funkcje cp(a) i ~(y) sa ciaggte i posiadajg pochodne.

9 . _ przyczem, gdy o-ya. to o (a)—> oo,

4 (a)) —>- oo,

3 Y=op@) . x/(@);, gdy x—>a @ —>0, \r(a)—> oo

4 y=p@)-j-\r(@); gdy a to cp(a)oo,
4 (@)— 00

5 y—{p(x) ;gdya—>a @ 0 (x)—O0

6) y—{cp(@)}"; gdy a->-a; cp(a)—> 1, \)r(a)—oo.

7) y=A{p@Ilto, gdy x—>a, ¢p(a)—>- oo, (a)—>-0.

Wzory te, dla x—a zadnej wartosci liczbowej nie
wyznaczajg, gdyz w przypadku gdy ¢ (a?) —> 0 lub >|r(a)—>- 0,
mamy cp(0) =0, \Jr(0) =0: w przypadku, gdy cp(a)—> 0o,
albo \]r(a?)-> oo, przyjmujemy, ze cp(cz) i \[r(a) nie sg okres-
lone. Tych siedm przypadkéw oznaczamy symbolicznie
znakami: g,%, 00.0, oo—o0, 0°, 1°, 00°. Pie¢ ostatnich
przypadkéw mozna sprowadzi¢ do dwoch pierwszych; np.,

1

wW

wtedy ~(@) —-0, a y jest iIorazemi t%/'\; w przypadku

w trzecim wystarczy zamiast ~(a) wprowadzié —



1 p@)
w Syw, 6yni i 7yw szukamy granicy Igy lub Ig(—y\
Twierdzenie L'Hospital'a.
Przypus¢my, ze cp(a?)->0, x|r(a?)-*-0 lub cp(a?)-> co,
ip@@?)->- co, gdy x-*-a* lub gdy a"~"-f-co;
jezeli pochodne V(x) i '[/(;r) istniejg w otoczeniu punktu
a (ale nie niekoniecznie w samym punkcie a), gdy @ V a,
albo dla x>1Z7 gdy x—>-co, i jezeli istnieje granica

gdy lub g. to istnieje granica

f_p_te_% i granica ta réwna sie granicy Cp() Z tem zas%rze-

zeniem, ze pochodne <p(rr) i 'J/(.r) me stajg sie rowne zeru
przy tej samej wartosci zmiennej w otoczeniu punktu
X=a, gdy chodzi o granice dla x—> gdy chodzi o gra-
nice dla x va, albo nie majg dowolnie wielkich wspdl-
nych pierwiastkéw, gdy chodzi o granice dla x—=—=co.
Przypus¢my, ze w g9, iJr@?)—>0, gdy x=a. Mo-
zemy zastosowaé tutaj twierdzenie, udowodnione poprzed-
nio (1. 103), poniewaz wszystkie warunki, wymagane przy
stosowaniu twierdzenia, sa, jak tatwo sprawdzi¢, spetnione.
Wzor (76), w ktorym b= x! daje
P() —w(a) cp(tz-|-70)
r@)— (@ /(i -|- h6)’
gdzie li—x—a 0<9<];
lecz w tym przypadku cp@) = 0, "p(«) = 0; mamy wiec
m@?)_ cpz(ct T2
(85) \p@?) N(a-j-Tz)

gdy a?>—>-«, li—=0, aA-"h- a; lecz wedlug zatozenia

(@) .. . . o
Q@a/\ >v’\% istnieje, a wiec istnieje i ma te samg wartos¢



Iirg-ﬁs/%:_'_m); Z istnienia granicy po stronie prawej dla
a->q

-f- 9'v)
X->-a, wyhnika istnienie granicy dla strony lewej, a wiec
lim =lim P,(¢ + 6/0 = lim
X ™ W) W+6'0 FTMW)’
czyli
li lim P2(")
(86) im im A/

o ile granica po stronie prawej istnieje.
Przypusémy teraz, ze cp(.r)->0, >|r(a?)->0, gdy
X => -j- 00,

WprowadZzmy nowg zmienng t = 1; gdy x —1 00, t—>-0,

D= [ 7=y oe 4= ()
V\t)

&l(z)=>r ; wedtug tylko co udowodnionego, jezeli ist-

nieje lim +,-~c, to szukana granica lim " jest wihasnie
~A-00™)

=i'lm’,/\;\1§/%; Iecz ’\/Zl.%z—&@(%). ’I\:rl.%z Tl irﬂ\)

J/n

lim =Iim9 L —hmv O
[ = %bov (v

Tak wiec



lim
W)
0 ile granica po stronie drugiej istnieje.
To samo stosuje sie, oczywiscie, w przypadku, gdy
X —----00.
Pozostaje do udowodnienia twierdzenie L’'Hospital’a

w przypadku, gdy <p(a?—> 00 i 00.
< Poniewaz lim «p I =1, wiec mozna do liczcby e=>0O
x>ay \p)

dobra¢ taka liczbe a, ze X > a pocigga

7 _p sV 71 =

W ten sposéb ustaliwszy a, zastosujemy wzér (76),
ktory napiszemy w postaci

t pGO
cp(.2) —cp(tz)  tp(ic) VCR) <p'(a—=>672)
—NCY) (i) Sr(@i \Ir'(tz  92)
%)
|
. cp(z) T x> cp'(aj-6/2)
(&7) ez V() ople) ~a+Olz)
cpa?)

poniewaz a-j-0/z > a, wiec
I c<<p@+M)<zZ!c-

poniewaz
[ VAV 4
_____ () . .
] >|(56]-j cpﬁt)l’ (a jest liczbg statg),
cp(a?)

wiec mozna dobra¢ taka liczbe a%>a, ze x">x0 pocigga



1 W
l—e< | =< +e¢

<pla?)
a wiec, ze wzoru (87) wynika

C—e(l—e< <@Z-Fe @ o)
tWwv

Poniewaz liczba e jest dowolnie mata, wiec granica
LW'?-), gdy x—> a, isthigjé I fowna sie E; czyli:

lim ™4 =Ilim441.
ar-» yt) x-»a | \X)

W  przypadku, gdy cp@@?)—~00, x[r(a?)—>- 00, gdy
X—>-|-co, (albo a?— 00) i gdy istnieje lim —wa—to0
stosujemy zmiane zmiennej @ na zmienng t zapomocy pod-
stawienia @ = j; gdy x—>00, t-> 0.

I—_ COS£C

Brzykiady: 1) hm =™ = [im & =1,
y Y ) a->0 X-> 1
i g” — sina? — cos a?: e:’tc_g§_a_? ﬂf_ip_g?
X >'6‘ sin? a? X->0  2sina?cos &’
Lgb 2(cost—sm%x) 1, ak wida¢ z tego Brzyk’radu

otrzymujemy granice przez parokrotne stosowanie twier-
dzenia L'Hospital’a. Ma to miejsce wtedy, gdy liczby o/(fl)
i (@) znowu rownaja sie zeru, albo nie istniejg; lecz

T, ? . )
jezeli I|m°pz(a') istnieje, stajemy znowu wobec tafqego sa-

mego zadania 0 wyznaczeniu granicy, jakie mieliSmy za-
miar rozwigzaé; jezeli warunki stosowalno$ci sg spetnione,
mozemy przejs¢ do stosunku pochodnych drugich, w razie
potrzeby do stosunku pochodnych trzecich i t. d.



3) Znalez¢ lima™e-®; gdy p-<"0, to szukang granicg

jest zero, gdyz oba czynniki a&n i e~T dgzg do zera; jezeli
p.> 0, to pierwszy czynnik dazy do -j- oo, drugi do zera,
mozemy wiec sprébowaé zastosowa¢ wzor L’Hospital’a.

0cV—2
a>+cx_P® a)pm--g@ —P(P—lhmF— .

y.(—n
.=p.(p.— 1 (p—2).. (p—n)llm——llm(a7|1")llme -0=0;
n jest liczbg catkowita, wieksza od wyktadnika p, tak ze

-k =
Stad’wniosek nastepujacy: niech p.> 0 oznacza liczbe
dowolnie wielkg; mozna wyznaczy¢ taka liczbe xO0 ze
X > .10 pocigga e? > a?; jezeli P(a?) jest wielomianem wzgle-
dem zmiennej @, a e>0 dowolnie mata liczbg, mozna
znalez¢ taka liczbe a%, ze a?>a?) pocigga |P(a?)|. e~® <e.
Stad takze wynika wniosek, ze (Ig 0, gdy x-"- 00,

P—n<0 i lim a®w=Iim

Xn - XN
wystarczy w — podstawic a?=1g2', 2=p\ wtedy —=v-

gdy a?->4-00, co; —— dazy, gdy £->-(-00, du tej

G
samej granicy, co i — dla x—

Do tego samego dojs¢ mozna przez bezposrednie za-

stosowanie twierdzenia L’Hospital'a do . W rzeczy
samej lim =p. lim -=..=pp.—1Gi—2)...
~(p.—n+DIlim-(lga?)tl-n;

rd+o (00
eseli n>n 1o li (1cr"Y-l-—n_|_ —0
jezeli n>n, to lim —- —= 'mx(ITxr)Fj-_ )



Stad znowu wniosek, ze
lim - =0, dla kazdej wartosci wykladnika a=0,

X=> 4-00 XX

a nastepnie, ze limx» Igx=0; w rzeczy samej, niech
X >0

a?=%, lga? =— 1gk- =171 xx,lga? =—2r-alg2 =1

z
lim x0, Igx = — lim !*=o0.
z->0 z->4-00 Za
4) Znalez¢ lim------ 3-; (abcd=t0, cd4=dl
a
L ax— | axlga— bx Igb b
lim =RR, o"lgc— dx\gd £
ad

5) gt ) gp --------

= lim gs‘in?JLZ? = Z,
x->1
6) f(@?) = (1-f-a?)18* znalez¢ lim/(a?); Ig/(a?) =N~
aj->4-oo IgX
lim 1g/(a?) = lim —X 1 lim /(a?) = e, (ciagto$¢ funkcji
z->00 2%>-00
logarytmowej!).
i
Av) — wlx: YT . — lox .
7) X)) = xl-x; znalez¢ )I(l_r;bf(x), tgf(x) et

>%i_r>n1 Igf(x) = lim—=—1lim f(x) = —

znalez¢ lim f(x)\ lg/'(a?) =

= f2a lgcos  _ ) lgcos\2az_
= 8gcos % = hm =2
X

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 11. 15



= — lim----=2g=— a\l aim s = ea
az

Uwaga. Jezeli nie istnieje granica stosunku pochod-

nycb () to stad ‘nie wynika wcale, ze'nié ‘istnieje gra-

. T . s? "
nica , . jezeli istnieje granica dla ¥(s7) to Istmeje 8ra*

N

<P . . : iy ,
nica , ... a nie odwrotnie, oto jest tres¢ udowodnionego

poprzednio twierdzenia. Pod tym wzgledem pouczajacy
jest nastepujacy przyktad: /(s?) :gg__[__s_l_r]_c_c; znalez¢ lim'/"a?);
X

X->00

gdybysmy utworzyli stosunek pochodnych, to otrzymali-
bysmy 1-j-cosa?, funkcje, ktéra dla x—>- oo nie posiada

granicy, (waha sie miedzy 0 i 2); tymczasem IimCC \I_s_l_r_w_cc:
X ->+ 00 3?
=lim - =1 Mozna to sobie wyjasni¢ w naste-

pujacy sposOb; niech cp@?) = 37-|-sins?; 4/(3?) = 3 cp(0) = O,
40) = 0.
Na mocy (76), ktére mamy najzupetniej [prawo tutaj
zastosowac
ag>(") —<p(3?)cp'(9.a?)

4E)—HE)  41ED)!

-—--=1 cos(63?); 0<0<]

gdy X—>- oo, to lewa strona poprzedniej réwnosci dazy do
jednosci, a wiec do jednosci musi dazy¢ i druga strona,
czyli limcos(9.3?) =0. Ot6z to jest zupetnie mozliwe, po

mimo, ze cos ¥ nie dgzy do zadnej granicy, gdy 3?—>- + oo,
poniewaz 9 jest funkcjg zmiennej 3, tak ze iloczyn 9.3?,
gdy x dazy do nieskoriczono$ci przybiera wiasnie takie
warto$ci, ktérych cosinus dazy do zera.



107. O maltych réznego rzadu.
Okreslenie. 1) Jezeli mamy dwie zmienne ui v, ktore
sg tak zwigzane ze sobg, ze u—>0, gdy v—>0, to zmienne

sie pewnej liczbie A =0
Zmienna u moze by¢ bezposrednio funkcjg zmienngj
albo tez obie sg funkcjami tej samej zmiennej nieza-
leznej, np. X.

Funkcje, ktora zdgza do zera w pewnem miejscu na-
zywamy krotko (nieskoriczenie) matg (w tem miejscu); tak,
gdy x dazy do zera, X2 X3,.. sa (nieskoriczenie) mate; gdy
x--"a, to X —a, (a*—a)2, e?—e®,.. sg (nieskoriczenie) ma-

femi; tak samo .. gdy X—>- -J- 00 albo gdy x—>- — oo.

Stad widzimy, Zze nieskonczenie mata nie jest liczbg lecz
funkcjg, zdazajacg w danem miejscu do zera.

2) Przyjawszy zmienng v jako zasadniczg, nazwiemy
ja matg pierwszego rzedu, t2 matg drugiego rzedu, w3 matg
trzeciego rzedu, i t. d., matg ) rzedu. Stad wynika
na zasadzie pierwszego okreslenia, ze mata u jest rzedu n,
jezeli

lim i A =|=0.

Z okre$lenia wynika, ze zmienna u nie moze by¢
wzgledem matej u jednoczesnie rzedu ni m f? 5= tn), czyli,
jezeli v posiada jaki$ rzad, to jest o. .iieslony jedno-
znacznie (dlaczego?).

Jezeli u—>0, gdy x—>-0, to przyjmujemy zazwyczaj
zmienng niezalezng x za matg pierwszego rzedu, x2 dru-
giego i t. d.

Jezeli u(a?)—>-0, gdy x*>-a io przyjmujemy v = (X — a),
jako mala pierwszego rzedu, (a?— a)2 jako matg drugiego
rzedu i t. d.



Jezeli u(0?) 0, gdy x->--j- 0o albo do — 0o, to przyj-
mujemy v = — jako pierwszego rzedu,  jako matg

drugiego rzedu i t. d.

Mozemy, oczywiscie, wprowadzi¢ i rzedy utamkowe;
jezeli  >-0 i jest malg pierwszego rzedu, to xi» bedzie
matg rzedu |, wogdle #%a, gdzie a >0, malg rzedu a.

Mamy przed sobg dwa zagadnienia pierwszorzednej
wagi, mianowicie: 1) Jezeli u(@?) i v(rr) daza do zera, gdy
X-"a, lub do oo, ijezeli v(a?) przyjmiemy za matg pierw-
szego rzedu, czy w(?) posiada okresSlony rzad, t. j. czy

mozna dobra¢ takg liczbe rzeczywisty a, by stosunek

zmierzato do okre$lonej granicy, réznej od zera. Jest to
sprawa porownywalnosci dwéch nieskoriczenie matych na
zasadzie poprzednio wytozonych okreSlen. W szczegolnosci

powstaje pytanie takie: gdy x-"a; czy zawsze
dobra¢ mozna taki wyktadnik a, by granica

. u(x\

lim %-X":"«y

istniata i byla r6zna od zera.
tatwo udowodni¢, Zze odpowiedZz na pytanie jest
przeczaca. Woystarczy, np., wziag¢ pod uwage funkcje

u=xsin )1? D =x; fatwo sie przekonaé, ze nie mozna do-

bra¢ takiej liczby a, by ™ posiadato granice skorczona,
. . . % . !
rézng od zera; tutaj stosunkiem —0, gdy x-">-0 jest sin—
ktory waha sie miedzy — Iali nie zmierza do zadnej gra-
nicy. Mozna bytoby w takim razie rozszerzyC poprzednie
okreslenia i uzna¢, ze dwie nieskonczenie mate sg tego sa-
mego rzedu, jezeli ich stosunek jest ograniczony, gdy
lub do co, t. j.



w otoczeniu punktu a, gdy x—>-a i dla wszystkich war-
tosci x=x0 (otoczenie punktu w nieskonczonosci) gdy
X —-|- 00.

Latwo sie jednak przekonac, ze takie rozszerzenie po-
przednich okre$len nie zmieni sprawy; beda istniaty
w dalszym ciggu nieskoriczenie mate, nieporéwnywalne
miedzy soba.

Gdy x—>0, to x, a2 X'\ ...IxxInL.. stanowi cigg matych
|

coraz wyzszego rzedu. Otéz u=-cer\ gdy x—>-0 takze jest
nieskonczenie mata; ale jezeli zechcemy znalez¢ jej miejsce
w tylko co napisanym ciggu i wyznaczyc¢ jej rzad, to okaze

sie zndw niemozliwos¢; stosunek do x\ jakakol-
wiek warto$¢ nadamy wyktadnikowi a >0, dazy do zera

tojest*an(); w rzeczy samej, k]ladqc A=

i gdy X—>0, to z—>=-|-00; lim Ll: lim 2"2%- =0 (patrz
1 106 przyktad 3). Jezeli, co jest naturalne, gdy Iile: 0
rzad matej u (o ile istnieje) uwaza¢ bedziemy za wiekszy

od rzedu matej to rzad (o ile istnieje) matej e bedzie
wiekszy od rzedu n malej xn. Widzimy wiec, ze ten rzad
nie miesci sie w ramach poprzednio okre$lonych rzedéw
matych 3* 0 00 ) 00 % —O0, ksztattu xa (gdzie a liczba
rzeczywista > 0). O ile wiec nie rozszerzymy w odpowiedni
sposéb okreslenia rzedu nieskoriczenie matej, to nieskon-

czenie mata e °! nie posiada zadnego rzedu. Wskazanem
jest rozszerzy¢ okreSlenia poprzednie i wprowadzi¢ spe-
cjalny symbol, np., co, ktéryby oznaczat rzad nieskoncze



I
nie matej e 31w stosunku do nieskonfczenie malej a?, zmie-
rzajagcej do zera. Rzedy nieskonczenie matych ksztattu ¥?
(a>0), ktére wyrazamy liczbg a, bedziemy nazywali rze-
dami skonczonemi. Zbior rzedéw a jest zbiorem uporzad-
kowanym i uporzagdkowanym w ten sam sposob, jak od-
powiadajace liczby, czyli rzad n jest wiekszy, rowny lub
mniejszy od rzedu w, zaleznie od tego, czy liczba n>m,
czy n=»n czy tez n<m. Jezeli dolgczymy do rzedbéw
skonczonych rzad co, to uporzadkujemy nasz zbiér w ten
sposob, ze rzad co bedzie nastepowat po wszystkich rzedach
skoriczonych, t. j. co > a, jakkolwiek wielkg jest liczba a,
oznaczajaca rzad skonczony. Mozemy, wychodzac z tej sa-
sady, utworzy¢ mata, ktérej rzad jest mniejszy od rzedu
matej #%, (a>0), jakkolwiek matg wartos¢ liczbowa na-
dalibySmy wykadnikowi a > 0, rozumiejac przez to taka

nieskonczenie matg u, ze 0 przy kazdej wartosci

a>0. Wystarczy wzigé u= 7-";5; gdy x—>0, to #a->0
lga’

i u-=>0, lecz Uza?alga?z i, jak wiemy, (patrz 1. 106 przy-
ktad 3), wyrazenie to dazy do O, gdy 0.

a?a . «+—
BT (Y
gdzie liczba a >0, a n jest liczbg catkowitg dodatnia do-
wolnie wielkg. PrzejdZmy teraz do rzeddw tych trzech nie-
skoriczenie matych (a?—>0); rzedem pierwszej jest a, rzedem

Wezmiemy pod uwage trzy funkcje a’a

trzeciej jest aH™, pozostaje pytanie, jaki jest rzad dru-
giej malej, jest on wiekszy od rzedu pierwszej bo stosunek
Ié‘ﬁ,’,?_ d° a% dazy do zera, ale mniejszy od rzedu trzeciej,
' ' och

bo stosunek xa+|rr do Igéﬁ? dazy réwniez do zera; czyli rzad



1
Ig™ j68 w$kszy od a, a mniejszy od aA~~, gdzie — jest

liczbg dodatnig dowolnie mata.

2) Teraz mozemy postawi¢ pytanie drugie, mianowicie,
czy, rozszerzywszy we wskazany poprzednio sposob pojecie
rzedu nieskonczenie matej, (co pozwolito nam wprowadzic¢

rzedy takich funkcyj, jak ie , rzad da sie teraz

wyrazi¢ liczbg. Odpowiedz jest, oczywiscie, przeczaca. Wy-
starczy przypomnie¢ sobie tylko co przytoczony przykiad

nieskoriczenie matych ¥ 'IgSZZ’ XN gdyby mozna byto

rzad matej ?g_xz wyrazi¢ jaka$ liczbg, dajmy na to (3 to
musieliby$my mieé¢ nieréwnosci
a<B<aa-l
n

przy n dowolnie wielkiem, co jest niemozliwe.

O wielkich roznego rzedu.

Zupetnie podobng teorje zbudowa¢ mozna w tym przy-
padku, gdy mamy zamiast funkcyj zmierzajacych do zera,
funkcje dazace do nieskonczonosci.

Okreslenie. 1) Jezeli dwie zmienne u i v sg tak zwig-
zane ze sobg zaleznoScig, ze u—>-+ 0o, skoro tylko
v/~4-0°, to te zmienne nazywamy (nieskonczenie) wiel-

kiemi; u i v sg tego samego rzedu wtedy, gdy lim Y

istnieje i réwna sie pewnej liczbie A'4=0.
Jezeli u—=>-f-°°, gdy X—>-00, to u bedzie wielkg

rzedu a, o ile %—.A 4= 0, gdy oc->- -f- 00; « i xe sg wtedy
tego samego rzedu. O ile u—>--|-00, gdy a?—>-a, to za



wielka zasadniczg pierwszego rzedu bierzemy rQ Witedy

@ 8 rzedu a.

W ten sposob okresliliSmy rzedy skoriczone. Gdy rzad
jest wiekszy, méwimy, ze odpowiednia zmienna rosnie do
nieskoriczonosci predzej; tak, np., w ciagu: a2, a?, a”,..., X ,...,
kazda nastepna funkcja ro$nie predzej do nieskoriczonosci
od poprzedniej. Mozemy i tutaj pokusi¢ sie o rozszerzenie
pojecia rzedu nieskorczenie wielkiej, tak jak przy nieskon-

czenie matych. Jezeli dazy do oo, wiec powiemy, iz zmienna

u rosnie do nieskonczonosci predzej od zmiennej v i, jezeli
przyjdzie do wyznaczenia wielkim u i -¢ rzedéw, to po-
wiemy, ze rzad wielkiej u jest wiekszy od rzedu wielkiej v.
io 00, gdy Xx—>--j- 00, to widzimy, ze funk-
cja  rodnie szybciej od jakiejkolwiek potegi (dodatniej)
zmiennej X. Jej rzad, oznaczony dajmy na to symbolem
co, jest wiekszy od rzedu a, ktorejkolwiek z funkcyj &
(@>0). Mozna tak samo utworzy¢ funkcje, ktéra rosnie
wolniej od kazdej funkcji ciagu coraz wolniej rosngcych
funkcyj

Xn
Taka funkcjg jest np., Iga?, bo jak wiemy @7 °0, gdy

00.

Sala wzrastania.

Na zasadzie poprzedniego, mozemy utworzy¢ nastepu-
jaca skale funkcyj coraz to predzej rosnacych do nieskon-
czonosci; jest to nieskohczony zbidr ciagow



Bz e EE'}’N” D]
e=, B2 B3,..., e=n

0e® ge-"2,

Na poczatku ng wiersza tej tablicy mamy funkcje,
ktérg dla krotkosci oznaczymy przez en(a?), przyczem
el(@) =en, e2(ac) =efl"), &(cc) = eA..., &,@)=en-ia\...
Isthiejg funkcje, ktére rosng jeszcze szybciej od en(”), jak-
kolwiek wielka jest liczba n. Lecz funkcjami temi zajmo-
wac sie nie bedziemy.

Mozemy ciggi poprzednie przedtuzyC jakby w prze-
ciwng strong, t. j. mozemy utworzy¢ skale dla funkcyj
rosngcych nieograniczenie, ale coraz to wolniej

o a2 a-3,..., an,...
lga?, (Iga?)l2 (Iga?),..., (lga?)«
lglg®, (lglg™) 12 (iglgMLi,-., (lglg™)n, -

Na poczatku ngo wiersza tej tablicy mamy funkcje,
ktorg dla krétkosci oznaczymy przez lg(,)3?, przyczem
lg(D"=lga?, 1g()" = Iglg(i)*=Ig(lga?); lg(3)a?= Ig(Ig2)a?)..
w> |g(n)(#) = Iglg(n-1)5?,...

| tu istniejg funkcje, ktére rosng do nieskoriczonosci
wolniej, t. j. mniej szybko od wszelkiej funkcji Ig()a? (dla
dowolnego n).

Stad widzimy zupelng analogje miedzy wszystkiem,
coSmy powiedzieli poprzednio o nieskonczenie matych
i tem, co sie tyczy nieskoriczenie wielkich. Analogja ta
jest zupetnie zrozumiata, na podstawie istniejacej miedzy
nieskoriczenie matemi i nieskonczenie wielkiemi odpo-
wiedniosci, bo, jezeli u(a?) jest nieskonczenie wielka, to jest



dazy do -j- oo; to T jest nieskoriczenie mata, t. j. dazy
do zera.

Whioski, ktore bedziemy teraz formutowac, odnosi¢
sie beda w jednakowem stopniu do nieskonczenie wielkich
i do nieskonczenie matych.

Przypus¢my, ze mamy do czynienia, na razie z rze-
dami skoriczonemi, t. j. ze zmiennemi, zmierzajgcemi do
zera, lub do nieskonczonosci tak jak a, gdy a?>—>-0 lub
do -j-00, gdzie a=O liczba rzeczywista. Niech u(oc) i v(a?)
bedg dwiema takiemi funkcjami; utwdrzmy funkcje f(®) =
= u(x).v(x); jezeli rzedy funkcyj u i i) sg odpowiednio

al i 0, to rzad iloczynu f(a?) jest réwny gdyz
1 O-A =Illm ' ~+*im =-4, Al &0,
gdzie i lim =A 0

Tak wiec rzad iloczynu réwna sie sumie rzedéw czyn-
nikbw. To prawo, ktére udowodni¢ mozna tylko dla rze-
déw skoriczonych, bierzemy jako podstawe do oznaczania
rzedéw funkcyj, utworzonych przez mnozenie skorczonej
liczby funkcyj, na rzedy, dla ktérych mamy juz symbole. Tak,
np., jezeli rzad nieskonczenie wielkiej ¢? oznaczymy przez
tu, to rzad nieskoriczenie wielkiej a?2 ¢® bedziemy oznaczali
przez ¢ -j- 2 lub 2-(-tu, (prawo przemiennosci), rzad nie-
skoriczenie wielkiej eaB=ea..el przez cu-|-cu czyli 2cu i t. d.
Jezeli teraz z funkcyj u(a;) i z>(@?) utworzymy funkcje zto-
zong cp(@?) = u{v(a?)}, to rzad funkcji <p(a?) bedzie (a.a2 To
prawo, ktére udowodni¢ mozna tylko dla rzedow skon-
czonych bierzemy za podstawe do oznaczania rzedéw funk-
cyj, utworzonych jako funkcje ztozone z funkcyj prostych,
ktérych rzedy oznaczyliSmy juz uprzednio odpowiednimi
symbolami. Tak, np., gdy x —>--|- 00, nieskoriczenie wielkg



oznaczymy symbolem co. co = c02 Zauwazymy, ze mno-
zenie rzedow nie jest przemienne; np., 2.0 oznacza rzad
funkcji (e»)2 = €2, gdy tymczasem co. 2 oznacza rzad funkcji

€2, poniewaz " = >  gdy a?->-|-00, wiec rzad co.2

nalezy uwaza¢ za wiekszy od rzedu 2. co.

Zauwazmy wreszcie, ze rzad sumy pewnej (skoriczonej)
liczby wyrazow réwna sie rzedowi tego sktadnika, ktory
jest najwiekszy albo najmniejszy, zaleznie od tego czy
mamy do czynienia z nieskoriczenie wielkiemi czy tez
Z nieskonczenie matemi; wyraz ten nazywa sie wyrazem
otdbwnym. Stosuje sie to takze i w tym przypadku, gdy
rzedy sktadnikdéw nie sg rzedami skorczonemi.

Jezeli, naprzykiad, chodzi o nieskonczenie wielkie, to
wyrazem gtdbwnym w e”-j-a?2 jest €3, ktory to wyraz ro$nie

| z~2 . zp2
=1-Jlim—=1

najszybciej, gdy X->-]-oo; lim

w g wyrazem gtéwnym jest \jx; w el te®-]- exl -|-
+ a?(lga?)3-|- 1ga? wyrazem gtownym jest e?X"x.
Jezeli chodzi o nieskoriczenie mate, to np., wa?3--a?

wyrazem gtownym bedzie a?3; wyrazem gtow-

lga?
nym bedzie

Jezeli chcemy okre$li¢ granice stosunku dwoch wy-
razen u iy, ktore daza do zera lub do nieskonczonosci,
to bierzemy pod uwage tylko stosunek ich wyrazéw gtow-
nych, na tej zasadzie, iz

= Y2 gioumy w u

Cwiczenie: uporzadkowa¢ wedtug skali wzrastania
nastepujgce funkcje (nieskoriczenie wielkie w otoczeniu
»punktu wi nieskoriczonosci").



ell, Xyl ga-(lglga)" 1 gg. ~g®,
(g™, /gig* 30g 1 a™igh
(adga?)1”, a?21™, frelg®)  7Nig.igig™ (Igx)In.

Poprzednie rozwazania majg gtéwnie na celu wykaza-
nie jak wielka réznica zachodzi miedzy przypadkiem, gdy
mamy do czynienia z rzedami skoriczonemi, a przypad-
kiem, gdy tak nie jest. Gdy rzedy sg skonczone, to mo-
zemy wyrazi¢ je liczbami, i temi liczbami operowac
zgodnie z ogllnemi prawami dziatan nad liczbami, gdy
rzedy nie skonczone, nie mozna sie obejs¢ bez nowych
symboli, gdzie juz dziatania podlegajg innym, ztozonym pra-
wom; rzecz cala staje sie bardzo zawita. Dlatego cenng jest
rzeczg zna¢ pewng klase funkcyj, ktére, gdy daza do zera,
posiadajg zawsze rzad skonczony, t. j. s3 nieskonczenie
matemi skorczonego rzedu, a nawet catkowitego, t. j. tak
sie zachowuja, jak nieskoriczenie mate (3 03 B ¢+ Przy-
pusémy, ze funkcja /(a?) i jej pochodne, az do n¥ rzedu
wihacznie sg okreslone w otoczeniu punktu a, nastepnie
zatozmy, ze te pochodne sg réwne zeru w punkcie a, t. j.
ze Y@ =0, f« = O,/(w-1(<z) =0, z wyjatkiem osta-
tniej, ktéra nie réwna sie zeru, 7= 0. Sg to warunki,
ktére musza by¢ spetnione na to, by mozna byto w pew-
nym zakresie zastosowac twierdzenie Taylora (patrz 1. 104);
wzor 83, w ktérym podstawimy a zamiast X i X zamiast h,
przyjmie postac:

+S)=M+p W+ [(«+-+T7N («)+7n,

gdzie
2?2.=N<">(«+ ), (0<6<I);

wzoér ten jest spetniony, o ile a-f-x nalezy do wzmian-
kowanego otoczenia punktu a, t. j. 7 <12 gdzie h liczba
stata >0, dostatecznie mata. Poniewaz pochodne w punk-
cie a réwne sg zeru, wiec wzor poprzedni przybiera postaé



tVa + a?) — /(a) = °L fto(a + 9a;),

czyli
TT—rA--- TTx =~V (a + 6a?)’
/(a4-a?—/(a) n! 1
przechodzac do granicy, gdy x—>0, mamy
Hm —+ = nm -+ = &
a:->0 X
zaktadajac ciggtos¢ pochodnej /<")(a?) w punkcie a.
Widzimy wiec, ze —/(a) Jest matg rzedu n,
gdy zmienna x—>0. Podstawiajgc x zamiast a-j-a?, otrzy-
mamy

X->a <x— ay n\ X

Wynik ten mozna byto otrzymaé, nie zakladajac cig-
gtoSci pochodnej /<w)(a;) w punkcie a, ani nawet istnienia
tej pochodnej w otoczeniu punktu a; wystarcza tylko ist-
nienie tej pochodnej w punkcie a i zatozenie, ze fA(a) == 0;
pozostate zatozenia, oczywiscie, zostawiamy bez zmiany.

Do tSa&>XY zastosujemy twierdzenie L’Hospital’a,
zatrzymujac sie na pochodnej (%— 1) rzedu; otrzymamy
lim £¥<o/+ <?>=iiim =

XN Xn n Xn~y

= n(n—l)lim i3

lecz z okreSlenia pochodnej /"W(a) wynika, ze
J<n)(a) = lim hmM----------o-oo- ,
X-»0 X X->0 9
poniewaz f'w—b(a) = 0. Ostatecznie otrzymujemy
limZ(«+-)-/(<<) 1lima<-1>(«+»)=1/(,>(a) + 0.
a:->0 % Hl ®->0 X 1L



W ten spos6b mozemy sie przekonaé, ze sina? jest
matg pierwszego rzedu, gdy x—>-0, 1—cosa? jest rzedu
drugiego, gdyz f'(0) 4=0, a f(xX) =sina rowna sie zeru
w punkcie @2 =0; tgar— X jest rzedu trzeciego, jak row-
niez x —sina? i sina? — cosa?, gdyz pochodne tych funkcyj
sg réwne zeru dla @? =0, az do rzedu drugiego wiacznie,
a pochodne trzeciego rzedu nie sg rowne zeru; tak samo
sprawdzi¢ mozemy, ze (9-|-6cosa?)a?— (AL4cosa?) sina?
jest matg siddmego rzedu, a 6zga?.— 6 arc sina? — sin3a? jest
matg rzedu pigtego.

Jezeli teraz wezmiemy pod uwage funkcje, ktéra dazy
do zera, gdy a?->0 i ktéra nie jest rzedu skorczonego,

jak, np., jig albo e x\ to nalezy oczekiwaé, ze te funkcje

nie posiadajg pochodnych w punkcie a? =0, albo tez, jesli
posiadajg jakie pochodne (n. p., do n? rzedu), to te po-
chodne sg wszystkie réwne zeru, tak ze niema moznosci
zastosowacC twierdzenie Taylora albo 1'Hospital'a i otrzy-
mac stad rzad tej funkcji, jako nieskoriczenie malej. | tak

jest w istocie; np., pochodng funkcji - dla x 4= 0;

Iga?
y=0 dla #=0, otrzymujemy jako granice lim -2
otéz to wyrazenie granicy skonhczonej nie posiada. Gdy-

bysmy sie zwrécili teraz do funkcji /(a?) =e x2 dla a?4=0
i /(0), to przekonalismy sie, ze jej pochodne wszystkich

1 J_
rzedéw sg rowne 0; f(O) =Li_£5:l e li=0; //@)=a8e 22

"(0) = lim & -2
/O =lng
tycznej mozemy udowodni¢, ze pochodna kazdego rzedu
jest granicg dla h—>-0 iloczynu pewnego wielomianu

e N=0; i t. d Droga indukcji matema-



wzgledem L przez e 12, otéz podstawidjac £=L, mamy

limP(")e—4¢ =0, (patrz 1. 106 przyktad 3). Tak wiec e z#

posiada w punkcie a?=0 pochodne wszystkich rzedow,
ale te pochodne wszystkie sg réwne zeru.

108. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji y = /(a?)
i wykres odpowiedniej krzywej.

Badanie to rozpada sie na szereg nastepujacych czyn-
nosci pomocniczych

1) Zbada¢, w jakich przedziatach funkcja jest okres-
lona; otrzymamy przedziaty (nl, nl), (m2ln2), i t. d. miedzy
przedziatami mogg by¢ przedziaty (— oo, Z), lub (k> -|- 00).

2) Zbada¢ punkty nieciggtoSci funkcji i jej pochodnej;
otrzymamy punkty at, a0, <8, ...

3) Zbada¢, w jakich przedziatach pochodna jest do-
datnia, a w jakich ujemna, znalez¢ wreszcie punkty, w kté-
rych pochodna réwna sie zeru; otrzymamy punkty alt
@  te

4) Zbadaé, jak sie zachowuje funkcja w otoczeniu
odosobnionych punktow nieciggtosci av a,,.. Zbadaé, czy
funkcja dazy do granicy, czy roSnie do nieskoriczonosci
z lewej i z prawej strony tych punktéw; czemu réwna sie,
(jesli istnieje) granica lewostronna, granica prawostronna.

5) Zbadaé, jak zachowuje sie funkcja, gdy x->- + 00
i gdy x->-— o0, jezeli otocze”;a punktdw -|- 00 i —00
naleza do przedziatow, w ktérych funkcja jest wyznaczona;
czy istnieje granica, gdy X—=—==00 i gdy X—>-— 00, czy
funkcja rosnie do 4“ °°i CZY maleje do — 0o, czy tez gra-
nicy wcale niema.

6) Mozemy jeszcze wyznaczy¢ punkty, w ktérych
funkcja staje sig rowng zeru, i znalez¢ przedziaty, w kté-
rych funkcja jest dodatnia i ujemna.



Niech (Z) oznacza zbidr punktow mtl m2, ns,....
mk) Hic,...; ¢, a2, a3 o alP)av «2 a3,... wyznaczo-
nych poprzednio (1, 2 i 3). Bedziemy rozpatrywali przy-
padek, gdy zbior pochodny (Z') skiada sie ze skorczonej
liczby punktéw, t. j. gdy punktoéw skupienia jest liczba
skonczona. Zamknijmy kazdy punkt skupienia g wewnatrz
przedziatu (f/— e, g-\-&y gdzie e jest dowolnie mate i usurmy
na razie z ptaszczyzny pasma, zawarte miedzy dwoma row-
nolegtemi do osi Og, przechodzace przez punkty g—e
i gr—e, t. j. usunmy punkty, ktorych odciete zawarte sg
miedzy g—e i y'-j-S. Po za usunietemi pasmami liczba
punktow zbioru (X) na osi X jest skoriczona. Przez kazdy
taki punkt zbioru (X) poprowadzmy réwnolegta do osi
Og\ podzielimy w ten sposéb plaszczyzne XOY na skonh-
czong liczbe pasm, przyczem pasmem nazywamy czesc
ptaszczyzny, zawartg miedzy dwiema kolejnemi réwno-
legtemi; kasujemy pasma, w ktérych funkcja nie jest
okreslona. Otrzymujemy n pasm, w ktérych bedziemy mogli
z tatwoscig po kolei przebieg zmiennosci funkcji zbada¢
i uzmystowi¢ za pomocg wykresu. W rzeczy samej, we-
wnatrz kazdego pasma funkcja jest ciggla, (bo punkty nie
ciggtosci sg punktami podziatu, tak ze punkty nieciggte
moga by¢ tylko na granicy miedzy dwoma przylegtem!
pasmami); poza tem wewnatrz pasma funkcja jest stale
rosngca albo stale malejaca, (bo pochodna zachowuje znak
staly); gdy zblizamy sie do granicy, oddzielajgcej jedno
pasmo od przylegtego, funkcja ro$nie do -j- oo lub maleje
do — oo, lub tez dazy do okreSlenia granicy, (ktéra jest
granicg jednostronng, bo nie wychodzimy z pasma). Tak
samo postepujemy z pozostatem! pasmami. t3czac razem
czesciowe wykresy z kazdego pasma, otrzymujemy obraz
geometryczny przebiegu zmiennosci funkcji z wyjatkiem
przedziatow (ry— e, </-—e). Poniewaz e>0O jest dowolnie
mate, mozemy w ten sposéb zblizy¢ sie do punktu g



z obu stron dowolnie blizko; w ten sposéb, (t. j. dajac
zmiennej e ciag wartosci malejacych i zmierzajgcych do
zera), bedziemy mogli pozna¢ zachowanie si¢ funkcji w oto-
czeniu takich punktow, jak punkt r/, czyli bedziemy mogli
zbadaé, czy funkcja zmierza do jakiej$ granicy, gdy o dazy
do punktu g badZ z lewej, badZz z prawej strony, a jezeli
zmierza, to do jakiej. Tutaj funkcja moze by¢ ograniczong
w otoczeniu punktu gl ale nie zmierza¢ do zadnej granicy;
w takim razie punkt g jest punktem nieciggtosci drugiego
rodzaju.

Ten spos6b postepowania mozna rozciggna¢ na przy-
padek, gdy punktow skupienia zbioru (Z) jest liczba nie-
skoriczona, ale wszystkie sg punktami odosobnionemi, t. j.
gdy zbiér pochodny (Z') jest nieskonczony, ale zbior (Z')
pochodny pochodnego jest pusty. Wtedy w przedziale skon-
czonym (—Z —+Z), jakkolwiek wielka jest liczba Z>0,
mamy skoriczong liczbe punktow g zbioru (Z), czyli spet-
nione s3 w przedziale (—Z -]-Z) te same warunki, ktére
umozliwity nam poprzednio przeprowadzenie dyskusji; je-
zeli teraz zauwazymy, ze liczba Z>0 jest dowolna, to na-
dajac liczbie I cigg warto$ci, zmierzajagcych do nieskon-
czono$ci, bedziemy mogli zbada¢ zachowanie sie funkcji
w otoczeniu punktéw w nieskoriczonosci.

Jezeli zbidr (Z") punktéw g posiada punkty skupienia,
t. j. jezeli zbiér (Z") pochodny pochodnego nie jest pusty, lecz
zawiera skonczong liczbe punktéw, dajmy na to takich jak o,
to wykluczamy przedzialy (0—e, 0-J-e); tatwo widzieé, ze
W pozostatej czeSci stosujg sie metody, podane poprzednio.
Stad wniosek, ze zakres stosowalnosci sposobu badania
przebiegu zmiennosci funkcji, ktéry tu podalismy, jest
uwarunkowany tem, by z posréd zbiorow (2), (29, (Z"),...,
z ktoérych kazdy nastepny jest pochodnym zbioru poprzed-
niego, byt zbior (Z<”), pusty, t. j. nie zawierajacy zadnego
punktu; wtedy, kazdy nastepny jest takze pusty.

Rachunek rézniczkowy i catkowy 11. 16



W przypadku, gdy funkcje mozna rzeczywiscie wy-
kresli¢, gdy wykres uzmystawia naprawde przebieg zmien-
noSci  funkcji, poprzednie zasady zupeinie wystarczaja.
Oczywiscie sg funkcje, dla ktérych metoda tu wytozona
nie da sie zupetnie zastosowaé, jak np., gdy punkty nie-
cigglosci stanowig zbidr wszedzie gesty; lecz sg to wiasnie
funkcje, ktorych obraz geometryczny nie daje sie zreali-
zowaé praktycznie w postaci wykresu, majacego jakiekol-
wiek znaczenie dla uzmystowienia przebiegu zmiennosci
funkcji. Stad wynika, ze posiadamy metodg, ktéra w prak-
tyce jest zupetnie wystarczajgca. Majac ogdllny poglad na
przebieg zmiennosci funkcji, ustalony na zasadzie wytozo-
nej dyskusji, mozemy wyrobi¢ sobie sad o tern, jakie po-
szczegOlne punkty majg specjalne znaczenie dla doktadnosci
wykresu i te punkty, odpowiadajgce, np., maximum albo
minimum, wyznaczymy wprost z rownania. Nalezy jednak
pamietaé, ze wyznaczenie nawet bardzo wielu punktéw
wprost z rownania i potgczenie ich krzywa, bez uprzed-
niego zbadania ogo6lnego przebiegu zmiennoSci, nie zabez-
piecza nas nie raz od znacznych nawet bledéw. Dla uzu-
petnienia badania mozemy przyja¢ pod uwage i inne
jeszcze okolicznosci, np., znak pochodnej drugiej i wogoble
mozna bytoby uwzgledni¢ pochodne rzedéw wyzszych,
0 ktérych nie bylo dotychczas w naszem badaniu mowy.
O roli pochodnej drugiej przy badaniu funkcji bedzie
zreszta mowa pozniej (czes¢ 1), w rozdziatach, poswieco-
nych zastosowaniom analizy do geometrji; to samo sie
tyczy wogble wszelkich badan, majgcych charakter prze-
waznie geometryczny, chociaz i pozytecznych dla wyro-
bienia ogdlnego pogladu na przebieg zmiennosci funkcji,
jako to wyznaczenie asymptot, punktow przegiecia i t. p.
(patrz cze$¢ 1ll). Nalezy zauwazyC jeszcze, ze wszystko,
0 czem byla w tym rozdziale mowa, tyczy sie tylko funkgcji
tj = t. j. krzywych, wyznaczonych przez roéwnanie



tego typu, w ktérym jednej wartosci zmiennej x odpo-
wiada jedna tylko warto$¢ zmiennej y; krzywa tego ro-
dzaju ma jeden tylko punkt wspdlny z kazdg réwnolegly
do osi Oy. Jest to zatem wypadek do$¢ szczegdlny krzy-
wych. O wykreSlaniu krzywych wyznaczonych przez réw-
nania: f(x,y) =0, rownanie funkcji uwikianej; x = <p(t),

y= réwnanie parametryczne, bedzie mowa pOzniej.
Przyktady.
X?—5x+4
) xt |- 5x f- 4’

funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci zmiennej x
i wyjatkiem x =—4 i 8? =—1, przy ktérych mianownik
rébwna sie zeru; sg to jedyne dwa punkty nieciggtosci;

10( )

H 1 ’_4 ! ) ] . ¥
pochodng jest y' = (a2 i 5a; | 4p’ pochodna staje sie rowng

zeru i zmienia znak dla x— + 2; w przedziale (—o0, —2),
/=0; w (—2,+2), y'<O: w (4-2, 4-00), t/'>0. Gdy
X—>-4~°° albo gdy Xx—> 00, to y—>-l. Zbiér (X) za-
wiera punkty: —4, —2, —1, 4~2; mamy wiec przedziaty
(-00,-4); (-4,-2); (-2,-1); (-1,+2); (4-2, + 00)
i odpowiadajace im pasma. W pierwszem pasmie funkcja
ros$nie od 1 do 4~00i w drugiem ro$nie od —oo do —9;
w trzeciem maleje od —9 do —o0; w czwartem maleje

od ™00 do —¢ w piglem ros$nie od ——do jednosci.
Punkty przeciecia sie z osig mamy dla tc=I i a? =4.
3aN—4
2) >_3 44

funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci zmienngj,

z wyjatkiem @?=—1 i @?=2, ktére sg punktami zero-

wemi mianownika; sg to jedyne dwa punkty nieciggtosci.
. . 3.r2("+2) Y, L

Pochodng jest y (a3—3a?84-4)a; P°chodna stale si$

réwng zeru w punktach x =10 i x—2, przyczem zmienia



znak tylko w punkcie Xx—=—2; w (—00,—2), § <"0;
w (—2, -—2) pochodna jest ~>0; w (-|-2, + 00) pochodna
y' jest <O. Mamy wiec przedziaty (—o0, —2); (—2, —1);
(—1,0); (0,4-2); (+2 +o00) i 5 odpowiadajgcych im
pasm; w pierwszem funkcja maleje od 0 do w dru-
giem funkcja ro$nie od ——do -j-00; w trzeciem ro$nie
od —o0 do —1; styczna w tym punkcie do krzywej jest
| do osi Oy; w czwartem pasSmie funkcja rosnie od —I
do -j-00; w pigtem pasmie funkcja maleje od -j- oo do zera.

3) y = etex-

punktami nieciag%bs’ci sg tu punkty a?=J—t—|—&Jt, (gdzie
&=0, £1, £2,...); we wszystkich innych punktach funkcja
jest okreS$lona. Gdy x—> z prawej strony, to funk-

cja zmierza do zera; gdy X—>- "kx z lewej strony, to

funkcja rosnie do -{-oo.

Pochodna y' = yt cos2-c* V N'e réwna sie nigdzie zeru,

bo t/'>0 dla kazdej wartoéci xt nie nalezacej do punk-
téw nieciggtosci (w punktach nieciggtosci pochodna y nie
jest okreslona). Dalsze badanie jest utatwione przez okre-
sowos¢ naszej funkcji, ktora spetnia warunek fix-\-K) = f(pc);
stad wynika odrazu, ze funkcja nie dazy do Zadnej gra-
nicy, gdy X 00 albo do —o0. Zbiér (/Q utworzony

jest z punktow &=—f-fcjt, (* =0, 1, £2,...); mamy nie-

skonczenie wiele pasm, w kazdem pasmie, z powodu okre-
sowosci, przebieg zmiennosci jest zupetnie jednakowy; gdy

X rosnie od ——do 0, y ro$nie od 0 do 1; gdy x ro$nie

od 0 do }t, y ro$nie od 1 do -|-00.



) o= t~¥_s<5)

punktami nieciggtosci sg tu punkty a,=4-3, x=—3,
- [f)
nastepnie punkty N=<1, WB=Vi>--» =

X-i=Nsx_ 2= ., a?JJZV’(—,...; wreszcie punkty sy-

metryczne wzgledem punktu x=0s t. j. punkty, —xil
—Xx2, —x3,. ., —xpt... —x_T, —x_-2,.. , —x_,Pv.. Gdy
zblizamy sie do ktoregokolwiek punktu nieciggtosci xp
(p==l, £2,...)) z lewej strony, to funkcja nasza dgzy do
— 00, zZ prawej za$ strony do -j-00; w otoczeniu punktéw
nieciggtosci —xp rzecz sie ma wprost przeciwnie, t. j.
funkcja dazy do -j-oo z lewej strony, do —o0 z prawej.
Pochodna
: —10a?

. (’ 5)2 cos 2 (@2—4)

jest ona dodatnia, gdy a?<0, jest ujemna, gdy a?>0, rowna
sie zeru dla a?=0.

Zbior (Z) skiada sie z punktéw nieciggtosci poprzed-
nio wyszczegolnionych i z punktu @ =0; zbior (Z) nie
jest tu pusty, utworzony jest z dwéch punktow + 3 i —3,
ktore sg jedynemi punktami skupienia zbioru (Z). Mamy
wiec nieskonczenie wiele pasm; lecz po wykluczeniu oto-
czenia punktow -j-3 i —3 i odpowiadajagcych im pasm,
w pozostatej czesci ptaszczyzny jest pasm liczba skonczona.
Funkcja nasza jest symetryczna wzgledem osi Oy, z ozego
wynika symetrja rozktadu pasm i punktoéw nieciggtosci.
Mamy dwa pasma $rodkowe, odpowiadajgce przedziatom
(-1v26, 0) i (0, 4-iv26); w pierwszem 2z tych pasm

0,
funkcja rosnie od —oo0 do tg%<1; w- drugiem pasmie



funkcja maleje od tg"p do —oo0. Nastepne pasma odpo-

wiadajg przedziatom (|>/26, |y'31), (\31, W),

maleje od -j- o0 do — 00. Nastepnie mamy otoczenie puntu

3 w postaci, np., przedziatu

ktérym sie narazie nie zajmujemy, a w ktérym zawiera sie
nieskonczenie wiele puntdw nieciggto$ci. Wreszcie bedzie-

my mieli przedziaty

VO + 0, - (1VAL V46), (46, -j-'00); w Kazdym

z tych przedziatow funkcja maleje od + oo do — oo.

Po stronie odcietych ujemnych mamy analogiczny
rozktad pasm; w kazdem z tych pasm funkcja rosnie od
— 00 do -|-00. Pozostaje do zbadania zachowanie sie
funkcji w otoczeniu punktéw -|-3 i —3; z powodu sy-
metrji, mozemy ograniczy¢ sie do punktu -|-3. Jest to
punkt nieciggtoSci drugiego rodzaju; funkcja nie zmierza
do zadnej granicy (skoriczonej czy nieskonczonej), gdy 'X
dazy lewostronnie czy prawostronnie do 3. W miare tego,
jak liczba p rosnie, liczba pasm z obu stron punktu 3
wzrasta nieograniczenie, a w kazdym pasmie funkcja wy-
konuje wahanie od -j- o0 do —o0; tak wiec, w otoczeniu
punktu 3 zgeszcza sie nieskonczona liczba takich pasm,
i funkcja wykonuje nieskonczenie wiele wahan nieskon-
czonych od o0 do — oo.

_2 Ji
5) y—ﬁArctg (7Ctg§X

funkcja jest wyznaczona dla wszystkich wartosci zmiennej
X, z wyjatkiem punktow nieciggtosci: a;==I, *3,....



Funkcja jest okresowa (okres 2) i symetryczna wzgledem
punktu O; w tem znaczeniu, ze gdy punkt o spétrzednych a?, y
nalezy do krzywej, to i punkt —x, —y nalezy tez do wy-

kresu; y jest zawsze zawarte miedzy _! L I

Pochodna

V= L jest zawsze =0, (&>0).

_cos?’\x—))— KZ sinz— x

Jedynemi punktami (Z) sa punkty o spo6trzednych
nieparzystych. Z powodu okresowosci wystarczy zbadaé
funkcje w jednem pasmie, gdyz w pozostatych pasmach
przebieg jest ten sam.

Gdy x zbliza sie do punktu nieciggtosci z prawej
strony, to y zmierza do 1, gdy x zmierza do punktu nie-
ciggtosci z lewej strony, y zmierza do —1. Tak wiec
w pasmie (— 1--1), np., funkcja roSnie od —1 do +1
przechodzac przez 0 w punkcie x =0; w przypadku k=1,

mamy odcinek linji prostej, nachylonej pod katem I do

osi Ox (odcinek dwusiecznej); wtedy y' ma warto$¢ statg
réwng 1; gdy k4=1 dla blizszego zbadania przebiegu
zmiennosci, zbadajmy przebieg zmiennosci pochodnej y';

w punkcie —1 i +1 pochodna réwna sie p w punkie 0 za$
jt (&(1 — &2) sinitx
jt

1

2 2
pochodna pierwsza rosnie w przedziale (— 1,0) od do

rowna sie ki V'— 2, awiec gdy &>1,

a w przedziale (0,-~1) maleje od k do gdy &<1, to

w (—1,0) y' malejeod j do k, a w (0,1) rosnie od k do -p
(fc>0). Czytelnik wysnuje stad wniosek, tyczacy sie ksztattu



krzywej, pamietajac, iz pochodna pierwsza wyraza spot-
czynnik nachylenia stycznej; krzywa w jednej czesci prze-
dziatu jest wklesta, w drugiej wypukia.

Pochodne funkcyj wielu zmiennych.

Pochodne czastkowe.

Ograniczymy sie narazie do funkcyj dwdch zmien-
nych z =1f(x,y). Przypuszczamy, iz funkcja ta jest okres-
lona wewnatrz obszaru (7)) i niech x,y oznacza pewien
punkt P wewnatrz (7)). Jezeli warto$¢ jednej ze zmiennych
ustalimy, wtedy funkcja nasza staje sie funkcjg jednej
zmiennej X i mozemy utworzy¢ jej pochodng jezeli takowa

istnieje; oznaczamy ja przez f'x(x*y) lub tak wiec:

h->0 U
przypuszczamy, ze punkty ocA-h'y nalezg do (7)), co ma
z pewnos$cig miejsce, poczawszy od dostatecznie matej war-

tosci \h\. Zupetnie tak samo okreslimy fy(x, y) czyli
t'My)=Ilim +
h->0 h
Widzimy wiec, ze pochodne czastkowe nie sg to pojecia
istotnie nowe.
Naprzyktad
z | t.i. X
vk )y MX2-py?
z=x'->-y-y3; é?,f=2x. L) = 3’.3/2

da?
r=lgbe +vn FUV T =R L = 4
o+ a v by o2y Ryt

Mozemy w dalszym ciggu tworzy¢ pochodne czastkowe
tych pochodnych czastkowych; tak np., wychodzac z /"(a?,y)




bedziemy mogli utworzy¢ f'ri(r,?) czyli »~ = = lub
=lim/ X+ y)-/m' («-?/) alb0

da?drr  h->0 &

a2t 'x(X,yA-h) — f'x(xyy}
o0 ile, naturalnie, te granice istniejag. Tak samo, wycho-
chodzac z f'y") utworzymy y) i f'wkx->y) czyli

t'"\AS$,y\ ktore oznaczamy tez przez symbole i
czyh y Fak npr h1o PAXARY) —TAX)
W ten sposéb mogloby sie zdawaé, Ze pochodnych czast-
kowych drugiego rzedu mamy cztery L FyX
W istocie, jest ich mniej, o ile bedziemy brali pod uwage
tylko te, ktére sg funkcjami réznemi; a to na mocy ha-
stepujacego twierdzenia:

Jezeli pochodne czastkowe frXy(xy) i f'vx(X,y) istniejg
w obszarze (D), to w kazdym punkcie tego obszaru (Z)),
gdzie te funkcje (pochodne czastkowe) sg ciggte, mamy

R X y)=TFyAryY
Aby tego dowies¢, przeksztatcimy wyrazenie
F=f(x + h, y-V»—t"-V Ky) — tkx, y 4- & + fkx, y\
gdzie punkt Xx-j- 72y -|- k, jak rowniez punkty x,y; X-j- A y\
X,¥-\-h nalezg do (D) i h4=0, k 4 0. Wprowadzimy jesz-
Cze nastepujace oznaczenia
<p(*.y) =t<xJIr y) — tkpe. y\
Y)=Kx.y-V-k) —Kxy);

wtedy

F=cp(£ 7 4-K) ) = 4-[z,y) —4(a?, y\

W pierwszej z tych réznic x pozostaje bez zmiany,
a w drugiej y; stad wniosek, ze do kazdej z tych réznic
mozemy zastosowaé wzér na warto$¢ Srednig, udowodniony
dla funkcji jednej zmiennej; tak wiec




$—k(py@, y4-9%tk)=nh =+ 95 h, y\
gdzie O<0t<1 O<@<1

Lecz qy(®y + 917 = /7,(a?,y4-91%)

44 @ + R Ky) = XX KyN-K) — Fx<x + R K y\
czyli mamy znowu roznice wartosci funkcyj, odpowiada-
jace zmianie wartosci jednej tylko zmiennej, czyli mozemy
znowu zastosowa¢ wzér na wartos¢ Srednig. Otrzymamy

FAKKhf' "X N.y-yN £),
F=Khf"""x-Y/"ky”™4k\
gdzie znowu 0<93<Il; 0<94<l. Pordéwnujac te dwie
wartosci na F, otrzymamy:
/m" («+03hy+etd)= 08 h.y + 044).

Jezeli teraz hi k daza do zera, to lewa i prawa strona
réwnao$ci zmierzajg do wspdlnej granicy; z powodu ciag-
tosci pochodnych frxy{x,y) i "X, y\

h"-ld A_Of"yiVx 4-BKy+ 9 &="Tf"yx<x, y\
i LIV _ — f'N
h->|d,T<q->0f (@d- Rk y+ % =F"x.y).

Tak wiec f'xAxty) = f"'yr(x, y\
Naprzyktad, jezeli
I(Ny) =ie(4Vvr +y)). to 'x(x,y}= ;
VA +y

T 3y(xy) 72| y2yV /s/Chy)

f'yx(x,y) = — czyn A-iI(Ny) = 11-1XMy)

110. Wzdr na wartosC Srednig i pochodna funkcji
ztozonej.

Jezeli funkcja f*x,y) posiada pochodne czastkowe
ciggte w (7>); jezeli x iy sg funkcjami zmiennej t, tak ze
x=(e(t), y=>]J(), to f(x,y} jest funkcjg ztozong zmiennej
t, ktérg mozna przedstawi¢ w postaci /'{g>(0- a ktorej
pochodna wzgledem zmiennej t réwna sie



I"HZ), W)} MII+WV). W),
przyczem zaktadamy, ze pochodne cp(2) i i|/(Z) istnieja
i ze zmienna t przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu
(a, (3), takie, ze punkt a?=cp(Z), y =>]/(Z), nalezy wtedy do
D i jest punktem wewnetrznym obszaru D. W znakowa-
niu Leibniza mozna ten wzdér napisaC w postaci:

d-My> , dx . dy

przyczem na miejsce x nalezy podstawié cp(Z), a na miejsce
y funkcje \J/(2),

W znakowaniu rézniczkowem mamy

¢/{<p0. W)} = y) dx + 'y(x, y) dy.

Twierdzenie to udowodnimy z najwieksza tatwoscia,
wychodzac z okre$lenia pochodnej, jako granicy ilorazu
roznicowego. Zmiennej t dajmy przyrost Z2,* i niech k \ |
oznaczajg odpowiadajgce przyrosty zmiennych x iy, t. j.
k=< (t-]-h?)—cp(2); I=xr(E+22)—'k(Z); gdy h—>0, to
k—>0 i Z—>0, z powodu ciggtosci funkcji cp(z) i ~(O- Za-
danie nasze polega na wyznaczeniu granicy wyrazenia

m(v(.;'+A), W + 4)| — fWY (o, _

h

<+ A)}-H{<p(<+A), WI+Ifrpr+A), 6 t }-f(o>(2)6(2)}
(83) h

k ‘Iz

Z tem zastrzezenier%w, z@dﬁ@@"@ "a|r(Z)g—f\NtYWY%

nalezy zastapi¢ przez /"'~(Z),"2)}, a dla Z=0, nalezy

* Zakladamy, ze ten przyrost 7i jest na tyle maly, by punkt
t+k=wpE+/M) y+/i), y+72=06 +h) nalezat rowniez jak i punkt
X,y do wspomnianego wyzej obszaru D.



WKDBMN+ENMIT+MIT O zastipié przez

f'nWt+ K'KOI, (patrz I. 98).

i i= VCE+7,D-\/(b)

Poniewaz N e A Y i I
wiec lim4 =72'(0; limV - —— = (2).
h.->0 H- A>0 "

Gdy k—10, druga strone przeksztatconego wyrazenia
na nasz iloraz réznicowy (88) mozna na mocy twierdzenia
na wartos¢ $rednig dla funkcji jednej zmiennej (1 102)

napisa¢ w postaci
7 £

89) /l{p(O+ 7N 4(0+Y%  +/4{g>(0+

gdzie 0<%t < 1, 0<62<1 Tak wiec wyrazenie (89) rbwna
sie /1<?(»+A), W+A))-fI<p(Q. WVV/. Gdy A_"0) t0 zwa.

zywszy, ze wtedy k—> (8 1->0, wyrazenie (89) w granicy
daje
f'Mt\ WO3}.W) + /4{<p(0, W)}<p'(O,
na mocy ciggtosci pochodnych czastkowych /', | fic. Twier-
dzenie nasze zostato wiec udowodnione.
Otrzymany wzOr mozna hapisac:
df _e)f dx df dy
d da? dt ey dt
Jako przypadek szczegolny, niech bedzie <p() =1Z t. .
a=t; y za$ jak dawniej niech bedzie dowolng funkcjg
zmiennej albo x, poniewaz t=x. Funkcja f{<p(")»
przybiera postac¢ alb® H{»,
Pochodng tej funkcji wzgledem t albo x bedzie
= . d/ dy.
dc dx ' dij dt’
widzimy wiec, ze nalezy odrézniac oo od —-; oo jest po-

u



chodng funkcji jednej zmiennej f\x! A(@?)} wzgledem zmien-
nej niezaleznej x! gdy tymczasem v oznacza pochodng

czastkowg funkcji /°(@?, y) wzgledem zmiennej X przy y sta-
tem, przyczem, po uskutecznieniu tego rézniczkowania

czqstkowego y zastapiono funkcjg >]r(a?); ze T oznacza
w glf [ Wlaéciwle dwie rozne funkcje.
Przyk’rady:
, dz ’\z ez gy
b z—aldg x= 4 U=1—g— gt g

dz dx 1_dil
_ZaC’ 6y 2y; ai=—ti’ 'S =—5t
N= N_2«/.2<= —2A+2y|) =-2"+2-<4
Cvb b \e W ]
2) z—xi: x—smtlg—cos% gi {)); 31(4 Q); 33{
<)z

dx ¢ T .
Vx=y -a-?—x\ d——cost, g@——smt\

t
= g cos t—x sint = cos2] — sin2!l = cos 21.

Twierdzenie to jest uogdlnieniem twierdzenia o funkcji
ztozonej, ktére udowodnilisSmy przy funkcjach jednej zmien-
nej (1 98).

Zastosujemy teraz tylko co uwidocznione twierdzenie
(90) dla otrzymania wzoru na warto$¢ Srednig dla funkcji
dwéch zmiennych.

Utworzmy funkcje jednej zmiennej przy pomocy
funkcji f(x,y) w spos6b nastepujacy:

Fet " aA-lit, bA-kt)
gdzie a, b. h i k majg wartosci tistalone; przypuszczamy, ze

* Nalezy zatozy¢, ze nie tylko punkty (a, 6) i (a + Ti, b-j-J) na-
jeza do obszaru (2)), w ktérym funkcja f(oc, y) jest okre$lona i spetnia



w punkcie « 6 i w otoczeniu punktu a, 6, funkcja f(x,y)
posiada pochodne czastkowe f'x i f'y ciggte.
(92) f<a-Vh, {=A-"-f(a»= F™-F"™\
gdyz #(1) =f<a+ h, b+ fc); 74(0) = M b\
Zastosujmy do funkcji F(f) jednej zmiennej t twier-
dzenie o wartosci $redniej (1 98). Otrzymamy (patrz przy-
pisek):
™) —7m™(0) =™(6); gdzie 0<0<1;
_ dx dy /
%ecz F st) “salty d na mocy )g%h
<a- -\-
agne g’tx—_d %Ichf)_ . g¥_d(bd} kf)
F'(0=f'x<a+ ht, b4-kt). h+ Fy<a+ lit, b + kt). k.
Stad wz6ér (91) przyjmie postac
mSx f<a+M+£)—Mb—FBg
V) =:fc./x(a4-0"b4-0k)4-k.fV<4-6"b + 9k))
gdzie O<O< 1.
Jest to wzér na warto$¢ Srednig dla funkcji dwodch
zmiennych. Wzér (92) mozna jeszcze napisaé w postaci
—t(M) — h.f'x(P) 4- k.f'y(P\ gdzie punkt P lezy
na odcinku M'M! tgczagcym punkty M i M'; t. j. rOznica
dwaoch wartodci funkcji f(x,y) w punktach Mf i M réwna
sie sumie iloczynéw przyrostéw odpowiednich zmiennych
przez wartoSci odpowiednich pochodnych czastkowych
w punkcie P.
Poniewaz zaktadamy ciggto$¢ funkcji f'x i Fy -w punkcie
a,b, mozemy wzor (92) przedstawi¢ jeszcze inaczej; mia-
nowicie
warunki zatozenia, ale takze i punkt (a + thib + il), gdzie t zmie-
nia¢ sie moze od zera do jednosci. Ot6z to bedzie spetnione, o ile
wspomniany obszar D jest wypukty, bo wtedy kazdy odcinek, taczacy

dwa dowolne punkty takiego obszaru catkowicie nalezy do tegoz
obszaru.



fx<a—+ 9h, b + 9fc) = Fz(a, 6) + ev
/'y(@a+9A6 + ) =ry(a,b) +ell
gdzie el i e2 daza do zera, gdy h->0, k—>0.
W takim razie
(93) f(a+A, b+Kk)—/(a, 6) = Hfx"as 6) + kf'y(a, b) 4- e2.h + e2k.

Jezeli zmienne h—>0 i k—>0 bedziemy uwazali za
mate pierwszego rzedu, to

b kf'Nb)
bedzie czescia gtéwng (L 107) poprzedniego wyrazenia,
czyli réznicy f(a-|- b+ k)—f(a,b), o ile nie jest jedno-
czesnie 6)=20 i 6) = 0.

Ta cze$¢ gtéwna réznicy f(a-j- 2, b-j- k) — f(scthb) jest
wiec funkcjg linjowa przyrostow h i k zmiennych nieza-
leznych o i ij; spélczynnikami sa pochodne czastkowe

5 i Wspétczynniki te, jak tatwo widziec,
sg wyznaczone jednoznacznie, t. j. jezeli cze$¢ gtoéwna
roznicy f(a-\-h, b-\-k?) —f(a,b) jest napisana w postaci
A.h-\-B.k, to A=1f%(a 6), B=/"y(a 6); oczywiscie,
funkcje pochodne f'x i f'y s3, na mocy zatozenia, ciggle.
Jezeli Ah-\-BKk jest czesScig gtowng réznicy f(a-|- zt, b-f-k) —
—f(a, 6), to znaczy, ze

Na—+ Ak + N)-/'(a,6) = (N + 1)zl + (S + i)z,
gdzie 0, N2—-0, gdy h i k zmierzajg do zera. Lecz
z (93) wynika
U + A + (5+ "™ =[/"»(a,6) + el]A + y'l,(a,6) + e2]<;,
czyli

{A—Fx<a36)} "+ {S— 6k =X, h+ XKk,
gdzie Xt->-0, X2 ->-(), gdy k i h zmierzajg do zera.

Jezeli e=>0 oznacza dowolnie malg liczbe, to mozna
znalez¢ taka liczbe 1j>0, ze
(94) {4 —fAa, 6) h+ (5 — Fy(a 6)| <e (|h[+ik])



o ile tylko |A|<r), |M<rj; biorgc 0 <|7z|<r), A =0, wymie-
nione warunki stosowalnosci wzoru sg spetnione, skad
|A—f'Aa> 6)|. |27 <e|7, czyli |A— fix(a b\ <e;
poniewaz e jest liczbg dowolnie mata, musi wiec by¢
A==PMa, &)

Tak samo znajdziemy B = f'y(a,B).

Mozemy w roznicy f(a-]- h, b-j- B)—f(a, 6) uwydatnic¢
dalsze wyrazy drugiego, trzeciego rzedu; sprawe te wy-
jasnimy, gdy udowodnimy twierdzenie Taylora dla funkcji
dwdch zmiennych.

111. Rézniczka funkcji dwoéch zmiennych.

Czes¢ gtdbwna réznicy fApcA- hty -|- B)— f(x,y), o kto-
rej byla tylko co mowa, zastuguje na specjalng uwage.
O ile f'x(x,y) i istniejg, to funkcje linjowa wzgle-
dem hi kit j.

TAX UYNA- V)
nazywamy rozniczkg funkcji /(@?,y) i oznaczamy przez
dftpcyY tak ze
(94) df(x™="F, @ y) li +fy@ y). k

UdowodniliSmy poprzednio, ze to wyrazenie jest czescig
gtéwng roznicy f(xh.y A-B)—f(pc*y\ o ile pochodne
czastkowe f'x i f'y sg ciggte. Wielkosci h i k s ustalone,
niezaleznie od tego, do jakiej funkcji f(xsy) stosujemy
wzor (94). Niech, np., fa, y)=a? f'x— 1, fly=0t

df = dx = h/ tak samo, gdy f(x,y) —y,

df =dy =k.
Mozemy wiec (94) napisa¢ w postaci:
(95) df(x,y) =# y)dx+f'pc,y)dy.

Mozemy w ten sam sposéb obliczy¢ rézniczke réz-
niczki pierwszej, czyli rozniczke druga albo rzedu dru-
giego. W tych rachunkach dx=h i dy—k, rozniczki
zmiennych niezaleznych sg statemi. Otrzymamy



y) = y) dx24- 2/'VVa?,t/) dx dy + V) Ny?,
pamietajac, ze f''xy =f,yx
Przy sposobnosci nalezy zwréci¢ uwage na nastepu-
jacag okolicznos¢: wzory (95) i (90) formalnie sg iden-
tyczne, gdyz pomnozywszy wszystkie wyrazy wzoru (90)
przez dt, otrzymamy wzér (95), tymczasem te wzory byly
otrzymane przy zupetnie r6znych zatozeniach, mianowicie,
wzor (90) otrzymalismy, zakladajac, ze x iy sa funkcjami
jednej zmiennej niezaleznej t; tymczasem we wzorze (95)
X iy byly niczem niezwigzanemi zmiennemi niezaleznemi.
A wiec otrzymujemy stad wazny wniosek: Wzér (95) za-
chodzi, niezaleznie od tego, czy zmienne X i y sg od siebie
zalezne czy niezalezne.
tatwo uogdlni¢ poprzednig uwage i na ten przypadek,
gdy w fe$*y\ zmienne x i y sg funkcjami dwoch zmien-
nych niezaleznych u i i', tak ze @ =cp(u,v); y= #)e
Funkcja f(x,y), jako funkcja zmiennych u i v przybiera
posta¢ /{cp(u, v), 4(m V)}. Przypuszczamy, ze dla wartosci
uii) spetniajagcych warunki x\y
czyli funkcje cp(uv) i v) spetniajg nieréwnosci
(lx<=dlt 2<y<d2
Jezeli funkcje cp(iz,v) i 4(u,y) sa funkcjami ciggtemi
w punkcie u, v i jezeli f(x,y) jest funkcjg ciggta w punkcie
a?=cp(u, y), t/=>Ir(u,v), to Hcp(w,y), jest funkcjag
ciggla zmiennych u i y. Dowdd jak dla funkcji ztozonej
jednej zmiennej (1. 98). Zakladamy ponadto, ze w rozpa-
trywanym obszarze istniejg pochodne cp(t(u, v), cpv(u,
Niw(u,v) i ™M(u,y), a oprécz tego pochodne i 'y nie
tylko istniejg ale sg ciggle w prostokgcie
Ci4-x-4dtl e24-y4-"2

Mamy au= na mocy wzoru (90),

@ di Cdy d
bo o ile y=stalej, funkcja f(x,y) staje sie funkcja jednej

Rachunek rézniczkowy i catkowy. II. 17



zmiennej u i wzér (90) moze by¢ zastosowany, z tg jednak
zmiang, ze pochodne x i y czyli cp(uv) i 4(u,?;) wzgle-
dem u sa tu pochodnemi czastkowemi (druga zmienna v
ma tu warto$¢ statg).

Tak samo
o o d? d dy
da da? dw dy diy
utwérzmy teraz rézniczke funkcji /{cp(u, v), 4r(u, y)} dwdch
zmiennych niezaleznych u i v
df~(u, Of(u v} =y-dud-  duy,

\j tu u

wedtug (95), czyli, podstawiajac tylko co otrzymane war-

o daf . df
toscl na d7,1y? olrzy™amy.
d/ da?  d/ dy) ,

\da? du | dy da dv dy dvi

czyli
(9) d.f= dy -~au- v\

lecz

d_a_CpU( Xda _Cp]n(’\/jx

dd{f du-\- ad_a = acp(u. v) = aa?,

o by Y diy = affu. vf = by

Podstawiajac te wartosci w (96) bedziemy mieli wzér
t. j. wzér (95), jak dla zmiennych niezaleznych, cho¢ tu
?=0u V), y=4r(Miy)t tak ze zmiennemi niezaleznemi
sg uiv.

112. Twierdzenie i wzor Taylora dla funkcji dwdch
zmiennych.

g

= (U, \Xx\%z“.cu, o



Jest to wuogdlnienie wzoru na warto$¢ Srednia,
z uwzglednieniem pochodnych rzedéw wyzszych. Niech
bedzie f(x,y) funkcjg dwoch zmiennych: pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu sg f'x i f'y albo @ dy pochod-
nych drugiego rzedu mamy trzy:
af dx dv.

da?dy’ dy2
pochodnych trzeciego rzedu jest cztery

albo

u u u & u (
dxd dx dy dxdy? dy3
gdyz, np., f,"xyx=F""t)=F""yxll t. j., jak wiemy, wynik
nie zalezy od porzadku (patrz 1 109), czyli otrzymamy te
samg funkcje, niezaleznie od tego, czy utworzymy naprzéd
pochodng f(x,y) -wzgledem a?, potem wzgledem y, a potem
wzgledem a? czy tez utworzymy pochodng czastkowg dwa
razy wzgledem x, a potem wzgledem y, czy wreszcie raz
wzgledem y, a potem dwa razy wzgledem Xx. Poprzednio
(1. 109) udowodnilismy, ze f'xy=f'yx\ tatwo widzieé, ze
stad wynika wniosek ogoélny, tyczacy sie niezaleznosci po-
chodnej czastkowej od porzadku wykonanych rdézniczko-
wali, zalozywszy, naturalnie, istnienie odpowiednich po-
chodnych czastkowych i ich ciggtosc.

Stad wynika zasada ogolna, ze przy znakowaniu po-
chodnych czastkowych funkcji f(x,y* wystarczy wskazac
ile bytlo rdézniczkowan wzgledem x i ile bylo rézniczko-
wan wzgledem y, niezaleznie od tego, jak sa poprzeplatane.

Mamy wiec n-|- 1 pochodnych czgstkowych n9° rzedu

Luf -
TP Y M™ys aipo

oc | Iyi ....Jdyn
albo

dn/ dnf dv dn/
da?w' dam~x dy’ dn7l-2dy2 " dre.dy71-11 dyn
Przypus¢my, ze w punkcie ab i w otoczeniu tego



punktu pochodne czastkowe funkcji f(a? y) istnieja i sg
ciggte, az do rzedu wiacznie.

Utworzmy funkcje pomocniczg zmiennej niezaleznej /,
()] 1zf, Zl); chodzi¢ nam bedzie o réznice
(97) f« + b+ & =TI(1) — #(0);
otrzymamy zadany wzér, jezeli zastosujemy twierdzenie
Taylora (1. 104) do funkcji jednej zmiennej F(t\ by prze
ksztalci¢ rdznice #(1) —20) przy pomocy tego wzoru.
Otrzymamy

9 1 -"O)=r0O+ -FO+ "O)+m

gdzie Rn =-];iﬁ--:-1-)-!-b-gdzie O<6<l.
F(t)=f(X1'U\ x=a-Vhtl y = b-\-Ict; F\fy=RA\(xpy”-\-
+ /'u(#,y)”, na mocy wzoru (90), czyli
F'()=frz-j-lit,b-j-Icf). h4-frya Kt*b-j-Icfic
F(ft =T <&+
+ MAFA=Y)K+TMy)vl @t = I +iit, , +H) A2+
+ b+ + f'yi(a-Vkt,b A-lct"P
+3 A-ht,bA- ktyiP + "~ A-ht.bA-H")

Zapomocg indukcji matematycznej mozemy uzasadni¢
wzoOr na pochodng rzedu p

#H=ka=~capjlti k—» — ™~ & _ b+lc)+
+ cni»-"v»Lw<a—+ ht, b+ kt) +...
ol f«lll,(a+ ©6+4)+ (a+ ht, b+ kt);



gdzie O sa to spdtczvnniki rozwiniecia dwumianu; a wiec
(97) i (98):

[(«+ %> +H—/(a,6) =F (1) — F(0)=/",(«, 6). A+
+f,(a,6).h+ 1 5). M2V, 6)t) +

+  (/*",.(«, 6).7r 4- b)h3k + 3/ ~(a, b)hk« +
6)»| + ... + (5r-Lp! f5"p(a 6)6-1 +

+ fAT"(=cI>>k" 1| + -R.
gdzie
s-= ! 6+0hHA-+
+ & [<>(«+ oh, 6+9QA”-1i + .. .+ [<->(«-|-e/z, » + 9Z:)./q
W otrzymanym wzorze wyrazenia W nawiasach sg
analogiczne do rozwinie¢ odpowiednich poteg dwumianu

Newtona. Z powodu tej analogji oznaczajg niektérzy
wyraz wzoru Taylora w postaci symbolicznej przez
p'.\e)gc y /a6
znaczenie tego symbolu jest jasne; postepujemy jak przy
rozwinieciu picJ potegi dwumianu zawartego w nawiasie
z tem zastrzezeniem, ze nalezy wykiadnik w y- i za-
stgpi¢ przez odpowiedni rzad pochodnej, t. j.
p
np., nalezy zastapi¢ przez

e d-Pf . .
Cf hm é)-O-Cf-ﬂ-g?l@/rnl CZ?"I zamiast

nalezy napisac y(rd;{m%alz 7



Przyjawszy to znakowanie, bedziemy mogli wzér Tay-
lora dla funkcji dwoch zmiennych napisaC w postaci sym-
bolicznej

1M df ©®
2! \da? dy
by gf -l
(n—NDNdrc Sy /«6
- (A-6)™ /dezn | d/ 1\W
" (n—D'j? \da? ' dy ''‘a+6Ab+6Z
nalezy pamietac, ze wskazniki a b i a-|-6/z,b 0z u dotu
tych symboli wskazujg, ze nalezy podstawi¢ w odpowiednie
wyrazenia po ich rozwinieciu na miejscu x liczbe a, na
miejscu y liczbe b, ewentualnie a-j-G/i na miejsce a?,
6-j-G™ na miejsce y; 0<9 < 1

113. Maximum, i minimum funkcji dwoch zmiennych.

Przypusémy, ze z=.f(x,y) jest funkcja dwodch zmien-
nych, okre$long w obszarze (7)) i niech a b oznacza
punkt wewnetrzny tego obszaru; wtedy istnieje otoczenie
tego punktu 2f o spéltrzednych a, b takie, ze wszystkie
punkty tego otoczenia nalezg do (7)).

Okre$lenie. Funkcja f(x,y) posiada w punkcie M
0 spobirzednych ab na ptaszczyznie xoy, maximum (mini-
mum), jezeli istnieje otoczenie punktu M, nalezace do (7))
i takie, ze w kazdym punkcie P o spbtrzednych x,y tego
otoczenia f(P) < f(M) czyli f(x,y) <f(a, b), t. j. wartos¢
funkcji w kazdym punkcie tego otoczenia jest mniejsza od
wartosci w punkcie M [dla minimum przeciwnie/(P)>/(37),
t. j. wartos¢ funkcji w kazdym punkcie tego otoczenia jest
wieksza od wartosci w punkcie Jfj.

Wspolng nazwg dla maximum i minimum jest ex-
tremum.



Twierdzenie. Warunkiem koniecznym (ale niedosta-
tecznym) istnienia extremum w punkcie M jest

fr(2If) =0, = t]
I"(a, 6) =0, f'y(a, 6) = 0.

Dowdd jest bezpoéredni. Sréd wartosci funkcji
w otoczeniu punktu M weZzmiemy pod uwage najprzdd te,
ktore odpowiadajg statemu nastepnie te, dla ktorych
X=a, a 7 zmienne; jasna rzecz, ze wtedy mamy do czy-
nienia z funkcjami zmiennej f(x,b) i poniewaz
/(a, & musi by¢ extremum i dla warto$ci wyrazonych przez
/(ar,6) i dla wartosci /(a,y), wiec, na zasadzie znanego
twierdzenia o extremum funkcji jednej zmiennej (1. 105),
pochodna funkcji f(pc; b) wzgledem x musi sie réwnac zeru;
tak samo pochodna funkcji /'(«,y) wzgledem y musi takze
sie rébwnac zeru. Lecz pochodna funkcji /(rr, 6) wrzgledem
X w punkcie x=a, jest to f'x*a.by® tak samo pochodna

funkcji wzgledem y w punkcie y = bi jest to f'y*a*bY
jezeli wiec zachodzi extremum, to
(100) X~ ="/'(« 6)=0.

Przypusémy, ze warunki konieczne (100) sg spetnione.
By zbadaé, czy zachodzi wtedy extremum i czy to extre-
mum jest maximum czy minimum, nalezy uwzgledni¢ wzor
Taylora (99) dla n=2 Uwzgledniajac (100), otrzymamy

(99) f(a+Kb+ =/(a-6)+21Vvf* <+ 6h'b+ 6"+
+ 2/,"g(a+6A,6 + )M-L/",,, (a+ G726+ 9Z:).la),

gdzie ostatni wyraz jest resztg R2 w zalozeniu p=n=2
Dalsze badanie bedzie zalezalo od zachowania sie tej
reszty w otoczeniu wartosci h=W k=0.
Mamy do zbadania wyrazenie drugiego stopnia i jedno-
rodne wzgledem b i Ic. Taki wielomian nazywa sie formg
kwadratowa. Kiladac oznaczenia



f''xl<a4- GTt, b 4- 62) = A, f'xy(a4-97;,b4-GZ)—B
/"y,(a+ GTz, 6 4- 9£)=C,

forma kwadratowa, ktéra mamy zbada¢ przyjmuje postaé
nastepujaca:
Ah2-VV2Bhk"CKk?2,

dla nas wazne ma znaczenie, czy taka forma kwadratowa
moze si¢ staC réwng zeru przy wartoSciach h i k innych
niz 7=0, =0, czy tez nie; zalezy to, jak zobaczymy,
od spéiczynnikéw A, B, C formy. Jezeli vi =0, to mamy
2B Jik-\- Ck2= k(2B/iA-CKk') i forma moze by¢ dodatnia,
ujemna lub réwna zeru, zaleznie od wartosci H i k. Jezeli
wiec sg formy, ktére zachowujg stale ten sam znak przy
wszystkich wartosciach h i Z, to nalezy takowych szukac
§réd form, dla ktorych A 4=0. O ile A 4=0, to

A+ ™ZBhk-V CV = "AKA-Bky -V <AC— B"VY

stad wniosek nastepujacy: 1) jezeli AC—2?8>0, to
A(/17224~2Bhk 4- Ck) > 0 dla kazdej pary wartosci K
i k z wyjatkiem h—W 2 =0; 2) jezeli AC—I2=0, to
AMAh, Z22BhkA- Ck)™NO, przyczem forma moze sie row-
na¢ zeru nie tyll%) gdy A=0, =0, ale i przy dowolnem

kiprzy K——AZ;; 3) jezeli AC—B2<O0, to yO24"

-|- 2)E772Z: 4~ Ck2 przyjmuje wartosci tak dodatnie jak i ujemne
Czy zerowe.

Tak wiec formy kwadratowe, ktére majg wartosci
zawsze dodatnie albo zawsze ujemne, dla wszystkich par
wartosci i \ k i wyjatkiem 2?=0, Z=0 sg to te i tylko
te, ktérych spélczynniki A, B i € czynig zado$¢ nierow-
nosci

AC-B2=>0;
wtedy ten staty znak jest taki sam, jak znak spoétczynnika
A (albo C, bo A i C muszag mie¢ wtedy ten sam znak).



Wréémy teraz do naszego zadania o istnieniu extre-
mum. Jezeli funkcja /(a?, a) w otoczeniu punktu M o spot-
rzednych a i b posiada pochodne czastkowe rzedu pierw-
szego i drugiego i jezeli te pochodne sg ciggte w tem oto-

czeniu, jezeli
f'Aa, 6) =0, f'\af 6) =0,

i jezeli

["«.(, 6)1 ») — (I"»(«, »)} >0,
to w punkcie M zachodzi extremum, przytem to extre
mum jest maximum, jezeli &) < 0; jest za§ minimum,

gdy /~(a, 6)=0.
W rzeczy samej, mozna znalez¢ takie otoczenie punktu
by funkcja ciggta punktu M posiadata w tem otoczeniu
taki sam znak, jak w punkcie M (1. 83, 84).
Niech wiec Nt >0, q2 > 0 oznaczajg dwie takie liczby,

ze skoro tylko |Al<i)n jj<? to A= 9ILh  9&)
ma taki sam znak, jak 6) i
AC— = Mi, b + 9&). f"'y,<a + 9A, b + 9fc) —

-{/*%«( + &+ 9Z)}
ma taki sam znak, jak
f"Aa, byrraA)=)-\f""g)}2
1) Niech f"X2{a,byt"yi(a,b) —\f"rv((z. 6)}2 > 0; wtedy,
o ile Wi\ <n)f, |A <r)2
to i AC — P2>0.
Ale na mocy (99)
/(P) — (f)=f(@a+ hth+1) —f<a 6) =
= 1 {2+ 2PA&-|-Cfc3},

poniewaz torma kwadratowa po strenie drugiej tej row-
nosci zachowuje ten sam znak, o ile \h\<r?, W\ <rj2 ale
nie jest jednoczesnie 7 =0, & =0, wiec réznica f(P)—

jest stale dodatnia albo stale ujemna, (o ile P z= M). Jezeli
teraz = =6)>0, to i j4>0 i ten staty znak jest znakiem



czyli wtedy f(P) —f(AL) > 0, (P nalezy do otoczenia punktu

przyczem nierébwno$¢ ta jest spetniona zawsze, o ile P
nalezy do otoczenia punktu M (wyrazonego przez nierow-
nosci |ZH<t]lt | <r|2 z wyjatkiem h=k =0, gdzie a-f- h,
bA-k sg spbtrzednemi punktu P). Widzimy wiec, ze w tych
warunkach zachodzi minimum: warto$¢ funkcji w punkcie
M jest mniejsze od wartosci funkcji w otoczeniu punktu M.

Jezeli teraz f'Yi(a, 6) <0, to i A<O; staty znak réz-
nicy f(P) —f(M> jest ujemny, t. j. f(P) —f(M) <O0; wi-
dzimy, ze wartos¢ funkcji w punkcie M jest wieksza od
wartosci  funkcji w otoczeniu punktu M. W tych warun-
kach zachodzi maximum.

2) Jezeli za$ i)/ ¥8(a, 0) — {/%/(«, &} <0, to
i AC—P2<0, forma A7C-|-2Bhk-|- Ck2 dla dowolnie
matych wartosci h i k/ czyli w dowolnie matem otocze-
niu punktu M, moze mie¢ wartoSci dodatnie lub ujemne;
widzimy wiec, ze f(P) —f(AP) jest >O dla niektérych
punktéw P w dowolnie matem otoczeniu punktu J/, a dla
innych punktéw P tegoz otoczenia roznica f(P)—
jest znéw < 0. Stad wniosek, ze w punkcie M funkcja nie
powiada ani maximum ani minimum.

Przyktady:

1) Jaki z posrod trojkatow wpisanych w koto ma
obwdd najwiekszy.

Wybieramy jako zmienne niezalezne o i y dwa katy
tréjkata wpisanego; trzecim katem jest ic— oc—y. Oznaczmy
boki trojkata przez tz, & c, promien za$ kota danego
przez K.
sin?  siny s'\n(_o/cA-_y’\ =2P (x&0 >§4‘_ 0 wty=<7

(i = 2Psina?, b=Rstny, ¢= 2R sin(a?-|- y\
* Jezeli Ah?2Bhk+ Ck jest dla pewnej pary wartosci hi t,

dodatnia albo ujemna, to bedzie odpowiednio dodatnia albo ujemna
dla pary wartosci ph, pk, gdzie |p| liczba dowolnie mala.



A zatem obwdd tréjkata
2p = 2R {sina? -j- sin y-j-sin (x-j-y)}.
Oznaczmy z —siny A-siny 4" sin (a? 4" 7/); w takim ra-
zie 2p = 2Rz. Poniewraz R jest statem i >0, obwadd bedzie
zatem maximum, wtedy, gdy z bedzie maximum. Utworzmy

pochodne czastkowe funkcji z wzgledem o i y i przy-
rownajmy je do zera:

da? = €08 X 4- cos (x 4- tf} =0,
|| =cosy4-cos (x4-?) =0;

stad za$
COSX = cost/ = —cos(x4-y); y =2Ttk + x; k=0, £1, +2r,,
W zastosowaniu do naszego zadania tylko y = x daje
katy, ktérych suma mniejsza jest od ur. Tak wiec,
cosa? =— cos 24, czyli
2cos2d? 4-cosa;—1 = 0; cosa? =£ lub cos= —1;
@? = arccos £ lub x = arc cos (—1);

z tych wartosci tylko a? = —.jest mozliwa w trojkacie; po-

niewaz cosy = cosa?, wiec y=—r;‘ trzeci kat tez =r—t.

A zatem zadanym trojkatem jest tréjkat réwnoboczny.
Mozemy sprawdzié, ze pochodne drugie majg wartosci,
czynigce zado$¢ warunkom na maximum. W rzeczy samej
3)5722: sina? — sin (a?7); dla x = yz_f-‘@@ V3:
d2z

da? e)y

d2z _ ) _ _
qro-  Sina?—sin @4-y); a wiec takze =—V3,

-sin™ +vy); dla $:y:D\ d2z vl.



[ d2z\2_g d* £ g / dz\ dZ dx
\da?dy/ 4 da%2 dy? ' \da?dy/ da% dy?

q2£<0; t. j. warunki dla maximum sg spetnione.

2) Z posréd prostopadtosciandéw o tej samej objetosci
znalez¢ prostopadito$cian o najmniejszej powierzchni.
Niech danag objetosScig bedzie a3 Oznaczmy wymiary
szukanego prostopadto$cianu przez a7, y i z, za$ jego po-
wierzchnie przez m,
Xyz = a3,
it = XyA-XZ-\-yZ.

. _ A
Z pierwszego réwnania mamy: Z=zn; @ zatem

y
u= $y + a_3 + ?@
dgv JV;HQA% = X"';S-przyréwnujqc pochodne do
zera, mamy roéwnania:
X2y = a3
Xyl = a3

stad X =y=a; a-zatem takze z=a

Szukany prostopadtoscian jest wiec szeScianem. Dla
sprawdzenia, czy spetnione sg warunki dla minimum,
utwdérzmy pochodne drugie:

, _2¢t\ , ., _2a3
[ 3= "3 T =1Ll = yi»

gdy podstawimy x=a, y =a3} otrzymamy:

a)=2; t,d(aa) =1 /l(at) =2

aR=1, /22(a, a). f'y*a. a) =4,

czyli JR < ci). f"Aa a);
oprécz tego f"X2(a d) > 0; warunki dla minimum sa spet-
nione.



114. Pochodna funkcji uwiktanej.

Przypus¢my, ze funkcja f(x,y) i jej pochodne czast-
kowe /M(NY) s4 ciggle w otoczeniu punktu M
0 spéhtrzednych a i b; przypusémy dalej, ze /"(a, 6) =0,
a 4= 0.

Z powodu ciggtosci funkcji pochodnej W punk-
cie M, istnieje takie otoczenie tego punktu, w ktérem
Ty(x,y) ma ten sam znak, co w punkcie M, t. j. co
f'y(a, bj == 0. Przypus¢my, np., ze &)>0; wiec
i V) >0 wre wzmiankowanem otoczeniu punktu M;
lecz, jezeli fyix,y) >0, to znaczy, ze funkcja f(x,y) przy
statem x, jako funkcja zmiennej y jest funkcja rosnacg
w pewnem otoczeniu punktu M. Wtedy spetnione sg wa-
runki, na mocy ktorych (patrz 1 85) wyznaczona jest je-
dnoznacznie pewna funkcja y = (p(tr), w przedziale (a—1],
a 1)) ktéradla x =1, dajey =5, i taka, ze Ha?, ¢ @)} =0
dla wszelkich warto$ci zmiennej X w przedziale (a—i],
Ct-4-ii).

Udowodnimy teraz, ze owa funkcja y = (p(a?) posiada
pochodng w przedziale (<¢—i], &-j—rj). Niech 8 = «+ 1,
gdzie |Z?|<r), wtedy y=b+k=cp(a+Z?); k=y(a+h)—y(a)-,

Mamy dalej;
/("yj =0, gdzie y =(@?); f(a,P) =0
A wiec f(X,yj— = lecz wzér na wartos¢ Srednig

(1 110) daje f(x1ly)-f(alb) = hfx(a-\-9hlb-\-ek")Jr
+ kfy(a4-022b Qk=0; a wiec
(p(«4-N) —">(a)_k _  F3.(ad-9/z, >4-9Z)

h h fry(a +"9A, 6 4- 0Z)
poniewaz fiy(a4~ 0/?, b4~ 0Z) 4= 0.
<pW-nm h — lim /(a+e™6+62)—

lim fx{a-\-*h, b 4-0Z-) Fx(a 0)
—  fimf7(@4-97,6 + 9%)—— (a, & CzZyU



(100) () = ?'(;\/I E)y

115. Funkcje uwiktane. Metoda przyblizen kolejnych.

Wréémy do rownania f(x,y) =0. Poprzednio (1. 85)
udowodnilismy, iz przy spetnianiu pewnych warunkéw
rownanie to okreSla w pewnym przedziale zmienngj
funkcje y = p(cc) tej zmiennej, taka, ze f{x, cp(X)} =0 dla
kazdej wartosci zmiennej X we wzmiankowanym prze-
dziale.

Nie od rzeczy bedzie wskaza¢ metode, ktora pozwala
istotnie obliczy¢ wartosci owej funkcji y = cp(a;) z dowolng
doktadnoscig, przytem w ten spos6b otrzymujemy nowy
dowdd wspomnianego twierdzenia o funkcji uwiktanej.

Niech /(£,i]) oznacza funkcje, ktora jest ciagta i po-
siada pochodng ciggta w otoczeniu punktu M o spétrzed-
nych p=a, i)==6, czyli w otoczeniu punktu alb. Przy-
pus¢my dalej, ze /'(a, 5) =0, lecz f-ra, €) 4= 0. Wtedy istnieje
w otoczeniu punktu a funkcja i) =p(s), ktéra czyni za-
do$¢ réwnaniu /(s,r) =0 i dla £=a przyjmuje wartos¢
ij="D i jest przez te warunki w otoczeniu punktu a wy-
znaczona jednoznacznie.

Twierdzenie to udowodniliSmy poprzednio (1, 85). Te-
raz podamy inny dowod, z ktérego bedzie wynika¢ moz-
no$¢ liczbowego wyznaczenia wartosci rj funkcji ¢ ($)
zmienngj

Zauwazymy przedewszystkiem, ze przez zmiang zmien-
nych mozemy uczyni¢ a=0, 6 =0, wystarczy podstawi¢

S=a-j- ¥ H——nasze réwnanie t)) = 0 zamieni
sie na /(a-j-a%, b+ ?) =0; oznaczmy f(a-f-a?, b-j-y) przez
Ftpc* y\ Rownanie rj) =0 zamienia si¢ na F(x,y) =0.

Zadanie sprowadziliSmy do wyznaczenia funkcji y— "(X),
w otoczeniu punktu ¢ =0, wiedzac, ze dla ?=0, y=0.
tatwo sprawdzié, ze ciggtos¢ funkcji /(E>,i]) wzgledem



zmiennych £, q pocigga ciggtos¢ funkcji F(x,y) wzgledem
X i y w otoczeniu punktu =0, y=0; to samo tyczy
si¢ pochodnej czastkowej 7(a? y); wartos¢ tej pochodnej
w punkcie ?=0, y=0 réwna sie wartosci pochodnej
™G5, 1) w punkcie S=a, i)=86, a wiec 7(0,0) -0 na
zasadzie zatozenia.

Dla funkcji F(xIx) sa wiec spetnione wszystkie wa-
runki, ktore zatozyliSmy co do funkcji /'($,ri), z tg tylko
réznicg, ze punkt x—a, y ==6 jest teraz punktem x =0,
y = 0. Niech jrg vj okresla obszar 7), czyli to oto-
czenie punktu poczatkowego, w ktérem spetnione sg wa-
runki zatozenia. Liczbe Fy(0, 0) 5= O oznaczmy przez 1/m,

tak, iz m 7X0,0) 0; liczba ta jest zawsze wyznhaczona.
Réwnanie

(1012) ~,y) =0

zastgpi¢ mozemy réwnaniem najzupetniej mu réwnowaznem
(102) y=y--w.7l@%y);

gdyz spetnienie réwnania (102) pociaga zachodzenie row-
nania (101) i odwrotnie.

Prawg strong rownania (102) oznaczmy przez < (xty =
=y—m. F(x,y), tak, ze rownanie (102) przyjmie postac
(103) y = O(X,y\

W obszarze (7)) funkcja O(a?y) i jej pochodna czast-
kowa O'y"x,y) spetniaja warunki ciggtosci te same, co
i funkcja F(X.y\ Ponadto mamy (I>(0,0) =0 i <y(ic,y) =
=—mF'y(x,y) -j- 1, w punkcie #?=0, y=0, O™(0,0) =
=—m. F'y(0,0) + 1=0. Poniewaz O'y(#y) jest funkcja
ciggta punktu X,y i poniewaz y) przyjmuje wartosci
bliskie zeru, mozemy wiec zatozy¢, zmniejszywszy w razie
potrzeby liczby i 7, ze w obszarze D mamy zawsze
(104) kK@, y)|<X<1, (X=0).



Po tych przygotowaniach, mozemy przystgpi¢ do obli-
czania kolejnych przyblizen warto$ci zmiennej vy, ktére
w granicy dadza nam szukang funkcje y = (p(a?).

Potézmy kolejno
(105) y,=0(27,0), y™"NYy N, YAy,

yP =" («lyp_Ut...

Co do zmiennej cc zatézmy, ze [2)m<i), gdzie r) jest
réwng h albo mniejsza od K, ale w kazdym razie tak do-
brang liczba, ze |0(2?, 0)] < (1—X)t dla wszystkich war-
toSci x przedziatu (—q, -j-i]); jest to mozliwe, gdyz X <1,
0(0,0) =0, 0(2?,0) jest funkcja ciagta zmiennej x.

Twierdze, ze wartosci otrzymane poprzednio (105) na
yY.,,... wszystkie spetniajg warunek

Il <K (dla p=1,2,3,...);
wrzeczy samej yp=0(2, 00 {02, yp.)— O (2,0} =0 (2,0) +
-|[~Oy(2?,0yp_Dyp_1 (wzoér na warto$¢ Srednig);
stad X
(106) \ypl <0(2?, 0)| + |O'y(2?, Qyp-".Vjp-iV

Jezeli \yp_x\<"kl to, na podstawie (107) takze [?p|<&,
bo |yp|<il— X)Z?-|-X£, (patrz wz6r 102), czyli, istotnie,
\yP\<"k. Lecz |y2[<&, wiec i |y2, |y3 it d.

Teraz mozemy przystgpi¢ do udowodnienia, ze ciag
(105) jest zbiezny, t. j., ze istnieje limyp.

W tym celu zauwazymy, ze

yP=z/i+(2/2 — 2/1)+(y3—&) + —+YyP ;

A wiec yp jest sumg czesciowg p wyrazOw szeregu
(107)  yx + (1 —yi)4~(z/s —y2) + — + (y»—"-1).-

Jezeli wiec udowodnimy, Zze ten szereg jest zhiezny,

to tem samem udowodnimy, ze limyp istnieje. Poniewaz
zaktadamy, ze |2 <y, wiec \yp <; wtedy mozemy napisac

yp—yp_i = O (2, yp_i) — O (2, yp_2) = Op<2, r]p) (yp-i — yP-a),




przez zastosowanie wzoru na warto$¢ Srednig, gdzie rjp
oznacza liczbe po$rednig miedzy yp-\ i yp-2, czyli
Przechodzac do wartosci bezwzglednych i na zasa-
dzie (104)
lyp—yp-i <X.\yp x—yp_2; a wiec
M1 —vp-m <Xyp2—yp 3 it d Stad

ljp — yP'A lecz 21l = oca?,0)j = (i — x)".
Ostatecznie wiec
(108) lyp-"KXa-X).!:.

Utwoérzmy szereg:
(209) (I-X)E+ (I-X)EX + (I-X)Z; X2+ ... +(1-X) &Xw-1+ ...

Wyrazy szeregu (102) sa, co do wartosci bezwzglednej,
mniejsze od odpowiednich wyrazéw szeregu zbieznego (109).
A wiec szereg (107) jest bezwzglednie zbiezny. Oznaczmy
przez cp(r) sume tego szeregu, ktodra, oczywiscie, jest funkcja
zmiennej oc. Mamy *

limyl, = (p(a?).

Funkcja t/ = <p(a?) jest funkcjg szukana; czyni ona za-
do$¢ wszystkim warunkom zadania. W rzeczy samej, dla

* Szereg (107) jest nawet jednostajnie zbiezny w (—t;, t) (patrz
1 122). Na tej zasadzie mozemy twierdzi¢, ze suma tego szeregu jest
funkcja ciggta zmiennej o« w przedziale (—t],?]), gdyz oddzielne wy-
razy szeregu (107) sg funkcjami ciggtemi.

** Zjawia sie pytanie, jaki btad popetniamy, zastepujac granice
t/ przez warto$¢ przyblizong btad ten réwna sie, oczywiscie, reszcie
szeregu (107), t. j. Bp, gdyz

Yy —Yp Ee XD,
ot6z |Z%| jest mniejsze od odpowiedniej reszty szeregu (109); reszta
szeregu (109) réwna sie
(1-X)MX>» + (1 — X)* XML + (I-X)N XKNA+24-... =
=1—XAXp(l+ X+ Xs+ .)=AXA

A wiec wartos¢ bezwzgledna popetnionego bledu jest mniejsza

od K'Kp.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. II. 18



a? =0, wszystkie wyrazy ciggu (106) réwnajg sie zeru,
a wiec

<p(0) = limyp=0,
gdyz dla x =0, y? =0, dla kazdego p.
Dalej ijp™eocjjp-AY gdy i gdy”™->00, to

ijp->-y(x) =y, czyli przechodzac do granicy, otrzymamy
limyp = lim5>(a7,yl,_1) = <D(0?, limyp_i), t. j. t/=<EH#EL),
gdzie y oznacza cp(r).

Réwnanie (103) jest spetnione.

Mozemy teraz udowodni¢, ze otrzymane rozwigzanie
jest jedyne. Przypusé¢my, ze stnieje drugie Y= 1(2?), tak ze
y=<D(0?.y),

przyczem dla @ =0, 1=0.
Mamy z poprzedniego
7= <D(x, yp_h);
odejmujac
Y—Up=0O r)—FB Up—xp
czyli, stosujac wzér na wartos¢ Srednig i uwzgledniajac (10-))
\Y-yp\<X.\Y-Up-x\,
\Y—yp-AA<Y.\Y—yp " it d. Stad
O< Y—yp <IP-Y\Y—yp\
przechodzac do granicy, gdy p—> 00, otrzymamy
lim|y—yP =0, gdyz limX*-1=0, (X < 1);

a wiec Y= Ilimyp-=cp(rr), wbrew zatozeniu, ze Ir(a?) jest
rozwigzaniem odmiennem od cp(").

OtrzymaliSmy rozwigzanie t/=cp(;z:), wyznaczone tylko
w przedziale (—rj,r)) zmiennej niezaleznej x. Niech ¢ = -{-1|
lub —i] i 6 =cp(1]) lub odpowiednio cp(—i]). Jezeli w punk-
cie a, b spetnione sg warunki ciggtosci funkcji F(x,y) i jej
pochodnej czastkowej F'y(x,y) i jezeli #(«,&) == 0, to mo-
zemy powtdrzy¢ od poczatku tylko co wytozone postepo-
wanie; otrzymamy rozwigzanie rownania F(x, %) =0 wy-



znaczone w postaci y=\])/(a?), i okreSlone w przedziale
(@a—r]L, a-j-r") wartosci zmiennej x. Ten nowy przedziat
czesciowo sie pokrywa z poprzednim przedziatem, w kto-
rym byla okreSlona funkcja ?/=cp(rr); z powodu jedno-
znacznosci rozwigzania w tej czesci wspdlnej obu wzmian-
kowanych przedziatbw funkcje <p@?) i xp(a?) muszg by¢
identyczne. A wiec przyjmiemy funkcje xr(@@?) jako prze-
dtuzenie funkcji cp(rc) poza pierwotny przedziat (—j, ;).
W ten spos6b mozemy stopniowo postepowac dalej, do-
poki nie napotkamy takiej wartoSci zmiennej x, dla kto-
rej Ftoc,y) lub F'y(x,y) przestaja byé ciggte lub tez
F'MV)=0.

W rozdziale |. 86 rozpatrywalismy réwnanie /(a?, y, z) =0,
okres$lajgce funkcje uwiktang 2 = (p@? y). Latwo sie prze-
kona¢, ze zatozenia rozdziatu 1 86 beda spetnione, jezeli

"(a, 6,¢) =0, i jej pochodna czastkowa f'. x"y"z)
sg funkcjami cigglemi zmiennych a?,t/, z w otoczeniu punktu
a, 6, ¢, i wreszcie jezeli b,c) 0. Z tego ostatniego za-

fozenia i z ciggtosci pochodnej wynika, ze w otoczeniu
punktu a b, ¢ przy statych wartoSciach x =x0 i y—y0
tych dwoch zmiennych £y . jest funkcja rosngca albo
malejaca zmiennej z. co stanowi podstawe rozwazan roz-
dzialu 1 86. Otrzymujemy w ten sposGb rozwigzanie
z=ce(x.)y) wyznaczone jednoznacznie w pewnym obszarze
y, do ktérego nalezy punkt x=a, y=»b i w tym punkcie
z=c.

Wynik ten mozemy otrzymac, niezaleznie od rozwa-
zan rozdziatu 1 86, metoda przyblizen kolejnych, wyto-
zong co tylko w przypadku réwnania f(x, %) = (). Zmiana
liczby zmiennych zadnych istotnych zmian w rozumowaniu
nie pociaga.

Przypusémy, ze a=0, 6=0, ¢=0; roéwnanie
f#, y"z) =0 sprowadzamy do postaci z = <X>(xy, z), gdzie



O#<,2) =z—mf(x,y, Z\ przyczem m= p-~y-Q" Two-

rzymy przyblizenia kolejne:

t=<¢'%,y,0), z.™MNy. .z 83=<Dk.2/MN),...

= 0),...
Udowodnimy nastepnie zbiezno$¢ szeregu
A+ (22--2) + M3+ + + o-
dla wartosci zmiennych x,y nalezagcych do pewnego oto-
czenia punktu @ =0, y=0. Granica tego szeregu jest szu-
kang funkcja z =cp@@? y\ Szczegbly dowodu zostawiamy
do rozwinigcia czytelnikowi. Powiemy pare stébw o po-
chodnych czastkowych tej funkcji z = (p(@? y) wzgledem x
i wzgledem y. Zatézmy ponadto, co byto zatozone dotych-
czas, ze f\x,y,z) posiada pochodne czastkowe F XN y”
[ 1/i2) ciagte. Witedy, jak tatwo udowodnié, funkcja
2 = (p(a?, y) posiada wspomniane pochodne czastkowe. Niech
y ma warto$¢ statg, i obok tréjki liczb Xx,y,z spetniajgcych
réwnanie f(x.y,z) =0 weZmiemy pod uwage nowg trojke
|> z+Z\z! zakladajac, ze wszystkie te wartosci
zmiennych nalezg do obszaru, w ktérym zostata okre$lona
przez nas funkcja z = (p(x, y) i gdzie spetnione sg wszystkie
warunki zatozenia,
f(x+ £\, y,2-V X" — X, y, 2 = ZMXEX™X-YN X, yhz-VIXZMA-
+ C\2f'z(x,y, 2,+ 6'A™) = 0; skad
Z\E _ 'xX(.xM-" 27X, y,z2-\- Z\2)
Z2\3C— f'z"x.y.z-V-NZXN

przyczem mianownik, na mocy zatozeh nie réwna sie zeru.

Gdy x—>0, ZX2—>-0 przechodzac do granicy, na mocy
ciaggtosci funkcji z = cp(@?, y), otrzymamy

=_ fMy"2)
(HO w

Tak samo mozemy udowodni¢ wzor



th

n d2-_
Vo) dy

Jako dalsze zastosowanie tej samej metody, mozemy
wzigé uktad
(112 i(®,y,w.v) =0)/2(a;,y,w,v) =0
w celu wyznaczenia u i u jako funkcyj uwikianych zmien-
nych niezaleznych o i y. Zaktadamy, ze funkcje ft i 2 sg
funkcjami ciggtemi zmiennych 8, u, u.a i ze pochodne
dt  bfl df§ df2
du dv bu' bv
ciggtemi zmiennych a2, 7, w otoczeniu punktu x=a,
y—b, u=ul0, v=v0 Zakladamy dalej, ze fja, b. u0 uo) =10
i fa( \uovl))=0; a 6 w0 vl state.

Jezeli oprécz tego wyznacznik

6/t ©li
du dv
da’;; dn
du dv
nie réwna zeru dla x=a, y—~b, u=u» v=  to istnieje
jeden i tylko jeden uktad rozwigzan
u=cpa? zl),, v="@a% y\
gdzie cp@a?y) | a?y) sa funkcjami ciggtemi zmiennych
@ iy, wyznaczonemi w otoczeniu punktu x—a, y—b
i takie, ze <p(a, ») = ull \Ir ("ayl® = vy przyczem
fi oy @ y) (@ y)I=0,
e <p(y). M(My)} =0,
dla wszystkich wartosci 2%y wzmiankowanego obszaru,
stanowigcego otoczenie (W znaczeniu szerszem) punktu
oc=a y=nh
Dla skrdcenia wiprowadzmy nastepujace oOznaczenia:
__bfi(a, b. uo,Vo) __bfl<ab,u-v0)
1~ bu [ Cl2™

czastkowe istniejg |1 s takze funkciami



d/2(u. 6. U0, v0) _d/2(u, b. w Q)
621 — du b — dv

Na mocy zatozenia wyznacznik cn c2 — cl12 c2l 4= 0.
Przez podstawienie a-\-x, b-\-y, u0-]-u, vO-\-v na miejsce
dawnych zmiennych a?2/,u’v przeksztalcimy nasze zadanie
na analogiczne, z tg tylko roznica, ze wartosci, tak zwane
poczgtkowe, a?=u, y—b, u=ul, v=t'o sg teraz wszystkie
zerami.

Ukiad (112) zastgpmy ukiadem réwnowaznym

u Affoc, Yy, U v)4 Bfi(ocylu, V) +u,
v = Cf*oc, y, U, (82 y, u,v) +v,

gdzie A, B, C, D sa to sp6tczynniki liczbowe, ktére okreslimy
w ten sposob, by pochodne czastkowe wyrazeh stojacych
po drugiej stronie powyzszych réwnosci wzgledem u i i)
w punkcie 2=0,y=0, u=0, w=0, miaty warto$¢ zero;
przyczem dla réwnowazno$ci musi by¢ zastrzezone, ze wy-
znacznik AD— CB4=0. Oznaczmy dla skrocenia:

Afroc, y, u. W) + B2 (x, ylulv)-\-u= F(x, y, u, V),

CR(@ N u,u) + Dfc,y. U i)  v=<D(@y-u,V),

fatwo sprawdzi¢, ze 0(0,0, 0,0) ==0, 7°(0,0,0,0)—0.
Przejdzmy do pochodnych czastkowych

dO_qdj\  pdi. dO __ed2  pd/2 .
du du'it du’ dv v v v

du du! du dv v df

w punkcie =0, ¥=0, v=0 mamy “=¢n, =ci?

W= = ~awec by GE=0 4 =0 =0

dv =0daa?=0y=0 u=0, v=0, trzeba spétczynniki

A,B, C, D tak wybra¢, by, po pierwsze,



A -|-Ba— 1
M2 H~ Fc2 —O0,
co jest mozliwe, bo wedlug zatozenia clt c22—<ci2c2i4=0>
tak samo po drugie

C<2+-De2— 1,

AB=R AP
gdzie A 4=0, poniewaz A =cxi ¢22—cl2c2l. Dalej spraw-
dzamy, ze AD —2?C=-J-=40, co zabezpiecza rownowaz-

te rownania da&g A=—

no$¢ uktadu (112) z ukfadem
u=F(x,y,u, v\
v=A>(x Y, UVv).
Jezeli znajdziemy rozwigzanie tego uktadu, i udowod-
nimy, jednoznaczno$¢ rozwigzania, cel nasz bedzie osia-

ghiety.

Funkca'e F, <b %&: E d(?u’ %% przyjmuja warto$é
zero dla x=0,y=0, u=0,v=0 sg funkcjami ciggtemi
tych zmiennych w pewnym aobszarze, stanowigcym otocze-
nie w znaczeniu szerszem punktu re=0, y=0, u=0,
=0, ktéry to obszar wyznaczony przez nieréwnosci,

[# <77z, [viZ, nazwiemy (D);
przypuszczamy pozatem, ze. liczby dodatnie A, X, | sg wy-
brane dostatecznie mate, by w (2))

(110 do
d«| da dv
gdzie X liczba dodatnia <

Tworzymy teraz kolejne wartosci przyblizone

Mi = Fc- y, 0.0). = (%, 0,0);

m2 = F(oc, y, k17Vj, 72 =<D(a,y, 0, 0);

(113)



Up = F(pc, y. Up-1, vp-1; tp= o Y, Up_Xlvp-i);

Przyjmiemy, ze w tych wzorach ~[<11, gdzie
liczba rj, najwyzej rowna mniejszej z dwoch liczb /z i K
jest tak dobrana, by dla |z/|<r), czyli w obsza-
rze o

\F(cc,y, 0,0)] < (1 —2X)Z 0>y, 0,0)] < (1 —2X)Z
to jest mozliwe, ze wzgledu na ciggtos¢ tych funkcyj,
przyjmujacych warto$¢ zero dla 8?2 =0, %=0. Wtedy
[tt-) <(1—X)Z< Z; tak samo |vi| < Z; sprawdzamy nastepnie,
ze |u2<zZ, v2I<Z; it d Mamy zawsze up <Z Wp <1
gdy punkt x<y pozostaje w (2)); dowod przez indukcje;
przyjmujemy, ze [u>-l <17 |Vp_i|<Z; w takim razie, po-
niewaz

up = F(x, Y, 0,0) 4- {F(oc, y, up_Vvp i)— F(X,y, 0,0} =
=F(cc,y,0,0) -j- F'u(x,y,0.up_b9.vp_Nup t+
+ F'(x,y,9.up YI19.Vp-i). vp-1i,

wiec

\upl < | 2 «<—» _ F u\ Up—!, - F\]|.

\up <|(L —2X)Z + XZ+ XZ, na mocy (113),
czyli

wp|<Z; tak samo udowodnimy, ze

\pl = Z

Wszystkie wartosci przyblizone uvMut.v?, ...,Up,Upv..
co do wartosci bezwzglednej mniejsze sg od Z

Udowodnimy teraz, ze up i czyli sumy czesciowe
szeregow

M1 -+ (M2 M) -+ (M3 4 e 4 (M« — MN-1) &+ |

VI -+ (V2— VI + V3 — V?) + -m —+ —Vn-1) + ...

zmierzajg do granicy dla p—> oo.
W rzeczy samej
Up Up—i F(pCly, Up—2 )p—2 :="Up~! Upo).
F ues Na ¢p 1 "p-2- y, upv



gdzie u'p i v')p sg wartosciami posredniemi. Przechodzac
do wartosci bezwzglednych i na zasadzie (113)
\up— Up-1\ < X\Up-i-- Vp-Q\ + X |I7p-I---¥p-2 ;

tak samo otrzymamy

Wp—Wp i < X . \up_x—Up<a + X I™-1— Vp-2.

Oznaczmy przez coll najwieksza z dwaoch liczb \un—

i JOn—yn_1|; wtedy poprzednie nieréwnoSci mozna zastgpic¢
nastepujgcemi:

cop 2X<Kp—ij Mp  Mp——=COp, Vp tp—  tlp
Z 0)jP<2Xa)p_i wynika

Wp < (2X)"-1.co, i limcop=0, gdyz

lim (2X)j,_1=0, poniewaz 2X< 1,
\up— Up-I\ < (2xy-1co,
Wp — Vp-il <(2X)"-1co..
Utwoérzmy szereg
(1147 co, +2Xco, + (2X)2ux + ... + (2xy-1co, + ...

Szereg ten jest zbiezny, a wiec i szeregi (114) sg zbiezne,
poniewaz \up— up W\ < (2X)*-1. co, vp—vp_i < (2X)-?-1L. co.
Szeregi (114) sa nawet jednostajnie zbiezne (1 121), skad
wnioskujemy (1. 124), ze sumy tych szeregéw sg funkcjami
ciggtemi zmiennych x i y; oznaczymy odpowiednio przez
cp@? ?) i 4zCr,y) sumy tych szeregbw; mamy wtedy

N=lim lip—<p@ y); 7 = limvp =\r(a?, t/);
p->00

p-»00

poniewaz
Wp— F(oc, y, tip—i, Vp—i) i O(s?,y, Mp—i, t)p-1),
przechodzac do granicy dla jp—>-00, otrzymamy
u=F(oc,y,u  v==<bocy,u,t),
czyli
9 Y)=F%Y, 90 y\N 02, y));
A(vy)=o Yy pEy\ @y}



gdy x=0, y=0, wszystkie funkcje i/l, U2 V2,.., UP)vp,...
sg réwne zeru, a wiec i ich granica réwniez, t. j. dla
=0 y=0 w=(p00 =0, 0=x (00 =0.

Rozwigzanie jest jedyne. Gdyby bowiem byto inne
rozwigzanie, spetniajgce te same warunki i wyznaczone,
gdy punkt X,y nalezy do (2)"), dajmy na to U=U(X,y),
V=V (X,y\ to

U=F<,y,L\V\ \VV=WiytU1V)

i U—up=F\x,y,U, F)—F\x,y, up_x ;
przechodzac do wartosci bezwzglednej i stosujac wzér na
warto$¢ $rednia, otrzymamy:

Z —Up|<X|f —Up-ij-j-k3 —I'p-il;
tak samo

["F— vpl < X\U—up_W + X [F — t-p-il;
dodajac stronami:

\u-up\-v\v—Vp\==22xuu-ull_x\—-wv\wv-Vp_1\y
stad

Przechodzgc do granicy, otrzymamy p  co,
lim{ Zl———+ —Vp}=0, gdyz lim (2X)" 1=0;
p->o00

p->co

a wiec
lim|Z7—Up| =0, lim|F—Vp =0,
czyli
U=lim«=<p(r, ?); F=Ilimvp= y\

wbrew zatozeniu, ze Ui F stanowig rozwigzania odmienne.
Jednoznaczno$¢ rozwigzan jest wiec udowodniona.

Mozemy teraz przejs¢ do wiekszej liczby zmiennych.
Istota dowodu pozostaje bez zmiany. Kierujgc sie analogja
z udowodnionem poprzednio twierdzeniem czytelnik udo-
wodni z tatwoscig twierdzenie ogo6lne nastepujace.



Dany jest uktad:

fl o~z s XK L1, )
> X2 " XK) A1> n2> <1 Ap)-- 0

fpera nzs e - XKW w2, .- upy =0
Jezeli te funkcje twvf?,...,fP sg funkcjami ciggtemi

zmiennych xwvx” Th,...InvuX... kp, w pewnym obszarze (D),
stanowigcym w szerszeni znaczeniu tego stowa otoczenie
punktu xx = ax, X2 = a2l...xk=akl ud=bx, u2=b2,...,
up = bp; jezeli istnieja pochodne czastkowe tych funkcyj
wzgledem zmiennych uwvuy, ....,up, jezeli te pochodne czast-
kotce g: (i= A.=2.Z= }7,2;.. ,p), sa funkcjami cig-
gtemi wzgledem wszystkich zmiennych w obszarze (D\
jezeli

11 @1, @2 1- "’r"p)—

2 eas @) ' "Ki b)) =

£ fp @15 ~2> -+ vi Oi forfp) =
i wreszcie jezeli wyroznik
Wi Mi i
dut dug dup
af8 s/s drs2
£1: du2 dug dup
aff ofP
dul dug dth
nie réwna sie zeru dliz
.o,A) R n2g — "D 2
to istnieje jeden i jeden tylko uktad rozwigzan
UXx <1 (s?, Cg ..., ~fc),
ug g~z XK)i

Up = Cpp, (™, - Xkt



ktore sg funkcjami ciggtemi zmiennych xT1 8%2,..., Xk*
w pewnym obszarze (Z>), stanowiacym otoczenie w szer-
szem znaczeniu punktu xXT —av x2 =a2t..l xk — ktére
dla xl = al, x2=a2,Xk =ak przyjmujg wartowi odpo-
wiednio h=21tak ze

(pi™, a2,., = a,.., ar="h2t. it d
Funkcje te w (Z)') spetniajg réwnania:
FAXVTA 1o PL(N, x2L..., x\\ (2@, x2..., XK\...,
K | —0,
N2> "AZ> e TiCA) ~2, +« vi ~K\ e

., Cp2(12%2,...,N )} =0

—Hll ' VIGN A e Tge> Ai> '’ vl

1 Vp(A» A, e ==0)
Wyznacznik A nazywa sie wyznacznikiem funkcyj-
nym alb jakobianem funkcji fxf2l wzgledem zmien-

nych u-"u™...,up. Wyznacznik ten odgrywa wazng role
w matematyce i spotkamy sie z nim jeszcze nieraz; uwazac
go mozna za naturalne uogodlnienie pojecia pochodnej dla
funkcyj wielu zmiennych. Dla skrdcenia oznaczamy cza-
sami wyznacznik funkcyjny A zapomocg symbolu

116. Uogdlnienie pojecia pochodnej funkcji jednej
zmiennej.

Pochodng /'(a?) funkcji /(a?) okresliliSmy jako granice ilorazu
réznicowego

¥ h :t{'\'"v%])':l@'

przy statej wartosci zmiennej &, gdy ~->0. Ta granica, a wiec po-
chodna, nie zawsze istnieje, nawet dla funkcyj cigglych.

Przypusémy, ze funkcja /(a?) Jest wyznaczona w przedziale
(m, n) i niech x oznacza punkt tego przedziatu; bedziemy rozpatry-
wali tylko takie wartosci @ i 7, by nie tylko &, ale i x-\-h nalezato



do VmiK). Grdy ustalimy x, F(x. T) bedzie funkcjg zmiennej h. Przy-
pusémy, ze mozna znalez¢ taka liczbe a>0, ze dla O<fc<a, (a: Jzn),
F(,x, T) jest funkcjg zmiennej h ogramiczong od goéry. Wiemy, ze
w tych warunkach istnieje prawostronna najwieksza z granic 50+0
funkcji F(xji) zmiennej Ti w punkcie h— 0, patrz (1 69).

Jezeli mozna znalez¢ taka liczbe a>0, ze dla O<Ti<a, (I zjn),
F(x, Ti) jest funkcjg ograniczong od dotu zmiennej h. to istnieje pra-
wostronna najmniejsza z uranie funkcji F(x, h) w punkcie 1i=0,
ktorg oznaczalismy (L. 69) przez Zco-f-o.

Przypusémy teraz, ze istnieje taka liczba a>0, ze dla a<Ti<0,
(xJ: m), F(x, K) jest funkcjg ograniczong od gory zmiennej Ti. Wtedy
istnieje lewostronna najwieksza z granic funkcji F(x,h) w punkcie
h=0, czyli Ko-o

Jezeli istnieje takag liczba a> 0, ze dla —a<h<0, (ajjzm),
F(x, h) jest funkcjg ograniczong od dotu zmiennej h, to istnieje lewo-
stronna najmniejsza z granic funkcji F(x.K) w punkcie h =0,
t. j. ko—o.

Jezeli wszystkie te cztery liczby sg réwne, to istnieje granica
HmOF(x, Ti) czyli pochodna funkcji f(x) w punkcie x.

->

Jezeli dwie lewostronne granice: najwieksza z granic i naj-
mniejsza z granic funkcji F(x.Ti) zmiennej T sg sobie rowne, to
istnieje granica lewostronna ilorazu réznicowego H\x Ti), t. j. pocho-
dna lewostronna; jezeli sg réwne prawostronne najwieksza i naj-
mniejsza z granic, to istnieje granica prawostronna Wyrazenia F(x, Ti),
czyli pochodna prawostronna funkcji f(x).

Jezeli funkcja F(xji) nie jest ograniczona od gory w otoczeniu
prawostronnem punktu Ti =0, to i wtedy moze by¢ mowa o symbolu
5Toto, ktéremu przypisujemy wartoS¢ + oo, tak, ze orzeczenie
6t0 = + 00 oznacza, ze F(x,h) jako funkcja zmiennej h nie jest
ograniczona od goéry w prawostronnem otoczeniu punktu Ti= 0. Tak
samo ko—o= — 00 oznacza, ze F(X, K) nie jest ograniczone od dotu
w prawostronnem otoczeniu punktu Ti =0, Ko—0 = + 00 oznacza, ze
F(x, K) nie jest ograniczone od gory w lewostronnem otoczeniu punktu
Ti=0, a ko—o=— 00 oznacza, ze 5(a? Ti) nie jest ograniczone od dotu
w lewostronnem otoczeniu punktu Ti = 0.

Przy takiem rozszerzeniu tych poje¢, kazdej funkcji /($), wy-
znaczonej w (m, n), w kazdym punkcie wewnetrznym z przedziatu
(m, n), beda odpowiadaty, jak wiemy, symbole 50+0, &0+0+ Ko—o, ko—o,
ktore beda badz + oo, badz — oo, badz bedg miaty pewne wartosci
liczbowe. Dla kroétkosci symbole te bedziemy nazywali liczbami, cho-



cigz w przypadku, gdy oznaczajg = 0o, liczbami nie s3. Badanie tych
liczb moze zastgpi¢ dla funkcyj, nie majacych pochodnych badanie
pochodnej. Jezeli x jest jednym z punktéw m lub n, to w takim
punkcie bedziemy mieli badz tylko Ab-i-o, &o--0 w pierwszym przy-
padku, badz tylko Ko—o, ko-o w drugim.

Liczby w ten sposéb okre$lone bedziemy nazywac liczbami po-
chodnemi gérnemi albo dolnemi, (najwiekszemi lub najmniejszemi)

prawo lub lewostronnemi i oznacza¢ bedziemy symbolami

D_f~A\ przyczetn gorny znak + odnosi sie do
najwiekszej, a gorny znak -— do najmniejszej z granic, gdy tymcza-
sem + albo — u dotu oznacza prawag lub lewg strone.

Jezeli D" _f(@?) = DF@) =2i"f(x) =D f(x) i jezeli te sym-

bole sg liczbami, to wspdlna ich warto$¢ réwna sie pochodnej
ktora wtedy istnieje. Jezeli wspdlna warto$¢ tych symboli jest badZ
+ 00, badz — 00, to pochodnej w punkcie x we wiasciwem znaczeniu
niema, ale istnieje styczna do obrazu geometrycznego funkcji, styczna
w punkcie x, rownolegta do osi Oy.
Z okreslenia tych liczb pochodnych goérnej i dolnej prawo lub
lewostronnej (1. 69) wynika, ze posiadajg one wiasnosci nastepujace:
1) Do kazdej dowolnie matej liczby e >0 mozna dobra¢ taka
liczbe 7)>0, ze nieréwnos¢ 0<7i<r] pocigga

DI F() ~ e< fx + 7‘;-_5\(’(\/2)11 f(x) + ¢,

dla wszystkich wartosci 7, spetniajgcych warunek O</z], o ile D*/(a?)

i DM(x) majg wartosci liczbowe (t. j. skoriczone).

2) Do kazdej dowolnie matej liczby e >0 i do kazdej dowolnie
matej liczby 1) >0 mozna zawsze dobra¢ takie wartosci dodatnie hi
zmiennej A, mniejsze od r1j, ze

Mer W 0 pie — 8

mozna réwniez dobra¢ takie wartosci dodatnie ti4 zmiennej Ti, mniej-
sze od 7), ze

M09 oo (@) + 8

Pochodne gérna i dolna lewostronne spetniajg podobne warunki;
nalezy w wystowieniu poprzednich warunkéw nieréwnos¢ 0 <h <t



zastgpi¢ w 1) nierbwnosciag — <Ti2 <t w 2) zastgpi¢ odpowiednio
przez — T < K? < 0. Przy takiem znaczeniu zmiennej h, bedziemy mieli

D_f(x) —e<----—--- - <D__ f(x)-\-e,

dla pierwszej wiasnosci, a nieréwnosci

------------------ >D_f(x) —E 1

floe + K) — I <o) + 8,

dla drugiej wiasnosci.

Jezeli teraz f(@?) = + 00, to oznacza¢ to bhedzie poprostu, iz
istniejg takie wartosci 0<7il<rj, gdzie t > 0 jest liczbg dowolnie
mala, ze

I(rr + T —/(<)
_________________ >

gdzie M jest liczbg dowolnie wielka.

Interpretacja geometryczna liczb pochodnych gérnych i dolnych
jest nadzwyczaj prosta. Niech punkt 211 obrazu geometrycznego
funkcji y =/($), odpowiada warto$ci x zmiennej niezaleznej; wez-
miemy pod uwage tylko te punkty naszego obrazu geometrycznego,
ktore nalezag do pasma odpowiadajgcego przedziatowi (x, x + Tj), tak,
ze to pasmo jest utworzone przez dwie proste réwnolegte do osi Oy,
z ktorych jedna, stata, przechodzi przez punkt M (o odcietej Xx)
a druga prosta, zmienna wraz ze zmiang t, jest miejscem geome-
trycznem wszystkich punktéw plaszczyzny o odcietej x-\-h. Te punkty
wykresu funkcji y = f(x), ktére naleza do wzmiankowanego pasma
mozemy nazwac ,lukiem" krzywej, nalezacym do pasma, albo wy-
cietym przez pasmo. Potaczmy punkt staty Al z wszystkiemi punk-
tami wzmiankowanego luku. Utworzy sie zbiér (P») promieni albo
pot-prostych; wspdtczynniki kierunkowe tych prostych sa wyrazone
przez ilorazy réznicowe

f(x-\-h) — f(x),
K
gdzie Ti przyjmuje wszystkie wartosci spetniajace warunek 0< 7 <t

Pétproste zbioru zawarte sg wewnatrz pewnego kata XAlY,
ktory jest najmniejszym z katdw, posiadajacych te wiasnosé. Jezeli
teraz pasmo zwezimy, t. j. zastgpimy liczbe 4 liczbg mniejszg 7n to
zhiér potprostych PT* bedzie czescig zbioru poétprostych |, a wiec



najmniejszy kat, ktory zawiera wszystkie promienie peku PTji, kat
XtMYt, bedzie mniejszy od kata XMY albo najwyzej réwny temu
katowi. Tak wiec, gdy to ramie kata MY obraca sie naokoto
punktu M w kierunku malejgcych sp6tczynnikéw katowych, o ile nie
pozostaje bez zmiany, a ramie MX kata XMY obraca sie naokoto
punktu M w kierunku rosngcych spotczynnikéw katowych, o ile nie
pozostaje bez zmiany, przyczem spoétczynnik kierunkowy ramienia
211Y jest zawsze wiekszy od spétczynnika kierunkowego ramienia
MX (te spétczynniki kierunkowe sg réwne tylko w przypadku try-
wialnym, gdy w otoczeniu punktu M obrazem geometrycznym naszej
funkcji /(a?) jest linja prosta, ktory to przypadek odrzucamy).

Pétproste M Y i MX, ramiona kata XM Y, obracajgc sie, moga,
dla mie¢ wspollng granice MT, ktéra jest styczng w punkcie
M do krzywej (1 88). W przeciwnym razie pétproste MY i MX dla
t ->0 daza do dwéch réznych polozen granicznych, MY do prostej
granicznej MTV a MX do prostej granicznej MI\, przyczem, natu-
ralnie, spétczynnik kierunkowy pétprostej granicznej MT, jest wiekszy
od spotczynnika kierunkowego poétprostej MT,. Te spotczynniki kie-
runkowe potprostych granicznych MTI i M T.2 sg to wihasnie liczby
pochodne prawostronne goérna i dolna.

Zostawiamy czytelnikowi interpretacje liczb pochodnych lewo-
stronnych gornej i dolnej

Wezmy naprz. funkcje y = x sin—, ktéra nie posiada pochodnej
w punkcie x — 0, cho¢ jest ciggla w tym punkcie. ** Punkt M jest tu
punktem poczatkowym. Gdy xz—? ------ , (&=0, 21, £2,...) rzedna

k(4k + L)
y krzywej réwna sie odcietej; jasna rzecz, ze rzedna y nigdy nie

moze by¢ wieksza od odcietej. Gdy x = (Tt =0, £1, £2,...),

u(dk + o)
rzedna y krzywej réwna sie — x

Stad wynika, ze kat YMX, o ktérym byla mowa poprzednio
jest tutaj katem, niezaleznym od wartosci liczby t;; jest to kat prosty,
utworzony przez dwusieczng MY, ktorej réwnanie jest y = x i przez
dwusieczng MX, ktorej rownanie jest y —=— x. Jakkolwiek malg

* Czytelnik zechce wykresli¢ sobie odpowiedni rysunek.
** W punkcie x =0, y = 0; tak, oczywiscie, dopetniamy okres-

lenie wyrazenia y = x sin —, ktére traci sens dla x = 0.



liczbg jest 1], proste (PrJ wypetniajg catkowicie tylko co wspomniany

kat XMy, przyczem nieskoriczenie wiele potprostych (siecznych)
zbioru (Py;) zlewa sie z ramionami MY i MX tego kata. Spétczynniki

kierunkowe tych potprostych sg rowne odpowiednio +1 i —1. Tak
wiec w tym przykiadzie

pt lesin—l --+1 D7 (xsinLJI =41
\ X Jo \ X)o
tak samo
+ o sin_| = S
D_I®sin—| =+ 1 1) _‘Ixsin—| = -1
\ ac) o \ x] o
Jezeli zamiast funkcji poprzedniej zbadamy przyktad
1
x=@r—1sin— dlax 0iy=0 dlax=0,

to kat YMX zmienia sie wraz ze zmiang liczby 7); MY zmierza do
potozenia granicznego MTX a MX do potozenia granicznego MT4
przyczem réwnania prostych MTI i MT” sg, jak w poprzednim przy-
ktadzie, odpowiednio y =x i y = — x. Wartosci liczb pochodnych sa
zatem, jak poprzednio 4-1 i — 1

1
Dla funkcji y = £sin2— temi wartosciami sg -j-1 i 0.

Jasna rzecz, ze jezeli jedna z pochodnych uogolnionych
B +,D+, D4 D ,Jjest rébwna -i-o0o albo — 0o, to w interpretacji
geometrycznej odpowiednie ramie MY albo M X dazy do potozenia
granicznego M Ti lub MT,, réwnolegtego do osi Oy.

Zastosowanie pochodnych uogdlnionych do badania przebiegu
zmienno$ci funkcji jest w wielu razach widoczne bezpo$rednio z in-
terpretacji geometrycznej, ktorej zresztg bardzo tatwo jest juz nadac
szate analityczng. Tak np., twierdzenie 1° rozdziatu 1 100 przybiera
tu posta¢ nastepujaca.

Jezeli liczby pochodne funkcji f(x) sa wszystkie cztery dodatnie
w punkcie xi (wystarczy wiedzie¢, ze D i D sg dodatnie, bo

irF=D"\ to istnieje takie otoczenie punktu X, ze X <X
pocigga f(aY) <f(x)r a x<x" pocigga /(a?) < o ile XTI i x" nalezg

do wzmiankowanego otoczenia punktu x. Twierdzenie le tegoz roz-
dziatu 1 100 przyjmuje postac: jezeli liczby pochodne prawostronne

gorna i dolna sg dodatnie (D4 >0 pociaga D’:'>O, gdyz 7)"4 a-/

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I1. 19



to istnieje prawostronne otoczenie punktu re, takie, ze x<x' pocigga
1@?) </(@?), o ile x' do tego prawostronnego otoczenia nalezy.
Przechodzac do badania extremum funkcji przy pomocy liczb
pochodnych uogdlnionych, zauwazymy, iz zachodzi nastepujace, tatwe
do udowodnienia twierdzenie; jezeli pochodne lewostronne D™r f(x)

i D f(x) sa ujemne w punkcie rr, a pochodne prawostronne

i D~ f(x) sg dodatnie w tymze punkcie rr, to funkcja y = f(x) po-
siada minimum w punkcie a? jezeli 1)+/(ze) i D~7_ftx) sa dodatnie,
a Di f(zc) i D; f(x) sa ujemne w punkcie x, to funkcja y = f(x)

posiada maximum w punkcie X.

Bardzo wazng w zastosowaniach do teorji réwnan rézniczkowych
jestklasa funkcyj ciagtych, ktérych wszystkie cztery liczby pochodne
uogdlnione sg ograniczone w przedziale (rn, n). Jest to klasa funkcyj,
spetniajacych tak zwany warunek Lipschitza; warunek ten ma postaé

\FOC)-FOC)\ <k \AX"-x""\,
gdzie x' i X" naleza do przedziatlu (m, n), a 'k jest liczbyg stata.

Seregi, ktorych wyrazy sg funkcjami zmienngj
niezbleznej.

117. Zbiezno$¢ jednostajna.

Przypus¢my, ze dany jest szereg
(115) (@) +u2@) -j-uw@) + ... +un(x) + ...,
ktérego wyrazy sg funkcjami zmiennej a%. Dajmy zmiennej
X warto$¢ a; otrzymamy wtedy szereg liczbowy
(116) wl(a) +w2(a) + u3(a) + ...-j-whM(@) + ...;
szereg ten moze byC¢ zbiezny, albo rozbiezny. Jezeli jest
zbiezny, oznaczmy przez s(a) jego sume. Powiemy wtedy,
ze szereg (115) okreSla nam pewng funkcje s(a?), ktéra
dla x=a przyjmuje warto$¢ s(a), ktora jest sumg, szeregu
(116). W ten sposob otrzymamy funkcje s(@?), wyznaczong
dla tych wszystkich wartosci zmiennej x, dla ktérych od-
powiedni szereg jest zbiezny.

Zajmowaé sie bedziemy szeregami, ktore sg zbiezne



dla wszystkich wartosci zmiennej nalezacych do pew-
nego przedziatu (m,n); wtedy suma, czyli funkcja $(#) jest
wyznaczona W przedziale (m, n).

Sume s(p¢) mozemy przedstawi¢ w postaci

slpc) —Sp(pc)-\-Rp(pel
gdzie 5p(a?) oznacza sume czeSciowg p pierwszych wyrazow
szeregu (115), a Rp(x) sume pozostatych wyrazow (tak
zwana reszta).

Niech a oznacza jakgkolwiek liczbe przedziatu (m, n).
Poniewaz szereg (115) jest zbiezny dla Xx— a, to do kazdej
liczby e > 0 dobra¢ mozna taki wskaznik pl) ze

Rp(<l <e
gdy tylko p=p0. Liczba p0 zalezy od e i od a

Okreslenie. Sereg jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale (msn)s jezeli do kazdej dowolnie matej liczby >0,
mozna dobra¢ wskaznik pll niezaleznie od o, taki, ze

\Rp(x) <8,
dla kazdej wartosci zmiennej x w przedziale (m,n) i dla
kazdej wartosci p wiekszej od po.

Okreslenie to wymaga pewnego wyjasnienia. Ze zbiez.
nosci szeregu (115) w (m, n), wynika, iz dla kazdej war-
toSci o« w (m, n) istnieje liczba pO(oc, €), taka, ze

MI<s
skoro tylko jp >jp0Q(rr, s). Mozemy, np., sobie wyobrazi¢, ze
jako p0 bierzemy najmniejszg liczbe catkowitg, spetniajaca
powyzsze warunki; p0 jest wiec dla kazdej wartosci x
w (m,n) i dla kazdej wartosci e>0 funkcjg zupetnie wy-
znaczong tych zmiennych. Przypusémy, ze przy kazdej war-
tosci e,Po(x,e) jako funkcja zmiennej X jest funkcjg ogra-
niczong od gory w przedziale (m, n); (sjest stalg). Funkcja
I>«(#,e) jako ograniczona, posiada kres goérny, ktory tez
osigga; niech v0(e) oznacza ten kres goérny; p0(p, €)” vO(e)



dla kazdej wartosci x w (m, n); jezeli wiec 7?>v0(e) to
p=p0(oce), dla kazdego o« w (m,n), a wiec ~>v0(e) po-
cigga
Rp (%) <,
dla kazdego o« w (m,n) i szereg jest jednostajnie zbiezny.
Lecz moze sie rowniez zderzy¢, ze dla dostatecznie matych
wartosci e (a wiec i dla wszystkich mniejszych), funkcja
pO(cc, €), cho¢ wyznaczona dla kazdej wartosci x w (m, %),
nie jest przecie ograniczona od gory w tym przedziale.
Witedy nie jest mozliwe znalezienie takiej liczby v0, by
I-Rp(x) | < 8
skoro tylko p > V0, i dla kazdego x w (m, n).
Jest wtedy, (t. j. gdy zbiezno$¢ nie jest jednostajna w (m, n),

rzeczg mozliwg, znalez¢ w (zn, n) taki cigg xv, X2, x3r.., Xpi... wartosci
zmiennej, ze warunek lim Rp(xp) = 0 nie jest spetniony. W rzeczy

samej, p0 (®, ) nie jest funkcjg ograniczong zmiennej x w (m, n); o ile
e jest liczbg dostatecznie mala. Stad wynika, ze istniejg wartosci
zmiennej x! ktérym odpowiadajg wartosci pt (@ e) tak wielkie jak sie
podoba. Niech M2, M3, ..., Jzz,.. (Z=1, 2, 3..) oznacza ciagg rosnacy
liczb dazacych do nieskoriczono$ci; niech xn x2 x31 xb .. oznacza od-
powiadajacy cigg wartosci zmiennej x w (m. n), taki ze
pO(™i, e)>M|, P9($.2 .y PO(Xb e)=>Mb ...
Oznaczmy dla skrdcenia
Pn =Po(®i e), pl =p0(x2. €), ..., pt = p6(Xbe), ...
Poniewaz p6(xb e) jest najmniejszg liczbg catkowitg, posiadajaca
te wiasno$é, ze p>pl (xbe) = pi pocigga
. Up(xj) | <e,
wiec
| Bpi (®i) | >e.
Szereg (115; jest jednostajnie zbiezny w (zn, n), jezeli ciag
@), (2,
zmierza do zera, jakkolwiek obierzemy cigg

wartosci zmiennej x w (m, n). Jest to warunek konieczny i dosta-
teczny jednostajnej zbieznosci w (m, n).



W rzeczy samej, jezeli szereg (115) jest jednostajnie zbiezny, to
z podanego okreslenia ciggu jednostajnie zbieznego odrazu wynika,
ze lim R;(xl) = 0. Warunek ten jest wiec konieczny. Jest on takze

dostateczny, bo jak widzieliSmy przed chwilg, gdyby szereg (115) nie
byt jednostajnie zbiezny to istniatoby e>0 i ciag
(lii) Rpt (U)> P'P3 (+Z2), w»
taki, ze dlan nie moze by¢ lim Rpi(xj) =0, gdyz
[-Rpi(o;) I=¢

dla wszystkich wyrazéw tego ciggu.
Utwoérzmy teraz cigg

(118) 7?,(), 372(e2), ..,

tak, by wszystkie wyiazy ciggu (117) byly wyrazami ciggu (118).
wtedy cigg (117), o ile nie bedzie identyczny z ciggiem (118), bedzie
ciggiem, utworzonym z wybranych wyrazéw ciggu (118); poniewaz
ciag (117) nie dazy do granicy zero, wiec i cigg (118) nie moze zmie-
rza¢ do tej granicy.

Przykiady: \

1) Szereg
(x—xe-12) + (xe-R— 2xe--12) + .. + (ce~ D—xer”™ + ..
jest szeregiem zbieznym dla kazdej wartosci xs gdyz suma
czeSciowa sn(@?) =a;—nxe~n2 i dla x == 0 limsn(a?) =
=a?— lim ne—2 =x, gdyz limne-wx2 =0 dla kazdej war-

n >o0 n ->o00

tosci @74=0; gdy zaS x=0, to sn@) =0 i limsM(0) =0.

Tak wiec szereg jest zbiezny dla kazdej wartosci x i s(x) =x.
Zbieznos$¢ jednak nie jest jednostajna w kazdym przedziale,
zawierajgcym punkt 0. W rzeczy samej, Rw(x)=s(oc)—sn(x)=

= X — (X— nxe—u2) — nxe—H2, niech xn=— Rn(xn) =

e ntimonfl) = jim et

= —I=e n limJn(— = lime *=1 Granica istnigje,
yt n->o00 AV V4 n->00

ale nie réwna sie 0.



2) Szereg
X | X X
14-2 ' (I-j-a?)(1 4~2a?) (1 + ) (1 4-2%j (1 -j- 3a?)
N1 +N(14- 23?)... (1 4- nX)
Szereg ten jest zbiezny dla x*>0. Suma czesciowa sna?) =

=T ) = oA b dla x>0
gdyz lim . = gdy ~=0/sM@a) =0 i limsn@)= ()

n->o00 L "i

tak wiec $@?) =1 dla x>0 i s(O)~0. Szereg nasz jest
wiec zbiezny, ale nie jest jednostajnie zbiezny, gdyz Sn(a?) =

= 1A dla a?>0 i jR,,(0) =0; niech a?nzﬁ, J,(a2,) =

= )=i; zbiezno$¢ nie jest wiec jednostajna w zad-
nym przedziale (0, a).

Mozemy udowodni¢, ze szereg nasz nie jest jednostaj-
nie zbiezny na podstawie bezposredniego okreslenia jedno-

stajnej zbiezno$ci; chodzi o to, czy mozna znalez¢ do kaz-
dego e>0 taka liczbe 7, by pociggato

1

dia kazdego & w (0,0) Rp@) | \

dla a?>0; aby

byto rzun~<8 musi by¢ p=" 1 ©e<!» >0),

funkcja —I--—1i zmiennej @ nie jest ograniczona wl prze-

dziale (0, a); nie mozna wiec znalez¢ liczby u jednej i tej
samej dla kazdego @ w (0O, fi) takiej, by p=v pociggato

8, dla kazdego a? w (0, a).

Jezeli za$ zamiast przedziatu (0, a) wezmiemy przedziat



(tn,n), w ktérym w=>0, n>m, to w (m,n) nasz szereg
bedzie jednostajnie zbiezny, bo

L(l— w (m, »); wystarczy wiec obrac
X \e [ m\s /

-n>— (-—1V by Ry(xA=T-~~— byto mniejsze od e dla

m\e /3 px I-}-px
kazdego x w (»n, n).

W praktyce bardzo czesto dowodzimy jednostajnej
zbiezno$ci szeregu przy pomocy nastepujgcego twierdzenia,
ktorego dowod jest nadzwyczaj prosty.

Twierdzenie A. Jezeli szereg, utworzony z wartosci
bezwzglednych wyrazéw szeregu

(129) ux (X) + U2 (X) + u3(x) +... 4- up(x) 4-...
t. j. szereg
(iwo |«<i(™)1+|w2(a?)|4-...4- M) + -

jest w (m,n) jednostajnie zbiezny i jezeli cigg funkcji
00, (), X\ ..., Up(X\
jest w przedziale ograniczony, t. j. jezeli istnieje taka
liczba M, ze
\Wwp(x)\<M
dla kazdego wskaznika p i dla kazdej wartosci zmiennej
X tu (m, n), to szereg

(120) ut(x). t\ (a?) 4- it2(a?) . P2(a?) # u3(a?). v3(a?) 4- ...

L HN(EB?2) AN +
jest takze jednostajnie zbiezny.

Przedewszystkiem odrazu widzimy, ze szereg (120) jest
zbiezny. Niech rp(a?) oznacza reszte szeregu (119, a jRp(@?)
reszte szeregu (120). Jasha rzecz, ze
(121) \RpQN\<M, rp(xy,
poniewaz szereg (119) jest jednostajnie zbiezny w (wi, n),
wiec mozna znalez¢ taki wskaznik pl, ze p=>-pl pocigga



dla kazdego x w (m,ri). A wiec, na mocy (121) mamy dla
P>Po

|A(re)|<e,
niezaleznie od wartoSci x w przedziale (m,n), co trzeba
byto udowodnic.

Uwaga. W przypadku szczegolnym wyrazy szeregu (115)
moga by¢ liczbami statemi, tworzgcemi szereg bezwzgled-
nie zbiezny. Przy zachowaniu warunku, tyczacego sie funkcji
vp(pc\ szereg (120) jest jednostajnie zbiezny.

Tak naprzykiad, jezeli szereg liczbowy

a“Fal+a3+ v +agp+n
jest bezwzglednie zbiezny, to szereg
at sin pa~a- & sin jiza -j- a3 SiN p.3a?-|- = 4~ AP SiNppz—+...
jest jednostajnie zbiezny, jakiekolwiek wiartosci nadamy
wyrazom ciggu
P"1> P"2» P"3>ee¢e’ JhO le'p
poniewlaz
jsin 1

118. Ciggtos¢ funkcji okreslonej jako suma Seregu
jednostajnie zbieznego.

Przypus¢émy” ze szereg (115) jest jednestajnie zbiezny
w (m, n) i wyznacza w tym przedziale funkcje s(z).

Jezeli kazdy z wyrazéw szeregu (115) jest funkcjg
ciggtg zmiennej x w punkcie x! to i funkcja s(ocj jest
ciagla w punkcie x. Bedziemy narazie mowili o ciggtosci
obustronnej, przyjmujemy wiec, Ze punkt X jest punktem
wewnetrznym przedziatu (m, n).

Z powodu jednostajnej zbiezno$ci szeregu (115) w (mln)

mozna do kazdej liczby ~ dobra¢ taki wskaznik pOl ze

p=>Po pocigga



1M1 <3

dla kazdego x w (m,n). Ustaliwszy w ten sposéb p, napi-
szemy
s(a? + Z2) = F{x + hi)-J- Bp(x -f- )

s(@?) = Sp(x) + Bp(x),
przyczem \n\ dostatecznie mate, by xA-h bylo takze
w (m, n). Stad
(122 S(™4-/1) — AM} +

- Bp{x - 2) — Bp{x).

sp{x) jako suma p funkcyj ciggtych +  (#) + ..
...-\-up jest funkcja ciggta zmiennej x w (m, n). Wobec
tego do liczby |e mozemy dobra¢ taka liczbe r]>0, ze
1Al <q,

pocigga

Ze (122) wynika
s@@? + 27) — s(a?)| <|A.(a? -|- Z—Sp(x)\ + \Bp(x + Zz) + Bp(x)\,
czyli

—+77) —s(@%) <e.

Funkcja s(x) jest wiec ciggla w punkcie X.

Udowodnione twierdzenie jest przypadkiem szczegdl-
nym twierdzenia ogolniejszego, ktore brzmi:

Jezeli szereg {115) jest jednostajnie zbiezny w {m,n)
i jezeli wyrazy tego szeregu dla x =a, (m<<a<n)! po-
siadajg granice w punkcie X = a to ta granica jest suma
granic poszczegblnych wyrazow szeregu; w tern wysto-
wieniu zawarte sg wihasciwie trzy twierdzenia, zaleznie od
tego, czy granica jest granicg lewostronng, prawostronna,
czy tez obustronna.

Przypus¢my, np., ze chodzi o granice prawostronng
w punkcie a. Granice te dla wyrazu up(x) szeregu (115)



oznacza¢ bedziemy przez wp(a-|-0), tak, iz gdy x zmierza
do a prawostronnie up(x)*>- i*(a-j-O).
s(@?) =sp@) +|ACD|<|e, da x w (wn),
przy ustalonem p\ p">p0
sp(x)™-s(«+ 0) z prawej strony,
mozna wiec do e dobra¢ takie prawostronne otoczenie
punktu a, by
Isp(a?") — sp< o=~

\Rpwa= - A>(")<|

s(:c") —s(a/) = {sp(a?") —sP(O} 4" Rp(x") — RP<x'\
ISCN)-s(M)] Msp(™) — sp(M)] 4- [22p(™)] + \RpwWV
czyli
Is(@a?") — 5(rr)|<e,
skoro tylko x" i X' w prawostronnem otoczeniu punktu a.
Ta ostatnia nierdwno$¢ wyraza warunek konieczny i dosta-
teczny (L 69) istnienia granicy prawostronnej s(a-j-O).
Tak wiec udowodniliSmy, ze s(tz?) —s(a 4~ 0) z prawej
strony.
Udowodnilismy teraz, ze s(«+ 0) réwna sie sumie
ut(@a 0)4~uw(a4-0)-j-u»@a—+ 0)-j-... +up(a-j-0) -|~...
Wyznaczmy p. jak poprzednio, tak, by reszta |Sp(a?)

byta mniejsza od |- w catym naszym przedziale, co jest

mozliwe, bo funkcja jest w tym przedziale jednostajnie
zbiezna (wystarczy p =po). Ustalmy# tak, by ten warunek
byt spetniony.

Poniewaz
sp(a?) —sp(a-j-0) =« (a+0) +w2(a 0) +Mp(a d),
wiec mozna znalez¢ takie otoczenie prawostronne punktu
a, ze dla kazdego x w tern otoczeniu

(123) Ms) —sp(a4-0)1 <<|



(124 s(a? + 0) — sp(a 4-0) — s(z) 4- s(x) —sp(a4-0) =

= (s(a4- 0) — s(t)} 4- {sp(") — sp(a4- 0)} 4- Ep(oc\

Poniewaz s(sc) s(a# 0), jak to udowodnilismy przed
chwilg, istnieje wiec prawostronne otoczenie punktu a
takie, ze skoro tylko ¢t nalezy do tego otoczenia, to
(125) Is(«4-0) —s(a?)|<|e; dalej \Ep(pc)\ (p>p0),
ze wzoru (124) wynika

[s(«4-0) — Sp(a4-0)| < |s(«4-0) — s(a?)!4-
4- —sl,(a4-0)|4-|-Bp(™M),

a wiec [s(?4"0) —sp(a4-0l<e, na mocy (123) i (125).
Nierownos¢ taka bedzie spetniona dla kazdej wartosci
liczby e>0, t. j. jakkolwiek maltg jest ta liczba e, i dla
wszystkich wartosci p wiekszych od p0(e).

Stad wniosek, ze

FI)l_r>nosp(a4 0) =s(a4-0),

czyli
wl(d 4" 0) 4 w2 d~w  mp(N + Q) 4~ eee== §(® 4- 0),
co trzeba byto udowodnic.

Poprzednio (1. 68) udowodniliSmy, ze granica sumy
rowna sie sumie granic, z tem zastrzezeniem, ze liczba
sktadnikéw jest skonczona; teraz uwolniliSmy sie od tego
zastrzezenia, bo liczba sktadnikbw moze by¢ nieskonczona,
ale zastrzeglisSmy zbiezno$¢ jednostajng szeregu, utworzo-
nego przez te skiadniki.

Tak samo (patrz 70), udowodniliSmy poprzednio, ze
suma funkcyj ciggtych jest funkcja ciagla, z tem znowu
zastrzezeniem, ze liczba skladnikéw jest skohczona. Teraz
uwolniliSmy sie od tego zastrzezenia, ale mamy nowe za-
strzezenie w przypadku, gdy liczba funkcyj jest nieskon-
czona, tyczace sie jednostajnej zbieznosci szeregu utwo-
rzonego z tych funkcyj.

Udowodnili§my poprzednio, ze pochodna sumy funk-



cyj posiadajacych pochodne w punkcie X réwna sie sumie
pochodnych, z zastrzezeniem znowu, ze liczba sktadnikéw
jest skonczona (1. 91). Mozemy teraz udowodnié, ze jezeli
pochodne u'plpc® wyrazow up(a?) szeregu (115) tworzg szereg
jednostajnie zbiezny w (-m,n), to suma tego szeregu po-
chodnych réwna sie pochodnej sumy danego szeregu (115).

Zaktadamy wiec, ze U'X) -j- U2(1r) -j- ... -|- u'p(x) 4~ '
jest szeregiem jednostajnie zbieznym w (m,n). Wynika
stad istnienie takiego wskaznika T(e), ze skoro tylko
p"Po, to < fe dla kazdej wartosci x w (m,n),
gdzie -RW(a?) oznacza reszte szeregu pochodnych.

Kitadac
oth = u\(x) +u2(@) 4- ... 4- + ... =s'p(x) + RMX\

gdzie s'p(x) oznacza sume p wyrazow tego szeregu pochod-
nych, wiemy, ze s,p(x) jest pochodng funkcji $p(&), gdzie
sp(x) jest sumg czesciowa p wyrazow szeregu (115); s(a?) =
@7 -j-Rp(x), gdzie s(@?) oznacza sume szeregu (115),
a Rp™) jego reszte; mamy udowodnié, ze 6(x") jest po-
chodna funkcji s(@?), t. j., ze c(X) =s'(x). Oczywiscie, nhie
mozemy twierdzi¢ bez dowodu, ze RW(x) jest pochodng
reszty Rp™x\ gdyz tu w gre wchodzi nieskoriczenie wiele
wyrazow (przeciwnie, sp(oc) i s'p(x) zawierajg tylko skon-
czong liczbe wyrazéw).

Co do szeregu (115), zakiadamy tylko jego zbieznos¢
w (m,n), ale nie potrzebujemy zaktadaé zbieznosci jedno-
stajnej.

Wskaznik p0 ustalimy, jak bylo wyjasnione przed
chwilg; wtedy (jp=>p0)
(126)  |Mjoti(a?)4-ulor2(a?)d-... 4-ul,(iz)|<de,

poniewaz suma wyrazow od po4~ 1 do p réwna sie réznicy
RW(tc)— R™M(X\ a warto$¢ bezwzgledna kazdej z tych
reszt jest mniejsza od e, (bo tak wybralismy jp0).



Wskaznik p moze by¢ dowolnie wielki, w kazdym
razie pp,.
sp(x+h)—sp(x)  SPo<x + 7z) —sPo(a?) WAHC Tz)—mPo+i(?)
h ~ K h
, mPo+2(N + ) —wPo+2(") . up(a?4-7z) —p(a?)_
-+ S | T T C— h
+ Jw+i(al+e7) + up.+2(®—+eK)+...

...4-ulp(a?4-072);
(wrzér na wartos¢ Srednig), a wiec:
Sp@® +A)¥S,.( <Xt) = __s>(;0)+

4" @+ 07?) — u'p.+i(z) + uPo+2(rr + 97) — U'Potl (a?) +...
.. +up(a?4-97?) — it'p(pcy,

(12)) W-ﬁ?) “—__Spm_(;i__ g p<xx) sPo(a;+72)-sPo(a?)

+ 17 Po+i (#4" $A) 4" Mpor-2 (M~ 4“w A U'p(pc 4-9h) [+
4 upoti () 4~ mpot2 (#) + w 4~ up CY) 1
Poniewaz lim | —sp»(®) — SPo(X) | =0, bo sPu(a;)

jest sumg skonczonej liczby sktadnikéw, wiec mozna zna-
leZz¢ takie otoczenie punktu a? o ile a?4~hA nalezy do tego
otoczenia, t. j. 0<|7z|rj, tO

(128) <i6

Whyrazenie po drugiej stronie nierbwnosci (127) jest
sumg trzech sktadnikow, z ktorych pierwszy mniejszy jest
od na zasadzie (128), a kazdy z dwoch pozostatych
jest mniejszy od 4e n& zasadzie (126). Tak wiec

(129) sp(a;4-A) _Sp(a?)

= 6

* Punkt x + /i, a wiec i Xx +  nalezy do przedziatu (?n, n).



dla X \ XA-h w (m, n); 0<|7z|<7i] i p>p0. Ustaliwszy

;‘I. mech teraz p —o0; thp<X\ Jp SP(‘rC =

-1l lim Sp(pc A-K) — 4T imApa?)  _'s(a;4-7»)—8(3?) , bo

| p->00
szereg (115) jest zblezny w (m,n),

limsp(X) =7"@?) 4~ u\(X) ..-]-u”x)-|- .. =¢(3?);
tak wiec, przy przejsciu do granicy dla p-"-00, z (129)
otrzymamy
(130) INZE=s=1"_ c(;K)I<6;
bt \ h X |
poniewaz w (130) e moze bycC liczbg tak matg jak sie
podoba pod warunkiem, ze 0<h i), gdzie )> 0 jest do-
brane do e, to stgd wynika
(132) Mm-S =0"),

A->0 "
lecz
lim S(>»+A=-5<»)=/(,,),
a->o
0(a?) =/(a?).

o(a?)jest sumg szeregu pochodnych u\(a;) 4- u\ (a?) 4-...
.. A4-N3?) 4-...

S'(x) jest pochodng sumy s(X) = ut(a?) 4- U2(3) 4-
.e +tp(X) 4~ ... Twierdzenie jest wiec udowodnione.

Gdy o@@?) =s'(@@?), moéwimy, ze mozna otrzymacé po-
chodng albo rézniczke szeregu, rézniczkujac wyraz po wy-
razie, czyli z

§(37) = ut(@?) 4- U2 (a;) 4- ... 4" UAD) + e
wynika wtedy:
ds (x) = dux (x) 4~ du? (X) 4~... 4~ dup(x) ...

Twierdzenia te sg bardzo wazne; wynika, naprzykiad,

z pierwszego z udowodnionych w tym rozdziale twierdzen,



ze suma funkcyj ciggtych, (gdy liczba sktadnikow jest nie-
skoriczona) moze byé funkcjg niecigglta; wystarczy uprzy-
tomni¢ sobie przyktad Nr 2 tego rozdziatu.
Inny przykiad jest nastepujacy:
wi2 yi2 1yi2
8 = 14-/"2 + (i-j-")2+(74z W + 0+ + (14-"p+ 100

sp(0) =0;
przechodzac do granicy, widzimy, ze s(@?) = lim sp(tr) =1

dla x4=0 i ze s(0) = limsp(0) =0.

Kazdy ze skladnikow powyzszej sumy jest funkcja
ciggta zmiennej x dla kazdej wartosci x! lecz suma s(x)
tego szeregu jest funkcja nieciggta zmiennej a?, gdyz réwna
sie jednosci dla x 4= 0, a réwna sie zeru dla x=0; s(x)
jest wiec funkcja nieciggta w punkcie #=0; pochodzi to
stad, ze szereg nasz nie jest jednostajnie zbiezny w do-
wolnym przedziale, zawierajgcym punkt 0. Nie nalezy
jednak mysle¢, ze niejednostajna zbieznos¢ szeregu o wy-
razach cigglych pocigga za sobg zawsze nieciggto$¢ sumy
tego szeregu. Wystarczy, np., zwréci¢ sie do przykiadu
pierwszego

s(oc) = (X —xe~X) -j- (xe-act— 2xe—2xt)
= {0) —
suma tego szeregu s(x) = x dla kazdej wartosci x! poniewaz
tu 5(0) =0.

Natomiast, funkcja nieciggta w punkcie x nie moze by¢
suma szeregu jednostajnie zbieznego o wyrazach ciggtych;
oczywiscie, mowa tu o jednostajnej zbieznosci w przedziale,
zawierajagcym punkt x. Nieciggto$¢ sumy szeregu o wyra-
zach ciagtych jest wiec dowodem niejednostajnej zbieznosci
szeregu W przedziale, zawierajgcym punkt nieciggtosci.



Mozemy wiec powiedzie¢, ze zbiezno$¢ jednostajna jest
warunkiem dostatecznym, ale nie "koniecznym ciggtosci
sumy szeregu zbieznego o wyrazach ciggtych.

Warunek konieczny i dostateczny (Arzela) jest nastepujacy.

Szereg (115) spetnia warunki (TL):

1) jest zbiezny w (m, ??);

2) do kazdej liczby e >0 dowolnie malej i do kazdej liczby IV
dowolnie wielkiej mozna dobra¢ liczbe takg, ze dla kazdej
wartoéci zmiennej x w przedziale (m, n) istnieje wskaznik px, zalezny
od @, ale spetniajacy warunek

N<px<N"
i taki, ze

w tej ostatniej nierdwnosci px moze by¢ zmienne wraz ze zmienng X
w (m, n), ale muli by¢ jedna z liczb catkowitych przedziatu (v, ZV).
Warunek ten jest dostateczny.
Niech X' oznacza dowolny punkt przedziatu (m, n) i niech N
oznacza taka liczbe, by
(132) [Sp@®) 1<]e;
skoro p>N\ jest to mozliwe z powodu zatozonej zbieznoSci szeregu
w punkcie x' w przedziale (m, n). Lecz do kazdej liczby 2V, na mocy
zalozenia, mozna dobra¢ takg liczbe N", ze dla kazdego x w (m,n)
mamy
(133) ["pz(E@)|<Te,
przyczem px nalezy do przedziatu (2V, 7V"), poniewaz px dla kazdego x
jest wieksze od N, wiec

(134) na zasadzie (132).
Sumy Sy («) dlau  N' sg funkcjami ciggtemi zmiennej x w (m! n),

a wiec i w otoczeniu punktu x'\ mozna wiec znalez¢ takie otoczenie
punktu x', ze skoro x” nalezy do tego otoczenia, t. j.

X' — x" [<7], to
(135) [spx-'(x") — SPX'W| < e
poniewaz px”  2V'. Zauwazymy dalej, Ze

>>($")! < se' na zasadzie (133),
(136) AR (@) <-*.6 na zasadzie (134).



S(®") — s(®) = PX..($")-VRPx,,($") — "sPx,,($'Hbpx"($)\ =
={Px'@") Px'CO)I"-2Px""X )  -APXAX
przechodzac do wartosci bezwzglednych, na zasadzie (135) i (136)

otrzymamy:

s@”) —s@”)|<e oile tylko xr—x"| r;
suma s(ic) szeregu jest wiec funkcjg ciggly zmiennej x w punkcie
X’; poniewaz punkt X’ jest dowolnym punktem przedziatu (m, n), wiec
funkcja s(0?) jest ciggta w (/n, %2).

Teraz udowodnimy, ze podane warunki sg konieczne, t. j. za-
tézmy, ze szereg (115) jst zbiezny w (m, n) i ze wyrazy tego szeregu
jako tez jego suma sg funkcjami ciggtemi zmiennej x w (m, n).

Poniewaz szereg (115) jest zbiezny wr (m, n), wiec do kazdej liczby
X przedziatu (m.n) i do kazdej dowolnie wielkiej liczby JV, danej
z goéry, mozna dobra¢ taka liczbe px >A, tak by

| "Px (®) << 6’
tu nie chodzi o to, czy ,prawie* wszystkie reszty, zaczawszy od
pewnego wskaznika co do wartosci bezwzglednej byly mniejsze od e;
wystarczy, by istniat cho¢ jeden taki wskaznik wiekszy od by dla
niego wartos¢ bezwzgledna reszty byta mniejsza od e. Liczbe px wy-
znaczymy jako funkcje zmiennej x w sposob jednoznaczny, jesli okres-
limy px jako najmniejszg liczbe catkowitg, spetniajacg powyzszy wa-
runek. Ta liczba jest mniejsza, a co najwyzej roéwna tej liczbie
pPO(pe, €), dla ktérej nieréwnosé |J?p(¢r)|<e jest spetniona dla kazdego
P>=Po("e), 0 ktorej to liczbie pO(xle) mowa byta na poczatku tego
rozdziatu. Twierdzimy, ze funkcja px jest ograniczona w (m, n). Zna-
czy to, ze istnieje liczba 2V' A, taka, ze px dla kazdego X spetnia
nierébwnos¢ N<px a oprocz tego |?ya.(a:)] <e w (m, n). Widzimy
wiec, ze ograniczono$¢ od goéry funkcji pa pociaga za sobg spetnienie
warunkéw, ktére stanowig o prawdziwosci dowodzonej przez nas tezy.

Twierdzenie nasze bedzie udowodnione, o ile wykazemy, ze
Px jest funkcjg zmiennej z, ograniczong od géry w (m, n,). W tym
celu udowodnijmy najprzéd, ze jest funkcjg ograniczong od goéry
w otoczeniu kazdego punktu x' przedziatu (m, n). Z powodu zatozonej
ciggtosci s(z) w (m, n) istnieje takie otoczenie punktu xr, wyrazone,
np., przez nierébwnos¢ \xr — z|~r], ze w tem otoczeniu

* Gdy X’ =m lub x'=n, nalezy bra¢ otoczenie odpowiednio
prawo lub lewostronne punktu X', zadnych pozatem zmian w dowo-
dzeniu nie bedzie, jak sie czytelnik z tatwoscig sam przekona.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. I11. 20



(137) | S(EE) — (O7) | <A+

na zasadzie zbieznosci szeregu (115) w punkcie Xx'.
Po ustaleniu w ten sposob wskaznika Z(a/), mozemy dobrac takie
otoczenie punktu x\ wyrazone, np., przez nierowno$¢ \xr—
aby w tern otoczeniu
(139)

otéz

L @)sh)— () [< e
s(X) — s(x) = S(X)(X) — SK)(X?) + 1?21@)(x) — IZX)(XT), i
(140)  772(Z) (x) ={8l(x) (&) — Sz{x) (x)) 4- {s(a?) — s (x)} + SI(*) (O-
Przechodzac w (140) do wartosci bezwzglednej wyrazéw i uwzgled-
niajac (137), (138) i (139), otrzymamy :
|P/(Z) (®)I<e, dla kazego x,
spetniajgcego warunek |x'— x| 8, gdzie 8 mniejsza z dwdch liczb
i Nii t- j- dla kazdego x w dostatecznie matem otoczeniu punktu X .

Liczba tylko co okreslona Z(a?) spetnia w przedziale (o/—8, a?'4-8)
warunki, ktére postuzyty nam do okre$lenia liczby px, z wyjatkiem
warunku, ze jest to liczba najmniejsza spetniajaca te wymagania. Stad
wynika, ze p$<”Z(a/) w przedziale (@ —8, x' + 8), t. j. dla \x' —a?|<8.
Dowodzi to, ze funkcja px jest ograniczona od goéry w otoczeniu
punktu a?; punkt x' jest dowolnym punktem (m, n). Lecz (patrz 1 65)
ftinkcja, ograniczona w otoczeniu kazdego punktu przedziatu, jest
ograniczona w przedziale.

Tak wiec funkcja” jest ograniczona w przedziale (m, ri). A wiec
istnieje liczba N' taka, ze pz<"VN' dla kazdego x w (m, n) i warunki
(W) sg spetnione; sg wiec one konieczne.

Zauwazymy na zakonczenie, ze zagadnienie, kiedy su-
ma szeregu o wyrazach ciagtych jest funkcja ciggla, a kiedy
nie jest funkcja ciggla, jest tylko przypadkiem szczegdlnem
zagadnienia o zmianie porzadku dwdch kolejnych przejsé
do granicy; mianowicie warto$¢ funkcji s(a?), sumy szeregu
(115), w punkcie a jest wedtug okre$lenia sumy szeregu,
granicg _

s(¢) = lim sn(tt) = lim | lim sM(a?) |,

n->o00 Nn->00\x->a |
na mocy ciggtosci sn(rc); z drugiej strony s(a?) = lim sn(a?),
ciggtos¢ funkcji s(x) polega na tem, ze lims(cc) = s(a);



czyli ciggto$¢ sumy s(a?) wyrazi sie wzorem:
lim [ 1im$,#) | = Iim) lim sn(a?),
X->a "'m->o0 | n->o00l a;->a

rzeczywiscie, mamy do czynienia z zagadnieniem o dwdéch
kolejnych przejsciach do granicy, 00 i X-"a.

Szeregi potegowe.

119. Okres'enia i twierdzenia zasadnicze.

Do najwazniejszych szeregbw w matematyce nalezg
Szeregi potegowe i trygonometryczne. Szeregami trygono-
metrycznemi zajmiemy sie pOzniej w tomie nastepnym.
Niniejszy za$ rozdziat poSwiecimy szeregom potegowym.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg ksztattu
(141) a - Cfg————... - ap B
liczby a0, fl2,..., aP)..., nazywajg sie spotczynnikami
szeregu potegowego. Wielomian jest szeregiem potegowym,
w ktorym ,prawie” wszystkie spétczynniki ap réwne sg
zeru; postep geometryczny daje szereg potegowy, w Kto-
rym wszystkie spotczynniki ap sa sobie rowne.

Szereg potegowy jest dany, gdy dane sg jego spot-
czynniki ap. Kazdy szereg potegowy jest zbiezny dla @ =0.
Sg szeregi potegowe, ktore sg zbiezne tylko dla x =0, jak
np., szereg

1 2l H-3 N+ +n!xnd~...,

tu stosunek U l: nx; poniewaz przy x s 0, nx—>- 00, gdy

wiec (kryterjum d’Alemberta 1 50) dla x+ o0
szereg jest rozbiezny. Szereg potegowy moze by¢ zbiezny
dla kazdej wartosci zmiennej X, takim, np., jest szereg

Posrednie miejsce zajmujg szeregi, ktore sg zbiezne



dla niektdrych wartosci zmienej x, a rozbiezne dla innych
wartosci tej zmiennej; tak, np., szereg
1 X-J-an+xz-|-ve +

jest zbiezny dla <1, t. j. w przedziale (—1,1), z wy-
taczeniem krancow przedziatu — 11 -1, t. j. w przedziale
niewtasciwym.

Zbior wszystkich warto$ci rzeczywistych zmiennej @,
dla ktorych szereg jest zbiezny nazywa sie obszarem zbiez-
nosci tego szeregu.

Powstaje zagadnienie: jaki jest obszar zbieznosci tego
szeregu.

Jezeli szereg potegowy (137) jest zbiezny dla a? = x
to zbior wyrazéw tego szeregu

a0, al x0 a2x20, a3a?30,..., apxpli ...
stanowi zbiér ograniczony; w rzeczy samej, lim Opa?20 =0,

a wiec ,prawie" dla wszystkich wartosci p zachodzi nie-
réwnos¢ ja2a?| < gdzie M' jest liczbg dodatnig do-
wolng; tylko skorczona liczba wyrazéw -apx@ moze nie
spetnia¢ warunku |apx*| < M'; niech M oznacza liczbe
wiekszg od tych wszystkich wyrazéw \apx»\, w liczbie
skoriczonej, ktore nie sg mniejsze od M' jasna rzecz, ze
wtedy \apxf\ < M, dla kazdej wartosci wskaznika p.

Odwrotnie, niech >0 oznacza liczbe taka, ze zbior
wyrazow szeregu, czyli ciag

(138) «0, I « » PP, ...

stanowi zbidr ograniczony (od géry i od dotu). Szereg (137)
moze by¢ rozbiezny dla x =1, (moze by¢ i zbiezny), ale
jest z pewnoscig zbiezny dla wszystkich wartosci zmiennej
a?, nalezacych do przedziatlu niewtasciwego (—Z2), t. j.
w przedziale bez krancéow.

Wynika to z twierdzenia A, 1 117, przytem zbiezno$¢
jest bezwzgledna i jednostajna.



Szereg, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazow
szeregu

yi 7yi2 yiT
(139) | +7+P + — + 77+~
[o0

w Ktérym P jest szeregiem zbieznym jednostaj-

hie w przedziale niewlasciwym (—1,1), gdyz jest to sze-
reg (postep) geometryczny (patrz 1 46, przykiad 3).

Utozsamijmy teraz wyrazy ciagu (138) ograniczonego
Z wyrazami i)p twierdzenia z rozdziatu 117.

Szereg ut +w H+rreed- W + ... jest wedtug
wzmiankowanego twierdzenia szeregiem jednostajnie zbiez-
nym w tym samym obszarze, co i szereg (139), t. j. w (—I, I)
bez krancow przedziatu. Lecz iloczyn

Up (X). vp(cc) — aplP oz ¢ip

jest wyrazem szeregu (137).

* Ze postep geometryczny daje szereg %OIET?p zbiezny dla |a?<Z,
p:

to wiemy (1. 46). Co do zbiezno$ci jednostajnej, zauwazymy, ze skoro
[a?l<Z, to mozna znalez¢ liczbe I' takg, by W\<T<1 i warto$¢ bez-

. . T\P
wzgledna wyrazow szeregu (138) jest mniejsza od —\) ; lecz szereg

INP . Oo/lj;Ap .
|—1 jest zbiezny. Reszta szeregu 5 {—I jest mniejsza od reszty
p=i
00 1Inp 00 /1g]\p
szeregu 2 1 0. Oznaczmy przez Rn reszte szeregu S1—  a przez
p=1\1) p=I\ 11

R® reszte szeregu S |—i ; udowodniliSmy w tej chwili, ze O< R* <R~"
p=N\H

lecz R™ jest reszta szeregu, ktérego wyrazy nie zalezg od zmiennej x.

Mozna do kazdego e>0 dobra¢ wskaznik u taki, by n>v pociagato

<e; ale w takim razie bedzie takze |Rw|<e dla kazdego n>v

niezaleznie od wartosci x, byle tylko W\<V<1. Zbiezno$¢ jest wiec
jednostajna.



A wiec szereg (137) jest zbiezny jednostajnie i bez-
wzglednie w przedziale niewfasciwym (—Z 2).

Z udowodnionych twierdzen prostego i odwrotnego
wynikajg nastepujace whnioski: jezeli szereg (137) jest
zbiezny dla x=x0> 0 to jest zhiezny dla kazdej wartosci
X takiej, ze \x\<x0Q\ jezeli szereg (137) jest rozbiezny dla
a?=cc>0, to jest rozbiezny dla kazdej wartosci x takiej,
ze W\ >cc.

Promien zbieznosci.

Jezeli dla pewnej warto$ci zmiennej X szereg (137) jest
rozbiezny, to istnieje liczba p">0, zwana promieniem
zbieznodci szeregu potegowego, taka, ze szereg jest zbiezny
dla kazdej wartosci a?, nalezacej do przedziatu niewasci-
wego (—p, -|-p), t. j. dla |37 < p, szereg zas$ jest rozbiezny
dla kazdej wartosci x spetniajacej warunek [ >p; gdy
za§ x=p lub —p, to szereg moze by¢ zbiezny lub roz-
biezny, zaleznie od wiasciwosci indywidualnych szeregu.

W rzeczy samej, mozemy utworzy¢ przekrdj w dzie-
dzinie liczb rzeczywistych nieujemnych, zaliczajac do pierw-
szej klasy kazda liczbe nieujemng a taka, ze dla c«=a
szereg (117) jest zbiezny, a do drugiej klasy kazda taka
liczbe p=>0, dla ktérej szereg (117) jest rozbiezny; zadna
klasa nie jest pusta, gdyz do pierwszej nalezy z pewnoscig
liczba nieujemng x = 0, istnienie za$ liczby drugiej klasy
zaktadamy. Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od
kazdej liczby drugiej klasy (dlaczego?). Nasz podziat na
dwie Kklasy jest wiec przekrojem w dziedzinie liczb rze-
czywistych (1 14). Taki przekrdj wyznacza liczbe, dajmy
na to p, ktéra nalezy badZz do pierwszej badz do drugiej
Ta liczba p jest promieniem zbieznosci szeregu (117). Je-
zeli p=0, to znaczy, ze szereg jest rozbiezny dla kazdej
wartosci x 0. Jezeli p>0, to p—e nalezy do klasy
pierwszej dla dowolnie matej wartosci 0 <e<p, a wiec
szereg jest zbiezny na zasadzie udowodnionego twierdzenia



w przedziale ( —pH~e, P—e); poniewaz s jest liczbg do
wolnie mata, wynika stad zbiezno$¢ szeregu (117) w prze-
dziale niewtasciwym (—p, p). Poza podziatem wiasciwym
(—p, p) szereg zbiezny by¢ nie moze; gdyby bowiem sze-
reg byt zbiezny dla pewnej wartosci o) takiej, ze [a%0 > p,
to szereg bytby zbiezny dla kazdego cc w przedziale nie-
whasciwym (—1a%0], ja%0]); niech a oznacza liczbe wiekszg
od p, a mniejszag od [0, co mozliwe, bo Woj>p; liczba a
nalezy do przedziatu niewfasciwego (—ia%0], p%0]), a wiec
szereg bytby zbiezny dla wartosci zmiennej a? = a=>0, lecz
to niemozliwe, bo cc>p i jako taka nalezy do klasy dru-
giej; doszliSmy wiec do sprzecznosci, co wskazuje, ze po za
przedziatem (— p, p) szereg zbieznym byC nie moze.

Mozemy wprowadzi¢ promien zbieznosci nieskonczony
na zasadzie nastepujacej: orzeczenie ,,promien zbieznosci
szeregu potegowego jest nieskoriczony", co piszemy p = 0o,
oznacza to samo, cO orzeczenie ,szereg jest zbiezny dla
kazdej wartosci liczbowej zmiennej cc*.

W przypadku, gdy nie jest p ani =0, ani 00, powstaje
zagadnienie, jak sie zachowuje szereg dla cc=p i dla =—p.
Tu moga zaj$¢ wszystkie ewentualnosci. Szereg moze by¢
rozbiezny i dla @ =p i dla c=—p; ma to miejsce, np.,
dla szeregu

l4+a+ -4 4 eeee
w tym przykfadzie p=1, szereg jest zbiezny wewnatrz
przedziatlu (—1.1), lecz na krancach przedziaty, t. j. dla
=—1 i a?=-]-I, szereg jest rozbiezny.
Natomiast szereg

i+~r+1+—-—+j+--
dla ktérego takze p=1, jest zbiezny w punkcie x =—1,

a rozbiezny w punkcie a?=1, (patrz 1 46 i 56).
Wreszcie szereg



| —|—‘¥)—|—i‘£&+w—|———+l‘=@+———.

ktérego promien zbieznosci p jest takze =1, jest szeregiem
zbieznym i dla x =—1 i dla @? =-|-1, (patrz 1 49).
Dla wyznaczenia liczby p mozemy zastosowaC kryte-
rjum Cauchy’ego w postaci wytozonej w artykule 1 50.
Otrzymamy twierdzenie nastepujace: jezeli najwieksza
Z granic ciggu

(140) >la2, Ma8|, Viadi,..., \j\aniL...

jest liczbg skoriczong G 4= 0, to promien zbieznosci p sze-

regu (137) jest odwrotnoscig tej najwiekszej z granic G
czy\r/1 p=’i;

Jezeli (7= 00, to p=0;

Jezeli (7=0, to p=o00, t j. szereg jest zbiezny dla
kazdej wartoSci zmiennej Xx. Rozwazania 1 50 mozemy za-
stosowa¢ do szeregu utworzonego z wartosci bezwzgled-

nych szeregu (137). Ciag (12) z artykutu 1 50 przyjmie
postaé

(142) [a?]. W\ VI o w

Jezeli G oznacza najwiekszg z granic ciggu (140), to
. G bedzie najwieksza z granic ciagu (131), utworzonego
z wyrazéw szeregu potegowego. A wiec szereg (136) bedzie
zbiezny, gdy najwieksza z granic ciggu (141) jest mniejsza
od jednosci, a rozbiezny, gdy najwieksza z granic ciggu
(141) jest wieksza od jednosci, czyli,
gdy [a?. G <1 szereg jest zbiezny,
gdy [a?l G > 1 szereg jest rozbiezny;
jezeli G 4= 0, to zbiezno$¢ ma miejsce dla kazdego X spet-
niajgcego warunek [ <-i, a rozbieznos¢ zachodzi dla



kazdej wartosci ie, spetniajacej warunek 1

Jezeli zestawimy otrzymany wynik z okresleniem pro-

mienia zbiezno$ci p, to odrazu widaé, ze
P=1. (ff~O);
G

jezeli J=0, lo [a?.GI=0, t. j. zawsze 7 .<T< 1, dla kaz-
dego x\ stad wniosek, ze wtedy szereg (137) jest zbiezny
dla kazdej wartosci zmiennej x. tatwo sie przekonac, ze
w tym przypadku, (t. j. gdy (7=0), najmniejsza z granic
rébwna sie zeru, gdyz wszystkie wyrazy ciggu (140) sa do-
datnie, a najmniejsza z granic nie moze by¢ wieksza od
najwiekszej z granic. Lecz réwnos¢ najwiekszej i najmniej-
szej z granic ciggu pociaga (1 42) zbiezno$¢ tego ciagu,
czyli istnienia granicy, ktéra sie réwna wspolnej wartosci
najwiekszej i najmniejszej z granic, czyli jak w tym wy-
padku, zeru. Jezeli G =0, to promien zbieznosci jest skon-
czony, a ciagg (140) albo nie posiada granicy, albo, jezeli
ma granice, to musi sie réwna¢ G40, t j. nie rowna
sie 0. Widzimy wiec, ze

lim \ja,\ =0,

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, by szereg
(137) byt zbiezny dla wszystkich wartosci zmiennej x.
Udowodnione twierdzenie nosi nazwe twierdzenia
Cauchy-Hadamard'a.
Z tego o0golnego twierdzenia mozemy otrzymac caty
szereg przypadkow szczegolnych. Tak, np., jezeli istnieje
lim\j\an =g, to jak wiadomo g=G, i p =—

n->00 9

Jezeli istnieje Iim‘ n to, jak wiadomo (1. 50),



lim takze istnieje i rowna sie ¢ tak wiec

O-n-1

—=lim 0 ile ta granica istnieje i nie réwna sie

P n-><x Cln

zeru; jezeli lim to takze lim =0 i p= oo
n-=>0 | n->o00

120. Pochodne sumy szeregu potegowego.

Jezeli promien zbieznoSci szeregu potegowego p hie
rowna sie zeru, to szereg okreSla wewnatrz przedziatu
(—mp, p) pewng funkcje s(pc) zmiennej o

st) — a)——oc - (Zy 002 ——. - cipec? - ...;
chodzi nam o pochodna funkcji s(oc\ Gdyby liczba skiad-
nikbw byla skoriczona, t. j. gdyby prawie wszystkie spot-
czynniki ap réwne byly zeru, to mielibySmy zamiast sze-
regu postepowego wielomian i
(142) s'(oc)=al4-2aa8? 3a3c24-..4~Pap 4~ wp
na zasadzie twierdzenia, ze pochodna sumy roéwna sie su-
mie pochodnych; ale, jak wiemy, nie jest to koniecznie
spetnione, gdy liczba sktadnikow jest nieskoriczona. Otéz
udowodnimy, ze wewnatrz przedziatu (—p, p) wzor (142)
jest spetniony i dla szeregu potegowego nieskoriczonego,
czyli, na to, by otrzymaé¢ pochodng szeregu mozemy wy-
razy szeregu rozniczkowaC wyraz po wyrazie.

W tym celu udowodnimy najprzéd twierdzenie po-
mocnicze nastepujace: promieniem zbieznosci szeregu
(143) at-j-2@m-—-3a3M —... -\-papx®— ...
jest takze p, jezeli p oznacza promien zbieznosci szeregu
(137), przytem twierdzenie jest stuszne takze dla p=20
i dla p=00.

Oznaczmy przez pt promien zbieznosci szeregu (143);
z poréwnania wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregéw
(143) i (137) p\ap\ i \ap\oclip wynika, ze prawie
wszystkie wyrazy



p.|0p|. P™-1 sg wieksze od [(Tp . \XVA\
wystarczy zauwazy¢, iz to bedzie miato miejsce skoro
p > [a?. Promien zbieznos¢ pt nie moze by¢ wiekszy od p,
gdyby bowiem pt > p, to szereg 0 wyrazach
p.10pl Ipx—el»-1
bytby zbiezny, gdy tymczasem szereg o wyrazach dodatnich
odpowiednio ,,prawie“ zawsze mniejszych
Al IPi—el?,

bytby rozbiezny, (s>0 jest liczbg tak dobrang, ze pr—e>p,
czyli e<pl—p).

Tak wiec pxp

Mozemy teraz udowodniC, ze pt nie moze by¢ mniej-
sze od p. Niech a oznacza liczbe dodatnig, mniejsza od p
i niech a<!< p; szereg

v>2

lyi
(144) 1+2§4-3-"+ ...+ (p+ 1%—’\—4—.,.
jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie dla [a? <cc; bo

wyrazy tego szeregu sg niewieksze co do warto$ci bez-
wzglednej od wyrazéw szeregu liczbowego

| +2“+3() +4(7) +... +Cp+ 1)(7) +...,

ktory jest zbiezny (1 50). Wystepuje tu zasada ogdlna
nastepujaca: jezeli wyrazy szeregu
Mi(®) + u2(z) +... +"@?) +...
sg w(m, n) co do wartosci bezwzglednej niewieksze odpo-
wiednio od wyrazéw szeregu liczbowego
AF+FAFAF 0+ Fn
to szereg ut(#) + U2(") + ...+ Up(a?) -f-... jest bezwzglednie
i jednostajnie zbiezny w (m,n); dowdd tego twierdzenia
jak w przypisku 1 119
Poniewaz | < p, wiec szereg liczbowy



cpld | eet
jest zbiezny i zbiér wyrazéw tego szeregu, jak udowodni-
lismy 1 119, jest zbiorem ograniczonym; czyli istnieje
liczha M taka, ze
Lap'lpl <M,
dla kazdego p.

Mnozac wyrazy szeregu (144) przez liczby ciagu ogra-

niczonego
A 7 a1,..., tpHh ..

otrzymamy szereg (143)

(" —20CM00—3CB 3?2 ... 4~ (p-1- 1) oc
zbiezny (1 119) w przedziale (—a, a), gdzie a jest liczbg
mniejszg od p, lecz dowolnie blizkg liczby p; stad wniosek,
ze szereg (143) jest jednostajnie zbiezny w przedziale nie-
wihasciwym (—p, p); nie moze wiec by¢ pt <p.

Poniewaz nie moze by¢ ani px>p ani pt <p, wiec
Pi=np.

Uwaga. Twierdzenie o rownosci pt=p mozna udowod-
ni¢ bezposrednio, przez zastosowanie twierdzenia Cauchy-
Hadamarda do szeregu (143). Wystarczy zauwazy¢, ze naj-
wieksza z granic ciggu 171,24 |aalll, 31s. [a3ls,  jest rowna
najwiekszej z granic ciggu [«2lll9, |«3llis, ... =, albowiem
kazdy punkt skupienia pierwszego z tych ciagéw jest punk-
tem skupienia drugiego i odwrotnie, gdyz limj?/*=l.
Niech g oznacza jaki$ punkt skupienia ciggu

laj, [ti8|Le, a3L3, ..., @ [™Me)>...,
wyrazy nalezagce do otoczenia punktu ¢; tatwo sie przeko-
nac¢, ze ,prawie" wszystkie wyrazy ciggu
(e, V1<<..,' a2} ——mm
naleza takze do otoczenia punktu g.

Tak wiec szeregi (137) i (143) majg ten sam obszar
zbieznosdci, o ile wylaczy¢ krance przedziatu (—p, p), co
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do ktérych nie da sie powiedzie¢ nic ogdlnego; tak, np.,
Ip y2 B zptl

W szeregu 1 +y + Ty 4" n YPun™ X = —

jest punktem zbieznosci, gdy natomiast szereg pochodny

1+06+ waw-1-j- ... jest w tym punkcie rozbiezny.

Przypomnijmy sobie teraz twierdzenie udowodnione
na koncu rozdziatu 1 118 ,jezeli szereg utworzony z po-
chodnych wyrazéw szeregu danego jest w (m, n) jedno-
stajnie zbiezny, to jego suma jest pochodng sumy szeregu
danego”, i zastosujmy to twierdzenie do szeregu potego-
wego (137); poniewaz szereg (143), utworzony z pochodnych
jego wyrazow jest jednostajnie zbiezny w przedziale nie-
whasciwym (—up, p), wiec suma szeregu (143) jest pochodng
sumy szeregu (137).

Tak wiec szereg potegowy (137), dla ktoérego p 4=0,
posiada w obszarze zbiezno$ci pochodng, wyrazong przez
sume szeregu (143), ktéry to szereg otrzymamy przez
rézniczkowanie szeregu (137) wyraz po wyrazie.

Do szeregu (143) mozemy zastosowa te same rozwa-
Zania, co i do szeregu (137), otrzymamy szereg
2a2+ 2.3 a3rc +3.4. adf2+...+7>GJ+ DN +i +
ktory daje nam drugg pochodng sumy s(”) szeregu, t. j.
s"(pc\ (137) w przedziale niewtasciwym (—p, p). Tak samo
szeregi
2.3ai+ 234 + ...+ C—)_p(p+ D™M+1

+2345a8+ ...+ (p-2)(p- Dp(p+ 1) aptlan-3+...
i t. d. wyznaczajg nam pochodne 3go, 4% it. d. rzedu, t. d.
/"(@?), sTV(ic) i t. d.
Z tych wzoréw na pochodne s\x\ s"\x\ s"\x\ it. d.
otrzymujemy dla =0
s(0) = a0, $(()) =«!, s"(0) =2a2, $//(0)=2.3.«2,...
§(P)(())——p, ...
stad wniosek taki:



Jezeli funkcja s(a?) jest sumg szeregu potegowego, to
spétczynniki tego szeregu potegowego majg wartoSci wy-
Znaczone przez

A=s(0), at=s (0). 2 =59, a=""() g=W(C)

Jezeli wiec mamy dowolng funkcje /(a?) okreslong
W pewnym przedziale, zawierajgcym otoczenie punktu
=20 i jezeli funkcja /(a?) posiada w tym przedziale po-
chodne wszystkich rzedéw, to naturalng drogg dochodzimy
do szeregu

(145) M+pmMmM —+/"(0)+1rxo)+...+wW)+-

Jednakze nie mozemy twierdzi¢ jeszcze, ze sumg tego
szeregu jest f(xX\ nie wiemy nawet, czy jest zbiezny. Tyle
tylko juz wiemy, ze, jezeli funkcja /(a?) moze by¢ przed-
stawiona w postaci sumy szeregu potegowego, czyli, jak
sie méwi, moze by¢ rozwinieta na szereg potegowy, to ten
szereg potegowy jest z pewnoscig Wwtasnie szeregiem (145).
Brakujace w tym wzgledzie kryterjum znajdziemy w udo-
wodnionem poprzednio twierdzeniu Taylor'a, z ktérego
wyprowadzimy teraz szereg Taylor'a i Maclaurin’a.

121. Sereg Taylora.

Poprzednio (patrz 1 104) udowodniliSmy twierdzenie
Taylora’a; z tego twierdzenia wysnu¢ mozemy szereg

* Mozna to wyrazi¢ jeszcze inaczej; jezeli dwa szeregi sg zbiezne
w tym samym przedziale i majg sumy réwne, to ich spoétczynniki
muszg by¢ réwne, t. j. tozsamos¢ al + @i ® RIS S-SR SO
. .. = b6-Vbvx-ybkxt-V--\-bpXP-V... w (— p, p), pocigga al = 60, av=Dblv
at =b& L ap—bp,.... gdyz te rzeczy sg jednoznacznie wyznaczone

s(p)(0)
p-

al=5=s(0), a = =5'(0), .., ap=hp gdzie s(a?) oznacza

wspolng sume tych dwdéch szeregbw w (—p, p). Jeszcze inaczej, mo-
zemy powiedzie¢, ze szereg potegowy, zbiezny w (—p, p), ma sume
réwna zeru w tym przedziale wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
spétczynniki rownajg sie zeru.



Taylor'a w spos6b nastepujacy: zatozmy, ze funkcja /(a?}
w przedziale (m, n) posiada pochodne wszystkich rzedéw;

zatézmy oprocz tego, ze wyraz Rn = ———f<n\x -[- 677>

patrz 1 104 wzor (83), dazy do zera, gdy n—> 0o. Wzor
(83) mozemy napisa¢ w postaci

['@-|-Tij=sn Rn
przechodzac do granicy dla n—>- 0o, mamy wtedy f(x—-2?) =

=lims, lim Rn= lim sw = f(xX)A- hf' (x) Dzf" x)

+ 3NN+ -+ 4fw(X) + ..., gdyz limRn=0 przy-

czem X i x-\-h nalezg do (pm, n); mozemy wzor ten napi-
sa¢ w innej postaci, zastepujac x przez a, h za$ przez x\
warunki zatozenia muszg by¢ spetnione w pewnym prze-
dziale, zawierajgcym punkt a:

(146) fka+ x) = I"(a) + /(<) + " @) +...

jezeli we wzorze (146) uczynimy a =0, to otrzymamy wzor
Maclaurin'a (145); jezeli w (146) a-\-x zastgpimy przez rc,
a X przez Xx—a, to otrzymamy:

(147) /(a) =/m(«) + (® — a) F(«) + ' («) +

+ N= +o| == —E—\/\/)+eI'

Gdy szereg Taylora’a piszemy w postaci (146) to

dla postaci (145) reszta



dla postaci (147),
—@:>=""C )—.C)"2/<")1*“—+6 —— ) >
Vi 9P

Trzeba pamieta, Ze te wyrazenia Rn oznaczajg nie
reszte szeregu w tem znaczeniu, jakie nadaliSmy temu wy-
razeniu w teorji szeregbw (1 47), ale reszte w twier-
dzeniu Taylora (1. 104). Zaraz zobaczymy, ze tu tkwic
moze pewna réznica.

Przedewszystkiem zauwazymy, ze rozwiniecie na szereg
Taylor'a udowodniliSmy pod warunkiem istnienia pochod-
nych wszystkich rzedéw i dazenia Rn do zera, gdzie Rn
oznacza wyrazenie, ktore zostato okreslone przy dowodzie
wzoru Taylor'a (1. 104); nie nalezy przypuszczaé, ze zbiez-
nos$¢ szeregu Taylor’'a utworzonego przy pomocy pochodnych

funkcji wystarcza do uzasadnienia rozwiniecia na sze-
reg Taylora. Moze, naprzykiad, zdarzy¢ sie, ze szereg
ly>2 ZV))p

(148) /(O) + YF(Q) + /"(0) + 1o+ P, [<um((ot .+,

jest zbiezny, ale suma jego nie rowna sie f*oc\ lecz cp(a?)
przyczem cp(a?) - fC?); stosujac twierdzenie Taylora w tym
przypadku, mieliby$Smy

I»)=10)+" FO)+  (0)+... +B.

i przechodzac do granicy, mielibySmy
f(X) = cpem -i- lim RHE czyli 1imJ?n = /a2y — cpr;

lim Re oznacza tu réznice miedzy funkcjg /(a?), a sumg
szeregu (148); oznaczmy te réznice f(oC)— cp?) przez
tak, ze

/(ar) = cp(a?)+"(@a?);
ze (148) wynika, ze
<p(0) =/(0), <p(r) = 7(0); <p"(0) = r(0O);..../W(O) = <pto(0),
a wiec



4(0)=0, W) =0, 4(0)=o,..., 4")0)=o0,...

Taka funkcja, ktérej pochodne wszystkich rzedow
w pewnym punkcie istniejg i réwnajg sie zeru, jest, np.,
funkcja

f(x)=e x, dla x 0; /(O)=0,
(patrz 1 107) dla 2 =0.
Jezeli cp(a?) jest sumg szeregu (148), i jezeli teraz obcie-
libySmy rozwing¢é na szereg Maclaurina, t. j. na szereg

wedtug wzoru (145) funkcje f(pc) = <p(@?) -j-¢ x\ to otrzy-
malibySmy szereg (148), zbiezny, ten sam, ktdrego suma
jest cp(®), poniewaz wszystkie pochodne funkcji /(a?) w punk-
cie x—0 sg takie same, jak pochodne funkcji cp(rr); o tern,
ze nie otrzymaliSmy rozwiniecia funkcji f(x) zostaliby$my

ostrzezeni przez badanie Rn=  fXn)(9x); przekonalibysmy

sie bowiem, ze w tym wypadku reszta zmierza nie do zera,
I

lecz whasnie do e x\

Przy rozwijaniu funkcji na szereg potegowy nalezy
Z jednej strony otrzymaé warto$¢ pochodnej ngo rzedu
funkcji, z drugiej za$ strony udowodni¢, ze reszta dazy do
zera. Zauwazymy, ze istnieje cata klasa funkcyj, dla kto-
rych odrazu twierdzi¢ mozemy, ze Rw dazy do zera, gdy
N—> 00; mianowicie, gdy pochodne kolejne tworza cigg
ograniczony w odpowiednim przedziale.

W przypadku, np. wzoru (145) Maclaurina wystarczy
widzie¢, ze

f'<x\..., /(")@?),...
stanowi cigg funkcyj ograniczony w przedziale (—a, a),
t. j. ze istnieje liczba 3f, niezalezna od n i od x, byle
tylko zmienna x nalezata do przedziatu (— a, a), taka ze
/(") (@?)|<3f;

Rachunek roézniczkowy i catkowy. II. 21



wtedy limI?2W=0; w rzeczy samej J?n= ™ «/<)(%?), lecz

lim'r (=0, jak wiemy; a wiec lim_Rn=0.

Nn->o00 %+
Uwage te mozemy z korzyscig zastosowal przy roz-
winieciu na szereg funkcyj sina?, cosa? i t. p.
122. Przyktady: rozwiniecie na szereg funkcyj ex,
sinoc i cos .
Niech /(a?) = ea; poniewaz Xn)@?) &?) ; |/(u)@) <M,
w przedziale (—c, a), o ile M=e\ gdzie a jest dowolng
liczbg dodatnig. Stad wniosek, na podstawie uwagi z korica
poprzedniego rozdziatu, ze Rn—>-0, gdy n—> 00 i otrzy-
mujemy rozwiniecie
o an
L2. 1.273?

Niech f(a?) = ax —ekx, gdzie A = lgea;
. kY '19 a anlgla a’3ig3a acwlg)na
= 1n- o fore i - BB

3l
Niech ['(8?) = sina?;

/(M(@?) = sin "a?-]-n7-j; a wiec tu |IX")@?)| <M, o ile tylko
M=V, stad Xw>(0) = sin n.
A wiec _ ‘
sina,=a;,_ & +# 4+,

wyrazem ogolnym jest

©Cn . It

— sinn;.

n 2
Niech /(a?) = cos a?,

/(n)(a?) = cos "a?-[-n7V a wigc tu |/(M@?)| <Af, o ile tylko

Jf>I: stad En—>0; /(n)(0) = cosn'”.



R CRN
cs=1 21+ 41"-6! + 8

wyraz ogolny Jcosn"

Uwaga. Otrzymane szeregi sa zbiezne dla kazdej war-
tosci zmiennej @, a wiec jednostajnie zbiezne w kazdym
przedziale skoriczonym (m, n).

Stad wniosek, ze mozna przyjac te szeregi, jako naj-
dogodniejsze okreslenia naszych funkcyj. Z tych szeregéw
fatwo otrzymaé odno$ne dla nich wiasnosci.

Oznaczmy przez cp(#) sume szeregu nastepujacego:
/P

zyi zyi2 7y>3

(149) v@a)=l+T+—-+_ + ...+ + .
wtedy

N)=1+F+5+3-=>-+F + —;

poniewaz te dwa szeregi sg bezwzglednie zbiezne dla kazdej
pary warto$ci zmiennych X iy, wiec iloczyn

. N+ N+ 22+ y)
<p(")vly) =i ( 1 ) ol Y
a3 3any  30y2-j-yi
3F~
Xp-+pxp—1 —XP~2y + ... Vpocyp-1 + yp

czyli
(p@?).(p(y) = 14-1(a? + y)4-~(@? + y)§ + Ma? + y)34-

o NarFy)»4-
czyli <p(")-<p(y) = tp("™ + y)-

Utwérzmy teraz pochodng funkcji cp(@?); na mocy
twierdzenia 1 120 mamy



lyi 2y>2 7yi3 QfP--1

Udowodnimy teraz, ze warunki
cp(%m) = cp(z) i cp(0) =1,
wyznaczajg funkcje jednoznacznie. Niech oznacza
inng funkcje, spetniajaca te same warunki. Utwérzmy po-

pochodng ilorazu () otrzymamy

poniewaz
PX") 4/Cz) — v C) VXM= y (1) 4Xir) — v (") 4rC:0 — 0-
«drCr,

’)‘:C, (stata), w kazdym prze-

dziale, wewnatrz ktérego cp(cr) nie réwna sie zeru; ponie-
waz cp(0)=1, wiec na mocy ciggtosci funkcji cp(ir), taki
przedziat z pewnoscig istnieje; tak wiec w tym przedziale
@) = C. (p(x), 4/Cr)=C
poniewaz 4/(0) =t'(0) =1,
swiec C=l, tak, ze 4r(rc) = cp(m).
tatwo sprawdzi¢, ze otrzymana réwnos¢ spetniona
jest dla kazdej wartosci zmiennej X, gdyz funkcja cpcr),
okre$lona dla kazdej wartosci X, przez szereg (149) nie
staje sie rowng zeru dla zadnej wartosci zmiennej; gdy
dc >0, jest to oczywiste z samego szeregu (149), w ktérym
kazdy wyraz jest dodatni; udowodniliSmy przed chwila, ze
PX--y) =w(x). o(y); jezeli X-\-y =0, to cp(a?).co(—x) =

= cp(0O)=l, czyli cp(a) =™ jezeli < (), to —x>0

Stad wniosek, ze ~-

Widzimy wiec, ze, wychodzac z szeregu (149), ktore
przyjmujemy za okreSlenie funkcji, mozemy otrzymac



wiasnosci tej funkcji i utozsamic z funkcjg exs ktorg okre-
$liliSmy poprzednio (1 77) zapomoca zmudnego stopnio-
wego uogolniania, przechodzac od wyktadnika catkowitego
do utamkowego, a nastepnie niewymiernego.

W ten sam sposdb mozemy postgpi¢, dla okreslenia
funkcyj trygonometrycznych sina? i cosa?. Tem bardziej
jest to potrzebne, ze dotychczas operowalismy temi funk-
cjami, nie dajac w toku tej pracy okreslenia funkcyj try-
gonometrycznych, lecz opieralisSmy sie tylko na wiadomos$-
ciach, zaczerpnietych z matematyki elementarnej. Dla $ci-
stosci catego wykiadu musimy teraz uzupehniC te luke;
w tym celu wprowadzimy dwie funkcje ~(@?) i ~(a?),
okreSlone zapomocg odpowiednich szeregbw potegowych
i wyprowadzimy szereg wihasno$ci tych funkcyj; nareszcie
okazemy, ze pewna grupa tych wilasno$ci stanowi cechy,
charakterystyczne dla tych funkcyj, czyli wyznacza je jedno-
znacznie.

Niech wiec

By 75 77

(150) = =+ -+

2vi2 lyi4 zyi6

Funkcje te sg przez te szeregi okreSlone dla kazdej
warto$ci zmiennej a?, —a7) = —"i(a?); M2(—x) ="M@?),
czyli funkcja ~(a?) spetnia warunek [ —a?) —=—/(#), taka
funkcja nazywa sie nieparzysta; funkcja ~(a?) natomiast
spetnia warunek /(—a?)=/(a?), taka funkcja nazywa sie
parzysta.

Przejdzmy do pochodnych tych funkcy;j
(151) A[(N)=72@1); IK2(7N)=—"8(")»
jak to wida¢ odrazu, rozniczkujac odpowiednie szeregi
wyraz po wyrazie. Zauwazymy teraz, ze warunki, wyra-
zone réwnaniami (151) wyznaczajg funkcje 4iCz) i 412Cc)
jednoznacznie, o ile jeszcze wyznaczymy wartos¢ tych funkcy;j



w punkcie a?=0, t j. xk(O)=a, 42(0)=3- Oczywiscie,
zaktadamy ciggtos¢ i istnienie pochodnych.

Przypusémy, ze funkcje cpi(a?) i 2(a?) spetniajg te same
warunki, ktére zatozyliSmy co do 4i(a7) i 42("5 utwérzmy
funkcje F(oc) = {;pt(oc) — 4@ + {p2@?) —  (8)}2 ~N2(@) =
= 2((pl — 4)(?2— 40 — 2N —4")(V1 - 4*1)=0; Stad (L 102
whniosek 1), F(e) = C (stata); by znalezé wartos¢ tej sta-
tej, uczyrmy tp=0;
~(0) = {91(0)-4r1(0)}2 + {2(0)-xk2(0)}2- (a-a)? + (p-p)2=0;
tak wiec  O=0; (pt—4't)2+ (Ps  422="7;
stad ostatecznie ¢l =>rL; A2 ="™N2, co trzeba bylo okazac.

Utworzmy funkcje:

di@)= (@) 2@ — 44<0+4x (") !

@)= (a).>)2(?) + xr(a).Ma?);
obliczmy pochodne tych funkcyj; na mocy (151) mamy

<D\(")=—{a3@) (@) + ™). "2} =—wb2(X);
AR =™N@xa)— @ . @) =0t(),

oprécz tego

Oi (0) =x2(a). ~2(0) —4/,(a) . F1(0),

$2 (°) =4 («) + 42(°) — 42 (a) + 4¢(0);
przyjmijmy teraz, ze funkcje 4/iCl) * 412037) s$  wiasnie
funkcje, okres$lone przez szeregi (150); wtedy 4f1(0) =0,
I 2(0)=1; w takim razie

O1(0) = 4r2(a); %2(0)=5 (a).

Funkcje Ot(a;) i <>2(a?) spetniaja warunki (151), wyra-
zajace, ze pochodna jednej z nich réwna sie drugiej funkcji,
a pochodna drugiej réwna sie pierwszej ze zmiang znakuj
oprocz tego a=+#l(a), 3— 42(-> gdzie a i [3 sg to war-
tosci w punkcie » =0 funkcji d>2@?) i (>1(a;). Te warunki,
wyznaczajg, jak udowodnilismy, owe funkcje jednoznacznie.
Ale tatwo sprawdzi¢, ze funkcje ~(a-j-0?) i 42(aH-
spetniajg te same warunki, bo dla t=0 dajg wartosci



~N@) i M2(«), a oprocz tego pochodna funkcji (a-j-a)
réwna sie X2 (¢ tt), a pochodna funkcji t]r2(a-j-ie) réwna
sie —"(a-j-a?).

Stad wniosek, ze O2(rr) = -|-a?); O1("™) = w2 (24
czyli

Voo N2« + ) = 412(«)42(") —

Sg to wzory na dodawanie dla funkcyj 4i('r) i ~@?)

Kladgc a= —x w drugim z tych wzorow, otrzy-
mamy

{ri(@”)}24- {#r2@n}2= 1.

Mozemy teraz okre$li¢ liczbe Jt analitycznie, bez po-
mocy kola, jako réwng podwojonemu najmniejszemu pier-
wiastkowi dodatniemu réwnania -42(a?) = 0.

Ten najmniejszy pierwiastek dodatni rownania \[r2(rc)=0
istnieje i jest mniejszy od dwoch. Ze funkcja staje
sie réwng zeru dla pewnej wartosci x = x0, zawartej mie-
dzy jednoscig, a liczbg 2 wynika z ciggtosci i z tego, ze
N2(1) =0, a \|2<2)<0; w rzeczy samej

i 22\ M/ 22\

«2 / o2\ / o2\ o2 / 92 \
V2(-,_ = 2\ 3.4/—bl\ 7.8/ WN 11.12/
tak, ze N () —o, T <o) 2

ten pierwiastek x0 jest najmniejszym z pierwiastkow do-
datnich, gdyby bowiem istniat pierwiastek xt taki, ze
0<3?1<a?0, t0 7 ~2(r0) = ~2¢~1)
i z twierdzenia Rolle’a wynikatoby, ze istnieje wartos¢
posrednia 2, przyczem xt < <x?<2, taka, ze-v|[/2(f) =0,
czyli, na mocy (151), 4\(r) ale jest to niemozliwe, bo
X2
10.11




skad, oczywiscie, ~iC") n"e mQ”e si§ réwna¢ zeru dla war-
toSci zmiennej o dodatniej i mniejszej od 2; a wiasnie

%< 2. Ten najmniejszy pierwiastek oznaczymy przez L
Ze wzoru
Ai@?) + 4@ =1 1 ~2/2/=0
wynika ijrj—1=1, gdyz, jak widzielismy przed chwilg ta

. : L . N
wartos¢ nie moze by¢ ujemna, gdyz #0= —<2.

Ze wzorow na dodawanie (152) otrzymujemy, kiadac

jt

a=2’
—+f12) — () ' "202) + ~"2(7) LN =
T /ir\ /jt\
Tanm) =" JRey + % ~@hH—=—nre:

z ((trzymanych wzoréw
M+ =12

A2~ +2) =

ktadac ® =  wyprowadzimy:

~GY = >)21~=0

Aoy = ~1() = —1

Na tej zasadzie, wzory (152) daja
Pi(k + ='h)n2  +02 N =— ()
~2(jt + H=n2p r2() — ()AL = —A2(Y;
ktadagc w tych wzorach @ =7, otrzymamy
Ax(2t) = —2(Jt) = 0; SJ/2(20t) = —42() = 1.




Stosujgc jeszcze raz (152) otrzymamy:
N/1@? + 2ji) = 4r1(2),
N2 + 2jt) = N2(a?),

czyli wzory, wyrazajace okresowos¢ tych funkcyj.

Mozna byto postgpi¢ jeszcze inaczej. Mianowicie przy
pomocy twierdzenia o mnozeniu szeregbw, mozna byto
udowodnié, ze

2.2 @?). 42(y) =2 (e +y)  42(c—tj),

na zasadzie rozwiniecia na Szereg, zawartego we wzorze
(150). Widzimy wiec, ze funkcja "“(a?) czyni zado$¢ réw-
naniu funkcyjnemu, ktére badaliSmy poprzednio, patrz 1 80
wzor (17).

WidzieliSmy, ze to réwnanie funkcyjne wyznacza o ile
usuniemy rozwigzanie trywialne f(a?) =0 jedng tylko
funkcje /(a?), ktorg nazwaliSmy cosa?, o ile mamy dang
oprécz roéwnania wartos¢ funkcji f?) w pewnym (dowol-
nym, ale 4= 0) punkcie, przyczem ta warto$¢ dana jest
mniejsza od jednosci i o ile zatozymy, ze w przedziale
(0,a) funkcja jest stale dodatnia.

123. Rozwiniecie na szereg funkcji ZA(l -j-z) i funkcji
dwumiennej (I-j- )’k
Niech  /(®) = Ig(l + ®); /'(a;) =

l<>()=(_ IX)(0) = (=D <«<=i.(Nn-DI
V) =
n! v 7 *h
Szereg Maclaurina przyjmuje postac:
(153) Igl+ =a—% " " 1A

przytem prawdziwo$¢ tego rozwiniecia jest uwarunkowana
dazeniem do zera reszty Rni ktora tutaj przyjmie ksztah:



an xn(l — Q)n-p ir (n—1)!.

(n—1'p n—1p € (1 4-9a2)n

jezeli jp=n, to mamy reszte w postaci Lagrange’a (1 104),
_(—Drall x W, .

no A +ew o OS9<D

jezeli jp=1, to mamy reszte postaci Cauchy’ego

Obie postacie reszty beda nam potrzebne.

W przypadku, gdy |rc|>l, jako tez w przypadku, gdy
X =—1, szereg po drugiej stronie wzoru (153) jest roz-
biezny, jak to mozna pozna¢ odrazu przez zastosowanie
kryterjum d'Alemberta w przypadku, gdy J|ie|=I; dla
X——1, mamy szereg harmoniczny, rozbiezny (1. 46).

Pozostaje do zbadania przypadek, gdy <1, i gdy
=+

Przypusémy najprzéd, ze 0<3?<”l. Przedstawiwszy
reszte w postaci Lagrange’a, widzimy, ze T2 6x jest dla
O<r£<” liczbg mniejszg od jednosci, to samo tyczy sie
/ \n
@ fegv\cJ/ v \Rh\<er, skad limSn=0.

Przypus¢my teraz, ze — 1 <rr<O; w tym przypadku
nalezy wzig¢ pod uwage reszte w postaci 1Cauth’go;

1>1-j-> 2 r>0 O<I-0<l F—AF <

1 1 M
14-Gre< 147N 2 U<I+ limi?n =0,

taczac te dwa rozpatrywane przypadki razem, wi-
dzimy, ze rozwiniecie (154) jest prawdziwe dla —1 <rr™I
i tylko dla tych wartosci zmiennej x; dla x=1, otrzy-
mujemy:
Ig2=01—-%—+“—%+4—%+ ..



Wz6r ten nie nadaje sie do obliczenia Ig2, gdyz dla
otrzymania Ig2 z cokolwiek wigkszg doktadnoscig do  mu-

simy obliczy¢ sume czesciowa o takiej liczbie wyrazéw, ktdra
jest tego samego rzedu, co liczba n. Z tego wzoru (153)
mozemy otrzymac¢ inne, bardziej przydatne do obliczen.
Niech < <1 i zamienmy w (153) o« na —x\

1%4) Ilg(l —a) =—72

/ 2 7yi3 MTI

Odejmujgc stronami (153) i (154) ze wzgledu na to,
. 11
ze lIg(I+™) —lg(l — = otrzymamy

(154)

- . 1 o
podstawmy na miejsce X liczbe on+ T (gdzie n=1,2,3,..),
otrzymamy

' i +| =
SACAE I
ktadagc n=1, otrzymamy:
(156) 1g2=J1+ 3732+ 3735+ 7736+ see |

ozhaczmy przez sp sume czesciowg p wyrazow szereg W na-
wiasie, a przez rp reszte, tak, iz suma tego szeregu réwna
sie Sp—+<p5 wtedy

| L

J ‘
h=@p+NIr @G+ =T

<@1 Ill + Igw;&f e

czyli



widzimy wiec, ze obliczajac Ig2 przy pomocy wzoru (156)
i zastepujac sume tego szeregu przez sume czesciowa sp
. - 2 1
popetniamy blagd mniejszy od 8 on1 =
1
— 12(2jp+1).9z’-1
Nastepnie mamy
Igd=2.192; Ig5= 2192+%| 1+
<7 | <. Q.
czytelnik z tatwoscig znajdzie granice btedu w tym przy-
padku w zalezngsci od liczby p wyrazéw uwzglednionych
przy tworzeniu sumy czesciowe;.

Postugujac sie wzorem (155) mozemy obliczy¢ tablice
logarytmow naturalnych. Jasna rzecz, ze przy tych wyli-
czaniach, mozna postugiwa¢ sie wielu uproszczeniami
i przeksztatceniami, o ktorych tu jednak méwi¢ nie mo-
zemy, odsylajac do dziet specjalnych.

Zadanie 0 wyznaczenie logarytméw przy innej zasadzie
niz e nie jest zadaniem istotnie roznem od poprzedniego,
wiemy bowiem, ze wystarczy wszystkie liczby jednej z ta-
blic pomnozy¢ przez jeden i ten sam czynnik proporcjo-
nalnosci, zwany modutem, by otrzyma¢ odpowiednie liczby

! +-|£ +...|'

« Podstawiajac we wzorze (154') w miejsce @ liczbg ---------- ,

otrzymamy
nN+2)(n—1)2 4 4 K
(Nn—2)(n+ 12 n3—'3n 3(n8— 3n)s* *5(n§ — 3n)5
4
skad Ig —2lg(n+1) —2Ig(n— 1) + lg(n— 2)-|----------=- ; WzOr
n3— 3n

ten bywa uzywany dla obliczenia logarytmu kolejnych liczb w przy-
padku, gdy n jest liczbg dostatecznie duza.



drugiej tablicy; tak, np., chcac otrzymaé logarytmy dzie-
sietne, nalezy logarytmy naturalne pomnozy¢ przez
A=r 1-=0,43429448...
IgelO
Przejdzmy do rozwiniecia dwumianu; niech

fm=@ ccm X)) =mm—171Mm—2)...
(m—n-|-D)(1 -\-xyn-H; —D(w—2)...(nz—
wskutek tego wzér (145) daje:

s q+rdn =1+ My MO 5 Byod , MY (=2 ay

z zastrzezeniem, ze Rn zmierza do zera.
Zbadamy najpierw przypadek, gdy 7 <1, przed-
stawmy szereg po stronie drugiej rownosci (157) w postaci
w+ 4 wa-...-wd-...

gdzie
A mm—1)...(m DX
p\
—Wt- —- - m liczba stata
W P4-1
lim =1a?%; a wiec dla [ <1, szereg (157) jest, na
j)->00 |Mip|

zasadzie kryterjum d'Alembert’a, bezwzglednie zbiezny.
Przejdzmy do zbadania reszty; wezmiemy ja w postaci
Cauchy’ego

-Rntl = mx ﬁ 4- %a?j”l—ﬁ / 1—$ \n (Ww—I)On—2).. (m_n)a

r-—pg

(1 -j-tix - n!
gdy R < 1, (14" 6«m-1< (1 4~ 6m-1<
6, V</
\(i+NJ < |t
m—1)w—2)..(m—n)
ni

nym rozwiniecia (I-j-")"1-1 i jako taki, na zasadzie tylko
co zastosowanego Kkryterjum d'Alembert’a, dla f < 1 zmie-

czynnik za$ Xn jest wyrazem ogol-



rza do zera, gdy n—>- 0o, jako wyraz ogélny szeregu zbiez-
nego. Mozemy wiec Rn-n rozpatrywac, jako iloczyn paru
czynnikow, z ktorych ostatni zmierza do zera, a wszystkie
inne sg ograniczone; w tych warunkach

limRn+i =0.

UdowodniliSmy wiec prawomocno$¢ rozwiniecia (157)
w przypadku, gdy i < 1

Przypadek, gdy > 1 nie zabierze wiele czasu, gdyz
w tym przypadku szereg po stronie prawej wzoru (157)
nie ma sensu, jako rozbiezny; rozbieznos¢ wynika z tego,

ze lim iL-J"j-—‘—|rr| > 1, co na podstawie kryterjum d'Alem-

bert’a dowodzi rozbieznosci wzmiankowanego szeregu.

Tak wiec, dla a7 > 1, o ile m nie jest liczbg catko-
witg dodatnig, lub zerem, wzér (157) jest pozbawiony
sensu; gdy m =0 wszystkie wyrazy szeregu oprécz pierw-
szego s réwne zeru i formalnie wzér (157) jest wtedy
spetniony; co$§ podobnego ma takze miejsce, gdy m jest
liczbg catkowitg dodatnig; wtedy szereg sie urywa, czyli,
zaczawszy od pewnego miejsca, wszystkie wyrazy szeregu
sg rowne zeru, t. j. szereg zamienia sie na wielomian,
w ktorym to przypadku wzor (167) jest prawdziwy dla
) > 1
. Pozostaje do zbadania wypadek, gdy

m=11igdy oc=— 1
Niech oc—1. Bierzemy reszte w postaci Lagrange’a

rp — MMM ) - (M= Qi s (<)<e< )

w tem wyrazeniu m ma wartos¢ stala, a badamy jak sie
zachowuje Rp gdy 00. Drugi czynnik (1--9)'l—=

= -0 jest ,prawie" zawsze mniejszy od jednosci,



bo wystarczy na to, by j?>m, czyli zaczagwszy od pewnego

miejsca; (jezeli m jest liczbg ujemna, to nawet wszystkie

wyrazy beda spetniaty ten warunek). Czynnik za$
mm—1). (m—p--1)

zmierza do zera, gdy »n>—1, nie zmierza za$§ do zera,

gdy m — 1, aby sie o tem przekona¢, potézmy

(158) wp (m— 1)..r.jm—p—pl) i zauwazymy, ze

i ax jal____m i‘,lj«ii____m- 1\ m -|- 1\
p Yy

gdy m-|-1<O, to warto$¢ bezwzgledna kazdego z czynni-
kow w up jest wieksza od jedno$ci, bo wtedy

L, L fil + /11Im—+1
i 2 p

i \up+t1\">Nup\; w tych warunkach, oczywiscie up nie moze
zmierza¢ do zera, gdy p—>- oo. Niech teraz wi-|-1>0; po-
niewaz wykluczamy przypadek, gdy m =0 lub jest liczbg cat-
kowitg dodatnig, wiec zaden z czynnikéw w up nie réwna
sie zeru. Niech pl oznacza pewien wskaznik, wiekszy od w,
ktory ustalimy i niech j9>jpll

‘Ujpo

1

lecz dla |cc|<I,
l—a

I-|-a; kladac kolejno

P
i mnozac stronami otrzymane nierbwnos$ci, bedziemy mieli

+ (Sp—



gdzie & i sPo sg sumami czeSciowemi szeregu harmonicz-
nego (L 46). Niech teraz p*>- 00, sPo ma warto$¢ staly, jak
réwniez m-\- 1, ktore jest >0, sp———°°, poniewaz szereg
harmoniczny jest rozbiezny; a wiec

uPo->- co, czyli Up—-0.

Poniewaz JIT):u i wiec limRp=(" o ile

-m-—1=>0; gdy za$ m-]-I<”~0, Rp nie zmierza do zera.

Tak wiec, gdy a? =1, wzor (157) stosuje sie tylko dla
-m>—1

Przejdzmy do przypadku x =—1; wtedy szereg po
drugiej stronie wzoru (157) przyjmuje postac

m!' mm—1) mm—1)m—2
2! 3!

w tym przypadku mozemy bezposrednio obliczy¢é kolejno
sumy czesciowe tego szeregu

—m HmMm—2)(m—73)
3! ‘

M— !
8p+1.-- 1Y» o(w—2) . Am—p\
napiszmy W postaci:
(159) Sptl = (-)».«W
gdzie oznacza to samo wyrazenie, ktére oznaczyliSmy

przez ttp poprzednio (158), z tg tylko réznicg, ze nalezy m
zastgpi¢ w up przez m— 1, by otrzymac tiw. WidzielisSmy
poprzednio, ze up—>-0, gdy m-|-1=>0 i tylko wtedy; stad
whniosek, ze w<)—>0, gdy w=>0 i tylko wtedy; na zasadzie
(159), s™-n"-0, gdy m=>0 i tylko wtedy.

Ostateczny wynik jest nastepujacy.

Rozwiniecie dwumianu (157) jest prawdziwe,



gdy % <_1, dla kazdego m;
gdy =1, tylko dla m>—1;
gdy x=—1, tylko dla m>0;
gdy [|a?|> 1, nigdy.
124. Przykiady innych rozwinie¢. Obliczanie liczby jt.
Niech /(a?) = Arctga? =y; obliczmy kolejno pochodne
tej funkcji. Najprostszy wzor otrzymamy wtedy, gdy te ko-
lejne pochodne wyraza¢ bedziemy nie wprost w zaleznosci
od @, lecz w zaleznosci od y, t. j. wyrazajac fW(pc) jako
funkcje ztozong za posrednictwem y = floc\
Mamy:

y' = cosly; y" = — 2cosysiny,y' = cos2y.sin2 (y+ i
y"" = 2cosdy.sin3 ly+7jj......»
udowodnimy przez indukcje, ze
y<n) = (n— 1)! coswy. sinn

Przypusémy, ze wzor ten jest spetniony dla n=1, 2,..k;
udowodnimy, ze bedzie spetniony i dla n=Kk-\-\. R&znicz-

kujemy wiec yW = (&— 1)! cos?y. sink ly-\-'J stronami;
otrzymamy:

yOH-1' — — — 1)L k cost-1y . siny . cos2y. sin&
-J- (k— D)IcosAy. k. cosZ:ly-|- cos? =
= k! cosfctly. —sinA yi|—2) siny -|- cosk yy -|-—I cosy
= k\ cosfctly. sin<(k -|- 1)

Wzor /@) = (n— "13!1 cosny sinn I/y-\l- -, mozemy wiec

Rachunek rézniczkowy i catkowy II.



uwaza¢ za udowodniony; poniewaz chodzi o gatgz gtowna,

wiec w otrzymanym wzorze L < i( : édy rr=0, y=’b,

to B)@) =(— 1! sinn. Otrzymamy rozwinigcie:

A

7yi3
(160) ATCHGA? = &0-emee = j=yem = frmee

wyraz ogoélny - sinn %t Przytem rozwinigcie to jest prawo-

moche tylko dla tych wartosci zmiennej x! dla ktérych R,,
zmierza do zera; reszte wezmiemy w postaci Lagrange’a:

JRn=—- cnosnf(Qx). sir|1 n {/'(0a?) 2—j-
wiec ‘Rn <
stad RW-~O dla || 1
Gdy to Rn nie zmierza do zera, gdyz czynnik

r co do wartosci bezwzglednej ro$nie do nieskonczonosci

wraz z n (I. 107), i szereg po stronie drugiej réwnaosci (160)
jest rozbiezny.

Tak wiec rozwiniecie (160) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy [0 <7 1, czyli w przedziale wiasciwym (—1, 1).
Czyniac w tym wzorze a?=I, otrzymujemy:

Suma takiego szeregu jest (1 56, uwaga) zawarta mie-
dzy suma parzystej i sumg nieparzystej liczby wyrazéw, t. j.
suma czesciowa p wyrazéw rozni sie od rzeczywistej sumy
szeregu mniej niz warto$¢ bezwzgledna wyrazu, zajmujacego
miejsce 7> + |. Widzimy wiec, jak wiele wzia¢ musimy wy-
razéw, by otrzyma¢ doktadno$¢ pieciu, np., cyfr dziesiet-
nych.



Zauwazymy, ze wzOr (160) prowadzi do tym predszych
rachunkéw wartosci przyblizonej funkcji, im |7 jest blizsze
zera.

Ze wzoru na dodawanie dla funkcyj sinus i cosinus
mozemy z fatwoscig otrzyma¢ wzor na dodawanie dla
funkcji tangens

tg(@a+P)= ~“+83

. H 1—tga.tgp
przypusémy, ze

potézmy tga =u, tg[3=v, wtedy wzor na dodawanie da nam

usd-v.
tg(a+P) 1—U. 1

dalej o0 = Arctgu, » = Arctgv, a4" 3= Arctg ;‘__'_ v otrzy-
mujemy wzor:

(162) Arctgu  Arctgv = Arctg 1u_+JI);

przypusémy teraz, ze a i {§ spetniajg warunki poprzednie,
lecz a-j-O———wtedy u.v—>1, przyczem m=>0, v=>0
i wzoOr poprzedni przejdzie na

Arctgu-j- Arctgi> = —;
jezeli teraz cr-|-p>— to wv=>l, (U>0, v>(>),

Arctgw -j- Arctgv = Arctg-—44 + 9'

Jezeli a§ -—* — 4 wtedy uv->1, przyczem u <0,

Jt

i i'<O i Arctgw4d" Arctgv=——;



jezeli wreszcie a+P <-, t0 ua>1 (u<O, v<0), i

Arctgw -j- Arctgv = Arctg ;_J_\JB er

Zastosujmy wzor (161) do obliczenia liczby Jt; kadac
U= 'ﬁﬁ-ﬁll—UD U\ g u=1

1—UD 14V
otrzymamy Arctgu + Arctgv = Arctgl = JL; jezeli y=25
_1—D_1
U=%H =
= Arctg - + Arctg
czyli

/1 1 1 \ /I 1 1L
4—\2 232" 65 /+\3 3.3375.F

Mozemy rozdrabnia¢ dalej, np.,

1 1 ;'3+7L 1
Arctg - + Arctg = = Arctg------ j— = Arctg
1—3~7
skad
| =2Arctg | +Arctgl i
J |1 L -1-1 1
4— |3 3.331"5 3 —3. 735 A |

Wskazemy jeszcze nastepujacy sposéb, podany przez
Machin’a, ktory pozwala obliczy¢ liczbe Jt zapomocg bardzo
szybko zbieznych szeregow.

Niech tg«= 15 t’\%azi% tgt4a= 11—?8 -1
p=dcts ~=9RT 39 4

1



T 4a— 3 =4Arctg —Krc%g" p czyli

,»—16li 4 4 43
5j1 3100 ' 51002 7.100s +

- Ah | J L —=..J.
239 | —385712% ' 557%2ir—F57121=" (
przy pomocy tego wzoru obliczono liczbe jt z doktadnoscia
przeszto 700 cyfr dziesietnych.

Wierszyk francuski:

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile
[aux sages!

Immortel Archimede, artiste ingenieur,

Qui de ton jugement peut priser la valeur!

Pour moi ton probleme est de pareils avantages.

Zastepujac kazde stowo tego wiersza liczbg liter wen
wchodzacych, otrzymamy:
n= 3,14159265358979323 8 462643383279
z doktadnoscig 30 cyfr dziesietnych.

Rozwiniecie tego i poprzedniego rozdziatu mozna byto
otrzyma¢ drogg daleko krotszg przy pomocy twierdzenia
udowodnionego poprzednio (1. 118). Mianowicie, funkcja
wyrazona szeregiem:

«<4) + U} + “+_.. +u'ploc) + . ..
jest pochodng funkcji, wyrazonej przez szereg:
4-w2(@?) + u3(z) -J-... +up(x) + ...,
w przedziale (m, N\ gdy w tym przedziale pierwszy szereg
jest jednostajnie zbiezny.

Jezeli K@) — A (—Dwtl, to unx)=(—¥H 1a‘l-l

A wiec funkcja = 1—tc-j-a;2—a?3-]-..., suma sze-

regu pochodnych jest pochodng funkcji:



) = . _}YJ&_,_LW.Lil)Lﬁ—_._ —+— (—IDnN-1. iR

czyli s(a?f =nln,

stad wynika, ze pochodng funkcji fa) = s(ir)— Ig(l 4—m)
jest zero, gdyz pochodng 1g(14~") jest takze j-q7/;awisc

(1. 102, uwaga lll-cia), f(x)=C (stata) i s(a?) = Ig(l —a?)—C;
poniewaz s(0) =0, bo kazdy wyraz szeregu jest wtedy
réwny zeru, wiec (7=0; otrzymalismy:

zyi2 zyi3 7y»4

To rozwiniecie zostato udowodnione (1. 118) dla kazdej

wartosci 07, nalezacej do przedziatu, w ktorym szereg
1—X-j-X2—X5-]-...

jest jednostajnie zbiezny, t. j. w przedziale (— 1 -j- e, 1 —e),
gdzie e>0 jest liczbg dowolnie matg. Ten wynik nie jest
zupetny, bo jak wiemy z poprzedniego rozdziatu rozwiniecie
nasze jest stuszne i dla x=1I, tymczasem punkt x=1I nie
jest zawarty w przedziale (— 1 -j- e, 1 —e). Zobaczymy w roz-
dziale nastepnym, jak mozna z fatwoscig ten wynik uzu-
petni¢ przy pomocy twierdzenia Abela.

W ten sam spos6b z rozwiniecia

1IN ai-=1—a24-x4—x6 + x8-...;
mozemy otrzyma¢ rozwiniecia funkcji arctgir. W rzeczy
samej, niech u'n(x) = xxn-1). (———wtedy

—2n-1

a wiec, kladac,
S(X) =X —™"X3+~xX5—yXx74----, mamy s'(x)= —17,



a wiec s(a?) = Arctga?-|-0; w punkcie 8 =0, s(0) =0,
Arctg0 =0, wiec C=0 i s(x) = Arctgrc, czyli:

Arctgrc = #— 1x3 ;\x5— 1—xl 4~vop

w przedziale (—1-j-e, 1 —e), gdzie szereg 1 — a72-|-a;4 — a%-j-...
jest jednostajnie zbiezny. Widzimy, ze i ten wynik nie jest
zupetny.
Zrébmy jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia z 1. 118;
Niech
f(x) = Arcsinx\ /v(a?)=(1—a?%)-17,
czyli

1Ly 2, LR, L 135.2)—1) 3
f(((§:1+2 + 2N +... -

ktadac
u’p+1(a7§ _ 1.3. 4(27%F1) 9

/X 1.3...(2 1) Npi
»pti(.r)- ﬁf AL

mamy

A wiec
Arcsma —/(a)—a +1— M, 1.3 a
‘ . (2?7 = 1),
e 2.4... 2ip '2p+1 '
w przedziale (—1—e, 1—=€), w ktorym pierwszy szereg,
t. j. utworzony z wyrazéw pochodnych u'p(@?) jest jedno-
stajnie zbiezny.
Mozna udowodni¢, ze otrzymany szereg jest zbiezny
dla x=11i dla x=—1 W rzeczy samej, niech 0<x <1,
wtedy

I x3. 1.3 x| (280—1) X~
N="A4+2 ' B+ra4-5+— + 24 2> —2J+1<

jt

Arcsin x >



bo wyrazy szeregu sg dodatnie i sumy czeSciowe ~U)
daza do s(x) = Arcsin x, tworzac cigg rosnacy.

Poniewaz sp(pc) < — dla kazdego 0 < x < 1, wiec musi

istnie¢ granica Sp(a?), gdy x->1, gdyz sp(@?) jest wielo
mianem, a wiec funkcjg cigglg zmiennej X i

(1) —im Sp(e) %;r,

poniewaz (1), s2(1), s3(I) .8’\(1),.'.. stanowi cigg ros-
nacy i poniewaz cigg ten jest ograniczony od goéry. Ponie-

waz Sp(l) — dla kazdegop! wiec ciag tych sum czesciowych
szeregu

I 1.3.5,..(2"-1) ! ‘
(1621+53+k4+- “2 7
jest zbiezny i szereg (162) posiada sume, t. j. jest zbiezny.

tatwo udowodni¢, ze ta suma rowna sie z My bedziemy

mogli wysnu¢ to takze z twierdzenia Abela, ktore teraz
udowodnimy.

125. Twierdzenie Abela. Ciggtos¢ sumy szeregu po-
tegowego.

WréEmy do szeregu potegowego (137). Udowodnilismy, ze
kazdy taki szereg posiada promien zbieznosci p; przypusémy,
ze rozwazamy szereg, dla ktérego p jest liczbg skonczona,
4= 0. UdowodnilisSmy (1 119), ze szereg (137) jest jedno-
stajnie zbiezny w kazdym przedziale (—p-j-e, p—e), jak-
kolwiek mata jest liczba dodatnia e. Poniewaz kazdy wy-
raz szeregu potegowego (137) jest funkcja cigglta zmiennej
a?, wiec, na mocy twierdzenia znanego 1 118, suma s(x)
wyrazow szeregu (137) jest funkcjg ciggta zmiennej x
w przedziale (—p-|-E, p—e), w kazdym punkcie x tego
przedziatu; czyli

1ims(X) = s,



o ile a jest punktem wewnetrznym przedziatlu (—p, p).
Twierdzenie Abela uzupetnia nasze wiadomos$ci co do cig-
gtosci sumy s(@?) w punktach krancowych przedziatu
(—P,P).

Twierdzenie Abela wygtosimy dla a?==p; dla X=—p
mamy to samo.

Przypusémy, ze szereg (137) jest zbiezny takze w punkcie
X=p i oznaczmy przez s(p) sume tego szeregu (137)
w punkcie X =p.

Twierdzenie Abela polega na tem, ze s(p) jest granica,
do ktérej dazy suma s(a?) szeregu, gdy X zmierza do p, t. j.

Jioy &) = s(p)

Poniewaz na mocy zatozenia szereg
al4" P4 alp"-j-alps anpn-j- ...
jest zbiezny, mozna znalez¢ taki wskaznik n0, ze
K pn4- antl pn+x =+ o0 + ortp Pnthi < de.
dla n>n0 i dowolnego _p>0, (I. 47).
Niech rc=6.p; gdy x—>p, 0—>1, 6<1,

S(p) —s(*) = s(p) —s(9p) = {alp(l — 6)4- ap(l — 67) 4-
+ a3p3(1-e3)4-... + anp41-0n)} +

4- {(n+1 pn+T 4- ant2 pn+24-...} 4- (a,+1 pw+x 6I+K 4-
4- int2 pn+2en+34-... },
czyli s(p) — 8(6 p) = Ut 4- U2 4- U3
\U2 = |(Zn#l pr+L1 4" ttn+2 P2+ I < i g,
poniewaz liczba n zostata ustalona > no.
Udowodnijmy teraz, ze i [ZI13]"N]e. W tym celu

przypomnijmy sobie twierdzenie pomocnicze Abela, udo-
wodnione poprzednio 1 56.

(163) |a,,+i pntléntl 4- (z,+2p"+260+2 4-... 4- an+p pn+r 6nt>| <

.16 E
<6"+13<3



poniewaz liczby 6n+2,... 6nt+», tworza cigg malejacy, a
[+l pw+l < | e, |antlpntl4- ant2p"+2 < |e,...
lantlpn+14- ant2 pn+24-... 4- antppnipl < le

Poniewaz nieréwnos¢ (163) zachodzi przy dowolnem pl
wiec, przechodzac do granicy dla p—> 0o, otrzymamy:

UY jest wielomianem stopnia n wzgledem 6, ktéry dla
6— 1 przyjmuje warto$¢ zero; poniewaz jako wielo-
mian, jest funkcjg ciggta zmiennej 0, wiec

lim £71(9) = O;

do e >0, mozna wiec dobra¢ takg liczbe 1j, ze
1—i]<9<lI
pociaga
[s(p)-M)|<ial + 172 + |273],
a wiec
Is(p) — s(oc)\ < e, byle tylko 1—j< <1,

czyli P.

Stad wniosek, ze lim s(@?) = s(p),”o ile szereg jest zbiezny
w punkcie o« =p. Tak samo lims(3?) = s(—p), o ile szereg
jest zbiezny w punkcie ¢ =—p.

cer cer cC
Zastosowania. Poniewaz szereg X — — 4~ 4" w)

jest zbiezny dla @#=1 (1L 56), poniewaz w przedziale
(—14~e,1—e) sumg s(pc) tego szeregu jest Ig (1 4~#),
wiec, na mocy twierdzenia Abela

limlg(l + ®)=Sh=1—4+4—4%+ .. ;

X->1
lecz limlg (1 4~") =1g2, (ciggtos¢); wiec

X->1



i X'
Poniewaz szereg X— 3 + ">—y H~+vov jest zbiezny

dla a?=l, i poniewaz w (—1-j-e, 1—e) sumag s(a?) tego
szeregu jest Arctga?, wiec, na mocy twierdzenia Abela

jzlimArctgo;z — +

ar->|

I xr 1 3a%
5
dla x=1 i poniewaz w (—1—e, 1—¢) suma s(a?) tego
szeregu jest Arcsina?, wiec, na mocy twierdzenia Abela

= I',mArcsma;z’l —‘l—(S + "1123 + 21',3\5—7 + ..

Twierdzenie Abela wyraza bardzo wazng wiasnosé
szeregbw potegowych. Mianowicie chodzi tu o prawomoc-
no$¢ zmiany porzadku dwaoch kolejnych przejsé do granicy

I|m | lims,(a?) | =Ilim | lim sn(x) L

|n->00 n->oo|a:->p

czyli chodzi o réwnos¢ dwoch granic
al.ign (- X—aN--,.. —Cipx®—-...) i
' lim (<20 -j- ety p —{22 P2—+ v #)j

. . od . ..
Poniewaz szereg ~ jest zbiezny

mianowicie twierdzenie Abela polega na tem, ze z istnienia

drugiej z tych granic wynika istnienie pierwszej. tatwo

da¢ przyktad szeregdbw nie potegowych, dla ktérych obie

wymienione granice istnieja, ale nie sg réwne; niech, np.,

S,,(X) = xn+1—x; tak, iz UuT=xt—xs v"=x1—a%n,....
. Up— xp+x — X3

niech p=1, s(a7) —nllm sn(x) = I|m XN+ — X = —X;
>00

i N=—1|ij = =

)I(l_ryls(a.) |IIT]1a. 1, ml(1) =0, w2(1) U,..., mp(l) =0;

stad s,()=0i lims,,(I) =0;

a wiec w tym przykfadzie
lim 1 lim sH(X) | 4= bm ' lim sn(a?) f

x-»l|n->00 | n->o00| z->1



126. Dzielenie szeregow.

Przypus¢my, ze promien zbieznosci p szeregu potego-
wego

1+ atx -j- a2 x24~ myv...rapXxp-j- ...
nie rébwna sie zeru.

Udowodnimy, ze istnieje szereg potegowy i tylko jeden

1-j-btx mx24...4"bP ...,
1
X0 X" 4-...Cplp—
w pewnym przedziale (—i),1)).

Przypusémy, ze taki szereg istnieje i sprébujmy obli-
czy¢ nieznane spoétczynniki bv b2l - _bp,... tego szeregu
w zaleznosci od spétczynnikéw znanych av a2,..., aPl...
szeregu danego metodg spdlczynnikdéw nieozna- zonych
(L +cxX+<3x +...+apxp+...) (1 +btx +b2x+ ... + biixq+...)—

=i+Vai +4)x4 @4"ai44"4) #
A4 (4 am—144" av-24 A+ 4~ai 4—-144) 4 oo

Chcemy wyznaczy¢ spotczynniki btt b21...! bpi... tak,
by iloczyn =1. Stad

alabt=0,
ad'ai44-4—o,
B+«Q44-a4d44-4=0,

ktory réwna sie e

cip 4 cip—i bT 4" cip-24 4" w 4" 4 == o»
z pierwszego roéwnania wyznaczamy 45 z drugiego 4,
uwzgledniajgc wartos¢ znaleziong na 45 z trzeciego znaj-
dujemy 4, uwzgledniajac wartosci znalezione na 4 | 4
w zaleznosci od at i a2, w ten sposéb postepujagc mozemy
kolejno wyznaczy¢ kazdy spétczynnik bp w zaleznosci od
cii, c2l..., ap.
Teraz trzeba udowodnié, ze szereg
14" L4-mlx24-...4-bpxp4-...
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ktérego spéiczynniki sg liczbami wyliczonemi przed chwilg,
jest zbiezny. W tym celu zauwazymy, ze

\otl = logj.

62 < k2 + laj. bTl

b3 [tz3 -j- lttgl. \bt -j- |62]. Ia)

\b.a Itipl -j- I2p—il. btl -j-.... -j-

Mnozymy te réwnania kolejno przez r, r2 r3,.... ®
i dodajemy stronami. Otrzymamy
|611.r + 168|.r2+ Kk .r34-... +6p .rm» <\avr+ t2|r2+ ...
ceom 1IN r»4-|B1r{lall.r+ a2lr24-............cooviiie +
H-163|r2{lal|r+1a2l.r24-...+ lap_2lr»-2}-j-...-]-|5p_ilri,-1.|]al.r;
a wiec tem bardziej
[1fid |61l.r-+162|r24-...+ |6p|.~<|al|.r + a2r24-... + l«pl.r» +
~+((Jall.r+|al.n+...4 AN+ 62l + ...

... bp
Oznaczmy dla skrocenia przez cp(r) sume szeregu
cp( =(a -r+1a2.r2 .+ \ap.r$-|-...,

a przez <Pp(r) sume czeSciowg p wyrazOw tego Szeregu,
ktory jest zbiezny dla r<p; poniewaz p(0) =0, lim <p(r)=0,
wiec mozna znalez¢ takg liczbe rj>0, ze dla 0<r
<p(r)<lI; poniewaz wszystkie wyrazy szeregu sa dodatnie,
wiec O<cpp(r)<lI, dla kazdej wartoSci wskaznika p.

Wobec tego nierownos$¢ (164) mozemy napisaé tak:

\ox\. r + 821, r2 + ... + \op\rP < ap(r) -f- epp(r) . {|6J. r +

—+ 1621.r2-p ... + 16p[ri>},
czyli
{\N-r+ &2 +... + {1 — cpp(n} < epp(r),

czyli
(165) [6t].r + 16>+ ... + 16lr» < 1~ 1—<p(r)!
poniewaz 1—TAN 20, (r 1)) i op(r) < cp(r).



Z nieréwnosci (165) wynika, ze szereg
(166) I + BILr + 152].r2H-... + Yr» + ...
jest zbiezny, dla r <fj,
Lecz szereg (166) jest utworzony z wartosci bezwzgled-
nych szeregu
(167) | + 5N+ 62N+ ..+ NN+
Stad wniosek, ze szereg (167) jest jednostajnie i bez-
wzglednie zbiezny dla [a?<”r), czyli w przedziale (—i).1))_
Jezeli teraz oznaczymy przez S(X) sume Jtego szeregu
w (—r],r]), a przez o(a?) sume szeregu
o@)—1 axX-j-c xb4“ e d~apxP 4~ rnv
to na zasadzie twierdzenia o mnozeniu szeregbw (1. 57)
przekonamy sie, ze w (—i), 1j) iloczyn
5(a?).0(?) =1,
bioragc pod uwage réwnania, ktérym czynig zados¢ spot-
czynniki bv bt....1bp,... szeregu S(X\ Szereg s(a?) bedziemy
nazywali ilorazem —J-r-
E(W <s(x)
Gdyby zamiast szeregu 0(x) dany byt szereg
(@) <a0—tij (@) —@2 X" ~l- eor =4 0p XY b~ 0!
to zauwazymy, ze
CL@) = <« ' + a2+ 32+ + x»... i (040
( (aia CCq Hq
i zadanie sprowadziliSmy do poprzedniego. Jezeli al 4= O
)
to Ol(a')l nie mozna rozwing¢ na szereg 'potegowy “Zbiezny
w przedziale zawierajacym punkt O; lecz jezeli ar=0,
aat4=0. to mozna rozwing¢ na szereg tego rodzajul.

Udowodnione twierdzenie daje nam mozno$¢ sprowa-
dzenia dzielenia dwéch szeregdbw do mnozenia, mianowicie,
iloraz dwdch szeregbw potegowych sprowadzimy do ilo-



czynu pierwszego przez jedno$¢ podzielong przez drugi
szereg. W ten sposob, np., mozemy udowodnic, ze funkcja
tang (2) moze byC rozwinieta na szereg potegowy i mozemy
kolejno obliczy¢ sp6tczynniki tego rozwiniecia; w samej
rzeczy
angx S8 gax L L xX 2

9 COS(Z?)Z N Cos @' cos (@) 2+24

61, r . 277 8§ /. X3
720a” +8(jtida, — tanga;=r + 3
. X2 5 .61 6. 277 8.

+ 2+24a;+72da7+8U64 +e

A Y A 4
+ 15X + 3815 /2835

Rozwiniecie
1 ' -E7’ ~ d 2yi Zy»
Gosm— WH—FX = At st gt

jest z tego wzgledu ciekawe, ze spdétczynniki tego rozwi-
niecia sg w blizkim zwigzku z tak zwanemi liczbami
Eulera Ev Ef E3...., Ep,...; te liczby ze wskaznikami
nieparzystemi sg rowne zeru, E2=—1, E4—5. E( = —61,

i t. d., jak to wida¢ z poréwnania obu szeregéw na

COs X
Miedzy kolejnemi liczbami Eulera zachodzg zwigzki, przy
pomocy ktérych mozna te liczby z tatwoscig obliczaé;
zwigzek mozna napisa¢ w postaci symbolicznej

B4-)N +<E—1)? =0,

przyczem w rozwinieciu potegi dwumianu nalezy wyktadnik
potegi zastapi¢ wskaznikiem. W blizkim zwigzku z liczbami
Eulera sg liczby Bernoulli’ego.

Cwiczenia i zadania.

) o N a-\-sind
1) Zbada¢ zachowanie si¢ /funijl y*=----)-(---- W oto-



czeniu punktu & =0 przy réznych wartosciach liczby a

2) Zbada¢ y ="-|-cos'a? i y =a?(}-|-cosa?),
y=a]|1+sint), dla wielkich wartosci x.

3) ZbadaC funkcje okreSlone w sposob nastepujacy:
i
a) y="fx) = I|m a72”"1 b)f(pc) = lim x-n-i
PH _ ly—MN

) y=M =Iim r’\> (n=1,23,..),

) TLX -2
Dy =169 =lim, o

4) Zbada¢ zbior punktow nieiciagloéci funkcji

y = f(x) — lim (sin jta?)2’-1.

|
=sin—T.
y sinT

5) Zbada¢ funkcje: y=/(a?) = Iim2- Arctgna?;

2nsin < 27 + a7
a2nsin = a? + a% sm(n ita?)

y= ; (87 r},}omo """ 3 72n+=l’ y / @) = sm(n Jta?)

6) Zbada¢ funkcje: y =a?lga?; y =—Iga?;

1
= 1sm— =X sin—l' Sin= —Sing?
?/’ lga?2>" ' y= iga? @ 7Y~
sm --
w otoczeniu punktu a? = 0.
7) Zbada¢ funkcje y=/s'P” gdzie . Ja-

kie sg punkty nieciggtosci tej funkcji i jak sie zachowuje
funkcja w otoczeniu tych punktéw (lewostronnem i pra-
wostronnem).



Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcyj:

8 y= odpowied? N= 2/~-"—
9 ,, =1+ 2®774®
1—2n4-4n
acc-\-b , ad—hc
'y cx-\-d (cx-\-d)?

_ ax24-2x +c.
alx Z=22btx-\-cj
O(abl — at 6)a%24~ ka ci — cal)x-\-bcl—cht
(ala?24- 251a?4" ci)?

12) — /[ii+6 ,
\ & — bx! (a— bx)\ja2— b2x
By = X4ya—bx gk Va—b
d \ja-\-bx —4a— y % 02— b2
LX _ \@4-)(*+3)9 S /@ 4- 3)7
' <x 4- 2)4 T (X4-2)5V x4- 1

15) y=joc24-a; y' =Ix(x2
16) y= (I —lga?); / = —Iga?.

17) x/=lglgh; V=

io\ I a?24-« 2

I1%) /= ,g%" y )
ehM——a 2aeq

19) y——y — (M+«)2-

20) y=al xa y'= axx0-1(x\ga-{- a).
21) y=an y'=nxt1 .lga.
22) y= (x3—3x24-6x—6)"; y' = x3.ez

23) y=Igtg™+|); y="—

29) y=/12+1)";, V=Vk— I\/
a2 x) \x %

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 1. 23



25 Y a4+ 3,3+ 6a72 + 620z yI — (6&7 XN -

26), =Ig(™+6), ="~ _

Do, 28
p~=% (22 B gua—sa)
52?3
(5a7— 4)3
an—2 [T-j—2 Xa
28 <1~V
)y . * ' vi+ X2
. 1
29 mHigCV/M+]); v
)Y v "9 )y 4.VA(+ M

30) L/2+2<—g A lg{a?+ V1 4-x2);

vi -\-x?
24~ X2 .
= 2 7 =
3l) y=tga? + |tg3?;, / cost 7
32) y =lgsina?; y' = cotga?.
. ina

33) y=2$InZ; y' = 2%sinz §!;-§'-- ih cosa?. Iga? ™
34) y= 2a?-]-sin 2a?, y/ = 4cos2a.

, __C0s3a?
35) y=tg’\—jt93rr; Y=o o

36) ? = 2tga?-tgda?;, V =
37) y=13x_|_sina (] cosa?-|- cos3a?); y' =4coss’.
38) y =cos"lga? — y'== 2cos 1g4a?.

39) y="sin7™ — |sin?®; y1 =|sin5" sin 2a?.

CardeNB . e B
40) Y/V_Ar&tr%?_ ies Y= om+7 T



/ ICl \Ja2— b2

a-|- bcosx
2ax?

Xx— al

Zi) 0= 21Arct'g
) y=Arctgs + llgii%‘_a; <
43) y=Arctge-; V =-5"",

44) y_"tg" + 21gcos/\ V= v. X~

_|_ <

a?-4- sma’?
) Y=XGT Y = T o
46)
1 \—x
y =m\TTA
47) X = Arcsin (2a;2— 1); ' 2 2
—X
48) 1= Arccos (30 —4a9); y' = i?’z
49) y = & sin2x cgsix — s ¢ COSIX — 3c0s X — 026 -
iohtandy: v cosse
—yigltangjl; y sin'a
50) y = Arc sin Jxk y 52,
51) y Arctgifp-fRX: y =g,
13rc —159 T Q
52) y”8(a')2 6ar)+13) Hl'ArCtg'
A8
V= 6a?+ 13)2

-0X X(5-\-3x))
33) y="8+"~ +Arctgh Yy —(1/\ _

23



54) y==23Arctg™-"+21g(re—2) — Ig(a?2— 8a?+25);

13 (5a; — 8)
(a2— 8x + 25) (a;— 2)
5 —6a”% + 2 a3+ 20a? 5V3A .«
57 y="at e AArctg2Vs,
,— 1836
(4 + 3a%)3
— 2 —
56) F=itdrtl + AGR IR iz Avaara &
, 1
asina? , a(« =+ cosa?)
a) rctf 1 + acosa? | + 2acosa?+«
— AN
Y=l -+t +2Arcoin gy
8a’>2
V2(a’7HI)

1 I_| 2a?2
59) y =ilg(l+a??+ %) —" =Arctg-

, X
i 1+a?2+aM

60) y = Ig----- —-----mm—- -2VI ¥ =.V1+n

Zbadaé przebieg zmiennosci i wykresli¢ nastepujace
funkcje:
__aan+ 257+ ¢ .

atx2 + 2 btx + ct’

zbada¢ rézne mozliwe przypadki zaleznie od wartosci spot-
czynnikéw a, b, ¢, alf bv ct,

Przyjmujemy, ze at == 0

_X= @—atX)an+206—btX)x +c—¢"K
y at )+ 26t + q



a o X -\~
przy X=-, gdy ij-X=yv mamy *X!Zp, [ Q=irg—
niech a?~r —§
px-Va —A"NA-B.

—("+"4-5—1) V-VB'
podstawiamy wreszcie At = ijl} wtedy zaleznos¢ poprzed-

nia przyjmuje ksztatt: 1) SSZ_-Il_-(I(:” oile A=F0; o ile za$
A =0, poprzestajemy na zaleznosci . Przeksztal-

cenia y— X =yt i 3c-\-r=" odpowiadajag geometrycznie
réwnolegtemu przesunieciu uktadu spétrzednych; prze-
ksztatcenie za$§ y1=A't odpowiada zmianie skali na osi
rzednych.

Wystarczy wiec zbada¢ wykresy krzywych wyrazonych

réwnaniami ksztattu q Cs= by wyrobic
sobie pojecie o0 r6znych mozliwych rodzajach krzywych,
\ 000 I o
ktore moze wyraza¢ réwnanie
"y ?// alA 26Tacl
Zbadajmy
S§+a /— (§81+ 2aE—P
= " Pochodna i) — (5 (5,24-£)2 )
Niech p>0; wtedy — (|2-|-2a2—p) = — (8—52),
gdzie 21 = —a —Va24-3; »==—a4-yal4-p.
Gdy + 00, to rj—0. Pochodna rf jest ujemna dla
$<Si i dla jest natomiast dodatnia dla 21<2><2>3,

Tak wiec 0§ Ox jest asymptotg krzywej; gdy 5 zmienia
sie od — o0 do funkcja maleje od zera do minimum,
nastepnie gdy 5 zmienia sie¢ od <4 do 52, funkcjar) roSnie
do maximum, przechodzac przez wartos¢ zero w punkcie
§ =—=—a, potozonym miedzy i »2 Wreszcie, gdy zmienna
$ od % do 4" oo, to ] maleje do zera.

Jezeli {3<0, to krzywa posiada takze i asymptoty,



réwnolegte do osi Oy, mianowicie x=\J—3 i x——\/—3
Nalezy rozrdzni¢ nastepujace mozliwosci: albo a24-P=>0,
albo a2+ p=20, albo wreszcie a2-(-p<O0.

Niech P<O0i a--pP>0.

Przypus¢my, ze a>0 Wtedy a> —p i [Kb2=
= a— "al + P<\VV—P- Gdy £ zmienia sie od —o0 do 4,
to i] od zera maleje do minimum; nastepnie, gdy g od 4
roSnie do — —p, to t] od minimum, przechodzac przez
zero w punkcie ¢ =—a, ro$nie do -(-00; nastepuje
przerwa ciggtosci. Gdy & rosnie od —V—3 do £2, to q od
— 00 ro$nie do maximum; nastepnie, gdy £ zmienia sie
od 4 do \j—p, to i) maleje do —o0; nastepuje znbw
przerwa ciggtosci. Gdy 5 rosnie od —p do -|- 00, tor
od -(- 00 maleje znowu do zera.

Przypadek, gdy cc<O sprowadza sie do poprzedniego
przez zmiane £ na —§ i i) na —i], (obrdt o kat pStpetny).

Niech teraz p<0i a2-(- P < 0; pochodna rf jest wtedy
ujemna, funkcja maleje; w tym przypadku |a] <\[—p
Gdy £ rosnie od — 00 do 4 funkcja g maleje od zera do
— 00, nastepnie maleje od -(-o00 do — oo, przechodzac
przez warto$¢ zero w punkcie £ =—a; do —o00 dazy gdy
zblizamy sie do punktu ® =4 lewostronnie. Gdy od 4
rosnie do 4" oo, to r| od -|- oo maleje do zera.

Przypadki a24"P =0 i P =0, jako tez zbadanie krzy-

wej r)=p—?—p zostawiamy czytelnikowi.

62) Zbada¢ przebieg zmienno$ci i wykresli¢ funkcje:
Yy =XZPIX=2G; y =X3-\-pX-(- g y — Xx5-\~px-\-q;
y=X5-(-px3-(-q.
Zbadaé rozne mozliwe przypadki w zaleznosci od wartoSci
liczbp i a
63) y = (3"—)2(a?+)2(*—2)2



64) y=@?— 2)2(x + 3) (sc — 4).

3a72-1-4
65 | _w—2p @+ 1)
66)

cos 3?

67) 1-|-cos2u
%8) Y= Sk s
69) 1+ cos 2¥
70) 3

71) YA+ + ig(™ +VA24-i).

-rm 38 2 1.
7)) = X
0 a? — sina?

74) A =82
B y=x.\g—2

.ex—1
77) y —era-.sina’.
78) y = ¢e¥l sinal.

79) y=-ex\
80) y=e x\
8l) y=i"-

iga,



@?—1) @ — 3)3
85) t/=\oct4- V@ —I1)8__
86) y=o0Arcsina + '
87) y=1a!Arctga;-—E£EIlg(l-j-a?l).

83) y=, [/ 2(3—Arct81)
) yy i -|-a% \g a?/)

89) y=(t4"N(9+1) ~Arctg
90§ = ==~ + IgCOSa-

o) 7= +Ig~
92) y3=I1—ag8
9RB) I="~—

94) il = Igx-l-i— Arct§®-
95) /=i4v<i—+2®Arctga:)

Fx |
%) Y= (N +2«+ 3) -=Arctg -"E-I-

_ V2 V2
|

97) yz=e’x
2X

98) y=r¢el-1

.28
99) t/=sin~r—j

100) t/= Arctg|™ti:



101) y = Arctg (lcsin x\
102) y = Arc tg Qc tg x\

103) 7/ = Arctg

104) y= Arc t9 \OLLL txy/
1
o1
SInN—
X

105) 7/==sin

106) r/ =~"Arctgh.

107) y:Arctg/\“‘t_'

1

108 = XX.
) Y c

109) y=(1 +®)
—3"+2
110) y=I1g»73™M72
HI) y=et8.
112) Jy:eu, uzié(_"_r—_lft'
113) y=?sinx. Sink
114 ="N__
) yy sina?

HEX — 5cosa?+ 6

° 2cosX sinx4~3
116) y=IgOr2—7a? + 12).
117) y=sinlgrr.
118) y=lgsina?.
119) y=Igsin™.

120) y=x\g,x.



121) y =-"sin

122) y= 67=ex

123) Iga?.lgy = Iga?H-Igy.

124) x.e-x =y .e~t.

125) y=xE .dla #=0; y=1, x=0.
126) 2y =#—+ ""—

127) y=-S(™).1g2 + Ig{1-iV® — EKX)V
128) y=-"E(®).

S

130) y =x.Ekx\— [{£(#) + 1}£X#H).
131) y—x".e"i

132) y = cos# . Igsin# — Igtg—.
133) y = #Hcostg#.

X
134) y = Xame
x2(ellx— 1)
135) e(lja; i
136) y = x2 + x1\]x.
137) 1—X2
+ V1 —2
138) y = X2 E(X).
139) Y =X2. e(—.

140) Y= tgf# +Arctgh-j.



141)
142)
143)
144)

145)

146)
147)
148)

149)
150)

151)

152)
153)

154)

y= Arctgg‘x—

y=X"e 11

N=x -t -tanga? —2-sina?.

y = Arctga? —

y =x—Kk.sina?.
y = Arctga? — k ,Xx.
— +
3a?34-3a?
y__ Arctga? 3rc4J 1472 + 3|
t/ = Igsin—

=Ig(l + eM).
II=a?.1g(e”"—1).

y=fa-
\sina?  sin2a?y

Y=7"N---- - —

"u  Ckx cosa?

155)
156)

157)
158)
159)

160)

161)

y = sinlgsina?.

?/= Arctglgsina?.

y = sinsina;.

y = 1g (cosa? + /I + c°s2?).
y =ans—a

= _r---\V.=5sina?
y =gV~ sina?
Ar>2

/\:(/\17_/\



162) y=\Ix(2a— x>-\- \jax.
163) y2= (N4 y)"2
164) y =sinjE'(a?).
165) y=—1»~L---

Arcsinx

[

166) y = ArctgeT.
167) yy="AAr—-"2-—

168) y = u—¢M, gdzie
AN —4
Jo WS
cosa?+ Chx — 2cosa? Chx
1——cosa?CAa?

1/0) Fnaled !g_im -------------

Zbadaé zbiezno$¢ szeregow:
00
171)  Sna?”2

n=I1
Stosujemy kryterjum d’Alemberta;
flw+tl _ 2L+ L"~"2n+1.
an n
gdy a?™>l szereg jest oczywiscie rozbiezny, gdyz an nie

169) Znale2é hm
«->0

1

zmierza do zera, gdﬁl N—>- 00. Gdy O<a?<l, -(-(-H ----- >0,

i szereg jest zbiezny.
00
172)  Xpnan!,
n=I

Stosujemy pierwsze kryterjum Gauchy’ego, przyczem
badamy tylko przypadek, gdy ] < 1, gdyz dla a?*> 1 szereg,
oczywiscie, jest rozbiezny,

= nfa?|(n—h! =



(n— ) IgFF—)g,=(n- 1 i o

Ign—(n—I!Ing_jI —>----00 ISZeregqg jest wiec
v

zbiezny dla x < 1,

173) r?2:0r|1w!a?n2; dla x~"A szereg jest oczywiscie roz-
biezny, badamy przypadek, gdy O<a?<l,;
AOn== K1=eND! :
00; V& rx°®’

(n— 11 Ign — nlg-i

szereg i dla 7 <1 jest rozbiezny.
CO n(n-1)

174) 2n~T~al’\, a?>0; badamy tylko przypadek
O<a?<l, gdyz dla x>\ szereg jest rozbiezny. Stosujemy
drugie Kkryterjum Cauchy’ego.

lg«n__ 1 n(n—l
ign_ngg X "TA 2+A

daﬁn do + oo, a gdy

gdy Ig;(————\%yrazenie

Igh —"<O0, to — idazy do— oo; awiec gdy ()<.r<X,
X igll

to szereg nasz jest zbiezny, gdy x > — szereg jest rozbiezny.

00  ti(n+l) 00
175) ngln a-"x In; x=0. 176) 2 N™xXW.
= n=I
(e]0] « 00 : T
177) gg NE[9o(". 178) 2 (— Dnsin-
00 X 01 / a\
7\

179) 2, sin-r 18°) 2 -1g™l + -]~






Rys. 7. (Str. 157).



SPIS ZAUWAZONYCH BLEDOW.

Jest
Str. 2, wiersz 11-ty od gory.
x=F ()

str 14, wiersz 14-ty od dotu i wiersz

11-ty od dotu.
112
str. 16, wiersz 13-tv od dotu.
Z/I=1
str. 19, wiersz 10-ty od dotu.
y = tgy
str. 21

Zl

str. 24, wiersz 1-y od dotu dodaé:

. 1
str. 25

innych te
wiersz 11-ty od dotu.
/(£ 00 = % 00)
wiersz 9-ty od gory.

str. 35

str. 38

str. 45, wiersz 15-ty od dotu
<X 7 n
str. 45, wiersz 8-y od dotu.
fo 67, ~7), a™), M|
str. 46, wiersz 11-y od gory.
[($)<he + e
str. 47, wiersz 2-gi od dotu.
[/(O-/Cz/)|<8.
str. 49, wiersz 2 gi od gory.
[/)-1(M|<8

wiersz 13 ty od gory.

wiersz 11-ty od gory.

®)
(10)

Powinno by¢

Il = F(x)

ZA

innych wartosci te
f(+xoo0) = +00

/(a-0)

to KN a
/KX N o+e
\FW -f(xX)\<< §,

W)



Jest Powinno by¢
Str. 61, wiersz 16-ty od gory.
(®)—/(a)=/(a:) .f(x—a) f(a)= /() —/(«) =T(@),f<x —<) f(a)=
str. 61, wiersz %G-ty od dotu.
e
175"1 W)i
str. 65, wiersz 4-ty od dotuy,
przy jednej przy zadnej
str. 72, wiersz 15-ty od dotu.

f<xn
str. 74, wiersz 4-ty od gory,
w otoczeniu punktu a w punkcie a
str. 84, wiersz 4-ty od gory.
X" —ax =<ax"'~x").c? d?" —ax' ax —Xx—1).ax
str. 86, wiersz 10 ty od gory.
(8«)y”
str. 91, wiersz 8 y od dotu.
Logh a 1/Logba
str. 94, wiersz 5-ty od gory.
Lo zZnha 2lga
log—<—- Ig(1+7)
str. 96, wiersz 15-ty od gory.
n Hi (
str. 98, wiersz 9-ty od gory.
/'(2a) = 2/(2a) — | 1(2«) = 2f=«(a)-I1
str. 98, wiersz 9-ty od dotu.
* 11 la\ 11 |
str. 103, wiersz 16-ty od gory.
2 OMN =@M ~ "Nzl “ omn'=xVv' X yi
str. 107, wiersz 10-ty od gory.
MPOX, MPIOX,
str. 110, wiersz 8-y od gory.
y =i>(ea+e ¥ y = KeT-\- e-®)
str. 114, wiersz 6-ty od gory.
TZCU T ——1 nerl / — —\
(1—-1 = Cll’ZE +r vy (— I=|Ir2p-|-r
str. 114, wiersz Ll-ty od dotu.

(") = eku + & ku) = f(u) = | <eku + e-M) =

Rachunek rézniczkowy i catkowy 11



Jest Powinno by¢
Str. 116, wiersz 16-tv od dotu.

VA(®LX®2<(P2(Z:1)

str. 116, wiersz 15-ty od dotu.

(<Pi(®i), VX)), (tifa), ).
wiersz 14-ty od dotu.

<Pi®f) 1 V2X VI®1) i <P2><)
wiersz 14-ty od gory.

I/(<1/") — g\<e. (29 'y — g\<e
wiersz 1-szy od dotu.

lim dvzp— 0 lim dvzp— 5

wiersz 5-ty od gory.
() =
wiersz 7-my od gory,
okreslona w (Z)) okreslona i ciagta w (£))
str. 134, wiersz 14-ty od gory,
bedziemy zbiér punktéw, bedziemy otoczeniem punktu P zbiér
punktow,

str. 116

str 124

str, 130

str. 132

str. 134

str. 140, wiersz 3-ci od gory.
Podzielmy My Podzielmy At
str. 141, wiersz 6-ty od dotu,
wiekszy mniejszy
str 145, wiersz 18-ty od gory. i
ci = 6i = ?(«i),

str. 151, wiersz 6-tv od gory.

= ()
str. 163, wiersz 3-ci od dotu (w przy-

pisku).
nierozrdczniczkowalnych' nierézniczkowalnych

str. 163, wiersz 2-gi od dotu tamze.

1614 1914
str. 168, wiersz 14-ty od dotu.

(40) (39)
str. 175, wiersz 10-ty od dotu.

Loga Loge
str. 180, wiersz 9-ty od dotu.

1 1
X2 4- X, X2 4- 2 Xy 'J- XA Xj - X



Jest Powinno by¢
Str. 182, wiersz 4-ty od dotu.

¢Z(PN(a?) 1 1 doph (a?) A
dx cos(pro(z) cosy (h cos(pM(ar)  cosy
str. 183, wiersz 5-ty od dotu.
d Aro cos x dArcsiny d Arc cos x dArc sinx
dx dx dx dx
str 184, wiersz 2-gi od gory,
a znak mniej a znak wiecej
str. 184, wiersz 12-ty od gory.
digx 1\ digx 1\
dx / dx xI"
str. 185, wiersz 8-y od dotu.
y = ea, ™,
str. 189, wiersz 5-ty od gory.
t=9 +A)—( A= @ -j- 1) — 9 (),
str. 189, wiersz 2-gi od dotu (w przy-
pisku).
to 0<A"7)

str. 191, wiersz 4-ty od gory.
dy = (1 4 x3)n—1 Ix dx; dy = n(l + x2y_1 Ixdx;
str. 191, wiersz 9-ty od gory.

X d
: cM@  coszl 2 N dtg2z CO0S2
— - T — - X==m=== S e el G T =
tg2 tg? tg? tg?
str. 192, wiersz 2-gi od gory.
Hy :.Y.@.)dx dii  —— dx.
str. 192, wiersz 6-ty od gory.
dy = x®x\ y = XM,
str. 192, wiersz 7-my od gory.
= 3"(1 4-1ga?) dx-Vv =xx(1-]-1ga?). lgx dx -|-
str. 192, wiersz 14-ty od dotu,
pochodnej trzeciej i t. d. pochodnej drugiej, ktéra jest

pochodng trzecig i t. d.
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Str. 193, wiersz 3-ci od gory.
=/ ()=t
= pQx".dod |
str 193, wiersz 1-szy od dotu.
1. (>-1d/z+—1dD + du-1U. dv 4"
str. 193, wiersz 2-gi od dotu.
Crdudn-1+ 4- CMdu.d™Mv-V-
str. 194, wiersz 10-ty od gory.
-j-(CM+ Q) d2u AL --... \-Cl-\-C*"Audk~Iv+...
str. 194, wiersz 11-ty od gory.

dnf(x) =fwW(cc")(dod)n = A (x)dxn

str. 194, wiersz 12-ty od gory. ~
-,C))+C_ri:C'>>_1__ IC, + Crl— +I,,,.
str. 194, wiersz 13-ty od gory.

str. 194, wiersz 13-ty od gory.
4- d2U dvk-1 4" ... -YexMudMu-v...
str. 195, wiersz 3-ci od gory. .
to XI = cosre, to} =cosa,
str. 195 wiersz 8-y od gory.

yf=—=20-3y =
P, - R

str. 196, wiersz 3-ci od géry.
o<4|C,
str. 201, wiersz 9-ty od dotu.

“wiedy r N/ =

str. 207, wiersz 7-my od gory.
I/ — Ige(-iC)

str. 210, wiersz 15ty od gory,
o ile X40. o0 ile X 4 ®o

str. 211, wiersz 16-ty od dotu.

/(®1) &6}t
str. 216, wiersz 14-ty od dotu,
miedzy /"™(a?); miedzy i fC®);
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Str. 218, wiersz 14-ty od dotu.
y =xsinx + 1
str. 222, wiersz 12-ty od gory.
P@E)—9 a)
A@) — A@@)
str. 224, wiersz 2-gi od gory.
rcn
str. 224, wiersz 6-ty od gory.

Powinno by¢
y—X—sinx +1

<p(o?) — cp(a) _
A@?) — A (@)

icP—n aP—n
. = p(p—1)(y—2)...(4—n)liin— = —1)(p—2)... (i —n)lim—

= lim (@P—n) lime-Xx=20

*'

str. 224, wiersz 9-ty od dotu.
ze (lg )P-->0,

str. 226, wiersz 9-ty od dotu.

V(®) - 9@

@) - 6(@@)

wiersz 3—ci_ od dotu.
i

e °
str. 230, wiersz 1-szy od gory.
1

str. 229

e X

str. 230, wiersz 14-ty od gory.

str. 233, wiersz 7-y od gory.
e, (@) =en
wiersz 7-y od gory.
ed(a) =
wiersz 7-y od dotu.

X»—1

str. 233

str. 236

str. 237, wiersz 3-ci od gory.
Xu

(p.—(p. —2)... k—n)lim(a?P—").
g

ime x—Q

Xa,
et(x) =el
es (a7) = ee(®),...

x(h—1)

/(a+a) —/(a)

f(a+ a;)—/(a) XW
str. 239, wiersz 13-ty od gory.
an “o, «3, ... an a2, as,..
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Str. 243, wiersz 2-gi od dotu.
38;2? + 2)
y — — (a%-3a?2 + 4)
str. 244, wiersz 1-szy od gory,
znak tylko w punkcie x = — 2;
str. 244, wiersz 8-my od gory.
Oy
wiersz 1-y od dotu.

do K,
str. 245, wiersz 8-ci od gory.
A =VI @ =VF,..3Cp=\

str. 244,

Powinno by¢

L 322(x + 2)
Y = = (@2+)2a;-2)
znak w punktach x = —2ix=2;
Ox
do >

— \V/9+1- "2—N"O)-4,.,

str. 246, wiersz 4-ty od gory.
3c-1=VI, 27-2=Vf,..-, A o T N LT
X—P =V 2P oo Xp="9— 2pv-
str. 245, wiersz 13-ty od gory.
— 10a; — 10@ a
s (x2—4)' y = « (x—4) 2
(tel—91502@5§_§5 -------- ($2—9),C0822, (™D
str. 246, wiersz 1-szy od gory.
ir 22r
od tg? do od tg? do
8tr. 246, wiersze 3-ci, 5-ty, 8-my, 9-ty od gory.
2n 21?
str. 248, wiersz 10-ty od gory,
ustalimy, ustalimy, np. vy,
str. 249, wiersz 7-my od gory.
= ™ )
str. 250, wiersz 3-ci od gory.
=/Vy + M) A/
str. 250, wiersz 4-ty od gory.
= yA-K) f'x{x 4- elh, -y + k)
str. 251, wiersz 2-gi od dotu (przypisek)

X-Vk=0>(tA-h), y-VH\ y +1 = 4(Z+A)
str. 252, wiersz 4-ty od gory.

z
lim = = <p(2);
! K <p(2)

2p-

XxX+k=gp{t+A),y+I=A(t+h

lim h_ = f(<),
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Str. 252, wiersz 6-ty od dotu.

a=t X=t
str. 254, wiersz 4-ty od gory.
(@2, 6). f<a, b).

str. 255, wiersz 15-ty od gory.
b). f'Aa, 6).
str. 263, wiersz 8-uiy od dotu.

2] {/A(<Z Oh, b-|- 9ky 'j' ~-{™(a + ez, 6 + 6A)?2-]-

str. 264, wiersz 11-ty od gory,
zaleznie od wartosci Kik Zaleznie od wartosci h i k, przy-
czem zaktadamy, ze C i B jedno-
cze$nie nie rOwnajg sie 0.
str. 265, wiersz 7-my od dotu.
f(P)-Jf) = /XP)-fIIf) =
wiersz 1-szy od dotu (przypisek).
Ipl p>0
str. 268, wiersz 7-my od dotu.
[ o=
wiersz 17-ty od dotu.
¢) & 0.
str. 270, wiersz 2-gi od dotu.
m=0, X =0,
str. 271, wiersz 7y od gory.
F(X[x) P(®,2)
str. 272, wiersz 15-ty od gory
<, 0){d>(r.yp_r)- <|> %0} aP=<D@.OH<I>@L i)-0(a? 0)}=
str. 272, wiersz 13-y od dotu.

str. 266,

str. 270

(107) takze \xp\< ki (106) takze |yp|<A;
str. 272, wiersz 2-gi od dotu.
kl<y K|<7j

str. 273, wiersz 7-my od gory.
Iz/p-z/il<Xz,-1)yil;
str. 273, wiersz 9-ty od géry.
1z/p-yp-i| <X(1-X)&. \Y$-N=ixp-ki -X)A-.
Str. 273, wiersz 12-ty od gory.
(102) (107)
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Str. 274, wiersz 15-ty od dotu.

(105) (104)
str. 275, wiersz 14-ty od dotu.

Str. 276, wiersz 2-gi od dotu.

dz f'y[x.y'Z} _ fFxy.2»
dx— fExy, da? t'"NYy.2)
str. 278, wiersz 9-ty od dotu.
Cfgisc,y, Z, U, U) + Cfx(x, y. u,v) +
str. 278, wiersz 6-ty od dotu.
B . _SA+
d« - d« dy Oy
str. 278, wiersz 5-ty od dotu.
6" fiu gm
str. 279, wiersz 1-szy od dotu.
v = y o 0)_ V2 = d>(®,

str. 280, wiersz 2-gi od dotu.

up—Up-1=F(x,y. 2p 2~-2) = Hp—Hp-I=F"X'y IZp—" Vpi-D> —
-FXxvy, /lp-2, rP-2) =

str. 281, wiersz 6-ty od dotu.

|~y b, ivp=0(x Yy, ttp-i, Vp-i),
str. 282, wiersz 8-my od gory.
T) = F<,y,UIV\ U=F(xy, U W\
str. 283, wiersz 9-ty od gory.
7724 = 6n W = 6n
str. 283, wiersz 10-ty od dotu (wyznacznik).
dA dA df, df,
dut dm-2°

c)n2

str. 285, wiersz 10-ty od gory.

a<h<o, —a<h<o,
str. 286, wiersz 11-ty od dotu.
O<AT|, 0<A<7),
str. 286, wiersz 3 ci od dotu.
f@a?+A2) @) —f(@?)

/i,

Str. 287, wiersz 1-szy od gory.

— </12<7], — 7)<? 2<0,
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Str. 289, wiersz 6-ty od gory.

D, resini\ =4-1
$/o

str. 289, wiersz 7-my od gory,
D_I{rsinl—\ = f-1
\ x/o

str. 293, wiersz 11-ty od dotu.
XcC __ 9ce-na;t
str. 294, wiersz 5ty od gory,
limsn(x)=1Ilim [ j
n->00 «->00 i-f-nrc
str. 299, wiersz 1-szy od gory.
s(@?+ 0) —spca+0) —5(a?) +
bs(N—w @8} =
str. 300, wiersz 13-ty od gory.
a(a) =
str. 301, wiersz 3-ci od gory.
4 tz01+1'a?+7z)—uPo+1(a?)
n
str. 305, wiersz 8-my od dotu.
Va
str. 306, wiersz 2-gi od gory,
w punkcie x.

str. 306, wiersz 6-ty od gory.
[Sz@™M (™) — @

str. 307, wiersz 12-ty od gory.

(141) a™a™ag-pagO?8-I-...

str. 307, wiersz 6-ty od dotu.
u

un_x
str. 307, wiersz 2-gi od dotu.

str. 309, wiersz 3-ci od gory.

Powinno by¢

(n— — nxe-wet

im$,#=1—lim ,1

n->00 n->o00y-\-ncc

s(a4- 0)—sp(a+ 0) = s(«4- 0)—
—s(@?) + s(x) — Sp(as-0) =

a(x) =

«M 1 (X4-/1) -Upo+1 (X)

h
P$

w punkcie z¢, mozna znalezé taka
liczbe Z(a:,)>2V', ze

(133) |A)() <3
—Si(@>)"X )]
al4-alx+abx,4-a3x8+ ...  (137)

1An
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Str. 309, wiersz 5-ty, 13-ty i 14-ty
od dotu.
(117)
wiersz 1-szy od gory.

Xs
+"? + .

str. 312,

str. 312, wiersz 9-ty od dotu.
(131)
wiersz 8-my od dotu.
(136)
str. 313, wiersz 1-szy od dotu.
hm On—1 —gq
an
str. 314, wiersz 2-gi i 3-ci od gory.
|On-11
[ aw |
str. 316. wiersz 11-ty od dotu.
l«il, |«3f=, —
str. 317, wiersz 8-my od dotu.
2.2.4a4 + 2.3.4.5.85
str. 320, wiersz 2-gi od gory.
IN{asdb6(x+ay
str. 323, wiersz 9-ty od dotu.
-+ 28+ 0
2!
str. 323, wiersz 7-my od dotu.

P ®P-Vpocp T+ 2!

str. 312,

str. 323, wiersz 4-ty od dotu.
[
4------ @ 4 y)Pp + ...
P

str. 325, wiersz 5-ty od dotu.
r2@) =— (9),
str. 327, wiersz 10-ty od dotu.

Xp 2Z[+-.

Powinno byé

(137)

X3
-+ 31+-

(141)
(137)

tin+1
m
Un

h

|a«H|
| |

la.l, HIP, |°3|18) —

2.3.4.a4 + 2.3.4.5a5a + ... '
() {a+6(x—a)}
X1+ 2xy-Vy'l
R oy -
(xp4-pxp Ag+ Xp 'y +

pi\
1A® )
+_' - p+'n
p

Y2(®) = — y<®),



str

str.

str

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.
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. 328, wiersz 12-ty od dotu.
0 ji3@) + o, <L @)=

330, wiersz 5-ty od gory.

(-)»m -Dn-1an /1 —9 \n-1
“N— 1+9% \I+0$J . i +9% \1+ 0Ox)
332, wiersz 6-ty od dotu (w przyp.)
3 2
ns— 3n n3— 3n
333, wiersz 11-ty od dotu.
|«ptl] m~P. |«p+l] _ ™ —PT.
I “pl P+1 <Pl /,+ 1
336, wiersz 5-ty od gory.
U
uPo >QO, UF;]
339, wiersz 9-ty od gory.
X
2 2
346, wiersz 8-my od gory.
9—1 9=1
346, wiersz 11-ty od dotu.
(1 —T<®<p. p(l —N)<a?<p.
347, wiersz 12-ty od dotu.
lim@ + p+ p+.); lim (a0 -p 01 p 4- «2p2 pn);
n->00
349, wiersz 12-ty od dotu.
p(0) =0 @0=0
349, wiersz 7-my od dotu.
<nP(r) + <% ) +
351, wiersz 7-my od gory.
m xb X7 x9 \ X3 X5 X1 X9
(3! 56 709/ ("éi""%i""?T+§
351, wieMdsz 8-my od gory.

=X : 1 X8 -4
B 3
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