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PRZEDMOWA

DO DRUGIEGO WYDANIA

W zniszczonej przez wojne Polsce dawal sie odczuwac brak wszelkich
podrecznikow, a w szczegolnosci podrecznikow dla szkol akademickich,
nalezalo wiec jak najpredzej przystgpié do przygotowania odpowiednich
dziel, pomimo trudnosci uzyskania potrzebnych do tego zZridet.

Autor niniejszej ksigzki, prof, dr Leon Staniewicz, prace wstgpne
do drugiego wydania rozpoczql zaraz po zakonczeniu wojny, w r. 1945,
poczgtkowe jednak powojenne trudnosci wydawnicze uniemozliwily
wczesSniejsze jej wydanie.

Doceniajgc potrzeby miodziezy akademickiej studiujgcej elektro-
technike teoretyczng na Politechnice Gdanskiej, prof, dr Leon Stanie-
wicz, niezaleznie od prac zwigzanych z przygotowaniem drugiego wyda-
nia ksigzkowego, wydatl tymczasem dwukrotnie swojq ksigzke w postaci
skryptu.

Obecne wydanie wykazuje znaczne roznice w porownaniu z pierw-
szym, ktore trzeba bylo opracowac i uzupetnic¢, dostosowujgc je do obec-
nego stanu nauki, z zachowaniem jednakze pewnych ram, zakreslonych
programami szkotl akademickich. Szczegolnie ulegla zmianie teorio
czwornikow, linii fancuchowych oraz zastosowania metody sktadowych
symetrycznych do obliczania prqdow zwarcia; poza tym usunigto szereg
bledow, ktore sie wkradly do pierwszego wydania.

Drugiego wydania ksigzki autor niestety juz nie doczekal, zmart
bowiem nagle przy pracy nad pierwszq korektg niniejszej ksigzki.

Korekte ksigzki po Smierci autora przeprowadzili pracownicy nau-
kowi Katedry Elektrotechniki Teoretycznej Politechniki Gdanskiej:
adiunkt mgr inz. Piotr Ciechanowicz i st. asyst, mgr inz. Jerzy Dziedzic.
Rysunki wykonat st. asyst, mgr inz. J. Dziedzic. Poza wymienionymi
w koncowej korekcie wzieli udziat pracownicy naukowi Katedry: st. asyst,
mgr inz. T. Mazurkiewicz i st. asyst, mgr inz. J. Cimoszko.

E. KENIG

KIEROWNIK ZESPOLU KATEDR ELEKTROTECHNIKI
TEORETYCZNEJ I MIERNICTWA ELEKTRYCZNEGO
POLITECHNIKI GDANSKIEJ
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ROAZITITO~ZITI ALY PIEIR WS~

PRAD ZMIENNY SINUSOIDALNY

§ i
OKRESLENIE PRADU ZMIENNEGO. PRAD SINUSOIDALNY

Pragdem zmiennym nazywamy prad elektryczny, ktorego wiel-
kosci charakterystyczne: napigcie, natgzenie itp., zmieniajg z biegiem
czasu swe warto$ci oraz kierunki. W elektrotechnice mamy do czy-
nienia przewaznie z pradami zmieniajacymi si¢ okresowo, czyli
z takimi pradami, ktore po' uptywie okreslonego czasu przybieraja
te same wartosci i te same kierunki. Najprawidlowszg postacia pradu
zmiennego jest prad o przebiegu sinusoidalnym, ktory bedziemy
w skroceniu nazywali prgdem sinusoidalnym.

Przebieg sinusoidalny okreslamy funkcja

y = .l sin o
Dla tej funkcji na wykresie (rys. 1) otrzymujemy krzywa,

zwang sinusoidg.
Dla o« =0 y =0

» 6 v oA

A stanowi warto$¢ szczytowa lub maksymalng sinusoidy, za$ x
jej argument.
Dla o = 2 y =0,
3
» X — V— A
, =21 y=0.

Calkowity przebieg sinusoidy dla warto$ci x od 0 do 21 bgdziemy
nazywali falg sinusoidy.



Prad sinusoidalny moze powsta¢, gdy istnieje sita elektromo-
toryczna o przebiegu sinusoidalnym. Site elektromotoryczna bedziemy
nadal oznaczali przez « £ M.

Gdy przewodnik porusza si¢ w polu magnetycznym, przeci-
najac strumien magnetyczny, powstaje w tym przewodniku SFEAL
indukcji, ktérej wartos¢ e w chwili ¢ otrzymujemy ze wzoru

e Z-F-{-Ofedn. cgs
e 401 _5 wolta
dl —§ woltow,

gdzie @, oznacza wyrazong w makswelach wartos¢ strumienia magne-
tycznego przez powierzchni¢ ograniczong przewodnikiem, ¢ czas
w sekundach.

Najprostszy przypadek mamy, gdy przewodnik obraca si¢
z jednakowa szybkoscig w jednostajnym polu magnetycznym, gdzie
nat¢zenie pola ma wartos$¢ stalg. Przypusémy, ze mamy takie pole
miedzy dwoma biegunami NV i S magnesu lub elektromagnesu (rys. 2);
rozpatrzmy przewodnik np. w postaci prostokatnej ramki z drutu,
ktéra moze si¢ obraca¢ naokoto osi ¢ —a. Gdy ramka znajduje si¢
w potozeniu X — ik, strumien magnetyczny przez powierzchni¢ ogra-
niczong ramkag bedzie miatl najwickszag warto$¢ i kierunek prosto-
padly do powierzchni. Jezeli oznaczymy przez B indukcje magne-
tyczng w rozpatrywanym polu, za§ przez s pole powierzchni ograni-



czonej ramka, woéwczas strumien ®m, objety ramkg w polozeniu
X —x, bedzie rowny R

Rys. 2
Gdy ramka obroci si¢ o kat i zajmie polozenie y —y, wtedy
objety przez nig strumien magnetyczny bedzie rowny 0. W potozeniu
posrednim, gdy ramka tworzy z osigx—x X

kat a (rys. 2 lub rys. 3), strumien objety
przez ramke bedzie rowny

Bscosa= ®m cos a.

Zal6zmy, ze ramka, obracajac si¢ ze
stalg predkoscig katowsg co, obrodcita sie
o kat a po uptywie czasu Z, tak iz a=co/,
wowczas powyzszy wzOr mozemy napisac
W sposob nastepujacy:

Bscosa= ®mcoscol

Widzimy stad, ze strumien magne- Rys. 3
tyczny objety przez ramke jest funkcja
czasu okresowo zmienng. Rozpoczynajac liczenie czasu od chwili,
gdy strumien ma swoja najwicksza warto$¢, bedziemy mieli dla
wartosci strumienia w chwili ¢ wzor

@l = Om cos . (1)

Teoria pradow zmiennych 2



Badajac ten wzor widzimy, ze:

dla wt=20 o, = ¢pm,
) cot = @, =0,
cot = JI ol = — On, )

3
. col = :3J1 o, = 0.

Przechodzac nastgpnie od strumienia do SEAM, otrzymamy
dla rozpatrywanego przyktadu

¢ =P T *(— ¢ sin cor) ="m co sin COL

Jak wida¢ z tego wzoru, SEAL okreslona jest funkcjg sinu-

soidalng. Oznaczajac iloczyn ¢wmco przez Eml otrzymamy
e = Emsin o t. (3)
OtrzymaliSmy w ten sposob w obwodzie S £ M sinusoidalna.
Widzimy, ze jest ona wynikiem obracania si¢ przewodnika z pred-
koscig stala w jednostajnym polu magnetycznym. Em ma warto$¢
stalg i nazywa si¢ wartosciq szczytowqg albo maksymalng S E M;

e jest funkcja czasu i nazywa si¢ wartoscig chwilowg S E M.
Badajac wzor (3) widzimy, ze

dla col=0 e=0.
tof = % e= Enl |
., COol = I e=0, (4)
, ol

|98

71 e =—FEm.

Poréwnywajac ze soba wyniki (2) i (4) widzimy, ze strumien
magnetyczny i S £ M zmieniajg si¢ w ten sposob, ze gdy strumien
przechodzi przez swa warto$¢ najwicksza, S E M przechodzi przez
warto$¢ 0 1 na odwro6t.

Analogicznie do przebiegu sinusoidalnego SEAM mozemy roz-
patrywac sinusoidalny przebieg natgzenia pradu wedlug wzoru

1=/wsincof, %)

gdzie i oznacza warto$¢ chwilowa, za§ [Im warto$¢ szczytowa lub
maksymalng nat¢zenia pradu.



Tak samo otrzymamy wzér dla napigcia sinusoidalnego
u= Unsincot. (6)

Wzory (3), (5) i (6) wyrazajg przebiegi rozpatrywanych wiel-
kosci w obwodzie elektrycznym, w ktéorym pewien kierunek zostat
przyjety jako kierunek dodatni.

Prady zmienne, ktore nie maja przebiegu sinusoidalnego, na-
zywamy pradami odksztatconymi., jak wskazuje to np. rys. 4.

W dalszych rozwazaniach bedziemy rozpatrywali najpierw
prady sinusoidalne.

§2
OKRES. CZESTOTLIWOSC. PULSACJA

W rozpatrywanych przebiegach sinusoidalnych wartosci funkcji
czasu powtarzaja si¢ dla argumentéw roznigcych si¢ o 2xz, gdzie
k jest liczbg catkowita. Oznaczajgc przez 7 najkrotszy czas, po
uptywie ktorego nastepuje powtdrzenie wartosci funkcji, bedziemy
mieli

to T = Zm,

skad T - (7

y

Czas T nazywamy czasem okresu lub w skroceniu okresem
pradu zmiennego. W ciggu jednego okresu 7' funkcja przybiera
wszelkie warto$ci fali. Przebieg zmian warto$ci rozpatrywanej
wielkosci okresowej w ciagu jednego jej okresu nazywa s"¢ rOwniez
cyklem. Po uptywie czasu 7 rozpoczyna si¢ druga fala itd.
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Liczba okresow na sekunde stanowi wielkos¢ zwang czesto-
tliwoscig pradu zmiennego; oznaczamy ja literg /; mamy wigc

| 0
( ®)

Czestotliwosci nie nalezy miesza¢ z liczbg zmian kierunku
pradu na sekunde; ta liczba zmian jest dwa razy wigksza od czgsto-
tliwosci.

Czestotliwo$¢ ma wymiar odwrotnosci czasu; wyrazamy ja
w okresach na sekundg; na terenie migdzynarodowym jest tendencja
do nadania jednostce czestotliwosci, czyli jednemu okresowi na
sekunde, nazwy , herc” "Hz"

Ze wzorow (7) i (8) mozemy napisaé
Q- 3 ©)

lub
co = 2rcf. (10)

Wielko$¢ co, ktéra w poprzednich wzorach stanowita predkosé
katowa podczas obrotu ramki w polu magnetycznym, nazywamy
pulsacjg pradu zmiennego.

W zaleznosci od tego, ktora z trzech wielkos$ci: pulsacjg, okres
lub czestotliwos¢ chcemy wprowadzi¢ do wzoréw na wartosci chwi-
lowe funkcji sinusoidalnych czasu, mozemy wzory te napisaé
w trzech réwnoznacznych postaciach, korzystajac z zaleznosci (9)
i (10), np. wzor (3)

e = Emsincol;

. 21
e = Em sin-yr Z;

e == Em sin 2 11 ft.
W urzadzeniach pradu silnego dla sily i $wiatla czgstotliwosé
wynosi najczesciej 50 Ilz: f= 50, T = w trakcji elektrycz-

nej spotykamy czestotliwos¢ 162/3 Hz; w urzadzeniach telekomuni-
kicji np. w urzadzeniach telefonicznych, czestotliwo$s¢ dochodzi
do kilkunastu tysiecy Hz, w radiotechnice za§ mamy nawet miliony Hz.



§3
FAZA. PRZESUNIECIE FAZY

Argument funkcji sinusoidalnej wzrasta w miare wzrostu zmiennej
niezaleznej. Warto$¢ argumentu, zawartg w granicach jednego okresu,
czyli pomiedzy 0 i 2;m lub — i i + j, nazywamy fazg tej funkcji.
Rozpatrujac funkcje sinusoidalng czasu powiemy, ze faza jej w pew-
nej chwili wynosi a, gdy w chwili tej co [ = a, przy czym 0 <a 2n
lub —n1  a <+ 1. Gdyby warto§¢ argumentu < /[ przekraczala
podane granice, nalezy dla otrzymania fazy odja¢ lub doda¢ wielo-
krotno$¢ okresu 21, tak aby rezultat byl zawarty w wyzej przyto-
czonych granicach.

Gdy piszemy wzoér na warto$¢ chwilowa, np. natezenia pradu
w postaci . .

I = Imsincol,
widzimy, ze w tym przypadku, w chwili gdy rozpoczynamy liczenie
czasu, prad przechodzi przez faz¢ 0. Jezeli rozpoczynamy liczenie
czasu w chwili, gdy sinusoida posiada inng faze, wtedy do argu-
mentu co ¢ musimy dodac¢ lub odja¢ odpowiedni kat fazowy.

Sinusoide, ktora w chwili 7 =0 przechodzi przez faze¢ 0, bedziemy
nazywali sinusoidg normalng.

Zestawmy 3 sinusoidy (rys.5): I, normalna, ktérej rownanie
jest i = Imsinco/, oraz Il i III, o tej samej warto$ci maksymalnej,
lecz przesunigte wzgledem sinusoidy normalnej w lewo i w prawo
o kat a. Rozpatrujac sinusoide II widzimy, ze w chwili ¢t = 0 prze-
chodzi ona przez fazg + a; jej rOwnanie bedzie

i=Adwsin (co/ c¢z).



Rozumujac analogicznie, napiszemy dla sinusoidy III rownanie
i = Imsin (co t— a) .

Poréwnywajac obie te sinusoidy z normalng, widzimy, ze
sinusoida Il wyprzedza ja ze swoja faza, a wiec wczesniej przechodzi
przez warto$¢ maksymalna i zero. Z tego samego wzgledu sinusoida
IIT jest opdzniona pod wzgledem fazy w stosunku do sinusoidy
I—normalnej. Mozemy dla tych sinusoid napisa¢ ogoélne rownanie

i = Imsin (co I 4- a),

jezeli katowi a bedziemy nadawali znaki + lub — w zalezno$ci od
tego czy rozpatrywana sinusoida bedzie wyprzedzona, czy tez opoz-
niona w fazie wzgledem sinusoidy normalnej.

Dla a =0 otrzymamy sinusoid¢ normalng. Kat a nazywamy
kgtem przesuniecia fazy.

§ 4
WARTOSC SREDNIA I WARTOSC SKUTECZNA

Wartoscig Srednig funkcji sinusoidalnej nazywamy $rednig
arytmetyczng wszystkich wartosci bezwzglednych tej funkcji w ciagu
jednego jej okresu. Rozpatrujgc funkcje sinusoidalng czasu

y=1Y, sincof = Ymsin ¢ (H)

bedziemy mieli, na podstawie powyzszego okreslenia, dla wartosci
sredniej tej funkcji wzor

T
Ylr —— \Y\dl,

0
gdzie |VY| stanowi warto$¢ bezwzgledng rozpatrywanej funkcji.
Poniewaz wartosci bezwzgledne funkcji sinusoidalnej w drugiej
polowie okresu sa zupehie takie same jak w pierwszej potowie,
przeto dla takiej funkcji mozemy dla obliczenia S$redniej wartosci
ograniczy¢ si¢ do potowy okresu i napisaé

77

Yir = yotvdl. (12)



Podstawiajac warto$¢ y z (11) i wykonujac catkowanie, otrzy-
mamy

T/2 T/2
2 .2 2Yn T 2 v
V> Yusinp idi “T '21 cosp i m f
0 | 0

Wyraz 2z w przyblizeniu réwna si¢ 0,64, mozemy wigc napisac
J
przyblizony wzor
Yir 0,64 Ynm .
Rozpatrujac na przyklad przebieg natezenia pradu przedsta-
wiony na rys. 6, okreslony wzorem
i= Imsinco Z,

otrzymamy dla wartosci $redniej tego pradu

9
L =—1, 064/ ;
—

m

warto$¢ ta na rysunku odpowiada rzednej OA.

Obliczmy tadunek elektryczny O, ktory przepltywa przez obwdd
z rozpatrywanym pragdem w ciggu potowy okresu. W pewnej chwili ¢
natezenie pradu ma warto$¢ i; w ciggu nieskonczenie matego czasu d/
tadunek elektryczny przeptywajacy w obwodzie bedzie
dg = idi.
tadunek elektryczny, jaki przeptynie przez obwdd w ciggu
potowy okresu, wyrazi si¢ wzorem



Calka ta stanowi pole ograniczone potowa fali sinusoidy i osig
odcietych, z drugiej strony pole to jest rowne polu prostokata O ABC,
ktérego jeden bok stanowi potowe okresu, drugi zas bok rowny jest
wartosci $redniej natezenia pradu, czyli

T

Mozemy wigc okresli¢ srednig warto$¢ natgzenia pragdu zmien-
nego jako natezenie takiego pradu stalego, przy ktérym tadunek
elektryczny przeptywajacy w ciagu potowy okresu bedzie ten sam co
1 przy rozpatrywanym pradzie zmiennym. Na rysunku pole 0 ABC
odpowiada wartosci O.

Wartosciqg  skuteczng funkcji sinusoidalnej nazywamy pier-
wiastek kwadratowy ze $redniej arytmetycznej kwadratow jej war-
to$ci, obliczonej dla calego okresu. Dla funkcji przedstawionej
wzorem (11) warto$¢ skuteczna Y bedzie okreSlona wzorem

(14)

lub, po podstawieniu wartosci vy,

Calka pod pierwiastkiem, ktora mozemy latwo rozwigzaé, zakta-

271 Ll—cosf’ff,I 1

dajac sin2-" | =-----mmmmmemee , rtOwna si¢ —; wobec tego otrzymu-
jemy .

y = V51> (15)

Wyraz w przyblizeniu réwna si¢ 0,707, wigc dla wartosci

skutecznej mozemy napisa¢ przyblizony wzor:

Y 70,707 Ym.



Warto$ci skutecznej natezenia pragdu mozemy nadaé pewne zna-
czenie fizyczne, rozumujac w sposob nastgpujacy. Rozpatrujac
obwdd elektryczny, przez ktory przeptywa prad staly o natezeniu Z,
wyrazimy energi¢ W§ przetwarzajaca si¢ na cieplo w ciggu czasu 7

WZOorem Wi = PR Z (16)

gdzie R oznacza oporno$¢ obwodu. Gdy przez ten sam obwod prze-
plywac bedzie prad zmienny, energie Wz w ciagu okresu 7 obli-
czymy rozpatrujac nieskonczenie maty przeciag czasu d!/ po chwili Z
gdy natezenie pradu ma warto$¢ i; w tym czasie energia d Wz wyrazi
si¢ wzorem

dWz=1Rdl

catkujac w granicach od 0 do T, znajdziemy warto$¢ energii Wz;
wiec
T

Wz = / iZRdI. (17)
0

Dobierzmy teraz taka warto$¢ nat¢zenia pradu statego Z, ktéry
by w okresie 7 dal energi¢ takg sama co i rozpatrywany prad zmienny;
w tym celu przyrownamy do siebie wzory (16) i (17), wtedy

T

I-RT =j R4 Z
0

W przypadku, gdy oporno$¢ R obwodu pozostaje taka sama jak
przy pradzie statym, obie strony ostatniej rdéwno$ci mozemy podzieli¢
przez 77, wtedy

Wyraz z prawej strony stanowi warto$¢ skuteczng natezenia
pradu zmiennego, mozemy wi¢c daé nastgpujace okreslenie: warto$¢
skuteczna nate¢zenia pradu zmiennego jest to taki umyslony prad
staly, ktory, plynac w obwodzie ze stalg opornoscia, wytworzylby
w ciagu okresu 7' takg sama energie, jaka w rzeczywistosci wytwarza
w tym samym czasie pragd zmienny.

Wartosci skuteczne majg wielkie znaczenie przy rozwazaniu
pradow zmiennych. Gdy podajemy warto$ci natezenia lub napigcia
pradu zmiennego, zwykle mamy na mys$li wartosci skuteczne tych



wielkosci. Przyrzady pomiarowe uzywane w technice do mierzenia
napi¢¢ i natezen pradu zmiennego wskazuja najczeséciej wartosci
skuteczne.

Wartosci skuteczne przyjeto oznacza¢ duzymi literami bez
wskaznikow, piszemy wiec, uwzgledniajac wzor (15),

1= U= FE—- 5= itd.
V2 V2 V2

Wprowadzajac do wzoro6w na warto$ci chwilowe — zamiast war-
tosci szczytowych, czyli maksymalnych — wartosci skuteczne, mo-
zemy napisac

i=/V2sincl;, u=U"2sincwf, e= E"2sinc/ itd.

§ 5
MOC PRADU ZMIENNEGO. WSPOLCZYNNIK MOCY

Rozpatrzmy cze¢$¢ obwodu elektrycznego (rys. 7), na koncow-
kach ktorego dziala napiecie o wartosci chwilowej

u = Umsin co ¢ (18)

i przepltywa prad o wartosci chwilowej i. W obwodach prgdu zmien-
nego, jak o tym niejednokrotnie si¢ przekonamy, nat¢zenie pradu
! na ogot nie jest w fazie z napigeciem; pomiedzy
tymi wielko$ciami zachodzi przesunigcie fazy;

oznaczajac kat przesunigcia fazy pomigdzy nate-

CA  Zeniem i napigciem pradu przez <p, przy czym <

moze mie¢ znak zaréwno dodatni jak i ujemny,

- otrzymamy dla wartosci chwilowej nat¢zenia

pradu wzor

i=  sin (co/ 4-99). (19)

Przy pradzie stalym moc pobierana w roz-

Ftys. 7 patrywanej czg$ci obwodu bytaby okreslona ilo-
czynem napigcia przez natezenie pragdu i mia-

laby wartos¢ stala w ciggu czasu, w ktorym napigcie i natezenie
pradu pozostajag bez zmiany. Przy pradzie zmiennym iloczyn war-
tosci chwilowych napiecia i natezenia pradu daje nam wartos¢
mocy w okre$lonej chwili; oznaczajac warto$¢ chwilowa mocy przez p,



mozemy napisac b= uir

podstawiajac na miejsce u oraz i wartosci ich ze wzorow (18) i (19),
otrzymamy p = Upy, sin <ot sin fot 4- ).

Iloczyn sinuséw mozemy przeksztalci¢ na zasadzie wzoru trygo-
nometrycznego:

sin msinn = A4 [cos (m — n) — cos (m4-n)]J,
wtedy
p = Un In[cos 9—cos (2to [ 4 <) ]. (20)

Jak wida¢ z tego wzoru, warto$¢ chwilowa mocy sklada sie
z dwoéch czgsci, z ktorych pierwsza .

ﬁ U’ cos i

jest wielko$cig stalag w czasie, natomiast cz¢s¢ druga

——é— Unm Im cos (2to/ 4-y) = é /msini2cwld-y—Y
stanowi funkcj¢ sinusoidalng czasu z pulsacja, a wigc i z czestotli-
woscig dwa razy wicksza od tej, jakg majg napigcie i nat¢zenie pradu.
Okres tej funkcji jest dwa razy mniejszy od okresu napigcia lub
natgzenia pradu, czyli wynosi 772. Znak wartosci chwilowej mocy
moze by¢ na ogét dodatni lub ujemny, co oznacza, ze w pierwszym
przypadku moc jest pobierana, w drugim za$ oddawana przez roz-
patrywang cz¢$¢ obwodu. W szczegdlnym przypadku, gdy cos ¢ = 1,
¢ = 0, tzn. gdy prad jest w fazie z napigciem, warto$¢ chwilowa mocy
stale jest dodatnia, czyli stale jest pobierana.

W praktyce chodzi nam zwykle o wartos¢ srednig mocy, obliczong

dla calego okresu przebiegu mocy, czyli dla czasu I; te Srednia

moc nazywamy mocq czynng, pospolicie czesto sie moéwi wprost
moc pradu zmiennego, rozumiejgc pod tym moc czynng.
Oznaczajac moc czynng przez P, napiszemy na podstawie po-
wyzszego okreslenia nastepujacy wzor
2

p = éjpdl;



podstawiajac warto$¢ p ze wzoru (20), otrzymamy

T/2

EZLU,,,I.,—,,} cos g) —cos (2cot +y) dI =

0
- Un Im "7?') i Zcos y 21CD sin (<y 7+ y) —sin

a poniewaz co 7 = 2,

P=Y Un Incos y;

wprowadzajac wartosci skuteczne napigcia i pradu, czyli zaktadajac
Un = UV2~ Im= 1 otrzymamy ostatecznie

P = UI cos <. (21)

Cos ¢ nazywamy wspolczynnikiem mocy pradu zmiennego.
Gdy ¢ =0, cos y = 1, czyli gdy prad jest w fazie z napieciem,
moc czynna pradu zmiennego jest taka, jak gdyby$my mieli prad
staly o napieciu U i natezeniu /. Gdy natezenie pradu jest prze-
suniete w fazie wzgledem napigcia o kat prosty, czyli ¢ = spot-

czynnik mocy staje si¢ rodwnym zeru i moc czynna begdzie réwna
zeru.

Iloczyn napigcia przez natezenie pragdu zmiennego nazywamy
mocq pozorng; oznaczajac ja przez Px, mamy

P,= UL (22)

Wspotezynnik mocy cos ¢ mozemy okresli¢ jako stosunek mocy
czynnej do mocy pozorngj

COSy = -~ = ~__ (23)

Oprocz tego wprowadzamy pojecie mocy biernej okreslaja
ja jako pierwiastek kwadratowy z réznicy kwadratbw mocy pozornej
i mocy czynnej. Oznaczajagc moc bierng przez Px napiszemy:

—_ ” —_— - -
p-=V"p? —p2ap=w1 - ipj2 24)
Uwzgledniajac (23) bedziemy mieli:
Px=PzV1—C0S2 ¢ = Pzsin <p= UI siny. (25)



Dla odréznienia rozpatrywanych mocy przyjeto wyraza¢ moc
czynng W watach, moc pozornag W wolloamperach, za$ moc
bierng w warach (voll-amper-reaclif), oznaczajac odpowiednie jed-
nostki przez IV, VA i VAr. Tak np., gdy w czgéci obwodu dziata
napigcie prgdu zmiennego o wartosci skutecznej 220 woltow i plynie
prad o natezeniu 10 amperow, za§ wspotczynnik mocy cos ¢ = 0,8
(sin ¢ = 0,6), bedziemy mieli:

moc czynng P = 220.10.0,8 = 1760 W,
moc pozorng P3 = 220.10 = 2200 V4,
moc bierng Py = 220.10.0,6 = 1320 VAr.

§ 6
DODAWANIE FUNKCJI SINUSOIDALNYCH

Przy badaniu pradow zmiennych czgsto bedziemy si¢ powolywali
na nastepujace twierdzenie: jezeli mamy szereg funkcji sinuso-
idalnych czasu o jednakowej czestotliwo$ci, np.

gx = At sin (co/ + aj,
yl = A sin (co/ + a2),

Vn = Jl«uin () + «,)>
wtedy algebraiczna suma tych funkcji bedzie réwniez funkcjg sinu-
soidalng o tej samej czgstotliwosci; wige

YVi+ V2 + e +V, = A4 sin (co/ + a).

Aby tego dowie$¢, przepisujemy dane funkcje w sposob naste-
pujacy:

AT cos al sin co/ + At sin ar cos co/ +

+A2 CoS al sin co/ + A2 sin al cos co/ + . .
= A cosasinc/+ A sin acosco/

+A,, cos an sin <of + An sin an cos co/

Wyrazenia te muszg stanowic¢ tozsamos¢, wobec czego wspolczyn-
niki przy sin co/ i przy cos co/ z lewej i z prawej strony muszg by¢
sobie roéwne.

Mamy wigc:

Axcosar+ A2 cosal + ... + Ancos an = A cos a |
sin ax 4- A2sin al + ... + A, sin an = A4 sin a f



Podnoszac oba rownania do kwadratu i dodajac, otrzymamy

A = VUIcos ax + ... + Ancos a,)) + (Ajsin  +... + A4n sina,,)2, (26)
dzielagc za$ drugie réwnanie przez pierwsze, bedziemy mieli:

Ay sin ax + Al sin a2 + ... + An sin an /o_.
Aycos ay + Alcosal + ... + A, cosa,

W ten sposob zagadnienie nasze zostalo rozwigzane.

W szczegdlnosci, gdy mamy dwie funkcje sinusoidalne przesu-
nicte o kat prosty, czyli
Vv = Ay sin col,

y2 = Arsin (co / + ") = Al C0S 0/,
wowczas suma tych funkcji moze by¢ przedstawiona w postaci

yv +yl = A sin (co/ + a),

to znaczy
Ay sin cot + A2 cos col = A sin (co/ + a). (28)
W mysl rozumowan powyzszych winno by¢
A cos a = Ay,
Asin a = A2,
skad wyznaczamy
A= V"N +H]Ly, (29)

(30)

Co do znakow Ax i A2, to moga one by¢ jednakowe lub rdzne;
w pierwszym przypadku kat a jest dodatni, czyli wypadkowa sinu-
soida wyprzedza sinusoid¢ normalng o kat a; jezeli zas znaki Ay i Al
s3 rozne, wowczas a ma warto$¢ ujemna, co wskazuje, ze sinusoida
wypadkowa opodznia si¢ o kat a wzgledem sinusoidy normalne;j.
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OBWODY PRADU ZMIENNEGO ZE SKUPIONYMI
OPORNOSCIAMI

§7
OBWOD Z OPORNOSCIA RZECZYWISTA

Kazde ciatlo posiada wlasno$¢ przeciwstawiania si¢ przeptywowi
elektryczno$ci w wickszym lub mniejszym stopniu, przy czym w ciele
zachodzi przemiana energii elektrycznej w ciepto. Wlasnos¢ te na-
zywamy oporem elektrycznym. Wielko$¢ fizyczna charakteryzujaca
t¢ wilasno$¢ bedziemy nazywali opornoscig; jest ona zalezna od
opornos$ci wlasciwej rozpatrywanego ciala oraz od jego ksztattu
1 rozmiardéw.

Przy pradzie statym oporno$¢ stanowi iloraz réznicy potencja-
tow pomiedzy konicami przewodnika przez natezenie pradu, gdy w tym
przewodniku nie wystgpuje sita elektromotoryczna; wynika to bez-
posrednio z prawa Ohma.

Moc P pradu /, wydzielana w postaci ciepta w czgsci obwodu
z oporno$cig /?, wyraza si¢ wzorem

P = PR;

wobec tego oporno$¢ mozna okresli¢c jako iloraz mocy wydzielonej
w postaci ciepla przez kwadrat natgzenia pradu przeplywajacego
przez rozpatrywang cze$¢ obwodu.

Przy pradzie zmiennym, w samym przewodniku, o czym pdzniej
bedzie mowa, zachodzi zjawisko naskorkowos$ci, powodujgce pozorne
zwigkszenie opornosci. Wobec tego iloraz mocy wydzielonej w po-
staci ciepta w samym przewodniku przez kwadrat natezenia pradu
jest na og6t wigkszy przy pradzie zmiennym niz przy pradzie statym.



Nazwijmy tego rodzaju oporno$¢ przy pradzie zmiennym opornoscig
rzeczywistq.
Poza tym przy pradzie zmiennym zachodza jeszcze zjawiska
w otoczeniu przewodnika (w izolacji, w masach zelaznych), o ktérych
roOwniez pdzniej bedzie mowa, a ktére powodujg wytwarzanie si¢
ciepla w tym otoczeniu; w tych warunkach ogolna ilos¢ wytworzo-
nego przez prad ciepla jest wicksza niz ilo$¢ ciepta wytworzonego
w samym przewodniku. Nazwijmy iloraz mocy
wydzielonej w postaci ciepta z uwzglgdnieniem
wszystkich zjawisk, przez kwadrat natezenia
pradu, opornosciq czynng,

W przypadku, gdy w przewodniku zjawi-
sko naskorkowosci wptywa bardzo malo na
zwigkszenie opornosci, mozemy opornos$¢ rze-
czywistg zatozy¢ réwnag opornosci, jaka mieli-
by$my przy pradzie stalym; wowczas opornosé
rzeczywista nazywa si¢ jeszcze opornosciq omowgq.

Rys. 8 Rozpatrzmy cz¢$¢ obwodu z opornoscia rze-
czywistg o stalej wartosci R (rys. 8). Niech na-
piccie dzialajagce na t¢ oporno$¢ bedzie

u = Un sinct.

Warto$¢ natezenia prgdu w kazdej chwili na zasadzie prawa
Ohma bedzie
. u un ..

1= R=-R-Smml
a wiec w danym przypadku prad i ma rowniez przebieg sinusoidalny
i jest w fazie z napieciem. Jak wida¢ z ostatniego wzoru,

Un
R m'
czyli i = Imsinct;

warto$¢ skuteczna natezenia pradu bedzie

taka sama, jak gdyby$Smy mieli prad staty.



§ 8
OBWOD Z OPORNOSCIA RZECZYWISTA 1 INDUKCYJNOSCIA
W POLACZENIU SZEREGOWYM

Prad plynacy w obwodzie powoduje powstanie pola magnetycz-
nego, a wiec i strumienia magnetycznego. Strumien ten zalezy od
nat¢zenia pradu plynacego w obwodzie i zmienia si¢ jednocze$nie
ze zmiang pradu.

Gdy strumien magnetyczny objety przez obwod podlega zmia-
nom, powstaje w obwodzie SEAL indukcji, ktéora mozemy okresli¢
z ogo6lnego wzoru

e=

gdzie e- oznacza warto$¢ S £ M w chwili Z, @, — warto$¢ strumienia
magnetycznego w tejze chwili; gdy obwod zawiera wiele zwojow,
tworzac cewke o z zwojach, nalezy we wzorze powyzszym pomnozy¢
strumien magnetyczny przez liczbe zwojow.

Stosunek strumienia magnetycznego @, objetego przez obwad,
do nate¢zenia pradu i, ptynacego w obwodzie i wytwarzajacego ten
strumien, stanowi indukcyjnos¢ wtasng danego obwodu. W ten
sposob indukcyjnos¢ wilasna L okreslona jest wzorem

skad ® = Li.
Wartos¢ indukcyjnosci zalezy od ksztattu i rozmiaréw geome-
trycznych obwodu; dla prozni oraz praktycznie dla $rodowiska
magnetycznie obojetnego ma« ona wartos¢ statg, w przypadku zas,
gdy srodowisko ma zmienng przenikalno$¢ magnetyczna, indukcyj-
no$¢ bedzie funkcja pradu i.
Podstawiajac wartos¢ Odo wzoru na S E M indukcji, otrzymamy
, dILilL
dal ’
w przypadku szczegdélnym, gdy mamy Srodowisko o stalej przeni-
kalnosci magnetycznej, a wigc praktycznie i dla powietrza,

Rozpatrzmy obwod, w ktorym oprocz SE M o wartosci chwi-
lowej e powstaje SE M indukcji o warto$ci chwilowej ef. Oznaczajac

Teoria pradow zmiennych 3



przez R opornos¢ tego obwodu, otrzymamy, wedlug prawa Ohma,
dla wartosci chwilowej pradu i plynacego w obwodzie

R

lub na podstawie poprzedniego wzoru

e L&

R

z

skad me T d
e = Rl + I.-dT

Iloczyn Ri stanowi napigcie na oporno$ci rzeczywistej. Drugi
wyraz L—]ﬁ' stanowi warto$¢ SEM indukcji, wzietg ze znakiem prze-

ciwnym, mozna go wiec traktowacé jako napigcie idgce na przeciw-
dzialanie, czyli pokonanie SEAZ indukcji; nazywamy ten wyraz
napigciem indukcyjnym. Oznaczajac to ostatnie napigcie przez u.
i rozpatrujac prad o przebiegu sinusoidalnym

i=1Insincwz

otrzymamy

It I JI\

di T
= co LIm cos col = o L smlcot+ o r

T
u, =L

Z tego wzoru widaé, ze napiecie indukcyjne wyprzedza w fazie
natezenie pradu o kat -T5C odwrotnie, mozemy powiedzie¢, ze prad
opdznia si¢ w fazie wzgledem napigcia indukcyjnego o kat %Cy Warto$é
skuteczna tego napigcia bedzie

Ui — coLl

Jak tatwo zauwazy¢, col, stanowigce stosunek napigcia do
natezenia pradu, ma wymiar opornosci, a wigc moze by¢ wyrazone
w omach; wyraz ten nazywamy opornosciqg indukcyjng.

Oporno$¢ indukcyjna colL = 21¢/L  zalezy, jak widzimy, od
czestotliwosci pragdu zmiennego i jest proporcjonalna do czestotliwosci.

Rozpatrzmy teraz obwod zawierajacy oproécz opornosci rze-
czywiste] jeszcze indukcyjnosé, np. w postaci cewki w szeregowym
potaczeniu.



Schemat takiego obwodu mamy na rys. 9. Dziata napigcie
u = Un sin col.
W kazdej chwili powinno by¢
u=Ri+ L9
czyli di _
Ri + L-]c—l?" = Un sin cot. (1)

Jest to rownanie rézniczkowe liniowe o wspotczynnikach statych.
Rozwigzujemy najpierw rowna-
nie uproszczone:

A + J1i-O;
dl A
rozdzielamy zmienne

i L
Rys. 9 po scatkowaniu, oznaczajgc przez A

statg dowolng, ktorg mozemy napi-
sa¢ roOwniez w postaci InA, otrzymamy

Ini = }g—t +In4d lub n _/il —__ R
skad
i = Ae L (2)

Aby otrzymaé calke ogolng rozpatrywanego réwnania (1),
musimy do znalezionej wartosci i doda¢ calke szczegoélng réwnania.
Szukamy jej w postaci ogodlnej i — M sin col + N cosco!l lub, za-
stepujgc sumg tych dwoch funkcji jedng funkcjg na podstawie
wzoru (28) z § 6, i = P sin (coZ + a), 3)

gdzie P 1 a sg stale do znalezienia. Wtedy
= Pcocos (coZ + a).

Po podstawieniu tych wartosci do réwnania (1) otrzymujemy
PR sin (col + a) + PcoL cos (col + a) = Unm sin coZ.

Rozktadajgc sin (coZ + a) i cos (coZ + a), otrzymujemy po zgru-
powaniu i przyroOwnaniu wspotczynnikow przy sin cl i cos col
3



z lewej 1 z prawej strony
PR cos a— PcoL sin a = Un,
PR sina + PoiL cos a = 0.

Podnoszac oba réwnania do kwadratu i dodajac otrzymujemy

z drugiego rownania mamy za$

oL
Wyraz zawsze jest wickszy od 0, tg a jest mniejszy od 0,
wobec tego a < 0. Zatozmy ¢ = —a, tak iz ¢ >0
coL

Podstawiajac wartos¢ P do rownania (3) oraz zamieniajac
a na — ¢ otrzymujemy

i= - 1 ..sin (coZ — ¢4,
za$ calka ogdlna rownania naszego bedzie miala postac

i = -sin (coZ-y) + Ae L . 4
VTil + (coL)2 ( y) @

Zbadajmy wyraz 0

Ae L -
W miar¢ wzrastania czasu funkcja ta maleje dazac do 0.
Teoretycznie staje si¢ ona réwng 0 przy = 001 moze to by¢:

1) przy R = oo (przerwa w obwodzie), lecz wtedy znika prad i,
2) przy L = 0 — przypadek ten juz rozpatrywaliSmy w § 7, wreszcie
3) przy t = oo. W rzeczywistosci, po uptywie bardzo krotkiego czasu

wyraz Ae L otrzymuje zwykle warto$¢ bardzo matla, czyli prak-
tycznie rowng zeru. Mamy wtedy tak zwany stan ustalony pradu.
Obecnie bedziemy rozpatrywali wylacznie stany ustalone. W tym
przypadku wzor (4) upraszcza si¢, mianowicie

U,

™ sin (o — ).
VRl +er) ") ©)



Poréwnywajac ten wzor ze wzorem na napigcie i majgc na
wzgledzie, ze < >0, widzimy, ze natezenie prgdu jest opoznione
w fazie wzgledem napigcia, przy czym

tg <P= ' (6)
Warto$§¢ maksymalna tego natezenia pradu wynosi

7 =

Wobec tego warto$¢ skuteczna bedzie
I = dL= (7)
VNe + (<uL)2
Przy pradzie stalym mielibySmy wedlug prawa Ohma
U
R
gdyz nie wystepowaloby zjawisko indukcji wlasne;j.
Chcac zastosowaé¢ prawo Ohma do pradu zmiennego, musimy
zamiast opornosci R wprowadzi¢ wyraz
VY/?2 + (cul)2 > B.

Wyraz ten nazywamy opornoscig pozorng 1 o0znaczamy

V4
przez &, Z = VBl +(60£)2. (8)

W ten sposob mozemy napisac
U

~ 9)
Oporno$¢ pozorng mierzymy w omach.
Ze wzoru i = Im sin (COL — <)

mamy i = Im cos % sin <ot — Im sin <p COS O)t.
Poniewaz

cos ail = sin

—C0s0)t = -sin sin gof E\
mozemy napisac

[=InCOS<sin0/+ Imsin gsin () 2
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otrzymali$my warto$¢ chwilowa pradu w postaci dwu funkcji sinu-
soidalnych. Zalozmy 4, o5 g Sintor = iz

T . . s .1 JIN\
Im Sin < Sinl to z--- = 12,

czyli

1 =1 + 12
nastgpnie, oznaczajac

Tmcos ¢ = /Im, Imsin ¢ — 12m,

otrzymamy 4 = Ilin sin tot,

sz \

T I |
12 Ibn 8ILTC0¢ I

Pierwszy z tych pradéw jest w fazie z napieciem, drugi zas
opozniony wzgledem napigcia o kat -\?f—'
Warto$¢ skuteczna pradu pierwszego wynosi

1o = I cos ¢,
za§ pradu drugiego /,= Zginge,.

Moc czynna rozpatrywanego pradu zmiennego rowna jest
P = Ulcos <

Te¢ wlasnie moc daje prad pierwszy, gdyz jest on w fazie z na-
pieciem i moc jego roéwna si¢

UL = Ul cos g
Moc pradu drugiego, wobec przesuniecia jego fazy wzlgdem

fazy napiecia o kat £» bedzie

Uli cos —=20.

Z tego powodu nazywamy pierwszy prad o wartos$ci skutecznej
Icos ¢ pradem czynnym, prad za§ drugi o warto$ci skutecznej
Isin ¢ pradem biernym. Dawniej byly w uzyciu jeszcze terminy:
prad watowy i prad bezwatowy.



OBWOD Z R i C W POLACZENIU SZEREGOWYM

Kazdy przewodnik posiada pewna pojemno$¢ -elektryczna,
okre$long stosunkiem tadunku elektrycznego, znajdujacego si¢ na
przewodniku, do potencjatu tego przewodnika. Oznaczajac pojem-
nos¢ przez C, tadunek przez Q i potencjat przez V, mamy

<=0

Wigksze skupienie tadunkow elektrycznych otrzymujemy w kon-
densatorach elektrycznych, ktorych pojemnos$¢ okreslamy jako sto-
sunek tadunku do napigcia istniejgcego miedzy oktadzinami konden-
satora, czyli

G=9

uc

gdzie przez Uc oznaczyliSmy to napigcie.
Gdy kondensator w pewnej chwili i wlagczymy do napiccia
pradu zmiennego

u = Un sincoZ,
otrzyma on w ciggu nieskonczenie malego czasu d/ tadunek
dq = idi,
gdzie i oznacza warto$¢ natezenia pradu w rozpatrywanej chwili,

idacego na tadowanie kondensatora; ten tadunek dg spowoduje
powstanie napiecia duc pomigedzy okladzinami kondensatora, przy

czym . .
P dqg _ idi
L™ dum s,
skad
da. i
¢ (10)
lub
e pdu

| dal '

Napigcie na kondensatorze, spowodowane napigciem z zewnatrz
przytozonym, ma przebieg rowniez sinusoidalny, czyli

uc = Ucm sin o7,



wobec czego
i = G<nUcm cos <ot = (oCUcm sin Ca>l +

Z wzoru tego widaé, ze prad tadujacy kondensator wyprzedza
napiecie na kondensatorze w fazie o kat . Wartos¢ skuteczna tego

pradu wynosi 7 — <nGUe:

skad

Ostatni wyraz, jako stosunek napiecia do natgzenia pradu-
ma wymiar opornosci, nazywamy go opornoscig pojemnosciowg,

Opornoé¢ pojemnosciowa e 17” “jest odwrotnie propor-
pormosé. po 76 e lb prop

cjonalna do czestotliwosci pradu zmiennego, a wi¢c maleje przy
wzroscie czestotliwosci.
Rozpatrzmy teraz obwodd zawierajacy opornos¢ rzeczywista i po-
jemnos$¢ w postaci kondensatora w szeregowym polaczeniu.
Schemat takiego obwodu mamy na rys. 10, gdzie C oznacza
pojemnos¢ wilaczonego kondensatora.

4 Przy pradzie stalym prad ply-
natby w obwodzie tylko do chwili,
gdy kondensator zostanie natadowa-
ny, co zwykle nastepuje bardzo
predko po zamknigciu obwodu.

Przy pradzie zmiennym kon-
densator podlega ciaglym tadowa-
niom i wyladowaniom, powstaje

Rys. 10 prad przesuniecia, wobec czego prad

stale bedzie ptynat w takim obwo-

dzie. W kazdej chwili napigcie przylozone z zewnatrz rownac si¢

musi sumie napig¢¢ powstatych w rozpatrywanym obwodzie. Napigé

tych mamy w danym przypadku dwa: jedno na opornosci R rowne

Ri, napigcie za$ drugie—na kondensatorze, zmienne w czasie; ozna-
czamy to napigcie przez uc.

Wtedr Ri + u.-u. (11)

Biorac w réwnaniu (11) pochodne wzgledem czasu i uwzgled-
niajac wzor (10), otrzymujemy



di duc du

di + dl "dl
poniewaz u = Uwsin cof,
otrzymamy . .
fi EZ rLl = gm co cos co t. (12)

Stosujac przy catkowaniu tego réwnania t¢ sama metode co
w § 8, znajdujemy najpierw catke ogdlng réwnania uproszczonego
W postaci i
i =Ae RC'
gdzie A jest stalg dowolna.

Calki szczegodlnej szukamy w postaci

gdzie P i a sg state, ktore nalezy znalez¢.
Rozniczkujac ostatnig funkcje, bedziemy mieli

— = Pco cos "col -V ay
po podstawieniu tych warto$ci do (12) bedziemy mieli
coBP cos (cot 4- a) + p sin (coZ4-a) = Umco cos coZ
Rozktadajac cos (coZ 4- a) i sin (coZ 4- a) i przyrownujac nastepnie

wspotczynniki przy cos coli sincol z lewej i z prawej strony, otrzy-
mujemy dwa nastepujace réwnania:

P
co BP cos a 4- sin a = Unmco,

—co BP sin a 4- p cos a = 0.

Podnoszac oba réwnania do kwadratu i dodajac, otrzymujemy

P2
+ =
B2P) (coC)2 Ur
t
stad o U
/1 \27



nastgpnie z drugiego roOwnania
1
to G

—_—

Zamieniajac a na <y, gdzie ¢ >0, otrzymamy dla catki ogolne;j
rownania (12)

¥
i=Ae RC'4---- I]/ m— sin (col + T)._
‘!ﬁ4 \toC }2
Funkcja Ae RC maleje ze wzrostem czasu i zwykle po uptywie
bardzo krotkiego czasu staje si¢ praktycznie réwng zeru. Dla stanu
ustalonego natgzenie pradu ma warto$¢

Un )
[ = [1.../0 I sin +y) (13)
\ XeG)
przy czym !
tgy = (14)

Widzimy, ze natezenie prqdu wyprzedza napiecie w fazie.
Ze wzoru (13) wynika, ze

wigc warto$¢ skuteczna natgzenia pragdu wynosi

Mianownik H+ stanowi oporno$¢ pozorna rozpatrywa-
nego obwodu.
Ze wzoru (13) mamy
1= Ims*n + <p
skad otrzymujemy
i = Imcos ¢gsincot + Imsin ¢ cos (0t =

= Im cos (p sin (°¢ + Im sin (p sin



W ten sposob prad i roztozyliSmy na dwa prady sinusoidalne
o amplitudach /m cos ¢ oraz Zm sin <. Pierwszy, o wartosci sku-
tecznej [ cos ¢l jest w fazie z napigciem, a wigc jest to prad czynny;

drugi jest przyspieszony wzgledem napigcia w fazie o kat , jest

to wigc prad, ktory czynne] mocy nie daje, czyli prad bierny.

§10 ;
OBWOD Z OPORNOSCIA RZECZYWISTA, INDUKCYJNOSCIA
I POJEMNOSCIA W POLACZENIU SZEREGOWYM

Na rys. 11 podany jest schemat obwodu zawierajacego w sze-
regowym polaczeniu oporno$¢ rzeczywista B, indukcyjnos¢ L oraz
pojemnos$¢ C. Oznaczajac przez u napigcie przylozone z zewnatrz
do rozpatrywanej cze$ci obwodu, przez uc za$§ napigcie na pojem-
no$ci C powstajgce przy pradzie i, bedziemy mieli w kazdej chwili

Ri -V [ -™~-v uc = u = Unm sin cot.

(16)
Biorgc pochodng wzgledem ¢ i zamieniajac na podstawie
/'1 dUc [
wWzoru 163 na [ otrzymamy
L9 kT T o coswt (17)

Calka ogdlna tego roOwnania stanowi sumg catki ogolnej rOwnania
uproszczonego

Lgg+R ) -0 T—TTIITHIIIT:

oraz catki szczegoélnej rozpatrywa-

nego rownania (17). Pierwsza calka |

zawiera funkcje wykladnicze zmie-

nnej niezaleznej I z ujemnym wy-

ktadnikiem potegi, a wiec funkcje t

malejace z biegiem czasu. Rozpa- Rys. 11

trujac stan ustalony pradu, ktéry

nastepuje zwykle po uplywie bardzo krétkiego czasu, odrzucimy te
funkcje, czyli catke ogdélng rownania uproszczonego. Pozostaje wigc
do znalezienia catka szczego6lna danego réwnania; szukamy jej, jak



i w poprzednich przypadkach, w postaci

i = Psin (col + a), (18)
gdzie P i a sg stale do znalezienia.
Wtedy
a e Pcosgco I+,
Z,ii —col Psin (coi + a).

Podstawiajagc te wartosci do rownania (17), bedziemy mieli
co LP sin (roZ +a) + co BP cos (cZ + a) + sin (coZ + a) =

= <nljm COS Cul

Dzielac obie strony przez co i grupujgc odpowiednie wyrazy,
otrzymamy

P EE] —coL } sin (coZ + a) + PR cos (col 4- a) = Umcos cut,

! . . !
Pcosa ¢ L sineal+ Psina Jlé(l—mL cos c0 I —

—PsinaBsincol+ P cosaR coscwl= Umcos coZ,

]
cuG

1
cuc

skad
cosa—Rsina =0,

sina + Rcosa

Podnoszagc oba réwnania do kwadratu i dodajac, znajdziemy

skad

Z pierwszego z powyzszych roOwnan po skroceniu przez P bez-
posrednio otrzymujemy I

Y
cuC .

tga = R



Zatézmy ¢ = — a, wtedy

tg~— Pl (19)

W ten sposob dla wartoSci chwilowej natgzenia pradu w stanie
ustalonym otrzymujemy
Un

= — — sin (cof — <p), (20)
R+ - U
\ cuG I
skad warto$¢ skuteczna / natezenia pradu bedzie okre$lona wzorem

. 1)
XB8l+ Ur—L
\ cu
Wyraz w mianowniku we wzorze (21) stanowi opornosé
pozorng obwodu, ktéra przyjeto oznaczal przez Z, wigc

z - 2. (22)
~ \ coG 1

Roznice opornosci indukcyjnej i pojemnosciowej nazywamy
opornosciq bierng i oznaczamy literg X. W skroceniu przyjeto ozna-
cza¢ opornos$¢ indukcyjna przez XL oraz oporno$¢ pojemnosciowa
przez Xc; w ten sposob

l
X = wl 23
w tuC @3)

X = xL-xc (24)

Czasami spotykamy w literaturze polskiej jeszcze nastepujgce
terminy mi¢dzynarodowe odpowiadajace terminom polskim:

lub

impedancja — opornos¢ pozorna,
rezystancja — , rzeczywista,
reaktancja — . bierna,
induktancja lub reaktancja

indukcyjna — ., indukcyjna,
kapacitancja lub reaktancja

pojemnosciowa — N pojemnosciowa.

Rozpatrujac oporno$¢ bierng: X = <ol #Wil‘izimy, ze glly

<oL > tg9>0, 9



poniewaz we wzorze (20) przed ¢ pozostanie wtedy znak —, bedziemy
mieli opdznienie natezenia pradu wzgledem napiecia; gdy
g <
wl< 7 0,
otrzymamy we wzorze na natezenie pradu przed ¢ znak 4-, czyli
przys$pieszenie nat¢zenia pradu wzgledem napigcia.
Wreszcie, gdy
(DL m — |
UL

=70 (g7 =°" ¢="°

W tym przypadku natezenie pradu jest w fazie z napigciem,
a warto$¢ skuteczna natezenia pradu bedzie taka sama jak i przy
pradzie stalym.

Ze wzorow (19) i (21) mozemy wyprowadzi¢ wszystkie juz po-
przednio otrzymane wzory, dotyczace poszczegdlnych obwodow.
Wigc gdy obwdd zawiera tylko opornosé rzeczywista, wtedy

L=0 oL =0
€ = o00, -V =0.

¢uC

oraz

Podstawiajac powyzsze wartosci L i C do wzoru (21) otrzymamy

Jezeli obwod zawiera tylko indukcyjnosé, wtedy
R =0,

* UWAGA. Brak pojemnosci w obwodzie zamknigtym w szeregowym
potaczeniu odpowiada C = oc; prad nie napotyka przeszkod ze strony kon-
densatora, opornos¢ pojemnosciowa staje si¢ rowng zeru. Mozemy to latwo
udowodni¢ matematycznie, rozpatrujagc np. kondensator ptaski, dla ktorego

gdzie S — pole powierzchni kazdej oktadziny, ¢— przenikalnos¢ dielek-
tryczna, &— odlegto$§¢ pomigdzy okladzinami. Jezeli begdziemy zblizali okta-
dziny do siebie, wtedy & bedzie malato, C bedzie wzrastato i dla & = 0, tj.
wtedy gdy kondensator przestoje odgrywaé swoja rolg, stajac si¢ wprost
przewodnikiem, C réwna si¢ oc.



wzOr powyzszy daje

1=
wreszcie, gdy obwod zawiera tylko pojemnosc,
R =0,
) L =0, <oL =0,
otrzymujemy 7= UfC

Co sie tyczy kata przesunigcia fazy  to ze wzoru (19) otrzy-

mujemy dla - _

Poniewaz kat ¢ wziety jest we wzorze (20) ze znakiem ujem-
nym, wigc w pierwszym przypadku prad jest w fazie z napigciem,
w drugim — prad jest opdzniony o kat 90°, w trzecim przypadku
za§ przyspieszony o kat 90] wzgledem napigcia.

Na odwrdt, jezeli okreslamy napiecie majac warto$¢ natgzenia
pradu oraz odpowiednie opornosci, bedziemy mieli dla wyzej roz-
patrzonych przypadkéw: napigcie na opornosci rzeczywistej

UR=IR; (25)
jest ono w fazie z natgzeniem”pradu; napiecie indukcyjne
UL,= ItoL; (26)

jest ono przy$pieszone w fazie o kat 90° wzgledem natezenia pradu;
napigcie na kondensatorze

QD

jest ono opdznione w fazie o kat 90° wzgledem natezenia pradu.
Jak widzimy, dla otrzymania napigcia musimy nat¢zenie pradu
pomnozy¢ przez odpowiedniag oporno$¢ badz czynng, badz bierna.



§ 11
REZONANS NAPIEC

Rozpatrujac obwod z opornoscia rzeczywista R, indukcyjno$cia L
i pojemnos$cig C, potaczonych w szereg, wyprowadziliSmy wzory
(21) 1 (19), ktére nam daja warto$¢ skuteczng natezenia pradu oraz
kat przesuni¢cia fazy natgzenia pradu wzglgdem napigcia. Z wzoréow
tych widzimy, ze w przypadku szczegdélnym, gdy opornos¢ indukcyjna
ma taka samg warto$¢ co i opornos¢ pojemnosciowa, czyli gdy

mlL = 1G (28)
otrzymujemy w obwodzie prad

7- o, (29)
przy czym ¢ = 0.

W tym przypadku, jak to mozna zauwazy¢ ze wzordéw (26) i (27),
UL = Ul

czyli napiecie indukcyjne staje si¢ rowne napig¢ciu na kondensatorze.
Zjawisko takie nazywamy rezonansem napigec.

Kazde z tych napi¢¢ moze w znacznym stopniu przekroczy¢
z zewnatrz przylozone napiecie U.

Rzeczywiscie, wedlug tychze wzorow, z uwzglednieniem (29),
otrzymamy

UL= Uc- U—C ;
w przypadku wiec rezonansu napi¢¢ napiecie indukcyjne oraz rowne
mu napiecie na kondensatorze bedzie tyle razy wieksze od napigcia
z zewnatrz przytozonego, ile razy oporno$¢ indukcyjna lub oporno$c
pojemnosciowa wigksza jest od opornosci czynne;j.
Warunek, przy ktorym powstaje rezonans napi¢¢ ujety we
wzorze (28), mozemy wyrazi¢ jeszcze w sposOb nastepujacy:

0! " LC’



Poniewaz ¢ = 211/ = -p , wiec przy rezonansie napiec
I

2VAC GD
T = ZnYLC. 32)

Przyklad. Obwdd zawierajacy cewke o opornosci R = 20 omdéw
oraz indukcyjnosci L = 0,7 henra jest przylaczony do sieci pradu
zmiennego o napieciu U = 120 woltdow oraz czestotliwosci / = 50
hercow.

Wowezas (0=2n/=2314,

col =314:0,7 220 omow.

Podstawiajac wartosci te do wzoru (7) otrzymujemy
j 10
; jon CN? 0,5 ampera.
V400 +48400 ~ 220
Jezeli w obwod ten wilgczymy jeszcze w szereg kondensator
0 pojemnosci C, czynigcej zado$¢ warunkowi rezonansu napieé, czyli

~ coL,
coC '

bedziemy mieli
=L = 220 omow,
oG

C= l (S2 14 mikrofaradow.
314 + 220

skad

Po podstawieniu tych wartosci do wzoru (29) otrzymujemy
120
. = B amperow.

Napigcie na kondensatorze lub na cewce begdzie w tym przy-

padku Uec = UL = 6220 = 1320 woltow.

§ 12
ZALEZNOSC OPORNOSCI POZORNEJ OD CZESTOTLIWOSCI

W poprzednich paragrafach wprowadziliSmy okreslenia nowycli
poje¢, dotyczacych réznego rodzaju opornosci. Mamy wigc oprocz
opornosci rzeczywistej, wzglednie czynnej, oporno$¢ pozorng i opor-
no$¢ bierng; ta ostatnia sktada si¢ na og6él z opornosci indukcyjnej
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i opornosci pojemnosciowej, stanowiac ich rdéznicg. Rozpatrujac
poszczegdlne opornosci widzimy, ze z wyjatkiem opornosci rzeczy-
wistej, ktorg zakladaliémy w poprzednich rozwazaniach jako wiel-
ko$¢ stata, wszystkie inne opornosci sg zalezne od czestotliwosci
pradu zmiennego; we wzory na te opornosci wchodzi pulsacja co,

ktora, jak wiadomo, jest proporcjonalna do czgstotliwosci, gdyz
o = 27t/

W urzadzeniach pradu silnego dla sily i Swiatla pobieranego
z elektrowni — czestotliwo$¢ pradu zmiennego stanowi wielkos$¢
stalag, wobec czego i omawiane wyzej oporno$ci nie podlegaja zmia-
nom, natomiast w urzadzeniach telekomunikacyjnych, a wiec tele-
fonicznych lub radiowych, czestotliwo$¢ podlega znacznym waha-



niom, o czym juz wspominaliémy w § 2; w tych urzadzeniach opor-
nosci bierne i pozorne zmieniajg si¢ bardzo znacznie w zalezno$ci od
czestotliwosci. Nalezy tu zaznaczy¢, ze przy wielkich czestotliwos$ciach,
czyli przy pradach szybkozmiennych, wystepuja jeszcze inne zja-
wiska, ktore powodujg zmiane wartosci indukcyjno$ci i pojemnosci,

a takze wplywaja na warto$¢ opornosci rzeczywistej i czynnej
O tych zjawiskach bedzie mowa podzniej; na razie ograniczamy si¢
do rozpatrzenia takich urzadzen, w ktérych R, L i C mozemy zatozy¢
jako wielko$ci state, niezalezne od czestotliwosci.

Na}‘1 rys. 12 podf?ne 59 w%l/kresy ?pornoéci induk/ci:yjnej XL = 7coL,

opornosci pojemnosciowej Xc = oraz opornosci pozornej z =

= xR} + X w zalezno$ci od czestotliwosci; liczby sa wzigte z przy-
ktadu rozpatrzonego w §11.

Na rys. 13 podany jest wykres natezenia pradu w zaleznosSci
od czestotliwosci. Punkt M na tych wykresach odpowiada zjawisku
rezonansu napigc.



METODY ROZWAZANIA PRADOW ZMIENNYCH

§ 13
METODA WYKRESLNA

Przebieg kazdej funkcji sinusoidalnej czasu mozemy przed-
stawi¢ na rysunku w postaci sinusoidy wykreslonej we wlasciwej
skali w uktadzie spotrzednych prostokatnych. Majac taki wykres,
znajdujemy warto$ci chwilowe tej funkcji, odktadajac na osi od-
cietych warto$¢ czasu i odmierzajac odpowiednig rzgedng. Te same

wartosci chwilowe mozemy
otrzymac latwiej, przeprowa-
dzajac z poczatku osi spot-
rzednych O (rys. 14), jako ze
srodka, koto o promieniu 04,
rownym wartosci maksymal-
nej rozpatrywanej funkcji si-
nusoidalnej, np. napiecia Um.
X Wyobrazmy sobie, ze pro-
* mien OA od kierunku osi X
obraca si¢ w plaszczyznie XY
rownomiernie naokoto punk-
tu O w kierunku odwrotnym
do ruchu wskazowki zegara
z predkoscig katowa co. Po
Rys. 14 uptywie czasu X ... pro-
mien bedzie w potozeniach
OAXl OA)... Latwo zauwazy¢, ze rzuty promienia w tych potozeniach
na o§ Y:OBX OB2... beda odpowiednio rowne:
OBY = 0  sin (olkl
OB = OAI sin tof] itd.



Poniewaz 0 AT = OJI2 = 0A — Um, wigc rzuty te wyraza¢ beda
wartosci chwilowe funkcji
u = Un sin ait.

Innego rodzaju jest nastepujacy wykres: kreslimy koto o pro-
mieniu rownym amplitudzie (rys. 15) danej sinusoidy, np. 04 = Un,
i przez $rodek tego kota pro-
wadzimy dwa kola o $redni-
cach rownych jego promienio-
wi. Prowadzac promien OAT
pod danym katem a)#tl otrzy-
mujemy punkt BT przeciecia
si¢c OAt z kolem goérnym.

Wielkos¢ OBl = OB sin cofx =
= Uwsinwtv W ten sposéb
mozemy znalez¢ wartosci chwi-
lowe funkcji U = Un sin cot
dla dowolnej wartosci t. Gorne
koto stuzy dla wartosci tot za-
wartych w pierwszej potowie
okresu, czyli od 0 do i1, drugie
koto dla warto$cicolod i do 2. RyS. 15

Majac dane funkcje si-
nusoidalne przesunigte wzgledem siebie w fazie o kat %, np.
napiecie u = Uw sin <ot r
i prad i = Imsin [cot —y),

musieliby$my, stosujac powyzsze wykresy, przeprowadzi¢ dla kaz-
dej z tych funkcji koto o promieniu réwnym odpowiednio Um i Im.
Poniewaz w chwili 1t = 0, gdy napigcie przechodzi przez warto$¢ 0,
prad przechodzi przez faze ¢!, wigc na wykresie musimy promien
pradu przesunaé¢ wzgledem promienia napigcia o odpowiedni kat
Na rys. 16 mamy przypadek, gdy prad opdznia si¢ wzgledem na-
piecia OA = Uwl OB = Im.

Obracajagc oba promienie z ta samg predkoscia katowag <0
w plaszczyznie X' Y i rozpatrujac rzuty tych promieni na o§ V,
okreslimy odpowiednie wartosci chwilowe napigcia i pradu, np.
OC = Un sin tolT; OD = Im sin (coZL — <p).

W  praktyce elektrotechnicznej rzadko kiedy potrzebujemy
rozpatrywac wartosci chwilowe napie¢ i praddéw, przewaznie mamy
do czynienia z warto$ciami skutecznymi. W tym przypadku mozemy



si¢ ograniczy¢ do przeprowadzenia na wykresie samych tylko pro-
mieni o dlugosci odpowiadajacej wartosciom skutecznym rozpatry-
wanych wielko$ci, np. napiecia i pradu, z uwzglednieniem jednakze
katow przesunigcia fazy,
wigc zamiast rys. 16 be-
dziemy mieli rys. 17,
gdzie w odpowiednich
skalach napigcia i nate-
zenia pradu 0A = U,
OB =1
W ten sam sposob
moglibySmy rozpatry-
A X wac jednoczesnie dowol-
ng ilos¢ wielkosci sta-
nowigcych sinusoidalne
funkcje czasu o tej sa-
mej pulsacji, czyli o tej
samej czestotliwosci.
Kazda taka wielkosé
oznaczylibySmy na wy-
Rys. 16 kresie odcinkiem proste;j
przeprowadzonej z okre-
slonego punktu jako poczatku; dlugos¢ odcinka w przyjetej skali
odpowiadalaby wartosci, np. skutecznej, rozpatrywanej wielkosci;
kierunek odcinka bylby =zalezny od kata przesunigcia fazy oma-

wianej wielkosci wzgledem innej, dla ktérej obieramy dowolny
kierunek, najcze$ciej poziomy lub pionowy, jako podstawowy.
W wykresie na rys. 17 za podstawowy kierunek wziety jest kierunek
napigcia; moglibySmy réwniez wzia¢ za podstawowy, kierunek na-
tezenia pradu, jak np. na rys. 18.

Jezeli jeden z dwoch krancow odcinka obieramy jako jego pocza-
tek, drugi za$ jako jego koniec, to otrzymamy twor, ktory w geometrii



nazywaja wektorem, a kierunek prowadzacy od obranego poczatku do
obranego konca — kierunkiem wektora. Takie odcinki na plaszczyznie
stanowia wektory plaszczyznowe w odréznieniu od wektorow prze-
strzennych. W elektrotechnice znalazly szerokie zastosowanie wektory
plaszczyznowe, ktore dla uproszczenia nazywane sg wprost wektorami.

Z tego powodu przyjeto w elektrotechnice nazywacé¢ wektorami
wielkosci, ktore na wykresie przedstawiamy odcinkiem prostej okres-
lonej diugosci i okreslonego kierunku, méwimy wigc: wektor napigcia,
wektor natezenia pradu Ud., wykres zas, na ktorym mamy takie wektory,
nazywamy wykresem wektorowym.

Na wykresie wektorowym kqty dodatnie odktadamy w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowki zegara; w tym lez kierunku wyobra-
zamy sobie ruch wektorow, jezeli wiec jaki§ wektor jest przeprowa-
dzony na wykresie pod katem dodatnim wzgledem wektora podsta-
wowego, oznacza to, ze ten pierwszy wektor wyprzedza wektor
podstawowy w fazie, i odwrotnie, gdy jakis wektor jest odlozony
pod katem ujemnym (w kierunku ruchu wskazowki zegara), wowczas
wektor ten opoznia sie w jazie wzgledem wektora podstawowego.

Na rys. 17 1 18 wida¢, ze wektor OB = [ jest cofnigety wzgle-
dem wektora 04 = U, czyli ze natgzenie pradu jest opdznione
w fazie wzgledem napigcia. Nie jest jednakze rzecza obojetng, od
jakiego z dwoch wektorow odmierzaé kat przesunigcia fazy <p, od
tego bowiem zalezy znak tego kata. Jezeli w rozpatrywanym przy-
padku (rys. 17 lub 18) bedziemy odmierzali kat ¢ od wektora na-
piecia, woOwczas powiemy, ze kat jest ujemny; natomiast jezeli
tenze sam kat bedziemy odmierzali od
wektora natezenia pradu, wowczas kat ¢ b4
wypadnie dodatni. '

Jezeli mamy kilka pradow do roz-
patrzenia i bierzemy pod uwage przesu- o_— < t -°
nigcia fazowe tych pradow wzgledem okre- P
slonego napigcia, wowczas wektor napie-
eia bierzemy jako wektor podstawowy,
wektory za$ natezen poszczeg6lnych pra- 4
dow przeprowadzamy pod wilasciwymi RyS. 19
katami. Tak np. na rys. 19 widzimy, ze
prad [o jest w fazie z napigciem U, prad  wyprzedza napigcie,
wreszcie prad /2 opoznia si¢ w fazie wzgledem napigcia.

Wykresy wektorowe sg bardzo dogodne i znacznie ulatwiajg
orientowanie si¢ w zawilych czesto zjawiskach zachodzacych w obwo-



dach pragdéw zmiennych. Za pomocag takich wykresow mozemy
rowniez czesto znacznie predzej uskuteczniaé obliczenia, zwlaszcza
gdy nie chodzi nam o wigkszg S$cisto§¢ rachunkoéow.

Pokazemy to na przyktadach.

Rozpatrzmy wykresy znanych juz nam obwodoéw. Jezeli dany
obwdd posiada opornos¢ rzeczywista R i indukcyjno$¢ L, wowczas
napi¢cie na opornosci R UR = IR

jest w fazie z prgdem /; napigcie za$ indukcyjne
UL = IcoL
jest przyspieszone o kat — wzgledem pradu. Zrébmy wykres wek-

torowy. Jako podstawowy wektor wezmiemy wektor pradu [ (rys. 20);
na tym wektorze odmierzamy odcinek OA jako wektor /R. Od

punktu A4 odkladamy pod katem — dodatnim odcinek AR jako

wektor lail. Napiecie U z zewnatrz przytozone jest sumg wektorow
UR i UL otrzymamy je dodajac geometrycznie te wektory jako
odcinek OR. Z trojkata OAR otrzymujemy

D2= 72B) + 72 (coL)2,

stad }2 t/2
wreszcie -
= _ —— T INA
~RE + (0>L)2
L
oraz tay = flf{

Widzimy, ze w sposob znacznie prostszy doszliSmy do otrzy-
manych juz inng droga wynikow. Trojkat OAR nazywamy roj-
kgtem napig¢. Drzielac kazdy bok tego trojkata przez Z, otrzy-
mamy tak zwany trojkgt opornosci (rys. 21).



Jezeli obwdd zawiera oporno$¢ rzeczywista R i pojemnos$¢ C,
wtedy, postepujac analogicznie, mozemy réwniez zbudowaé trojkat
napie¢; odcinek AB (rys. 22), oznaczajacy napigcie na kondensa-

torze / Eé’! nalezy odlozy¢ na dot, poniewaz w danym przypadku

W przypadku, gdy obwdd zawiera opornos$¢ R, indukcyjnosé L
i pojemnos¢ C, postgpujemy tak: na linii 04 odktadamy wektor rowny
napigciu na opornosci rzeczywistej IR (rys. 23). Nastepnie od
punktu 4 odkladamy w goére wektor 4B = IcoL i od punktu B na

dot wektor B G wyobrazajacy napigcie 1527 na kondensatorze.

Tu, zaleznie od warto$ci napigcia pojemnosciowego, mozemy otrzy
mac¢ punkty CITl C| lub C3

CT w przypadku gdy < coL;,

r I - T
el

r 1 r
coL

Biorac np. przypadek pierwszy, gdy przewage ma opornosc
indukcyjna nad opornoscia pojemnosciowa, tagczymy punkt O z punk-
tem Cx. Wektor OCI = U wyobraza napigcie przylozone z zewnatrz



Odcinek A4 Cx = IX, gdzie

X = col —

stanowi oporno$¢ bierna.

I
(oCl

Dzielac bok trojkata przez [ otrzymamy w odpowiedniej skali
trojkat opornosci danego obwodu (rys. 24) z bokami R, X'i Z; z tego
trojkata otrzymujemy znane juz wzory:

tg? = A.

Z trojkata 04 Ct (rys. 23) otrzymujemy

U cos p
[7sin ¢

Kazde zatem napigcie w ob-
wodzie pradu zmiennego mozna
roztozy¢ na 2 sktadowe. Przez ana-
logi¢ do sktadowych pradu mozemy
nazwa¢ napiecie U cos < napieciem
czynnym, napiecie za$ U sin ¢ na-
pieciem biernym.

Rozpatrujac moc pozorng pra-
du zmiennego U/ jako wektor,
mozemy zbudowa¢ trojkat mocy
ARG (rys.25), w ktorym AR = Ul
bedzie moca pozorna, AC = Ul
cos ¢ stanowi moc c¢zynng, za$
BC = Ul sin (p moc bierna.

= IR,
= IX.

Rys. 26

Jezeli oprocz wielkosci R i X wiadome jest napigcie U i trzeba
znalez¢ prad /, wowczas zadanie takie mozna rozwigza¢ wykreslnie

w sposOb nastepujacy: na dowolnej

linii prostej odktadamy odcinek
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OA = U (rys. 26); na tym odcinku, jako na $rednicy, przeprowa-
dzamy koto. Z punktu O odmierzamy wzgledem odcinka OA kat ¢,
X

obliczony ze wzoru tg ¢ = — 1 przeprowadzamy pod tym katem

prosta do przecigcia z kotem w punkcie B.

Wtedy OB = IB, BA = IX; mierzac wigc odcinek OB w skali
napi¢¢ i dzielac przez B, otrzymamy 1.

Odcinek OB zostal przeprowadzony pod katem < naprzdd,
czyli w przypuszczeniu, ze X < O (przewaga pojemnosci); gdyby
przewazala indukcyjnos¢, otrzymalibySmy trojkat OAC.

§ U
METODA SYMBOLICZNAI

Polozenie dowolnego punktu M (rys. 27) na plaszczyznie mo-
zemy okre$li¢ w ukltadzie wspdtrzednych za pomocg promienia wo-
dzacego OM — r i kata biegunowego a, odmierzonego od osi bie-
gunowej OX z poczatkiem O.

Oznaczajac wspotrzedne punktu M w ukladzie prostokatnym
osi X i VY, czyli rzuty promienia wodzacego r na te osi przez a i 6,

bedziemy mieli Y,
a = rcos g, (1)
b = rsin q, () M
r =\al + 62, 3) yd
tga ' 4) e
a / i
. . . / ]
Rozpatrujac na ptaszczyznie odci- /
nek prostej, ktéremu nadajemy pewien /
kierunek, np. OM, mozemy go w zupel- /8¢
nosci okresli¢ w sposéb dwojaki: ajbo O V_...J L™ X
podajac dlugos¢ tego odcinka r i kat a Y
pomigdzy tym odcinkiem i obrang osia, Rys. 27

przechodzaca przez jego poczatek, albo

za pomocg rzutow tego odcinka a i b na dwie prostopadte do siebie osie,
przechodzace przez jego poczatek. Odcinek OM stanowi geometryczng
sume¢ rzutdw a i b. L matematyki wiadomo, ze taka geometryczna
sum¢ mozna przedstawi¢ w postaci liczby zespolonej a + jb, gdzie



Jj=y—1, ajest rzutem na o$ rzeczywisty, zas b rzutem na 0§ urojong.
Mogliby$émy wiec napisa¢ OM = a + jb, ale wtedy nie widzieli-
by$Smy réznicy pomigdzy odcinkiem majacym okreslony kierunek
a dlugosciag tego odcinka. Aby zaznaczy¢, ze w rozpatrywanym od-
cinku uwzgledniamy nie tylko jego dlugos¢, lecz rowniez i jego kie-
runek, bedziemy dawali u gory daszek; wigc pisaé bedziemy
OM = a + jb lub —a 1 b, )

Wprowadzajac zamiast rzutOw a i b ich wartoSci ze wzorow
() i (2), mozemy napisac ,

r=r(cos a + j sin a); (6)

r nazywamy modutem, za$ a argumentem liczby zespolonej wyrazonej
symbolem r.

Gdy argument a = 0, to znaczy, gdy rozpatrywany odcinek
znajduje si¢ na obranej osi, wowczas

r=r,

czyli zamiast liczby zespolonej otrzymujemy dla naszego odcinka
liczbe rzeczywista.

Przy rozwazaniu pragdéw zmiennych, jak to juz widzieliSmy,
mamy do czynienia z wielko$ciami, ktére na wykresie przedsta-
wiamy jako odcinki prostej z uwzglednieniem ich kierunkow. Kazda
wiec taka wielko$¢ mozemy wyrazi¢ symbolicznie jako liczbe zespo-
long za pomocg modulu i argumentu lub tez za pomocag rzutéw na
osie rzeczywista i urojong. Wprowadzenie takich symboli i dzia-
lania nad nimi nazwano metodq symboliczng.

Metoda ta znalazla szerokie zastosowanie w elektrotechnice
pradow zmiennych, gdyz w znacznym stopniu upraszcza matema-
tyczne dziatania nad rozpatrywanymi wielko$ciami; daje ona moz-
no$¢ przeprowadzania S$cistych obliczen, czgsto w bardzo zawitych
zagadnieniach.

Przy stosowaniu metody symbolicznej bedziemy si¢ spotykali
z zagadnieniem obracania wektorow naprzéd lub wstecz o kat
prosty; dzialanie takie sprowadza si¢ do mnozenia lub dzielenia
przez /. Rzeczywiscie, niech OMI (rys. 28) oznacza wektor 7 Z rzu-
tami a 1 b, czyl/l fi=a+jb: o

gdy obrocimy ten wektor w kierunku dodatnim, o kat l, otrzy-



mamy nowy wektor OM]=r2, przy czym
rP=—>b +ja; (8)
7
obracajgc nastgpnie ten wektor naprzéd o kat otrzymamy

wektor OM3 = 13, przy czym

3= — a —jb, X )
wreszcie obracajac ostatni wektor o kat —, otrzymamy wektor
OM.=r4, dla ktorego ,4==b__jo. W)

Latwo jest sprawdzi¢, ze mnozac wzor (7) przez / otrzymamy
wzor (8), mnozac wzor (8) przez / otrzymamy wzor (9), wreszcie
mnozac wzor (9) przez j
otrzymamy wzor(10),czyli

7 zestawienia tego
wynika, Ze pomnozenie Rys. 28
wektora przez / daje w
rezultacie wektor obrocony naprzéod o kat prosty, natomiast po-
dzielenie przez / lub, co jest jedno i to samo, pomnozenie przez—/,
daje nam wektor obrécony o kat prosty wstecz.

Na zasadzie znanego wzoru Eulera
|["=cosa 4 /sin a,
gdzie e jest podstawag logarytméw naturalnych, mozemy wzor (6)
przepisa¢ w postaci r = rei™ zin



Argument a stanowi pewien kat, ktory nalezy odlozy¢ od
obranej osi podstawowej, by na wykresie otrzymac¢ kierunek od-
cinka wyobrazajacego symbol r. Katy dodatnie odkladamy w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazéwki zegara; moga si¢ one na
0g6t zmienia¢ w granicach od 0° do 360°, czyli od 0 do 2; jednakze
w elektrotechnice pradow zmiennych dogodniej jest odmierza¢ katy
w dwoch kierunkach: jako dodatnie i jako ujemne; wowczas katy
te beda mialy warto$ci w granicach od —180° do +180°, kazdy
kat ponad +180° moze by¢ rozpatrywany jako kat ujemny, stano-
wiacy dopehienie do 360°, jak rowniez kazdy kat ujemny mniejszy
od — 180° bedzie stanowil kgt dodatni, stanowigcy dopetienie war-
tosci bezwzglednej tego kata do 360°.

Jak widzielisSmy (wzér 4), argument a w zalezno$ci od liczby

zespolonej okresla si¢ wzorem tg a — —, jezeli symbol r = a + jb;

ale znaki przy liczbach a i b mogg by¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne,
wobec tego i znak tg ¢ moze wypas¢ dwojaki. Rozpatrzmy mozliwe
przypadki

) r= a+/b tgai-
2) r=—a+/6,

. b
3) r=—a—jb tg3= —
4 r= a—jb, tga, =—4-

Na wykresie (rys. 29) 04 = aq,
0A'= —a, OB =0b OB'= —b;
rozpatrywane symbole bedg prze-
dstawione odcinkami OCY OC3,
ocl, ocd.

Gdybysmy okre$lali argumenty al, ct2, a3> a4 tylko na podstawie
wartosci ich tangenséw, mielibySmy dwoistosé, gdyz, jak latwo
zauwazyc, ) b b

tgai=tgal = —; tgal=tgal=——

Dla okre$lenia wigc kata ¢ musimy wiedzie¢, w jakiej ¢wiartce
powinien si¢ on znajdowac, a to mozemy stwierdzi¢ tylko na pod-
stawie znakow stojacych przed a i przed 6, przy czym, stosownie do
umowy, katy w pierwszej i drugiej ¢wiartce ax i al bedg dodatnie,



za$ katy w trzeciej i czwartej ¢wiartce aj i a4 beda ujemne i ich
bezwzgledne wartosci nie przekraczajg 180°.
Dziatania nad symbolami sprowadza si¢ do dziatan nad licz-
bami zespolonymi; tak np. majac dwa symbole
Fj = al +jby = m(cos (A +/sinaj = real,
) = al + jb) = rl (cos al + /sin a2) = 1 ciai
i dodajac je, czyli okreslajac ich sume geometryczng r, otrzymamy
r=TI]+rl=« +al+1(& + "2) = r(cos a+ [sin a),
gdzie
~~ b2
al +°2
W celu otrzymania iloczynu symboli napiszemy

r= (al+ a2+ (6X+ 62)2;, tga=

rrrd = rlejai . 12eat = rivles<di+a¥) =
= rYr] [cos (ax 4- a2) +j sin (™ + al)],
skad wida¢, ze modut iloczynu symboli réwna si¢ iloczynowi mo-
dulow, argument za§ réwna si¢ sumie argumentéw mnozonych
symboli.
Przy dzieleniu symboli bedziemy mieli
. 7
-------- 8 Tegrtal ~0) = 11 —_ i _
ea rzg/(a ) o cos (a,—a2) + / sin (a4 — a2
czyli moduly si¢ dzieli, argumenty si¢ odejmuje.
Przy podnoszeniu do potegi symbolu

r=r(cos a+jsin a) = relu
bedziemy mieli
F' = rneina = 1’ (cos na + j sin na),

modut jest podniesiony do potegi, argument za$§ jest pomnozony
przez wyktadnik potegi; przy wyciaganiu pierwiastka

r—\"rCX-=\ r («>s-+/sm

/TL
nalezy wyciagna¢ pierwiastek z modulu, argument za§ podzieli¢
przez wyktadnik pierwiastka.

Latwo tez jest zauwazy¢, ze mnozenie wektora przedstawionego
liczba zespolong przez elf powoduje obrot tego wektora o kat
Np. gdy rozpatrujemy wektor r = r (cos @ + / sin a) = reJa i pomno-
zymy go przez e)<| czyli przez cos ¢ +/sin9, otrzymamy nowy

" 57
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wektor r, = reia e/> = re;(aty) = r [cos (a + ¢) + / sin (a +y)], ktorego
modul jest ten sam, lecz argument jest zwickszony o kat <p| inaczej
mowigce, nowy wektor jest obrocony wzgledem poprzedniego o kat <
Mnozenie wektora przez eiu)t przy zmianie czasu ¢ daje obroét
z predkoscig katowa co.
Na tej podstawie mozemy symbolicznie uja¢ roOwniez wartosci
chwilowe funkcji sinusoidalnej czasu; rozpatrzmy np. funkcje

y = Ynm sin ot.

W § 13 widzieliSmy, ze wartosci chwilowe rozpatrywanej funkcji
mozemy otrzymac obracajac z predkoscig katowa co promien odpo-
wiadajacy najwickszej wartosci Yw tej funkcji i biorgc rzuty na
0§ OY. Gdyby$my brali rzuty na o§ OX, otrzymalibySmy rowniez
wartosci chwilowe w postaci

y = Ym cos col,

z ta tylko réznicg, ze moment, od ktérego rozpoczynamy liczenie
czasu (Z=0), w tym drugim przypadku odpowiadalby przej$ciu
danej funkcji przez warto$¢ najwieksza, nie za§ przez wartos¢ 0,
jak to ma miejsce w pierwszym przypadku. Oczywiscie wartoSci
chwilowe mozna otrzymywacé biorgc rzuty na dowolnie przeprowa-
dzong o0$; nazwijmy te o§ — osia czasu. Tak np., gdy o$ czasu jest
przeprowadzona pod katem « do
Y osi OX (rys. 30) i obrét Ym roz-
poczniemy od tej osi czasu, wOw-
J czas warto$ci chwilowe mozemy
/1\4s otrzymac¢ jako rzuty na t¢ 0§ w
-y ]\ Xx postaci Ym cos ait albo tez jako
v =2 rzuty na osi OX lub OY w po-
e% staci Ym cos (col + a) lub Yw sin
/ (coZ 4- a). Czesto dogodniej jest brac
/ ! \ za o§ czasu jedng z osi wspol-

© i | 25 rzednych.
Rys. 30 W zatozeniu, ze wartosci chwi-
lowe bedziemy traktowali jako
rzuty, na okre§long stalg os”promienia obracajacego si¢ z predkoscia
katowa co i odpowiadajacego najwigkszej wartosci rozpatrywanej
funkcji sinusoidalnej czasu, mozemy pisa¢ symbolicznie rownanie

wirujgcego promienia
= Ymclb)t = Ym (cos 6)] + / sin coZ)




lub ogolniej
0 = Yme,(totta) = Ym [cos (co/ + a) 4-/ sin (col 4- a)].
Czasami zachodzi potrzeba rozpatrywania pochodnej lub catki
wektora wzgledem czasu. W ogoélnym przypadku bedziemy mieli
4™~ = Jco yme>(toc +a) = jEyy.

widzimy wigc, ze pochodna wektora wzgledem czasu stanowi nowy
wektor, ktoérego modul jest zwigkszony co razy i ktory jest obro-
cony o kat prosty naprzéd wzgledem poprzedniego.

Nastepnie
Y pitot+a
/}/dl = f Ymeiltot +n) dt = priotra ) + ¢,
J J V0
gdzie C stala dowolna, czyli
Lydt = 4- C;

J 10)
znaczy to, ze pomijajac stata dowolna, ktora w zaleznosci od wa-
runkow granicznych moze mie¢ taka lub inna warto$¢, otrzymujemy
po scalkowaniu nowy wektor z modutem zmniejszonym c¢o razy,
obrocony o kat prosty wstecz wzgledem poprzedniego.
Rozpatrzymy teraz kilka przy-
ktadoéw zastosowania metody symbo-
licznej do rozpatrzonych juz poprzed-
nio obwodéw pradu.
Jezeli mamy oporno$¢ rzeczy-
wistg i indukcyjnos¢ (rys. 31), wow-
czas, biorac wektor natezenia pradu
jako podstawowy, bedziemy mieli

U = IR + jlcoL = I (R + joiLY
przy dowolnej za$ osi podstawowej zamiast / musimy wprowadzi¢ /
U=1 (R 4- /coL);

IR = Ucos I IcoL = Usin <, U = U (cos ¢ 4 j sin <p).

Jezeli zamiast trojkata napig¢ wezmiemy trojkat opornosci
(rys. 32), wowczas Z =R +ja>L;

R =Zcosy; coL = Zsin ¢y
Z =7 (cos ¢ 4- j sin <)),

Teoria pradow zmiennych §



Jezeli w obwodzie mamy oprécz opornosci rzeczywistej kon-
densator (rys. 33), wéwczas

IR = U cos ¢, = Usiny;

W przypadku za$ najogodlniejszym, gdy obwdd zawiera R, L i C
w szeregowym polaczeniu, bedziemy mieli przy dowolnej osi pod-
stawowej C7 — / (H+/A"), (12)

8dzie X=XL-Xc-o,L---- |

moze mie¢ znak dodatni lub ujemny.
Poniewaz znak tg ¢ = — zalezny jest wylacznie od znaku X.
gdyz R zawsze jest > 0, przeto kat ¢ moze si¢ zmienia¢ tylko w gra-

mcach —90° <9 <+ 90°,

przy czym skrajne warto$ci ¢ otrzymujemy teoretycznie dla R = 0,
praktycznie dla bardzo matych warto$ci opornosci rzeczywiste;j.
Nastepnie mamy

Z =R +JX, (13)
R =Zcosy, (14)
X =Zsiny, K (15)
U= 17 (16)

Mocy pradu zmiennego w symbolicznym ujeciu na ogédt nie
otrzymamy przez pomnozenie wektor6w napigcia i natezenia pradu.



Jezeli bowiem napigcie jest przesunicte w fazie wzgledem dowolnie
wybranego kierunku podstawowego o kat a, prad za$ wzgledem
napig¢cia o kat <), bedziemy mieli:
U = Uéjl, 1 = le'aty),
Ui = Ulella+vi = Ul cos (2a + y) + / Ul sin (2a + ).

Dla otrzymania wlasciwego wzoru mocy musimy wzigé albo
jeden z dwu wektorow napiecia lub pradu za podstawowy, wtedy
bowiem a = 0 lub a = —p albo tez jeden z tych wektoréw w postaci
liczby zespolonej sprzezonej, czyli

U = Ue"ia
J _ /e-/(«+p)
W pierwszym przypadku
Ui = Ulcos 9=+] Ulsiny,
w drugim przypadku
U = Ul cos 9 + j Ul sin <,
UI$= Ul cos 9 —/ UI sin <

Cze$¢ rzeczywista odpowiada mocy czynnej, cze$¢ za$ urojona
mocy biernej; ta ostatnia moze mie¢ dwa znaki w zalezno$ci od
znaku kata <. Z powyzszych wzoré6w wynika, Zze moc pozorna rowna
si¢ sumie geometryczne] mocy czynnej i mocy bierne;j.

Zamiast opornosci dogodniej jest czasami postugiwaé si¢ prze-
wodnoscig. Jezeli Z oznacza oporno$¢ pozorng, wowczas

nazywamy przewodnosciq pozorng.
Zobaczymy, jakie beda jej sktadowe. Stosujac metode symbo-
liczng otrzymujemy
y  m 4 -
ZERTX Y= i

1 R—X R—jX R . X
R+jX R+Xl= 70 “7)0 122

iZz=VVNTTS;.

Se



Bioragc pod uwage, ze Z = -y, a takze wzory (14) i (15), mo-

zemy napisac: R y R Tcos9
7y Z Z U
X=1 X [Ising

zZr"Zx2 Z” u

Z prawej strony ostatnich wzorow mamy ilorazy pradu przez
napigcie, czyli pewne przewodnosci. Pierwsza z tych odpowiada pra-
dowi czynnemu, nazywamy ja przewodnoScig rzeczywistqg lub
czynng 1 oznaczamy litera G. Druga przewodno$¢ odpowiada
pradowi biernemu i nazywaé ja bedziemy przewodnosciq bierng
oznaczajac litera B; w terminologii miedzynarodowej, rzadko spo-
tykanej w literaturze polskiej, przewodnos$¢ rzeczywista nosi nazwe
konduktancji, przewodno$¢ bierna — susceptancji, za$ przewodno$c
pozorna — admitancji. W ten sposob:

Y = G—JB,

skad Y =\7P+~B)

Znak B we wzorze symbolicznym na przewodno$¢ pozornag,
jak widzimy, jest przeciwny do znaku X, jaki wystgpuje w opor-
no$ci pozornej, wigc gdy przewaza opornos¢ indukcyjna X > 0,
B < 0; gdy przewaza opornos¢ pojemnosciowa X <0, B > 0.

Zestawienie rozpatrzonych wielkosci i najwazniejszych wzorow

Moc
czynna P = UI cos ¢
bierna Px = Ul sin ¢
pozorna Pz = Ul

Prad /7
czynny fcos 9= UG
bierny /sin¢ = UB

Napiecie U
czynne Ucos ¢ = IR
bierne Usinp = IX



Opornosc¢
czynna (rzeczywista, omowa, rezistancja) R = —C(C°§
bierna (reaktancja) X =
indukcyjna (reaktancja indukcyjna, induktancja) XL = oL
pojemnosciowa (reaktancja pojemno$ciowa, kapacitancja) Xc = —

X=X, XC=¢)L--L

L c coC
pozorna (impedancja) Z = Yfil + X2
Z=R+jX; rg>=2L
R . X

Przewodnos$¢

czynna (rzeczywista, konduktancja) G = I cos 9

bierna (susceptancja) B =

pozorna (admitancja) Y = —
Y =GR

Lgyz—i )E:osy— ﬁ; %iyny—— B

§ 15
WYKRESY ZMIENNOSCI WEKTOROW

Przy rozpatrywaniu wzajemnych zalezno$ci wielko$ci charak-
terystycznych w obwodach pradu zmiennego, moze zaj$¢ potrzeba
sporzadzenia wykresow, gdy jednej lub kilku z tych wielkosci chcemy
nadawa¢ dowolne wartosci zmienne. Jako przyklad moga stuzy¢
zmiany napi¢¢ lub pragdéw przy zmiennych /?, L, C lub czgstotli-
wosci /. Na takich wykresach otrzymujemy wigc zmienne wektory,
ktorych konce stanowig rézne geometryczne miejsca w postaci albo
linii prostej, albo linii krzywych. Wykres tego rodzaju mozna nazwacé



wykresem zmiennos$ci wektorow. Najczgsciej w obwodach pradu
zmiennego mamy do czynienia z wykresami w postaci linii prostej
albo kofa.

Poprzednio {rys 26) podany byt juz przyklad takiego wykresu,
gdzie dla okreslonego napigcia przy dowolnych wartosciach kata
przesuniecia fazy ¢ migdzy napigciem i natezeniem pradu, czyli przy

zmiennym tg ¢ = poszukiwane

jest nat¢zenie pradu /. Geometrycz-
ne miejsce koncow wektora 7, czyli
wykres zmienno$ci wektora [, sta-
nowi koto o srednicy U.
Rozpatrzmy wzor (12)

Rys. 34 U= IR +jiX
Niech /i R majg stale wartosci, za§ X = <oL-----4 - jest zmienne.

Biorac za podstawowy wektor — nat¢zenie pradu (rys. 34), odktadamy
na nim w odpowiedniej skali /R = OA, nastgpnie przeprowadzamy
w punkcie A4 prostopadta BC do

01 Laczac O z dowolnym punk-

tem prostej BC, otrzymamy wek-

tor napigcia U, przy czym dla

X >0, gdy jest przewaga opor-

nosci indukcyjnej nad opornoscia

pojemnosciowa, odktadamy dla od-

powiedniej warto$ci X=XL wartos$¢

IXL w gbre, natomiast dla X< 0

odkladamy dla wartosci X = Xc

wartos¢ ZXC w dot. Wykresem

zmienno$ci wektora U jest w tym

przypadku prosta BC. Gdy R jest zmienne, X state, bierzemy
rowniez za wektor podstawowy natezenie pradu 7 (rys. 35), odkta-
damy od punktu O stalag warto$¢ LX, w razie przewagi opornosci
indukcyjnej ZXL = 04 w gore, zas przy przewadze opornosci po-
jemno$ciowej ZXC= OB w dot, i przeprowadzamy z punktow 4 i B
rownolegle 44" i BB’ do osi OL Latwo zauwazy¢, ze obie te proste
stanowia wykres zmiennos$ci wektora U, np. dla /R = AM

U= OM w przypadku X > 0; dla /R = BN
U= ON w przypadku X < 0.



Czasami zachodzi potrzeba przejscia od wykresu pewnej wiel-
kosci do wykresu innej, ktéra jest odwrotnie proporcjonalna do
pierwszej, np. oporno$¢ pozorna i przewodno$¢ pozorna, opornosé
pozorna i nat¢zenie pradu przy stalej wartosci napigcia itp. Tego
rodzaju przeksztalcenia dokona¢ mozna
za pomocg tak zwanej inwersji.

Rozpatrzmy na plaszczyznie dwie
krzywe AB i A'B’ (rys. 36), ktére maja
nastgpujace wiasnos$ci: iloczyn promieni
wodzacych, przeprowadzonych do tych

krzywych z poczatku O w tym samym 6

kierunku, jest wielkoScig stalg, a wigc Rys. 36
OA +OA'= OB-OB’' = ... =«

lub L- le

OA'--OA" OB"—OB-

Znajdowanie jednej z tych krzywych, gdy druga jest dana,
nazywamy inwersjqg lub przeksztatceniem przez promienie odwrotne.
Punkt O nazywamy Srodkiem inwersji za§ k stopniem inwersji lub
wspotczynnikiem przeksztatcenia przez promienie odwrotne. Kazdemu
punktowi jednej krzywej np. punktowi 4 odpowiada punkt A na
drugiej krzywej lub odwrotnie.

Najczesciej spotykamy si¢ z wykresami kolowymi, gdy jednag
krzywa stanowi koto i trzeba dla kota znalezé krzywa przeksztal-
cong przez promienie odwrotne. Tu nalezy rozpatrzy¢ 2 przypadki,



w zalezno$ci od tego, gdzie si¢ znajduje $rodek inwersji: 1) poza
danym kolem; 2) na danym kole.

W pierwszym przypadku, gdy $rodek inwersji O (rys. 37) znaj-
duje si¢ poza danym kotem ze $rodkiem Cx, przeprowadzamy i prze-
dtuzamy prosta OCY oraz styczna OA,; nastgpnie budujemy drugie
koto, podobne do danego, ze $rodkiem C2 na przedluzeniu OCX ze

wspolng styczng OAA', tak aby 0A' = Kp gdzie x stanowi sto-
pien inwersji, czyli om¢0A, =k
Z podobienstwa trojkatow

A OABcoA OA'D’

Tary OB = OA,
®D OA'

| A OAD D o OA B

OD o4 .

OB' ~ 04"~
z tych proporcji wynika, ze

OB OD

OoD" " OB’
skad OB-OB' = OD-0OD".
Ale OB-0OD = 0A4),

O®D -OB' = OA",
mnozac stronami, otrzymamy
OB+ OB'*OD+OD' = OAl+ OA"? = k!
1 ostatecznie QB. OB, =0D.QD. =k

Przeprowadzajagc dowolny promien OMNN'M', znajdziemy

w sposob analogiczny, ze
OM-OM' = ON-ON' = k.

W ten sposodb dochodzimy do wniosku, ze koto ze Srodkiem C2
stanowi dla danego kota krzywa przeksztalcong przez promienie
odwrotne, czyli krzywa otrzymang za pomocag inwersji. Przy kon-
strukcji tego kota prosciej jest znalez¢ na przedtuzeniu prostej OCK

punkty D'i B’ ze wzorow OD' = -0Bi a nas”Pn*e zna*

lez¢ srodek kota C2, dzielac odcinek D'B' na potowg.



Latwo zauwazy¢, ze gdy na danym kole przechodzimy od je-
dnego punktu do drugiego, idac wedlug ruchu wskazéwki zegara,
np. od B do M, na kole przeksztalconym odpowiednie punkty otrzy-
mamy idgc w kierunku przeciwnym:
od B’ do M"

Gdy $rodek inwersji znajduje
si¢ na samym kole (rys. 38), wtedy
w poréwnaniu do poprzedniego przy-
padku (rys. 37) OB = 0, wobec czego

OB' = -QOf = oo;
oD " "OD -OD=00

$rednica drugiego kota OB'— OD'
staje si¢ nieskonczenie wielka; ina-
czej moéwigc, zamiast kota otrzymu-
jemy prosta przechodzaca przez

punkt D’ w odleglosci K od $rodka inwersji O, skierowang pro-

stopadle do $rednicy danego kota OD. Z podobienstwa trojkatow
OND i ON'D' mamy

ON oD’
OD "ONn CZyl

KON-ON'-0D-0D'=k.

Oczywiscie, od-
wrotnie, przez inwer-
sje linii prostej otrzy-
mamy kolo przecho-
dzace przez $rodek
inwersji.

Jako  przyktad
rozpatrzmy obwodd,
w  ktorym opornosc
bierna X jest stala,

zmienia si¢ natomiast oporno$¢ czynna B. Biorgc dowolng 0§ OK
jako podstawowa (rys. 39) i odktadajac stalg wartos¢ X = XL — Xc
w gore lub w dot w zalezno$ci od znaku X (na rys. X > 0), otrzy-
mamy dla zmiennej opornosci pozornej OM wykres w postaci linii



prostej AB rownolegtej do osi odcigtych, przeprowadzonej w od-
legtosci X od tej osi.
Dla otrzymania wykresu przewodnosci pozornej Y = -i- sto-

sujemy metode inwersji. Srodkiem inwersji bedzie punkt O, stopien
inwersji w tym przypadku bedzie 1. Otrzymujemy dla Y {OM') koto

przechodzace przez $rodek inwersji, §rednica tego kota wynosi

§ 16

NAPIECIA ORAZ OPORNOSCI POZORNE W SZEREGOWYM
POLACZENIU

Rozpatrzmy czg$¢ obwodu, w ktérej mamy dwie opornosci
pozorne ZT i Z) polaczone w szereg (rys. 40).
Gdy wlaczymy taki ukltad do napiecia o chwilowej wartosci iz,
poplynie prad o chwilowej wartosci i.
Na oporno$ciach Zx i Z) powstang napiecia o chwilowych war-
tosciach zli 722, przy czym

u= U+ 12
Przechodzac od war-
tosci chwilowych napigé
do wartosci skutecznych,
positkujac  sie  metoda
symboliczng i majac na
Rys. 40 wzgledzie,
ze tz = umelv-elwe wx = Ulmei<xeltot; vl = Ulmei<[t:
gdzie y, ¢x 1 ¢ oznaczaja katy przesuniecia faz pradu z, wzgledem
napieé, otrzymamy po skroceniu przez eu>t
U, «z, = Ulmeiy> + Ulme™

lub wprowadzajac wartosci skuteczne
Ueiv = Uxeklx + UZelv\
albo symbolicznie

Czyli napiecie przytozone z zewnatrz rowna si¢ sumie geometrycznej
napie¢ w rozpatrywanej czg¢sci obwodu.



Na rys. (41) 04 = UX AB = U) OB = U.

Latwo zauwazy¢, ze na ogo6l suma geometryczna napi¢¢ po-
szczegblnych czgsci obwodu jest wigksza od napigcia z zewnatrz
przytozonego (CM. + AB > OB). Wyjatek bedziemy mieli w przy-
padku, gdy w obwodzie mamy do czynienia tylko z opornoscia
rzeczywista oraz gdy zachodza rezo-
nansy napi¢¢, to znaczy gdy

P=<Pl=<N
w szczegolnosci, gdy ¢ = 0.

Dzielac obie strony wzoru (17) przez
wartos¢ skuteczng [ natezenia pradu
plynacego w rozpatrywanym obwodzie,
bedziemy mieli

o zZ\7rz4
7 1+ I

A

, . U . . . .
za$ iloraz -y stanowi oporno$¢ pozorng calej rozpatrywanej czesci

obwodu, czyli opornos¢ wypadkows, zastepujacg dwie opornosci
pozorne Zx i Z) polaczone szeregowo; oznaczajac t¢ oporno$¢ pozorng
przez Z, otrzymamy 27 _ % + %2;

a wigc przy szeregowym laczeniu opornosci pozornych nalezy je do-
dawa¢ geometrycznie, aby otrzymac oporno$¢ pozorng wypadkows.
Oczywiscie, rozumowanie, ktore zastosowalismy do dwoch opornosci
pozornych i do dwoch napigé, mozemy zastosowa¢ do dowolnej
liczby tych wielko$ci, czyli ogdlnie mozemy napisac

U= +122 ... +0, ;
Z = Z1+Z2— ... + Zn;
Z=-N= = Os.
VA Zx Zn
Stosujac do opornosci pozornych metode symboliczng, bedziemy
mieli Zx — Rx +j X7,
Z) — Bl + j X

z=2Zr+Z)= (Bx+B) +] (Xi + XV



Rt + 77 stanowi opornos¢ czynng, Xz + X7 oporno$¢ bierna wy-
padkowej opornosci pozornej Z.
Na rys. 42 podane jest geometryczne zestawienie rozpatrywa-
nych opornosci, przy czym opornosci
Xt 1.X] na tym wykresie majag war-
to$ci dodatnie, to znaczy, ze zalozo-
na jest tutaj przewaga oporno$ci in-
dukcyjnej nad opornoscig pojemno-
$ciows.

§ 17

SPADEK NAPIECIA I STRATA
NAPIECIA W OBWODACH PRADU
ZMIENNEGO

W poprzednim paragrafie wyja-
Rvs 42 $niliSmy, ze przy pradzie zmiennym
napi¢gcie z zewnatrz przytozone na
0got jest rowne sumie geometrycznej napi¢e¢ w poszczegdlnych cze-
$ciach obwodu. Rozpatrzmy obwod sktadajacy si¢ ze zrodla pradu,
na zaciskach ktéorego mamy napigcie U, z odbiornika i przewodow
laczacych (rys. 43). Oznaczmy opor-
nos¢ pozorng odbiornika przez Zo,
a oporno$¢ pozorng obu przewodoéw
laczacych przez Zp; natezenie pradu
plynacego ze zrodta przez odbiornik
niech bedzie /; wowczas
t7-/(2,+2)-/7Z,+ 72,
ale IZo=0Unl
wiec i = ul+/zp.
Na wykresie (rys. 44), gdzie za podstawowa o$ wziety jest kie-
runek wektora natezenia pradu,
04 = 1Z2) = Ul AB=I1IZ) OB = U OC= OB.
Boznice geometryczng napiecia u zrodla i napiecia na odbiorniku
nazywamy spadkiem napiecia w przewodach, natomiast roznice alge-
braiczng tych napieé nazywamy stratq napiecia. Tak wigc spadek napigcia
A U- U-U,
za$ strata napigcia A U= U— Uo.

!

Rys. 43



Na wykresie strata napigcia stanowi odcinek AC, spadek za$
napigcia odpowiada odcinkowi AB. Jak wida¢ z wykresu OA +
+ AB > OB, 04 + AC = OB, czyli AB > AC, zatem spadek na-
piecia na ogot jest wigkszy od straty napigcia.

Rys 44

Jezeli opornos$ci czynne i bierne oznaczymy dla odbiornika
przez Bo i Xo, dla przewodow za$ przez Bp i Xp, wowczas bedziemy
mieli

0— Ro+i-"o,
Zp — Kp + /JIP-
O.=1K. +1X),
U - I[B.+B,)+iX +X)l,
U - 1I)/sa~Xna
u = IiVXR.+ R 71x7+ x7\
£u= 2ze—2. = 1 [/(B. + Rp? + "X + X)«-¥B.,l + X4
00= O-U.= I(Rp + jXp),
mod. AU =1y H)+ X2

W szczegdlnym przypadku, gdy ——= Y

wzglednie 0 A= AU

§ 18
PRAWA KIRCHHOFFA W ZASTOSOWANIU DO PRADOW ZMIENNYCH

Jak wiadomo, przy pradzie statym stosujemy prawa Kirch hoffa,
gdy zachodzi rozgalezienie pradow. Przy pradzie zmiennym mozemy
rowniez stosowac prawa Kirch li offa, wyrazone takimi s amymi wzo-
rami, gdy chodzi o wartosci chwilowe; przy tym nalezy zaznaczy¢



z gory, jakie kierunki na przewodach przyjmujemy za dodatnie.
Wiec w dowolnej chwili algebraiczna suma pragdéw powinna si¢
rownac¢ zeru, jak rowniez algebraiczna suma S £ M, dzialajacych
w zamknigtym obwodzie, powinna si¢ roOwnac algebraicznej sumie
iloczyndéw natezen praddéw przez odpowiednie opornosci; czyli
S lk = o,
2 = sikRk

W obwodach rozgalezionych kazda galaz posiada na ogo6t inna
opornos$¢ pozorna, wobec czego przesuniecia fazy pradu wzgledem
wspolnego wektora podstawowego beda w kazdej galezi inne. Ozna-
czajac te katy przesunigcia fazy odpowiednio przez <X <2 ..., <k
bedziemy mieli

ii = lim sin ™I + ~1)

it = lim sin u/ + ~2)

ix = lkm sin 11 + ¥
Przechodzac do wartosci skutecznych tych pradéw i biorge
za podstawowa o$ kierunek wspdlnego napiecia, bedziemy mieli
1\ = Ticl?li = v Tk~ lke3k'

Jezeli wigc zechcemy stosowaé prawa Kirchhoffa do wartosci
skutecznych, musimy rozpatrywa¢ omawiane wielko$ci symbolicznie
jako wektory. Wtedy warunkiem istnienia zaleznosci wyzej podanych
dla wartosci chwilowych beda nastgpujace wzory dla wartosci sku-

tecznych SA-0O, (18)
SA=S/A (19)

czyli zamiast algebraicznych sum mamy sumy geometryczne.

Przy stosowaniu tych wzoréw nalezy ustali¢, jakie kierunki
nadajemy chwilowym warto$ciom dodatnim SEAZ oraz pradoéw,
od tego bowiem zaleze¢ bedzie, z jakim znakiem, dodatnim czy ujem-
nym, wejdzie kazda z omawianych wielko$ci do rownan ukladanych
na podstawie rozszerzonych praw Kirchhoffa. Przy pradzie stalym
dziatanie S £ M w obwodzie zewnetrznym przyjeto oznaczaé¢ w kie-
runku od bieguna dodatniego do bieguna ujemnego, czyli w kierunku
ruchu dodatniej elektrycznosci; takiz sam kierunek dajemy pradowi.
Przy rozwazaniu wartosci chwilowych pradéw zmiennych mozemy
rowniez zastosowal te same oznaczenia kierunkow odpowiadaja-
cych biegunowosci S E M w pewnej okreslonej chwili.



W ten sposob przy pradzie zmiennym strzatki beda odpowiadaty
dodatnim wartosciom &hwilowym

Tak np. na rys. (45) strzatki wskazuja kierunek pradow i, oraz
i2 w chwili, gdy prady te majg warto$ci dodatnie; wedlug pierw-
szego prawa Kirchhoffa

przechodzac za$ do warto$ci skutecznych, bedziemy mieli (rys. 46)
I - J+>,

przy czym znaki przy wektorach /, Zx i 12 bierzemy wedtug dodat-
nich kierunkéw, zatozonych dla wartosci chwilowych.
Rozpatrzmy dwie galtezie (rys.47) miedzy wezltami 4 1 B.
Strzatki odpowiadaja
kierunkowi  dodat-
nich wielko$ci chwi-
lowych; oznaczajac
przez U napigcie mig-
dzy tymi weztami,
bedziemy mieli

1 — h+ Iy
—12Zz2=o0
lub 71Z1=DE)= U.

Na wykresie (rys. 48), gdzie <p, ¢ 1 y2 oznaczajg katy przesu-
nigcia faz wzgledem napigcia U pradoéw /, A 1 /2,

O4A=A, OB=AG=I 0C-=1

*Prof. S. Fryze wprowadza obok strzatek kierunkowych, wskazujacych
kierunek wartosci chwilowych, strzatki kierunkowos$ci. Dla zrozumienia tego
terminu zwroé¢my uwage, ze dla funkcji okresowo zmiennej w czasie wartosci
chwilowe maja znak dodatni w ciagu czgéci okresu, w szczegolnosci dla funkcji
sinusoidalnej znak pozostaje bez zmiany w ciggu potowy okresu. Strzatki
kierunkowosci, niezalezne od czasu, wskazuja kierunek dziatania lub przebiegu

w obwodzie rozpatrywanych wielkosci dla dodatnich wartosci chwilowych
tych wielkosci.



Biorac rzuty pradéw na podstawowa o$ O U oraz na 0§ do niej
prostopadla, otrzymamy

1COS tp = I\ cos g + /2COS
I sin % = A sin gf 4- /1 sin ¢p2,

co oznacza, ze sktadowe czynne i sktadowe bierne pragdéw dodajg si¢ do
siebie algebraicznie. Podnoszac ostatnie wzory stronami do kwa-

dratu i dodajgc do siebie, otrzymamy
70 = A) + 72 + 27171 (oS g)x cos </2 + sin < sin y2),

skqgd I -%¥1 +V +2A/,cos(VI—V2)T (20)

nastepnie, dzielagc stronami drugi wzor przez pierwszy, bedziemy

mieli tgV = Sin Sin . 21)
© Zx COS g)x + 72 COS 2



§ 19
OPORNOSCI POZORNE POLACZONE ROWNOLEGLE

Rozpatrzmy najpierw dwie opornosci pozorne Zx i Z2, polaczone
rownolegle, jak na rys. 47. Jak wida¢ z tego rysunku,

Z)
poniewaz
2
przeto
1! U= 1 2
Z1 =z
Stosunek — stanowi pewng opornos¢ pozorng, ktéra mozemy

rozpatrywacé jako oporno$¢ réwnowazng dwém danym opornosciom;
oznaczajac te rOwnowazng opornos$¢ przez Z, bedziemy mieli
Z 7,
~2

(22)

lub 1 | 1

7z Z Z (23)

Przy dowolnej ilosci rownolegle potaczonych opornosci pozor-
nych ZXl 72, ..., Zf, otrzymalibysmy dla opornosci Z, rownowaznej
danym, wzor 11 1 |

T oy ma—
Z Zy 7 Zk

Odwrotno$ci opornosci pozornych stanowia przewodno$ci po-
zorne; oznaczajac przewodno$ci pozorne poszczegodlnych galezi przez
YXl Va, ..., Yk a rownowazng przewodno$¢ pozorng przez Y, otrzy-

mamy p— cssa—— ) A V4

Widzimy stad, ze przy rownoleglym potgczeniu opornosci po-
zornych réwnowazna przewodno$¢ pozorna rOwna si¢ geometrycznej
sumie przewodno$ci pozornych poszczegdlnych galezi.

Zbadajmy bardziej szczegdélowo dwie réwnolegle polaczone opor-
no$ci pozorne; kazda z nich sklada si¢ z opornosci czynnej i opornosci
biernej; rownowazna opornos¢ pozorna bedzie tez zawierata obie te
oporno$ci: czynng i bierna. Podstawiajac do wzoru (22) zamiast

Teoria pradow zmiennych 6



Z, 71 i 72 ich wartoéci R + jX, Rx + JXX R + jX2, bedziemy mieli

o, V= Ne+ /M) Ne + #2)
i Ne + R2) + /Ne +J¢2)
[72i723 — + / (N1A2 + A2481)] [Ne + ~A2) — / (M1 + -A2)]
Ne + R22 + (A\ 4 X2y
R"R™"-RyR” RxXxX] RIXxX2-vRxXxX2-vRIXxX2A4-RxX"™\-R2Xy"
"XRy + RNTVxTTx"™ +

Rx2X 2-vR2IXXA-RXRIXX+RIR2X1- RxR2Xx-1"xR1X2-vXx"X]2-vXV - _
+/" Ne + Ra? + \Xy + J&2)l—

Rxz~V RIZN . XxZb + X2Zb
(Ri + R,)2+ Ne + A")*+ ' Ne + R2) + (X, + x2y’

skad o RIZ% + R"Zy) (no.
(Rl + /220 + (N ~+A2)2

Y721 Y 7]

= - F11°2 a8 A s (25)
VRy + /220 + (Xx + X2p /
Rownowazna oporno$¢ pozorng Z znajdziemy ze wzoru
Z = Y/?22+ A", co, po podstawieniu wartoéci R i X i odpowiednich
skréotach, daje

S VR + Xi2) B+ AV) = Zy 2
V' (Ri+ R+ (A, + X4= $No + =)+ No + X)» ' (26

argument rbwnowaznej opornosci pozornej, czyli kat ¢ przesunigcia
fazy pradu / wzgledem napigcia U, znajdujemy dzielac wzory (25)
przez (24):
X XxZX + X2Z2™
8Y= R RyZ> + RIOZ

W wyrazeniu tym mianownik zawsze jest wigkszy od zera,
w liczniku za§ mamy opornosci bierne, ktére moga mie¢ znaki do-
datnie lub ujemne, w szczegodlnosSci rownacé si¢ zeru.

Rownowazng oporno$¢ pozorng Z dla dwoch réwnolegle pota-
czonych opornosci pozornych Zy i Z2 mozna rowniez znalezé wy-
kre§lnie. W tym celu, biorgc dowolng o§ OX jako podstawowa,
przeprowadzamy odcinki wyrazajagce opornosci pozorne Zy = OA
i1 Z2 = OB (rys. 49). Dodajac je geometrycznie, otrzymamy OC = Zi.

Wzér (22) mozemy przepisaé w sposOb nastepujacy:

£ ?x

=) F



Oznaczajac katy, ktore tworza z osia OX opornosci pozorne
Z, Zx, Z) i Z' odpowiednio przez a, an al i a', mozemy ostatni wzor

napisaé w postaci AR
Zieidt — Z'eid
lilt) y y
X2
skad Z
=z Z

a—otl=«i—a .

Widzimy stad, ze Z musi tworzy¢ z Z2 taki sam kat, jak Zx
tworzy z Z'. Wobec tego odkltadamy od OB wstecz (poniewaz Zi
przesunigte jest wstecz wzgledem Z') kat BOD rowny katowi COA;
szukana oporno$¢ Z powinna
leze¢ na prostej OZ), znamy
wiec jej argument. W celu
znalezienia jej modutu bu-
dujemy OAA' podobny
ZxOBC, np. z punktu O lu-
kiem kota o promieniu OC
odcinamy na przedtuzeniu
prostej OA odcinek OC'; w
podobny sposob lukiem OB
odcinamy na prostej OD od-
cinek OB’, mamy zatem:

ocC'=0C =,

OB'= OB = Z.;
Rys. 49
laczymy nastepnie punkty
B'i C'i z punktu 4 prowadzimy prostg rownolegla do prostej B' C
az do przecigcia si¢ z prosta OD w punkcie A4’ Z podobienstwa
trojkatow widzimy, ze

0A'= 04
I OB'- OC'"' ,
Podstawiajagc tu wartosci powyzsze, otrzymujemy
Zi
7)) - 7'

Poréwnujgc proporcje t¢ z poprzednia, widzimy, ze odcinek
OA' = Z.



§ 20
REZONANS PRADOW

Rozpatrujac dwie opornosci réownolegle potaczone, stwierdzi-
liSmy (wzor 27), ze kat przesunigcia fazy pradu Z, doptywajacego do
wezla, wzgledem napigcia U migdzy weztami moze si¢ rownaé zeru,
czyli ze prad 7 bedzie w fazie z tym napigciem.

Jak wida¢ z tego wzoru, ten szczegoOlny przypadek bedzie mial

migjsce wowczas, gdy X] )\(22 v, l2 )

czyli inaczej, gdy g =
z4 = """z

Wyrazy stojace po obu stronach ostatniego wzoru stanowig
przewodnos$ci bierne; oznaczajac je dla pierwszej galezi przez Bv
dla drugiej za§ przez B2, bedziemy mieli warunek

Bi = B>

Znaki przeciwne tych przewodnosci biernych wskazuja, ze
w jednej gatezi powinna przewaza¢ opornos¢ indukcyjna, w drugiej
za$ oporno$¢ pojemnosciowa.

Mnozac obie strony ostatniej réwnosci przez wspolne obu ga-
feziom napigcie (7, otrzymamy

UBI = — UB’

wyrazy te stanowig bierne prady, plyngce w rozpatrywanych gale-
ziach, czyli

lisin = —/1sing2 (29)

A wiec prgd doplhwajgcy do

U rozgalezienia bedzie w fazie z na-

pieciem. istniejgcym miedzy weztami

rozgalezienia, gdy prgdy bierne,

ncp phyngce w obu galeziach, bedg sobie

rowne, lecz bedq mialy znaki prze-

ciwne; zjawisko to nazywamy rezo-
nansem prgdow.

Na rys. 50 przedstawiony jest przypadek rezonansu pradow.
Prady bierne A sin ¢ i Zlsin 2 s3 sobie réwne, lecz maja znaki
przeciwne.



Rozpatrzmy bardziej szczegdétowo warunki mozliwosci powsta-
wania rezonansu pragdoéw. Przypusémy, ze w pierwszej gatezi mamy
przewage opornosci indukcyjnej : coLx > —t—, w drugiej za$ col.2 < —Lr

CuCtj iz
mamy przewage opornosci pojemnosciowej, czyli ze w pierwszej
galezi oporno$¢ bierna jest dodatnia, a w drugiej ujemna; wtedy,
0znaczajac

— ™Mz X L— XL

culx

X2 coL2 - Xc,
coC2

mozemy warunek rezonansu pradow na podstawie wzoru (28)
przepisaC w sposob nastepujacy:

XL . Xc
R? + XTI fI2 + X>
Stqd XL tfl,» + XC«) — Xc (B,« + ) = 0;
R2 | Y2
xe — AC XL + ke - 0
rozwigzujac réwnanie wzgledem XLI otrzymamy
P R? -rX™ by A* 4-72X§ﬁCc 4 X¢ {Ogéz)

Jak wida¢ z tego wzoru, nie zawsze mozna dobraé opornos¢ X

zaleznie od Xc lub odwrotnie; mozliwe to bedzie w przypadku
(/72) + XctV >4 RxtXc \

CZyh 7722 4-Xcl >"RxXc.

Jako przypadek szczegdlny rozpatrzmy dwie galezie, w ktérych
opornosci rzeczywiste sg jednakowe, a wigc w jednej mamy dane
wielkosci fi 1 t, w drugiej zas RYC\ wtedy ze wzoru (30) bedziemy

mleh y (R) + X(C)+=(R=-XCq)
L 2Xc,
skad
1) XL = xc,
2) XLFEAN lub K =>/XT" X"

Pierwsza réwno$¢ odpowiada warunkowi, gdy opornos¢ induk-
cyjna i oporno$¢ pojemnosciowa sa sobie réwne, podobnie jak przy



rezonansie napi¢¢. Druga rownos¢ wskazuje, ze opornos¢ rzeczywista
stanowi $rednig geometryczng opornosci indukcyjnej i pojemnoscio-
wej. W pierwszym przypadku na podstawie wzoru (26), gdzie
X = X1l x) = —xc

(Rt + XL™ . <Rl + XL~ R+ A,*
z"V 4Ba 2B,

wobec czego On
I = — . U
R) ¥+ XL
W drugim przypadku

/(RIA'C2+R4)(B1+ X ()
w (B2 + ™NC)
U
R

czyli prad jest taki, jak gdyby$my mieli prad staly z opornoscia R.

§ 21

PRZYKEADY NA ROWNOLEGLE POLACZENIE OPORNOSCI
POZORNYCH

I. R i L polaczone réwnolegle.
Mamy Zy = Zx = R,

Rownowazna oporno$¢ pozorna bedzie

ZtZt  jRcol _ jRoiL (R—/ol)
Z " Zx"ZV R+ ]oL~ + (wL)

R (coL) + /B2 L
Ret-"cul™

skad 2 = —f ,
VB2+H(<0TT2'

IL R i C potaczone réownolegle.



Mamy Zx=Zr = R,

2¥=_J77C’

0 G
R
* [ uiC R __RR,,,C+))
Z . - RmC-i IRoiCV+Y
R—I4¢g
= RNLRI22I
N"NEUCM-Y
skad % R ,
~V (BeuC)2+ 1

tg ¢ = — Rio C.
II. L i C potaczone rownolegle.

MatV Z~/col_,
4 -1 1
8 70)C™ juC
L L L
C C. C
z =— 1y =—7 p- = /—i -
/10 d—-—- 7N 1 co L------ é = -0 L
\ (DL . co o
L

tg® = + 00, Y ="2""

IV. Dwie opornosci pozorne Zr i Z) sa potaczone rownolegle,
trzecia oporno$¢ pozorna Zo jest potaczona w szereg do pierwszych



dwoéch (rys. 51). Jaka powinna by¢ zalezno$¢ pomiedzy tymi opor-
nosciami przy spelnieniu nastgpujgcego warunku: prad przeply-
wajacy przez taki uklad powinien zachowaé swoja warto$¢, gdy
jedna z dwodch rownolegltych galezi, np. z opornoscig Zx zostanie
przerwana? Tego rodzaju przypadek mamy np. wtedy, gdy przy
pradzie zmiennym laczymy szeregowo zarowki i gdy w razie prze-
palenia si¢ jednej z zarowek chcemy, aby inne Zzaroéwki nie zgasty
i aby natezenie pradu przy tym nie ulegto zmianie. W tym zagadnieniu
chodzi o to, by warto$¢
oporno$ci pozornej ukta-
du zawierajgcego Zx, Z1
i Zo pozostala bez zmia-
ny, gdy =zostang tylko
opornosci Z2 i Zo. W pier-
wszym przypadku calko-
wita opornos$¢ wynosi
Zo + 7 gdzie Z stanowi
opornos¢  réwnowazng
opornosciom Zx i Z) po-
laczonym rownolegle; w
drugim przypadku catko-
wita oporno$¢ wyniesie Zo + Z2. Aby natgzenie pradu w obu przy-
padkach pozostalo bez zmiany (napigcie z zewnatrz przylozone
przyjmujemy jako stale), trzeba, zeby moduly tych calkowitych
opornosci pozornych byly rowne sobie; argumenty w tym zagad-
nieniu roli nie odgrywaja.

Wobec tego otrzymujemy warunek

mod (Zo + Z) = mod (Zo + Z2). (31)
Niech Zo=T0+/Ag
Zy = Rx"™-\ XX
Zh =  +/A2

wtedy na podstawie wzorow (24) i (25) roOwnowazna opornos¢ Z
bedzie si¢ rownala

RxZ"™-vR2Zxt , XxZJ 4 A2Z1)
z =~ (B, +B)+ Ne+mdl +" (A+ AN+ Ne+ X))

gdzie Zy =Yy Rx] + A\, Z2=yJ B2 + Az)2,



Podstawiajac symboliczne wartosci Zo, Z i Z2 do wyzej podanego
warunku (31), bedziemy mieli

+ R2Z? +

ly

mod o+ H5S+ (AVE AR +L1 A%+ p2,+ AN +"(AT+A)
= mod [Bo + R2 +/ (A" + A2)],

skad

r RxZ™~vRiZ» 12 T XoZ» + X1Zx) P

[+ (B; +B))+ (Xr+ X2)2J +[ 0+ (Br + B2)2 + (Xx + A")2]
= (Bo + B2 + (Ao + X"\ (32)

Taka wiec powinna by¢ zalezno$¢ pomiedzy trzema rozpa-
trywanymi opornosciami. Jezeli wiadome sa dwie oporno$ci pozorne,
dla znalezienia trzeciej begdziemy mieli réwnanie nieokreslone,
gdyz kazda opornos¢ pozorna ma dwie sktadowe. Otrzymamy wigc
w rezultacie roOwnanie z dwiema niewiadomymi, czyli nieskonczong
ilo$¢ rozwigzan. Zwykle si¢ zaklada z gory, jaki ma by¢ stosunek
opornosci biernej do oporno$ci czynnej w poszukiwanej opornosci
pozornej, i wtedy otrzymuje si¢ rownanie z jedng niewiadoma.
Najtatwiej rozwigzuje si¢ takie zagadnienie, gdy wiadome sa opor-
nosci Zx i Z2, szukamy za$ opornosci Zo z jej sktadowymi Bo i Ao;

zaktadajac z gory -pl = « i oznaczajagc we wzorze (32) w skroceniu
"0
B1Z2 + B2Z1) =
(BX + B2)2"+Ne +A2)]
x.z"x. =" =

(Bx + B2)2 + Cxx + A2)2

przy czym M i N oblicza si¢ na podstawie danych wielko$ci; otrzy-
mamy z tego wzoru

(Bo + M) + (/eB0 + 7V)2 = (Bo + B2) + (/cB0 + A2)2,

skad po odpowiednich skrétach pozostanie roéwnanie pierwszego
stopnia, z ktorego ostatecznie znajdujemy

B2 + Xze — M) — N
2(M + kN -R2-kXJ

Poniewaz sens maja tylko dodatnie warto$ci Bo, przeto w razie
otrzymania Bo < 0 nalezy zmieni¢ zalozong z gory wartos¢ x i dobrac
ja tak, aby Bo wypadlo dodatnie.



Ostatnie zagadnienie tatwo mozna rozwigza¢ wykre§lnie. W tym
celu najpierw znajdujemy wykreslnie rownowazng opornos¢ pozorng Z
sposobem wskazanym w § 19 i podanym na rys. 49. Po znalezieniu Z
wykreslamy wzgledem dowolnej osi OX (rys. 52) opornosci pozorne Z
i Z2, na rysunku 04 = Z, OB = Z2.

Laczymy A z Bi ze srodka odcinka 4 B przeprowadzamy prostopa-
dta do tego odcinka. Rozpatrzmy dowolny punkt A na tej prosto-

padlej i potaczmy go z poczatkiem O. Latwo jest zauwazy¢ dodajac
geometrycznie, ze
MO + OA = MA,
MO A OB = MB
albo
MO +Z = MA,
MO AZ = MB
ale wartosci MA i MB s3 rowne sobie, wigc
mod (MO +Z) = mod (MO + Z2);
porownujac otrzymamy rezultat ze wzorem (31) stwierdzamy, ze
MO = z0.
Sktadowe MO, czyli, tym samym sktadowe ®M bedg Bo = OC
1 Xo = €M Otrzymujemy wiec nieskonczong ilos¢ punktow M, czyli
rozwigzan, ale te tylko beda miaty sens, ktére dajg dodatnig
sktadowg Bo.
V. Otrzymywanie przesuni¢cia fazy o kat prosty pomiedzy
pradem i napigciem.



PRZYKLADY NA ROWNOLEGEE POLACZENIE OPORNOSCI POZORNYCH 91
(

Nieraz zachodzi potrzeba otrzymania w pewnej czg¢sci obwodu
pradu, ktéry wzgledem napiecia z zewnatrz przylozonego przesu-
niety jest w fazie o kgt prosty. Mozna to osiggna¢ wilaczajac rowno-
legle do tej czgsci obwodu pewng opornos¢ czynng. Na rys. 53 mamy
dwie opornosci pozorne Zx i Z) szeregowo potaczone; rownolegle
do opornosci Zx przylaczona jest oporno$¢ rzeczywista Bo. Po-
staramy si¢ okreslic Bo tak, aby prad /x ptynacy przez cze¢$¢ obwodu

z opornoscig Zx byl przesuniety w fazie o kat prosty wzgledem
napigcia U z zewnatrz przylozonego. Oznaczajac przez [/ prad
ptynacy przez Z2 oraz przez lo prad plynacy przez R0l bedziemy
mieli
A=J1+ M
17'i = Rp,
U= 121+ Nzx
z drugiego wzoru okreslamy
7 =
0 Ro
i podstawiamy do pierwszego, wtedy
) t = ; (Ro + Zx)\
+ N Ro )

Podstawiajac to do wartosci Ul otrzymujemy
J 1 +ZiM2\ . fy =
\ VA /

YLINZT A+ JNZ2 + Zt 72 i
|



Kazdg z opornosci Zx i Z) mozemy wyrazié¢ tak:
Zr = Rx#%X X
Z) =R N+ /W1,
Podstawiajac wartosci te do wzoru poprzedniego, otrzymamy

(7 = <jd | /20M + I Roxt + -"0"2 + / RoX2? + R\R™ — AtA) +

4- ] RvX? 4 | R™X!

Grupujgc w tym wzorze czg$ci rzeczywiste i urojone, otrzymamy

' | ReRi + RoR™ + Ryl AIlA2
u=111 }3
0
. RxX? + Rlxx + Rox] + Roxr |
] R. )’

Jezeli wzor ten napiszemy pod postacig
o -1, B +/X),
wtedy przesunigcie fazy pomiedzy pradem /Zx i napieciem U otrzy-

mamy ze wzoru

X
BVH

gdzie ¢ oznacza kat przesunigcia fazy pradu Zr wzgledem napigcia U.
<p=-~dla R = O.

Warunek zagadnienia bedzie wigc spelniony, jezeli

AN+ A2 AL — A2 0
Ry ?

czyli
y ANO-~1 + RQA2 + — Aj _

kad
Ska D AUl RI*2

°"  Ri+R.

Oczywiscie, ze tylko wtedy mozna znalez¢ realng wartos¢ na
Roi gdy Al-Y2 >
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PRADY WIELOFAZOWE

§ 22
OKRESLENIE I POWSTAWANIE PRADU WIELOFAZOWEGO

W § | rozpatrzyliSmy powstawanie sily elektromotorycznej
0 przebiegu sinusoidalnym w czasie; ma to miejsce, gdy przewo-
dnik, np. w postaci ramki z drutu, obraca si¢ ze stalg pred-
kosciag w jednostajnym polu magnetycznym, przecinajac przy tym
strumien magnetyczny. Jezeli zamiast jednego przewodnika be-
dziemy w taki sam sposob obracali dowolng ich ilo$¢, powstanie
wowczas szereg SFEA o przebiegach sinusoidalnych w czasie,
ktore, w zalezno$ci od rozmieszczenia przewodnikow, beda si¢ roéznity
migdzy sobg w fazie. Uktad, w ktérym dzialtajg S £ M przesunigte
w fazie, nazywamy ukladem wielofazowym.

Jezeli przewodniki tworza uktad taki, ze sa rozmieszczone
symetrycznie naokoto osi i uktad ten obraca si¢ w polu magnetycz-
nym, wowczas taki uktad wielofazowy nazywamy symetrycznym.

Na rys. 54 mamy symetryczny uktad »n przewodnikow, np.
w postaci ramek rozmieszczonych naokoto osi w jednakowych od-
stepach. Kat pomiedzy dwiema sgsiednimi ramkami bedzie miat
wartos$¢ 2n

a - ———--
n

Zatozmy, ze caly ten uklad obraca si¢ ze stala predkoscia
katowg w jednostajnym polu magnetycznym w kierunku wskaza-
nym przez strzatke i ze rozpoczynamy liczenie czasu, gdy uklad
znajduje si¢ w potozeniu podanym na rysunku. W chwili / =0
SEM w pierwszej ramce bedzie = 0, jej warto§¢ chwilowa ex
w chwili ¢ bedzie wyrazona wzorem

et = Em sin col.



Latwo zauwazy¢, ze SE M powstajace w nastepnych kolejnych
ramkach beda opdznione w fazie wzgledem pierwszej odpowiednio
o katy a, 2a,..., (n— 1) a; zakladajac, ze wszystkie przewodniki
(ramki) sa jednakowe i ze wobec tego najwicksze warto$ci powsta-

jacych w nich SEAL beda roéwniez jednakowe, otrzymamy dla
wartosci chwilowych nastepujace wzory:

ez = Em sin ait,
el = Em sin (a)t — a),
el = Emsin (ml — 2 a), (1)

en = sin [coZ — (n — 1) a].

Gdybysmy obracali nasz uktad w przeciwnym kierunku, mie-
libySmy nie opoOznienia, lecz przyspieszenia w fazie wszystkich
nastgpnych SEA i w naszych wzorach musielibySmy postawié¢
przed a, 2a itd. znak +.

Taki sam rezultat otrzymaliby$Smy niezaleznie od rodzaju prze-
wodnikéw, np. gdyby to byly cale uzwojenia. Poszczegodlne prze-
wodniki lub uzwojenia w takim ukladzie przyjeto nazywaé w skro-
ceniu fazami. Mowimy wigc: SEM, napigcie, natgzenie pradu pier-
wszej, drugiej itd. fazy, odnoszac te terminy nie tylko do zrdédia
pradu, lecz rowniez i do odbiornikéw polaczonych z poszczegdlnymi
uzwojeniami pradnicy dajacej prady wielofazowe.



§ 23

TWIERDZENIE MATEMATYCZNE O SUMIE WARTOSCI CHWILOWYCH
WIELKOSCI UKEADU WIELOFAZOWEGO SYMETRYCZNEGO

W dalszych rozwazaniach powotywac si¢ bedziemy czgsto na
twierdzenie nastepujace: jezeli a = fZ\J}, gdzie n jest liczba catko-

witg wigkszg od 1, wtedy
sin x + sin (k£ a) + sin (k= 2a) + ... + sin [x = (n— 1) a] =O0.
Opierajac si¢ na wzorach Eulera, mozemy napisaé

. eie —e~>z
SIN z == ———2mmm
2/

oraz

gdzie ,-y=T.
Powyzszg sum¢ mozemy wobec tego napisac tak:

gVx e-JX &¥) — g-j(x+a) Y [x+(s-1)a]  g—Y[xt(a—1)a]
== S+ 27 + —+ 2/

Po uporzadkowaniu wyrazow otrzymamy

g)x  gl(x+a) | 2 [xx(a-Da] i
"A/ [

Yy | gij(x+a) || | g-J[xx@-Da] i

| 2T [

Widzimy, ze wyrazy w licznikach tworzg postepy geome-
tryczne. Suma w liczniku w pierwszym nawiasie
gi(xtng)  giX
et'a — |
suma za$§ w liczniku w drugim nawiasie
g-y(xtsa) — g—]x
eta— |
Wobec tego rozpatrywany wzor po sprowadzeniu do wspolnego
mianownika przyjmie postac
g [xx(a-1)a] g-¥Y(xtna) g/(xta) gV¥x—g-VY[xx(@ma—Da]_|_g-y(x+fla)_|_g-j(x+a) g-jx
2 —ext¥Ya — a=a) 2/



Grupujgc wyrazy w liczniku, otrzymamy
sin [x = (n — 1) aj — sin (3k* na) — sin (k=* a) + sin x
2—2cos a

Biorgc pod uwage, ze azz—n, m—l)a=na—a=2m—a i ze

wobec tego pierwszy wyraz licznika skraca si¢ z trzecim, drugi skraca
si¢ z czwartym, otrzymujemy w rezultacie, ze licznik = 0. Mianow-
nik nie jest rowny zeru dla n > 1, wobec tego rozpatrywana suma
sinusOw zawsze bedzie rowna zeru dla catkowitego n > I.
Zupehie tak samo mozna dowie$¢, ze
cos X + cos (k £ a) 4- cos (k =2a) + ... +cos[xk+ (n—1)a] =0,
gdzie

Rozpatrujgc wartosci chwilowe S £ M w symetrycznym uktadzie
wielofazowym, podane we wzorze (1), widzimy, ze na podstawie
dowiedzionego twierdzenia suma ich réwna si¢ zeru.

§ 24
UKLADY WIELOFAZOWE

Rozpatrujac og6élny wzor (1) dla wartosci chwilowych SEM
wielofazowego ukladu symetrycznego, widzimy, ze dla n = | otrzy-
mujemy zwykly prad sinusoidalny jednofazowy; dla n = 2 otrzy-
mamy dwie SEM roéwne sobie, lecz znakow przeciwnych, czyli prze-

ciwnie skierowane, gdyz .
ex = Emsin wt,

¢l = Ewsin (c0l — 1) = —ev
Schematycznie uktad taki mamy na rys. 55 w postaci dwdch
uzwojen — faz.

Dla n = 3 otrzymamy uktad tréjfazowy. Bedziemy mieli w tym
przypadku nastgpujace wartosci SEM

ex = Emsincot,

el = Em sin

= Ewsinl (0Z--- § J = Emsinlot



Schematycznie uklad trojfazowy przedstawiony jest na rys. 56.
Dla n = 4 otrzymujemy uklad czterofazowy. Dla S E M w poszcze-
g6lnych fazach warto$ci chwilowe beda nastepujgce (rys. 57):

et = Em sin toi,

71\
27
e3= Em sin (co/— 1) = — ex,

3
o/

el=FEmsinltol —

ed=FEmsinl (ol

Uktad, w ktérym fazy dziatajg samodzielnie, nazywamy uktadem
nieskojarzonym. W przeciwnym razie otrzymujemy uklad skoja-
rzony. Skojarzenia, czyli potaczenia faz, bywajg nastepujgce:

1) w gwiazde, czyli gwiazdowe, kiedy poczatki wszystkich faz

laczymy w  jednym

punkcie (rys. 58); 2) wie-

lobokowe (rys. 59), kiedy

poczatek pierwszej fazy

laczymy z koncem dru-

giej, poczatek drugiej

z koncem trzeciej itd.,

wreszcie poczatek ostat-

niej z koncem pierwsze;j. Rys 59

Drugie pofaczenie sta-
nowi uktad zamkniety, pierwsze — ukltad otwarty. Polaczen gwiaz-
dowych i wielobokowych mozemy dokona¢ nie tylko na uzwoje-
niach zrodla pradu, np. pradnicy, lecz rowniez na odbiornikach,
do ktorych doprowadzamy prady idace od poszczegolnych faz prad-
nicy i ktore odpowiednio ze sobg taczy my.

Teoria prgdéw zmiennych 7



Rozpatrujac napiecia i prady w uktadach wielofazowych, mu-
simy odroznia¢ te wielkosci w poszczeg6lnych fazach oraz miedzy
fazami i w przewodach taczacych fazy zrédla pragdu z odbiornikami.
Pierwsze nazywamy fazowymi, mowimy wigc o napigciu fazowym
i o pradzie fazowym; w drugim przypadku moéwimy o napigciu
miedzyprzewodowym. Tak samo odrézniamy prgdy jazowe i prgdy
przewodowe.

Napigcia na poszczegdlnych fazach uktadu wielofazowego za-
lezne sa z jednej strony od SE M, dzialajacej w rozpatrywanej fazie,
z drugiej za$ strony od pradu plynacego w tej fazie i od jej opornosci.
Jezeli prad nie jest pobierany, napi¢cie jest rowne S E M, w przeciw-
nym przypadku jest ono zmniejszone o iloczyn nat¢zenia pradu
przez oporno$¢ fazy. W pradnicach wielofazowych zwykle uzwojenia
stanowiace poszczegélne fazy sa jednakowe, wobec czego i SEM
powstajace we wszystkich fazach r6znig si¢ tylko katami przesunigcia
faz; natomiast napigcia na poszczegdlnych fazach beda miaty jedna-
kowe wartosci i bedg roznily sie tylko katami przesunigcia faz w dwoch
przypadkach: albo gdy prad w zadnej fazie nie jest pobierany, albo
gdy we wszystkich fazach beda pobierane jednakowe prady, czyli,

jak mowimy, gdy wszystkie fazy
beda jednakowo obciazone i gdy
uzwojenia majg jednakowe opor-
nosci pozorne.

W nastgpnych rozumowa-
niach bedziemy mieli na wzgledzie
najpierw te przypadki, gdy napig-
cia na poszczegdlnych fazach maja
te same warto$ci najwicksze lub
skuteczne, rdéznig si¢ za$ tylko
katami przesunigcia faz.

Rozpatrzmy uktad gwiazdowy

Rys. 60 np. pradu tréjfazowego (rys. 60).

Wartosci chwilowe napi¢¢ w trzech

fazach wynosza ux, u2) u3. Mi¢ .y koncami faz pierwszej i drugiej
istnieje napiecie migdzyfazowe

«12 = °°] — «2'

Przez odbiornik, wlaczony pomigdzy tymi fazami, poptynie
prad i12. W chwili gdy uY> u2, prad ptynie tak, jak wskazuje ry-
sunek, zas w chwili gdy %22 > zl? prad plynie w kierunku przeciwnym.



Natezenie pradu w obu fazach w tym przypadku bedzie takie same
jak i w odbiorniku:
<12 = 1i = 72-

Widzimy stad, ze w uktadzie gwiazdowym réznia si¢ pomiedzy
sobg tylko napigcia miedzyfazowe i fazowe. Napigcie migdzyfazowe
nazywamy w tym przypadku sko-
jarzonym.

Gdy mamy uktad wielobokowy,
w tym przypadku trojkatowy (rys.
61), wowczas, jak to tatwo zauwa-
zy€, napigcie miedzyfazowe réwne
jest napigciu fazowemu; natomiast
prad przewodowy rowny jest roz-
nicy odpowiednich pradow fazo-
wych, np.

1<5

<12 = i — <2-

Rozpatrzmy wielofazowy uktad Rys 6l
symetryczny z napi¢ciami na fa-
zach réznigcymi si¢ tylko katami przesunigcia faz, a wigc

ui = Unm sin c0Z,

ul = Unm sin | tot

Wyprowadzmy ogoélny wzor na napigcie skojarzone. Wezmy
w tym celu dowolne dwie sgsiednie fazy A7 x + 1:

uk = Um sin col —

uk +1 = wt —

Odejmujac stronami drugi wzoér od pierwszego, otrzymamy dla
napigcia skojarzonego, ktore oznaczymy przez up:

. 2
Uyp— Uk Uk+l UmiSin (ot—(k—1) 1—sin (oi—f<7JI



Przeksztalcajac roznice sinusé6w na zasadzie wzoru

— +
SinX—Sin U = é SinX “cos X—y,
y 2 2
otrzymamy
Up = 2 Uw sin — cos
lyas - : 71
= 2TUm sin—sin | co 2)

Widzimy stad, ze napigcie up jest przesunicte w fazie wzgledem
napi¢¢ fazowych; warto$¢ maksymalna tego napiecia wynosi

warto$¢ skuteczna za$

Ug = 2(7f Slnﬁ , (3)
gdzie Uj stanowi napigcie fazowe.
Analogicznie mozemy wyprowadzi¢ wzor dla natgzenia pradu
skojarzonego w przypadku uktadu wielobokowego, gdy obcigzenie
faz jest jednakowe; otrzymamy wtedy

Igz 2]fsinn—, . 4)

gdzie [j stanowi natezenie pradu pltynacego w dowolnej fazie.

§ 25
MOC PRADOW WIELOFAZOWYCH

Rozpatrzmy uktad symetryczny n fazowy z jednakowym ob-
cigzeniem wszystkich faz.
Wartosci chwilowe napigeé¢ beda
ux = Unm sin co/,

ul = Unm sin ‘ c%nj} ------
uk = Un sin

27
U, cot



Kazdy prad fazowy wzgledem swego napigcia bedzie przesu-
nigty w fazie, np. o kat % wstecz; wtedy wartosci chwilowe odpo-
wiednich pragdow beda

= Im sin (eo/ — 99),

/2
0= Insinfeo/— =" 9

ffe —  sin I-LIk-V"-gb

Li — Im Sin n—

Oznaczmy warto$¢ chwilowg mocy pradu w fazie x przez pk
Wowczas mozemy napisacé

pk = uk ik = Um Im sin T'eo/ — (/o — 1)1 sin ['eo/ — (/c—1 )™ —<JL

Na podstawie wzoru

bedziemy mieli

Um Im
Pk = Sn  €OS 9 ——cos 2e0/—2 (oc— 1) ™ —9)

W uktadzie mamy » faz, a wigc x zmienia si¢ od | do n. Ponie-.
waz dla n > 2, na podstawie twierdzenia z § 23,
k=n
cos 2co/—2 (lc— = o,

=i

wigc wartos¢ chwilowa mocy pradu w calym ukladzie bedzie
p=n cos¥ = n Ul cos .

Widzimy stad, ze warto$¢ chwilowa mocy uktadu nie zmienia
si¢ z biegiem czasu, czyli ma warto$¢ statg. Uktady, w ktérych to
ma miejsce, nazywamy ukiadami wyrownanymi. QOczywiscie, ze
w tym przypadku moc S$rednia P bgdzie miala takg samg warto$¢
co i moc chwilowa. Kazdy uktad wielofazowy symetryczny jest
uktadem wyréwnanym.



§ 26
PRAD TROJFAZOWY

Rozpatrzmy bardziej szczegdétowo najwigcej rozpowszechniony
w praktyce prad troéjfazowy.

Jezeli mamy polaczenie gwiazdowe, to ze wzorow (2), (3) i (4)
wynika:
dla x = 1, czyli miedzy pierwsza i druga faza,

vz = ZUn sin§sm1(ot+2—3

dla ¥ =2, czyli migdzy drugg i trzecig faza,

dla k¥ =3, czyli migdzy trzecig i pierwsza faza,

/ 7 _ ;
vt = Um\3lor— 71 = sinfO)t+5n\I;

U - uviis-, 1, = 1.

Dla potaczenia w trojkat bedziemy mieli migdzy fazami napigcie

rowne napigciu fazowemu, prad przewodowy za$ bedzie skojarzony
i przy jednakowym obcigzeniu
trzech faz

/, = 1ZV3.

W ukladzie gwiazdowym
wprowadzamy czasami oprocz
trzech przewodow idacych od
koncow trzech faz, czyli prze-
wodow fazowych, jeszcze czwar-
ty przewod, idacy od punktu 1g-
czacego poczatki wszystkich faz,
czyli tak zwanego punktu zero-
wego, ktéry czesto bywa uzie-

Rys 62 . miony; przewod ten nazywamy

przewodem zerowym (rys. 62).

Wlaczajac odbiornik migdzy dowolnym przewodem fazowym i prze-

wodem zerowym, otrzymamy na nim napigcie fazowe, wilaczajac

za$ odbiornik miedzy dwa przewody fazowe, bedziemy mieli na nim
napiecie miedzyprzewodowe — skojarzone.



Oznaczajac przez A, 72, 13 wartosci skuteczne pradéw plyna-
cych w poszczegdlnych fazach, a przez o wartos¢ skuteczng pradu
plynacego w przewodzie zerowym, bedziemy mieli na zasadzie I
prawa Kirchhoffa

N+ 70+ 73+ A) =
czyli B
( = 45— L—1]3

W przypadku szczegolnym, gdy wszystkie fazy sg jednakowo
obcigzone i prady beda si¢ r6znity tylko przesunigciem faz o = 120°,
bedziemy mieli dla wartosci chwilowych

i\ = Imsin ait; 11 = Imsin (Wl — 120°); 13 = Imsin (toZ + 120°).
Na podstawie twierdzenia z § 23

N+i+ 23 =0,
a wigc rowniez
A+ T2+ /3=0;

w tym przypadku przez przewdd zerowy zaden prad nie bedzie
przeplywat.
Jezeli za$ obciazenie trzech faz nie jest jednakowe, wowczas
A+A +U=+=0; 70 ®0
i przez przewdd zerowy bedzie
przeptywal prad o mniejszym na
ogot natezeniu niz nat¢zenia pra-
dow fazowych.
Gdy mamy potaczenie troj-
katowe (rys. 63)

b =

v23 <<

Wobec tego

2 + I3l + 715 = o.

Zaleznosci pomiedzy napigcia- Rys 63
mi fazowymi i miedzyfazowymi,
a takze pomiedzy napigciami i pradami, mozemy przedstawié wy-
kreslnie. Dla uktadu gwiazdowego z jednakowym obcigzeniem faz
odkladamy od dowolnego poczatku O (rys. 64) trzy promienie, wy-
razajgce napigecia 04 = Ur, OB = Ul i OC = U3; laczac miedzy



soba punkty JI, B i C, otrzymamy réwnoboczny trojkat, ktorego
kazdy bok stanowi odpowiednie napigcie migdzyfazowe, a wicc
miedzy fazg pierwsza i drugg mamy napigcie BA, stanowigce geome-
tryczng réznice napie¢ Ux i CJ2; widzimy, ze to napigcie jest przesu-

nigte w fazie naprzod wzgledem napigcia Ux o kat 30° = ”; nastgpnie

b

CB stanowi napig¢cie miedzy fazami druga i trzecig, jako geometryczna
roznica napi¢¢ Ul i Ug jak wida¢ z wykresu, to napigcie miedzy-

Ui

fazowe jest przesuniete wstecz wzgledem napigcia Ux o kat prosty;

wreszcie AC stanowi napigcie miedzy fazami trzecig i pierwsza, jako

geometryczna réznica napie¢ Us i Ux; to miedzyfazowe napigcie
jest przesunigte naprzéd wzgledem napigcia U
o kat 150°. Z réwnoramiennych tréjkatow
0OAB, OBC lub OAC otrzymujemy wiadoma
zalezno$¢ pomigdzy napigciami miedzyfazo-
wymi — skojarzonymi, i napi¢ciami fazowy-
mi up = u,s.

Na rys. 65 mamy zestawienie napig¢ i pra-
dow w uktadzie gwiazdowym réwniez w przy-
padku jednakowego obcigzenia wszystkich
faz. Wszystkie prady sa przesunigte wzgledem
swych napi¢e¢ fazowych o ten sam kat ¢ (na ry-

sunku mamy opdznienie pradow wzgledem napigc).
W uktadzie trojkatowym napigcia fazowe i rOwne im napigcia
miedzyfazowe tworzg trojkat zamkniety (rys. 66), natomiast prady



przewodowe beda skojarzone. Wykres dla pradow w przypadku
jednakowego obcigzenia faz otrzymamy taki sam jak dla napigé
w ukladzie gwiazdowym (rys. 64).

§ 27

ROZKEAD UKEADOW NIESYMETRYCZNYCH NA UKLADY
SYMETRYCZNE PRADU TROJFAZOWEGO

W symetrycznym ukladzie tréjfazowym mamy trzy réwne co
do warto$ci wektory, przesunigte wzgledem siebie o kat 120°.
Moga to by¢ SEAM lub przy jednakowym obciazeniu wszystkich
faz — prady albo napigcia. Oznaczmy te wektory przez R, S'i T
(rys. 67), ich wspolny modut przez
W. Niech wektor R tworzy z pod-
stawowg osig OX kat a, wowczas

R = Wels,

S = Wey(a'"1200),
T = ~~(at+12%)

albo

R = Weia,

§ =Re"jlw

7 = Be'l.

Poniewaz Rys. 7

€;120° = cos !120° + / sin 120° =

e-jno- = cos 120° — /sin 120° = —
wiec oznaczajac w skroceniu
ameool My

skad

bedziemy mogli rozpatrywacé trzy omawiane wektory w postaci

7, $=dfi, T=dR



Wektor T jest przesunicty wzgledem wektora R naprzdd

o kat 120°, wektor S wzgledem wektora 7" — rowniez naprzod o kat
120°. Latwo zauwazy¢, ze d stanowi w rozpatrywanym zagadnieniu
pewien czynnik, przez ktéry mnozac dowolny wektor przesuwamy
p. go naprzéd o kat 120°, natomiast

Z mnozac dowolny wektor przez dl

/ przesuwamy go wstecz o kat 120°.
/ Zwrdéémy rowniez uwage, 7Ze
/ l+d+dl= 0,
/ di = 1.
I / Rozpatrzmy teraz niesymetry-

czny uktad /7, S, T (rys. 68). Kazdy
5z tych wektorow mozemy zastgpic
Rys 68 trzema skladowymi, tak aby

R=Ro+ A + R
S =SS0+ S\# 82 i )
T=70+"Tx+7g,
przy czym dobieramy
So= 70, S\=d7x <« =d772
fo= 70, F\=aRi, [1=&R"

Otrzymujemy trzy
grupy wektorow

0 770, 770, RO
| Bn d7?H d77x,
2 772. d Rl 02R2.

Kazda z tych grup
0, I i 2 przedstawia
symetryczny  uklad;
przy czym grupa 0 sta-
nowi jeden wektor, Rys. 69
grupa | odpowiada nor-
malnemu symetrycznemu uktadowi tréjfazowemu, grupa 2 za$§ rozni
si¢ od normalnego uktadu tylko tym, ze wektory S i 7"maja zmieniong
kolejno$¢. Czesto nazywaja grupe 0 ukfadem, zerowym, grupe |
uktadem wspotbieznym i grupe 2 ukiadem przeciwbieznym.



W ten sposob kazdy niesymetryczny uktad trojfazowy mozemy
przedstawi¢ przez trzy symetryczne uklady skladowe.
Podstawiajgc warto$ci poszczegélnych wektorow sktadowych
do uktadu réwnan (5), bedziemy mieli
R = 720+ Rx + Bl
S — Ro + afRy + dA (6)
T = Ro+ aRx + d)?7

Dodajac stronami i bioragc pod uwage, ze | +d + d) = 0, znajdu-
jemy

(7

mnozac drugie rownanie przez d, trzecie przez d2 i dodajac stronami
wszystkie réwnania, otrzymamy

R +dS + 42 = 3A,



skad . | - .

2 RT = (R + dS4-d2p);
wreszcie, mnozac drugie réwnanie przez d2, trzecie przez d i dodajac
stronami wszystkie rOwnania, otrzymamy

R+ d)S + al’ = 3IR2,

Wielkosci ROl Rt i Bl mozna znalez¢é rowniez wykre§lnie w spo-
sOb nastepujacy:

Ro rowna si¢ V3 geometrycznej sumy danych wektorow (rys. 69).

Dla znalezienia Rt przeprowadzamy najpierw wektory aS
i alT (rys. 70), nastgpnie bierzemy geometrycznej sumy R, aS
i aT.

Wreszcie analogicznie znajdujemy (rys. 71) R jako r1/a geome-
trycznej sumy R, alS i aT.

§ 28
MOC PRADU TROJFAZOWEGO

Rozpatrzymy, jak si¢ wyraza moc pradu trdjfazowego w naj-
ogoélniejszym przypadku, gdy obciazenie poszczegolnych faz jest
rozne, to znaczy, ze i prady ptynace w przewodach, i napigcia migdzy-
przewodowe nie sa jednakowe.



Gdy odbiorniki potaczone sa w gwiazde z trzema przewodami
(rys. 72), warto$¢ chwilowa mocy pobieranej przez odbiorniki wy-

n0S1 P = UTix + w2 + U3I3

gdzie ulXl iz2, 173, oznaczaja wartosci chwilowe napie¢ w poszczegodl-

stanowi napigcie miedzy pierwsza i trzecig faza odbiornikéw, liczone
w kierunku od konca trzeciej do konca pierwszej fazy; tak samo
w I3 — U3

stanowi napigcie miedzy druga i trzecig faza, liczone w kierunku od
konca trzeciej do konca dru-
giej fazy; w ten sposob

P— U3 w3z

Przechodzagc od warto$ci
chwilowej mocy do wartosci
$redniej, czyli do mocy czyn-
nej P, wprowadzajac wartosci
skuteczne napi¢¢ i1 pradow i
oznaczajac przez <t roOZnice
faz pradu i napiecia ul3 oraz
przez ¢} — roéznice faz pradu
i i napiecia ull (rys. 73),

Rys. 73 otrzymamy

P = t71sA cos 9 + t/23/1 cos 2. (8)

Gdy odbiorniki potaczone sg w trojkat (rys. 74), bedziemy mieli
dla warto$ci chwilowej mocy uktadu

P = uvi2z1 + M2322 + U317Z3,



gdzie «12, u23, M3l oznaczaja wartosci chwilowe napig¢ mig¢dzyfazo-

wych, ktére w tym przypadku réwne sa napieciom fazowym. Kie-

runki tych napigé¢, zgodne z kierunkami pradow, ktére przyjeliSmy
jako dodatnie, wskazane s3 na
rys. 74.

Poniewazw kazdej chwili
«12 +«23 4 (31 = 0,
czyli ull= «31 23,
za$ tz3l =  «13,

przeto mozemy napisac

P = “i3(li —i3\+ «3 (8 — <i);

Rys. 74 ale B=tl# 2— = ip

gdzie zlp oraz ilp oznaczajg pra-

dy ptynace w pierwszym i drugim przewodzie.

W ten sposob

P ~ Ul3llp + U231

Jezeli przez ¢he i ¢!) oznaczymy rdznice faz odpowiednio pomig-
dzy «ia i iip oraz uld ' 4p
i przejdziemy do wartoSci
skutecznych napig¢ i pradow
(rys. 75), otrzymamy dla mo-
cy czynnej rozpatrywanego
uktadu trojkatowego 9)

P= Ul3llpcos <%+ (723 12pcos ¢

wzor analogiczny do wzo-
ru (8).
Widzimy wigc, ze zarOw-
no w uktadzie gwiazdowym
jak i w uktadzie tréjkatowym
moc pobierana przez odbior-
niki wyraza si¢ suma dwoéch
sktadnikow, z ktérych kazdy
oznacza pewng moc Czynna.
Mierzenia mocy pradu
dokonywamy za pomocg przyrzaddéw, ktoére nazywamy walomie-
rzami, zawieraja one dwie cewki: pradowg i napigciowg. W ogodlnym
przypadku, dla zmierzenia calkowitej mocy uktadu pradu trdjfazo-



wego musimy zmierzy¢ obie wyzej wyprowadzone moce skladowe,
czyli zastosowa¢ dwa watomierze.

W tym celu watomierze Wx i W2 (rys. 76) wlaczamy przed od-
biornikami O, polaczonymi w gwiazde lub tréjkat, w ten sposob, ze
przez cewki pradowe ptyna prady przewodéw | i 2, zas cewki napig-
ciowe mierzg napigcia: pierwsza miedzy | i 3 fazg — (713, druga migdzy
213 faza — U23

Moce wskazywane przez te watomierze odpowiadajg sktadowym
mocy we wzorach (8) lub (9), przy czym przy odchyleniu wskazowek
watomierzy w tym samym kie-
runku nalezy te moce do siebie
dodaé, a przy odchyleniu w ro6z-
ne strony — odjac.

Przy jednakowym obciaze-
niu lrzech faz moc pradu troj-
fazowego wyrazi si¢ wzorem

P =3 Ulcos <
gdzie U i | oznaczajg fazowe
napiecia i prady. Jezeli wpro
wadzimy do powyzszego wzoru
wielkosci migdzyprzewodowe, to

dla uktadu gwiazdowego U = }3/—5, 1= 1Ip, dla tréjkatowego zas U=Upl
7

1= ygl; wobec tego, po podstawieniu tych wartosci do wzoru
y

na moc, otrzymamy w obu przypadkach jeden i ten sam wzoér
P = "3Uplpcos <.
Watomierze Vt\i W2 w przypadku jednakowego obciazenia trzech
faz wskaza na ogol réozne moce, poniewaz katy przesunigcia faz I
i <2 we wzorach (8) i (9) na ogdt beda rozne; tylko w przypadku, gdy
prady A, /2, I3 sa w fazie ze swymi napi¢ciami fazowymi, czyli gdy
odbiorniki posiadaja tylko oporno$¢ rzeczywista, wskazywane przez
oba watomierze moce bgdag sobie réwne. Wtedy bowiem, jak tatwo
sprawdzi¢ na rys. 71 i na rys. 73,
Vi= VY2 = 30°,
wobec czego ze wzorow (8) lub (9) otrzymamy
P=2Pplpcos30°=V3Uplp,

V4 czym
przy czy o= 0°,



Przy dowolnym kacie ¢ pomiedzy fazowym napigciem i fazo-
wym pradem zarowno w ukladzie gwiazdowym jak i w ukladzie
trojkatnym

QF = 30 —9%,
<a = 30 + 99.
Wobec tego moce, ktore mierza watomierze i W2 beda

okre§lone nastepujacymi wzorami:
PT — Ul cos (30°-<p),
Pl = Ul cos (30° + ¢).
Stad otrzymujemy
Px 4- P? = Ul (cos 30° cos 9 + sin 30° sin % + cos 30° cos 9 —
— sin 30° sin 99) = §3 U1 COS 99,
I\ —Pl= UIsin .

Dzielagc stronami ostatni wzor przez poprzedni, bedziemy mieli
tgy - V3piqgppa-

W zaleznos$ci od wartosci i od znaku % poszczegdlne moce moga

wypa$¢ dodatnie lub ujemne, wigc gdy 30°—9 > PI <0, gdy

30° + e>>-2~, P2 < 0.

W ten sposdb moc réwna jest sumie algebraicznej mocy wskazy-
wanych przez oba watomierze.

§ 29
WYZNACZANIE PRADOW W UKLADACH PRADU TROJFAZOWEGO

Rozpatrzmy nastgpujace zagadnienie. Mamy pradnice pradu
trojfazowego w polaczeniu gwiazdowym (rys. 77), w kazdej fazie
dziala SEMo wartosci skutecznej E\ od zrodia sg przeprowadzone 3
przewody fazowe i przewod zerowy do odbiornikdéw, ktore sa rowniez
potaczone w gwiazde. Dane sg poza tym wszystkie opornosci uzwojen
pradnicy, przewodow i odbiornikow; trzeba wyznaczy¢ prady A, /2,
73 1 /0, ktore beda ptynely w odpowiednich przewodach fazowych
i w przewodzie zerowym, w przypuszczeniu, ze odbiorniki w poszcze-
golnych fazach r6znig si¢ miedzy soba, czyli ze obcigzenie faz nie jest



jednakowe, a wiec i w przewodzie zerowym bedzie ptynal pewien
prad. Oznaczmy opornos¢ pozorng pomigdzy punktami O i O’ za-
wierajaca oporno$¢ uzwojenia jednej fazy, oporno$¢ przewodu i opor-
no$¢ odbiormikéw wiaczonych do tej fazy odpowiednio przez ZX Z)
1 Z3, a opornos¢ przewodu zerowego migdzy tymiz punktami O i O’
przez Zo; nastepnie oznaczmy SFEAM dzialajace w poszczegdlnych fa-

zach, réznigce si¢ tylko katami przesunigcia faz, odpowiednio przez
Ett E) i E3

Na podstawie praw Kirchhoffa bgdziemy mieli przy zalozeniu
dodatnich kierunkéw pradow chwilowych, jak na rysunku,

J+ia+ A+ 10 =0,
= 7iZy  0Z0i
2= 7272 A)YOf

E3 = 1323— 70Z0.

Wyrazajac z ostatnich trzech réwnan prady 7n z2 i 73 i podsta-
wiajac ich wartosci do pierwszego rOwnania, otrzymamy

+ 1020 A2+ W20 E3 +./QZ,_ + =0,
z Vi VAj
- U
] - Y
A" Zi ZZ ) 7g EiYt + AL + EY» (10)
11 I Yi+ V1 + Y3+ Vo

Tmmmmmmme e ——

zl =z =z
gdzie YXI V2, Y3 i Yo oznaczajg przewodnosci pozorne odpowied-
nich czgéci uktadu; stad znajdujemy 70, podstawiajac za§ otrzymane
wartoéci 70Z0 do powyzszych rownan, znajdziemy prady 71f /2 i 13,
Nalezy zauwazy¢, ze iloczyn 70Z0 stanowi napiecie miedzy punktami

Teoria pragdow zmiennych 8§



0 i 0. Przy rozwigzywaniu zadania nalezy jedna z SEAM, np.El(
przyja¢ jako wektor z kierunkiem podstawowym, wowczas

Ei- E,

E2= E(cos 120°-/sin 120° r./-
Fa = E(cos 120° + / sin 120°)= h--'
A>002 1T
Po=QO0en
Ra» Q020
as R= 0.020-
Rys. 78

Przyklad (rys. 78).
Dane Ex = Ea= E3 = "20 woltow

oraz opornosci poszczegoOlnych czesci ukladu, wskazane na rysunku;
trzeba znalez¢ prady A, /2, 13 1 70.

Mamy
Zx = 1,05+;0,.2, stad Yr = 0,919 — /0,175,
7= 138 +,0.2, F2 =0,710 — /0,103,
Z3=1205+/0,2, Y3 =0,483 — /0,047,
Zo = Ro = 0,08, Po=Go = 12,5.

Biorgc kierunek Ex za podstawowy i oznaczajac przez apXi p2i ip3 i y0
katy przesuniecia faz poszukiwanych pradow wzgledem EX bgdziemy
1111611 = Ej - 220 woltow;

E2- -110(1 + /V3);

E3=-110(1 -/V3).



WYZNACZANIE PRADOW W UKELADACH PRADU TROJFAZOWEGO 115

\
Na zasadzie wzoru (10) otrzymujemy
/Z 11n2(0,919-/0,175)-(1+/\3)-(0,710-/0,103)-(1-/V3)-(0,483-/0,047)
00 11U (0,919+0,710+0,4834-12,5)-/(0,175+0,103+0,047)

Po wykonaniu wskazanych dziatan i uczynieniu mianownika
liczba rzeczywista, znajdujemy
/0Z0 = (— 4,53 + /4,38) woltow;
10Z0= 6,2 woltoéw;
skad /N = (—56,7+/54,8) amperow
lo = 78,6 amperow
tg y0 = —1,014, y0= 135° (bo w II ¢wiartce).
Nastepnie obliczamy
iy = (£x + loZoy£\ = (198,9 — /33,7) amperow
ly = 201,7 amperéw
tggy = — 0,168, my = —9°30" (bo w IV ¢wiartce).
D= (—99,4 —j120,4) amperow
/1= 156,1 amperow
tgyl= 1,11, yl= 129°30' (bo w III ¢wiartce).
A = (—45,3 +/99,3) amperow
3= 109,1 amperow
tgy3=——2,15, y3= 115° (bo w II ¢wiartce).
Mozemy teraz jeszcze znalezé
napigcia na poszczegbélnych fazach
odbiornika.
Uy = iyRy" = 203 woltow,
L72= [3R3" = 207,6 woltow,
U3 = [3R3" = 219 woltow.
Katy przesqni@cia faz tych na-
pig¢ wzgledem Et beda takie same
jak dla odpowiednich pradéw, czyli
Vi, yli VY3, poniewaz w rozpatrywa-
nym przyktadzie odbiorniki posiadajg
tylko opornos¢ rzeczywistg.
Znalezione wielkosci przedsta-
wione s3 na wykresie (rys. 79),
OEy= Ey, OE2=F)l OFE3}=E3 (
OI10= lo, OUy= Uy, OU}= Ul C



Gdy odbiorniki sg potaczone w tréjkat, stosujemy metodg po-
dang przez Kenelly’ego, polegajaca na przeksztalceniu trojkata
w rownowazng gwiazde. Nazywaé bedziemy gwiazde (rys. 80) row-
nowazng trojkatowi, jezeli opornosci pozorne miedzy trzema punk-
tami 4, B i C gwiazdy bedg takie same jak pomigdzy odpowiednimi
punktami tréojkata, ktére powinny by¢ znane.

Opornos¢ pozorna pomiedzy punktami 4 i B trojkata sklada
si¢ z opornosci pozornych Z3 oraz Zv + Z2, réwnolegle polaczonych.
Oznaczajac te oporno$¢ pozorng przez 7JIB, bedziemy mieli

_ 73(Zx + Z2)
Zi +7) + =3

ZAB

Oporno$¢ pozorna pomiedzy punktami A4 i B gwiazdy wynosi
ZaB = Z0 + ZB.

Warunek réwnowaznosci bedzie spelniony, jezeli

it op . L3I+ 7)) .
Zy+ 7)1+ 273
analogicznie .
. LIx + Z13)
Z4 +7C —
Zy+71+ 273
oraz . .
. +
P Zi (Z2+Z73)

Zi+ Zz)+2Z3



Z tych rownan znajdujemy
J273
Zx+ 71+ 73
7 ZIZ &
26— — -~ -
Zx 4-72) 3
o -1

v 472+ 73

Bardzo tatwo mozna znalezé oporno$ci pozorne réwnowaznej
gwiazdy sposobem wykre§lnym.

Na rys. 81.
OA = Zn
OB= 72,
oG= 73l

OD= 7= Zx47)+ 73

W celu znalezienia np. Z” pi-
szemy na podstawie wyzej wypro-
wadzonego wzoru proporcj¢ na-
stepujaca:

Zn —
73 ~ 7

Musimy wigc zbudowaé M)CM
podobny aODB, w ktorym
<GOM = < DOB, < OCM = Rys. 81
= ODB ; wtedy powyzsza pro-
porcja bedzie miala miejsce i oczywiscie OM = ZA.

§ 30
PRAD DWUFAZOWY

Uktad dwufazowy symetryczny, jak o tym byla mowa (§ 24),
nie bywa stosowany, natomiast spotykamy w praktyce prad dwu-
fazowy w ukladzie niesymetrycznym.

Jezeli w dwoch uzwojeniach potaczonych jak na rys. (82),
tworzagcych w przestrzeni kat prosty, powstaja SEAM przesunigte

1
w fazie o () , otrzymamy uklad dwufazowy niesymetryczny.



W uzwojeniach powstaja SEM: el i e2, przesunigte w fazie
o kat — a mianowicie
ex = Em sin col

oraz
) a
e =Emsinlcot— = — Em cos coZ

W uktadzie tym korzystamy z trzech przewodow: dwoch fazo-
wych, idacych od koncow faz,
i zerowego, idacego od punktu
potaczenia poczatkow faz, tak zwa-
nego punktu zerowego.

Napigcie migdzyfazowe bedzie
napieciem skojarzonym; przy jed-
nakowym obcigzeniu obu faz war-
tosci chwilowe napiecia fazowego
wynoszg odpowiednio

izx = Unm sin ¢,

iz2 = Um sin(col 1 =1L TwcostoZ;

warto$¢ chwilowa napiecia migdzyfazowego bedzie
ui2 = «i—ul = t7w(sin cot + cos coZ) = UmV2 sin
Przechodzac do wartos$ci skutecznych napigcia, bedziemy mieli

(I = Ux— U2= wl ~die ' | =U+,;U= Il +/1),

gdzie U stanowi modul napigcia fazowego.
Skad
012= 0V2,
tg <(»!, t?h)=l,

To samo otrzymaliby$smy z wykresu
(rys. 83), gdzie OUX= UIl 0U2? = U2

ulut = ull : ' i b B
Oznaczmy prad wychodzacy z fazy pierwszej przez A, z drugiej
za$ przez /2. Przez przewod zerowy niech ptynie prad /0. Wowczas



na podstawie ["prawa Kirchhoffa
A+DB3+A=0

Widzimy stad, ze przez przewod zerowy odptywa prad o war-
tosci rownej sumie geometrycznej pradoéw obu faz; wobec tego prze-
kroj przewodu zerowego powinien by¢ wigkszy od przekrojow prze-
wodow fazowych. Przy jednakowym obcigzeniu faz, gdy /I — 12 = [,
wartos¢ skuteczna pragdu w przewodzie zerowym wyrazi si¢ tak:

lo= 1V2.

Dla wyrazenia mocy rozpatrzonego uktadu dwufazowego przy
jednakowym obcigzeniu obu faz mamy

ux = Unm sin co/,
ul = — Um cos col

oraz wartosci chwilowe pradow pobieranych z obu faz, np. przy
obciazeniu indukcyjnym,

Rys. 84

W- kazdej chwili moc p takiego uktadu bedzie
. o P = Uzit + u2i2.
Podstawiajac do tego wzoru powyzsze wartosci, otrzymamy
p= £Iwlw{sin a¢>/ sin (co/—<p) + cos cal cos (co/—y)} = Umim cos 97.
Wprowadzajac za§ wartosci skuteczne napigcia i pradu,

p = 2Ulcos <



Warto$¢ chwilowa mocy jest, jak widzimy, stata, nie zalezy od
czasu, czyli uklad jest wyré6wnany. Srednia moc P wyrazi si¢ tym

samym wzorem 7~
Y P=2 TZB; cos <

lub, wprowadzajac napiecie miedzyfazowe Up = U Y2 i prad prze-
wodowy Ip = /,
P="Up Ip Y2 cos .

Obliczanie pradow w ukladzie dwufazowym uskuteczniamy tak
samo jak dla pradu trojfazowego (§29). Wprowadzajac oznaczenia,
jak na rys. 84, bedziemy mieli:

s 1+ ToZp i £+ I iy _ i+ ~212

Zx Z) Y1+ V1+ Vi

§ 31

WPLYW WZGLEDOW EKONOMICZNYCH NA ROZWOJ PRADOW
ZMIENNYCH WIELOFAZOWYCH

Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie: mamy przenies¢ moc
P/cW na odleglos¢ I km przy napieciu U. Poréwnajmy ilo$¢ metalu
w przewodach, jaka nalezy zuzy¢ przy przenoszeniu takiej samej
mocy, przy tym samym napigciu, w rozmaitych uktadach pradu
zmiennego, jednofazowego, trojfazowego i dwufazowego, tak aby
strata mocy w przewodach byla ta sama. Przy zwyklym jednofazo-
wym pradzie zmiennym

P = UICOS g * ()
gdzie 7/ oznacza natezenie przenoszonego pradu, za§ ¢ — kat prze-
sunigcia fazy tego pradu wzgledem napigcia U.

Dla przeniesienia tej mocy potrzebujemy dwoch przewodow

Oznaczmy oporno$¢ kazdego przewodu przez RX przekrdj jego
przez $r; wowczas strata mocy w przewodach wyniesie

P =217 (2)

W tym przypadku objetos¢ metalu uzytego na przewody wy-
nosi¢ bedzie yi— Asil 3)
Dla pradu trdjfazowego obliczamy moc ze wzoru

P =Y3UplIp cos p.



Przy polaczeniu w trojkat Up = U i wtedy
P = U{IP V3) cos g).
Zestawiajac ten wzor z wzorem (1), otrzymamy
Ulcos p= Ulp\3cos ¢,
skad ; 1
> V3 '

Widzimy stad, ze przy przenoszeniu jednej i tej samej mocy
w postaci pradu trojfazowego przez kazdy przewod plynie prad V3
razy mniejszy od pradu, ktory jest potrzebny przy zwyklym pradzie
jednofazowym.

Dla rozpatrywanego pradu trojfazowego potrzebujemy trzech
przewodow; oznaczmy opornos¢ kazdego z tych przewodow przez B3,
przekrdj za$ przez s3.

Strata mocy w przewodach wyniesie

3Z/P3= PR3
Zestawiajac ten wzor z wzorem (2), otrzymamy
PR3 = 2PRJX; R3 = "Rx.

Widzimy stad, ze opornos¢ przewodéw dla otrzymania tej sa-
mej straty mocy w przypadku pradu trojfazowego musi by¢ dwa
razy wigksza od poprzedniej, czyli

Objetos¢ metalu uzytego na przewody bedzie w tym przypadku
_ 9 :_ 3B)/
w = 383 =—"—

Biorac stosunek tej objetosci do  z wzoru (3), otrzymamy 3/4,
czyli 75%.

To oznacza, ze przy uktadzie trojkatowym na przewody zuzy-
wamy 75% materialu potrzebnego w przypadku pradu jednofazo-
wego, czyli uzyskujemy 25% oszczednosci.

Rozpatrzmy teraz z kolei uklad gwiazdowy pradu trojfazowego;
zaktadamy, ze wszystkie fazy sa jednakowo obcigzone. Moc pradu

e p = yiSUplp cos ¢ = SUIp cos (p.

Po zestawieniu tego wzoru z wzorem (1) otrzymamy
31, _ [; Zp= g



Oznaczmy oporno$¢ kazdego z trzech przewodoéw przez R'3/
przekroj za$ przez s'3. Strata mocy bedzie

P

Aby ta strata mocy byla ta sama co w przypadku, gdy stosu-
jemy prad jednofazowy, musi by¢ przez poréwnanie z wzorem (2)

L Ru= 227, skad R = 6RV

Przekrdj przewodu w danym przypadku stanowic bedzie

, si

Objetos¢ metalu uzytego
0s=3s3l = SJ..

Poréwnujac ten wzér z wzorem (3) widzimy, ze ilo§¢ mate-
rialu zuzytego na przewody w przypadku ukladu gwiazdowego
z trzema przewodami stanowi r(4i czyli 25% tego, co jest potrzebne
przy pradzie jednofazowym; oszczedno$¢ wynosi 75%.

Rozpatrzmy teraz uktad gwiazdowy z czwartym przewodem
zerowym; zatdézmy, jak to zwykle bywa, ze przekrdj tego przewodu
bedzie dwa razy mniejszy od przekroju przewodow pozostatych.
Woéwczas objeto$¢ zuzytego na przewody materialu wyniesie

(3s's+-¥) 1= 3,5s3'/£2 0,58s,/.

W poréwnaniu do objetosci metalu przy zwyklym pradzie jedno-
fazowym (wzér 3) wynosi to okoto 29%.

Przy ukladzie dwufazowym niesymetrycznym z trzema prze-
wodami: dwoma fazowymi i jednym zerowym, moc pradu wynosi

P = 2Ulp cos <.
Poréwnujac ten wzor z wzorem (1) mamy
2/, -1, - 2.

Poniewaz prad plynacy w przewodzie zerowym



Oznaczmy oporno$¢ przewodoéw fazowych przez opornosé
przewodu zerowego przez Bi12, przekroje za$ odpowiednio przez
s2 i si2.

Strata mocy w przewodach wyniesie

P = 37/P1+ Z2027722.

Podstawiajac tu na Ip i lo ich wartosci, otrzymujemy
ZxP = 5(82 + Ry

Przez przewod zerowy ptynie prad Ip aby spadek napigcia
w tym przewodzie byl ten sam co w innych przewodach, opornos$¢
jego musi by¢ proporcjonalnie mniejsza, czyli

N
B'.,= v2-

a przekrdj 1~ Svn
s 1= S2y2.

Wobec tego strata mocy wynosi

AP = Py R iT-LY)y=~~",

Przyréwnujac te strate do straty mocy przy pradzie jednofazo-
wym (wzor II), otrzymamy

0,85Z2/72= 3N™!,

skad
172= 3,3Rv

Z tego wynika, ze przekrdj przewoddéw powinien by¢é w danym
przypadku tylez razy mniejszy, czyli

sl = 0,43s!.

Wobec tego
s1) = s2y2 = 0,43"3$! = 0,60sx.
Objetos¢ materialu zuzytego wyniesie
y2 = (281 + s2)/ = (0,85 + 0,60) sx/~ 1,45s!/.

W stosunku do objetosci (wzor 3) otrzymamy

Lim—73
2 =739/



§ 32,
POLA WIRUJACE

Osobliwoscig pradow zmiennych wielofazowych jest powstawa-
nie tak zwanego wirujacego pola magnetycznego.
Przypusémy, ze mamy cewke, przez ktorg plynie prad zmienny
o warto$ci chwilowej

I = L sin (¢oZ — <),

W dowolnym punkcie A przestrzeni
prad ten (rys. 85) wytwarza pole magne-

O tyczne, ktorego natezenie // zmienia si¢
O ' sinusoidalnie w czasie, zaleznie od zmiany
// 1 pradu w cewce.
> Jezeli mamy dwie potaczone ze soba
Rys. 85 cewki tworzace kat prosty, przez ktore

przeplywa jeden i ten sam prad sinusoi-
dalny, woéwczas kazda cewka w dowolnym punkcie otoczenia wy-
wolywacé bedzie w sposob analogiczny natezenie pola o warto$ciach
Hi i H2 Ilx i 7/2, zmieniajac si¢ sinusoidalnie w czasie w sposob

H

Ha

Rys. 86

jednakowy, daja w kazdej chwili wypadkowa //, ktéra bedzie sig¢
rowniez zmienia¢ sinusoidalnie, przy czym kierunek jej pozostawac
bedzie staly (rys. 86).

Zupetnie odmienne zjawisko otrzymamy przy pradach wielo-
fazowych. Jezeli na przyklad mamy uklad dwufazowy, wtedy przez



uzwojenia beda plyna¢ prady (przy jednakowym obcigzeniu faz)

<i = Im sin D)

oraz
i2 = Im sin Coil — < —

Rys. 87

w dowolnym punkcie wytworzonego pola magnetycznego natezenie
pola bedzie wypadkowa sktadowych Hx i H2, wywotanych pradami
ii 1 12. Wartosci tych sktadowych beda na ogét rézne (rys. 87). Roz-



patrzmy chwile, gdy Hx przybralo warto$¢ najwicksza, wowczas
H! = 0. Wypadkowe natezenie pola w takiej chwili bedzie
H= Hv

W chwili nastepnej warto$¢ Hx si¢ zmieni, a mianowicie zmniej-
szy sig, za$ warto$¢ /1) wzros$nie; wskutek tego wypadkowa H zmieni
swoj kierunek itd., obracajac si¢ o pewien kat od potozenia pierwot-
nego. Latwo zauwazy¢, ze wektor natgzenia pola obraca si¢ z szyb-
koscig katowag réwng pulsacji pragdu zmiennego.

Pole, w ktérym nat¢zenie zmienia w ten sposdéb swoj kierunek,
nazywamy polem wirujgcym.

Analogicznie otrzymalibySmy pole wirujace, rozpatrujac trzy
przesunigte wzgledem siebie w przestrzeni uzwojenia pradu tréj-
fazowego. Jak widzimy, warunkiem koniecznym do powstania pola
wirujgcego jest obecno$¢ co najmniej dwoéch sktadowych natgzenia
pola, przesunictych wzgledem siebie i w czasie, i w przestrzeni.

Wiasnosci wirujacych pol magnetycznych sa wyzyskane w elek-
trotechnice w silnikach, licznikach indukcyjnych itd.

Rozpatrzmy teraz, jakie linie krzywe opisuje koniec wektora
natezenia pola w dowolnym ikcie wirujagcego pola magnetycz-

nego w niektorych szczegodlnych
przypadkach. Przy pradzie dwu-
fazowym z jednakowym obcigze-
niem faz bedziemy mieli (rys. 88)

ii = “msin —V),
t2 = — Imcos (co/ —99).
Rys. 88 Oznaczajac wartosci chwilowe

nat¢zenia pola wywolanego tymi
pradami, w dowolnym punkcie M pola przez AT i /i2, ich wypadkowa
za$ przez /z, bedziemy mieli
hi = Hwsin (a>t— (p),
h? = —Hnm cos (co/ —99).
Sktadowe te sa prostopadte do siebie. Biorgc osie wspotrzednych
w ten sposob, aby w punkcie M byl poczatek, 0§ X byla skierowana
w prawo w kierunku sktadowej /i2, za$ o§ VY prostopadle do gory
w kierunku sktadowej AXl bedziemy mieli dla konca wektora nate-
zenia pola /& nastgpujace wspotrzedne
X = — Hm cos (cot —99),

y = “~msin "tot-gpy



Z tych rownan otrzymujemy
X +yl=

Jest to rownanie kola ze srodkiem w poczatku wspotrzednych
i z promieniem réwnym //m. To znaczy, ze koniec wektora, ktorego
modut wynosi Hml opisuje koto z predkoscia katowa co.

Jezeli przy pradzie dwufazowym obcigzenia obu faz sg rdzne,
ale prady ptynace w fazach sg jednakowo przesunigte w fazie wzgle-
dem swych S EM, wowczas

1= Aw sin (col — cpY
4 = — 2mC0O5 ™ol — ¢p),
g = hz= /Am sin (co/ —p),

&= /0= — Hncos (co/ —y),
skad
& &) y2
N + H\n

Jest to réwnanie elipsy. Koniec wektora / opisuje wiec z pred-
koscig katowa co elipsg, ktorej potosie rowne sa Him i Hlm .

Przy pradzie trojfazowym
w ukladzie gwiazdowym z jed-

nakowym obcigzeniem wszyst-
kich faz mamy

ii = sin (co/ — ¢?),

g = 1nsin (01— Cp--- 2 1

- Insin{0/—g+ 2

/it = Ilm sin (co/ —y),

2
cﬁ_ i

2

>l lcp 4--7-ni .

Biorac kierunek /ir za 0§ X, a prostopadle do tej $ (rys. 89)
i oznaczajac rzuty wypadkowego wektora 4 na osie wspolrzednych



przez X i y, bedziemy mieli

> 2 L 2 R 1
X = hx 4-"h2 cos -3- mc 4- h3 cos -g- 1 =nx —

y= iz3 cos 2 4- /<2 cos = -Y93- 6‘13 -

po podstawieniu wartosci /ir, /22 i A3 otrzymamy
x =H, tog—@——-% J1>+
4-sin Tlto] t—9 4—%1 TI
sin (co/ — 99)7;2 sin (col—99) cos-% I

i

sin (co/ —99) + -é- sin (co/—99) = -3y LI sin (co/ — 99),

U= tot—9% + 2 n —sin tot—C9———%/me
= V3 i+ 8 -7l cos (07— %) = T % cos e/ — 9,
skad Q )
SEST

koniec wektora /I opisuje wigc koto z predkoscia katowa co, modut
tego wektora, czyli promien kota, wynosi iIIm.

Przy obciazeniach niejednakowych koniec wektora /i opisuje na
ogot zlozone krzywe.



R O Z D Z | A L I . A T S

ZJAWISKA MAGNETYCZNE PRZY PRADACH
ZMIENNYCH

§ 33
HISTEREZA MAGNETYCZNA

Gdy ciato ferromagnetyczne, np. zelazo, po raz pierwszy pod-
lega magnesowaniu, indukcja B w tym S$rodowisku wzrasta od
zera do pewnej wartosci, zaleznie od natezenia pola magnetycznego H.
Przebieg indukcji w tym przypadku dajg nam na wykresie cha-
rakterystyki magnesowania (rys. 90), ktorych ksztalt zalezny jest
od rodzaju ciata ferromagnetycznego. Jezeli po namagnesowa-
niu zelaza zaczniemy
zmniejsza¢  indukcje
przez zmniejszenie na-
tezenia pola, wtedy
indukcja nie bedzie
si¢ zmieniala wedlug
tej samej krzywej,
lecz z pewnym op6z-
nieniem. Na rys. 91
wskazany jest prze-
bieg indukcji w przy-
padku magnesowania H
i rozmagnesowywania
ciata ferromagnetycz-
nego. Krzywa OA jest to krzywa pierwotna, dajaca przebieg
indukcji w $rodowisku magnesowanym po raz pierwszy. Najwigksza
warto$¢ indukcji 44’ odpowiada wartosci natezenia pola OA'
Gdy natezenie pola zacznie si¢ zmniejszaé, indukcja spada wedhug
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krzywej AC w ten sposob, ze przy [l =0, B = OC, to znaczy,

ze pomimo zniknigcia pola magnetycznego, w s$rodowisku pozo-

staje jeszcze tak zwany magnetyzm szczqtkowy, wobec czego in-

dukcja magnetyczna nie staje si¢ rOwna zeru. Zmieniajgc nastgp-

nie kierunek natgzenia pola, zmieniamy indukcje wedlug krzywej

CDE w ten sposob, ze w punkcie D, gdy B = 0, natgezenie pola [/

ma warto$¢ ujemng OD. Takg warto$¢ natgzenia pola, ktora jest

potrzebna dla sprowadzenia indukcji do zera, nazywamy nalegze-

niempowsciggajgcym (Koercyjnym).

Po doprowadzeniu indukcji B do

wartosci ujemnej £’ dla H = OF",

gdy zaczniemy zmniejsza¢ nateze-

nie pola do zera, a nast¢gpnie zndw

zmienimy kierunek na dodatni —

indukcja bedzie miala przebieg po

krzywej EFGA. Rozpatrzone zja-

wisko, polegajace na tym, ze zmia-

na indukcji opoznia si¢ wzgledem

zmiany nat¢zenia pola, nazy-

Rys. 91 wamy histerezqg magnetyczng. Obie

krzywe ACDEFGA tworza tzw.

obieg albo cykl histerezy. Obieg ten dla réznych cial ma rozny

ksztalt i zalezy rowniez od najwickszej wartosci B, do ktérej do-
prowadzamy namagnesowanie.

Przy pradzie zmiennym powstaje pole magnetyczne o zmien-
nym nat¢zeniu; liczba zmian odpowiada czgstotliwosci pradu zmien-
nego. Oczywiscie, ze w ciele ferromagnetycznym znajdujacym
si¢ w takim polu magnetycznym — zachodzi
zjawisko histerezy magnetycznej. Dla przy-
rostu energii magnetycznej Wm, odniesionej
do jednostki objetosci obwodu magnetycz-
nego, gdy indukcja zmienia si¢ od O do B,
mamy wzOor B

dB

. Rys. 92

Latwo jest zauwazy¢, ze catka w tym wzorze odpowiada po-
wierzchni O AM (rys. 92). Mozemy wigc powiedzie¢, ze energia ma-
gnetyczna przy zmianie indukcji od O do B jest proporcjonalna do
tej powierzchni. Rozpatrujac obieg histerezy przekonamy sig¢, ze



energia magnesowania zachodzacego raz po krzywej EFGAl drugi
raz po krzywej ACDE — ma rézne wartosci; przy magnesowaniu
zuzywamy energi¢ z zewnatrz pobierang, przy rozmagnesowywaniu
otrzymujemy jg z powrotem, lecz w mniejszej ilo$ci; zachodzi wigc
strata energii, ktora, jak wykazaly doswiadczenia, przejawia si¢
w postaci ciepta. Ta strata energii przy jednym catkowitym obiegu
magnesowania jest proporcjonalna do powierzchni objetej przez obieg
histerezy; tatwo to jest sprawdzi¢ rozpatrujac energie odpowiadajaca
dowolnej zmianie indukcji,

np. od Bx do B! (rys. 93):

energia zuzyta przy magne-

sowaniu po krzywej NM

jest proporcjonalna do po-

wierzchni PMNQ, energia

za§ oddana przy rozma-

gnesowywaniu jest pro-

porcjonalna do powierzchni

PM'N'Q; wigc strata ener-

gii bedzie proporcjonalna

do roéznicy, czyli do po-

wierzchni  zakreskowanej

MNN'M ;  rozpatrujac

zmian¢ indukcji przy cal-

kowitym obiegu magneso-

wania, czyli w granicach od —B do + B, znajdziemy w ten sposob, ze
strata energii przy jednym obiegu histerezy jest proporcjonalna do
powierzchni objetej przez ten obieg. W elektrotechnice obchodzi
nas przewaznie strata mocy w postaci ciepta, spowodowana zjawi-
skiem histerezy. Dla obliczenia tej straty mamy dwa wzory. Pierwszy
wzor, Steinmetza,

PH = rjfBnl6 10 7 watow,

gdzie PH oznacza strat¢ mocy w jednym cm3 $srodowiska, / oznacza
czestotliwos$¢ indukcji, czyli w przypadku otrzymywania pola magne-
tycznego za pomoca pradu zmiennego czgstotliwos¢ tego pradu,
Bm — warto$¢ maksymalng indukcji magnetycznej w rozpatrywanym
srodowisku, wyrazonag w gausach, za§ y — wspotczynnik zwany
wspoltczynnikiem histerezy magnetycznej, ktory jest zalezny od ma-
terialu; tak np. dla blachy twornikowej wspoélczynnik ten wynosi
od 0,001 do 0,002, dla stali 0,01 do 0,02.



Doswiadczenia wykazaty, ze spolczynnik histerezy magnetycznej
we wzorze Steinmetza nie jest wielkoscia stata dla danego gatunku
zelaza, zwlaszcza migkkiego; zalezy on od indukcji magnetycznej,
co si¢ szczegoOlnie uwydatnia przy wickszych wartosciach tej indukcji.

Tak np. dla blachy twornikowej przy maksymalnej wartosci
indukcji  Bm = 4000G, ¢ = 0,00137, zas dla  Bm = 16000G,
ri = 0,00185, natomiast dla stali odchylenia sg nieznaczne.

Drugi wzor, podany przez Richtera, ma postac

-/ D X / D \2 )
[( 1-m) +YU1<x) J watow-
gdzie PH, / i Bm maja te same znaczenia co i w poprzednim wzorze,
Steinmetz a, za$ ai ff stanowig wspotczynniki zalezne od materiatu.
Dla wigkszych wartosci Bm, powyzej 1000 G, Richter podaje
wzor strat na | kg materialu w postaci

B re.
Ph 100 10000 watow;

I] dla blachy twornikowej ma wartosci 4,4 —4,7; dla blachy wysoko-
wartosciowej 2,4 — 3,0.

Jak wida¢, w obu tych wzorach strata mocy na histereze jest
proporcjonalna do czestotliwosci indukcji magnetycznej.

Rozpatrzmy teraz, jaki wplyw wywiera zjawisko histerezy
magnetycznej na przebieg pradu zmiennego, powodujacego zmienne
pole magnetyczne. Jezeli mamy np. cewke posiadajacg z zwojow
o bardzo malej opornosci rzeczywistej, bez rdzenia zelaznego, i przez
te cewke przepuscimy prad zmienny o przebiegu sinusoidalnym,
wowczas indukcja magnetyczna wewnatrz cewki rowniez bedzie
miala przebieg sinusoidalny; powstanie wewnatrz cewki strumien
magnetyczny, ktorego warto$¢ chwilowa @ mozemy wyrazi¢ wzorem

®: = @msin col.
Pod wplywem tego zmiennego w czasie strumienia powstaje
w cewce SEM indukcji wlasnej, ktorej wartoS¢ chwilowa okreslamy
ze znanego wzoru

d-®, _ _ :
ey = —0)Zdm COS O)t = cozdm sin
z tego wzoru widzimy, ze najwicksza warto§¢ SEM indukcji wlasnej
wynosi (0:®@m i ze ta SEM jest opozniona w fazie wzgledem wy-

wolujgcego jq strumienia o kat prosty. Jezeli rozpatrywany strumien



powoduje powstanie SEAM, to, na odwrot, dla otrzymania takiego
strumienia musimy z zewnatrz da¢ napigcie, ktore w kazdej chwili

bedzie
u=—re,

czyli
u = —coe®m sin  tot jZI = c0z®m cos 0)1 =

. s IC \
= coe®@m sIn ¢t H—2" [+

Jak widzimy, napigcie z zewnatrz przylozone jest przyspieszone
w fazie wzgledem strumienia magnetycznego o kat prosty, czyli
Strumien magnetyczny jest opozniony w fazie o kqt prosty wzgledem
wywotujgcego go napiecia. W przypadku powstawania SEAM indukcji
wlasnej strumien magnetyczny jest przyczyna, a SFEM skutkiem,
w drugim przypadku przyczyna jest napigcie, za§ skutkiem jest
strumien magnetyczny; widzimy wigc, ze w rozpatrywanym zagad-
nieniu skutek jest opozniony w fazie wzgledem przyczyny o kgt prosty.

Z ostatniego wzoru wynika, ze maksymalna wartos¢ Um na-
piecia z zewnatrz przylozonego wynosi

[T = coeqm = 2aMegh )
wprowadzajac warto$¢ skutecznag U tegoz napiecia, bedziemy mieli

t7y2 = 2z2tfz Opn,
skad
U ="2n{Dm
poniewaz w przyblizeniu réwna si¢ 4,44, dla wyrazenia za§ na-
piecia w woltach nalezy prawg stron¢ ostatniego wzoru pomnozy¢
przez 10~8, otrzymamy wzor praktyczny, uzywany w elektrotechnice,

U= 4,44/zdm 10 § woltow 2)
lub
a U 108
= "4"4/T makswelow €)

i tak samo dla SEAM indukcji powstajacej pod wptywem strumienia

magnetycznego @ bedziemy mieli w jednostkach bezwzglednych
Em = 4)
E ="=dDn,

za§ w woltach

E =\27i/2dbm 10 8~ 4,44/z0m 10 § woltow. %)



Poniewaz strumien @m opdzniony jest w fazie wzgledem na-
piecia U o kat prosty, tak samo jak i prad przy opornosci indukcyjnej,
wnioskowa¢ mozemy, ze prad [ przeptywajacy przez cewke jest
w fazie ze strumieniem @. Prad ten / nazywamy pradem wzbudza-
Jjgcym lub magnesujgcym.

Rozpatrzmy, jaki jest przebieg pradu magnesujagcego w po-
rownaniu z przebiegiem indukcji lub strumienia magnetycznego, gdy

w cewce jest rdzen zelazny, a wigc w obecnosci zjawiska histerezy
magnetycznej.

Strumien @ z biegiem czasu ma przebieg sinusoidalny; prad
magnesujacy O'L’ (rys. 94), odpowiadajacy krzywej pierwotnej in-
dukcji OJI, jest w fazie ze strumieniem, natomiast przy nastepnym
magnesowaniu wskutek histerezy zachodzi przesunigcie fazy pradu
wzgledem strumienia, przy czym krzywa pradu staje si¢ odksztatcona.

Krzywa K'M'D’'L' odpowiada krzywej indukcji CMDA, za$
krzywa L'N'F' — krzywej indukcji ANF, 0'13'= OD, punktom
M i N (prad réwny zero) odpowiadajg punkty M’ i N’ na krzywej
pradu itd. Widzimy, ze wobec zjawiska histerezy krzywa pradu
K'D'L'N’ jest odksztalcona i1 przesunigta w fazie wzglgdem strumie-
nia w Len sposob, ze prad wyprzedza w fazie strumien. Prad ten mo-



zerny rozpatrywac jako sume¢ dwoch pradow: takiego, ktory idzie na
magnesowanie, jest to prad wzbudzajacy, czyli magnesujacy i , oraz
pradu idacego na wytworzenie ciepta wywotanego zjawiskiem histe-
rezy, oznaczmy go przez ih.

I = img ~+ ih-

Dla przyblizonych rozwazan wprowadzamy zamiast pradu od-
ksztalconego prad zastepczy sinusoidalny, majacy te sama wartos¢
skuteczng co istniejgcy prad i takie przesunigcie w fazie wzgledem
napiecia, aby moc czynna pradu sinusoidalnego byla rowna mocy
wytwarzajacej cieplo histerezy; wowczas warto$¢ skuteczng [/ takiego
zastepczego pradu sinusoidalnego mozemy roztozy¢ na sume¢ geome-
tryczna pradu magnesujacego / i pradu /i idacego na wytwarzanie
ciepta histerezy, czyli

1 — i,g + JI-

Pierwszy prad /Zmg jest w fazie ze strumieniem, drugi zas Zi
(czynny) jest w fazie z napigciem.

Oba te prady i prad wypadkowy przedstawione s3a na rys. 95.

Oznaczajac kat odchylenia pradu od strumienia z powodu histe-
rezy przez a, widzimy, ze

Ih = Isin a
oraz
I = 1cos «
kat a nazywamy kqtem histerezy. Jest on tym wigkszy, im wigkszy
jest wplyw histerezy. Mnozac U przez /Ih
otrzymamy moc pradu straconego na hi-
stereze PA, czyli

Rys. 95 Rys. 96

Dla stabych pdél magnetycznych indukcja B zmienia si¢ propor-
cjonalnie do 7/, czyli ta czg$¢ charakterystyki magnesowania jest
linia prosta. Rozpatrzmy (rys. 96) punkt M, dla ktoérego natgzenie



pola = H, indukcja za$ = B. Przy malym zmniejszeniu nat¢zenia
pola o ZxH indukcja zmniejszy si¢ o AB, gdy za$ z powrotem dopro-
wadzimy natezenie pola do poprzedniej warto$ci H, indukcja przyj-

mie znowu warto$¢ B. Stosunek //r = %?_] nazywamy przenikalno$cia
X.

magnetyczng odwracalng. Przenikalnos¢ te bierze si¢ pod uwage
wowczas, gdy zelazo magnesuje si¢ pradem stalym i na prad staly
naklada si¢ staby pragd zmienny. Przenikalno$¢ odwracalna jest na
ogotl mniejsza od przenikalnosci magnetycznej punktéw znajduja-
cych si¢ na obiegu histerezy.

§ 34
PRADY WIROWE

W masach metalowych znajdujacych si¢ w zmiennym polu
magnetycznym powstajg prady indukcyjne, majace na ogél rdzne
kierunki i tworzace jakby wiry w tych masach. Prady te, zwane sg
prgdami wirowymi lub pradami Foucaulta od fizyka, ktory pierw-
szy je spostrzegl, wytwarzaja one cieplo i powoduja w ten sposéb
strate mocy. Straty te na ogét mozna obliczy¢ tylko w przyblizeniu,
zakladajac, ze maja one przebieg prawidtowy i ze indukcja magne-
tyczna we wszystkich punktach rozpatrywanej masy ma jednakowag

wartos¢. W elektrotechnice musimy
si¢ liczy¢ przewaznie ze stratami mo-
cy, powstajacymi w osrodkach ferro-
magnetycznych, gdzie indukcja ma-
gnetyczna osigga najwicksze wartosci,
a wiec glownie w masach zelaznych
w postaci okraglych drutéw lub bla-
chy. Ograniczymy si¢ wigc tylko do
tych dwoéch przypadkow.
Rozpatrzmy kawalek okraglego
drutu o dlugosci | cm i $rednicy
d cm, znajdujacego si¢ w zmiennym
polu magnetycznym (rys. 97). Induk-
cja magnetyczna, a wigc i strumien —
majg kierunek prostopadlty do plaszczyzny przekroju poprzecznego
i rownolegly do osi, czyli do dlugosci tego drutu. Podzielmy caty
drut na nieskonczenie wielkg liczb¢ walcow wspotosiowych o $ciankach



nieskonczenie matej grubosci dx. Rozpatrujac jeden z takich wal-
cow w odleglosci x od osi, otrzymamy obwod zamknigty o dlugosci
27CX cm i przekroju dx+ 1 = dx cm2. Pole objete tym obwodem wy-
nosi spk2. Zakltadajac, ze pole magnetyczne, w ktoérym si¢ znajduje
rozpatrywany kawalek drutu, jest jednostajne, i oznaczajac przez Bm
maksymalng warto$¢ indukcji w dowolnym punkcie, otrzymamy
dla maksymalnej wartosci strumienia objetego rozpatrywanym obwo-

dem wzor
dxT = JIX q3m

Oznaczajac przez Ex wartos¢ skuteczng SEM indukcji powsta-
jacej w obwodzie pod wpltywem tego strumienia, bedziemy mieli na
podstawie wzoru (5)

Ex = 4,44/Dxm 10-8 woltow

I
albo Ex = 4.44/mx2B1 10 § woltow.

Opornos¢ rozpatrywanego obwodu wynosi

Zrcx
Rx— ¢« gy
gdzie g oznacza opornos¢ wilasciwg metalu drutu. Strata mocy w po-
staci ciepla wyniesie
<ZP,= I\RY - * =

i = LOABRL AT

_ _f444)2/21054B7) 10-16
- T 02K

Dla znalezienia strat w rozpatrywanym kawatku drutu wzor
ten nalezy scatkowa¢ w granicach zmiany x, czyli od zera do d[4.

Otrzymamy

=I'r

y2ll M 2o = Q" B/ 10-i6 watow.
e

-mZ T 0 o2

Dla otrzymania straty mocy na | cm3 objetoéci zelaza musimy

ostatni wyraz podzieli¢ przez strata wigc na | cm3 zelaza wynosi
2 .
Pwt = 5—iQ_Bmtd 10-1« watow.
8

Dla okreslenia straty mocy zachodzacej w blasze rozpatrzmy ka-
watek blachy o dlugosci | cm i o przekroju poprzecznym nastepuja-



cych wymiaréw: grubos$¢ d cm i szerokos¢ | cm (rys. 98). Indukcja
magnetyczna ma kierunek prostopadly do ptaszczyzny przekroju
i warto$¢ jednakowa we wszystkich punktach.

Podzielmy rozpatrywany kawalek blachy na nieskonczenie cien-
kie blaszki o grubosci doc. Dwie takie blaszki rozmieszczone syme-
trycznie po obu stronach linii srodkowej 4B w dowolnej odleglosci x,

A

Rys. 98

pradowego wynosi de* | = de

Rx

lacznie z bokami, mozemy rozpa-
trywac jako obwdd a b ¢ f dla pra-
du powstajacego pod wplywem
SEM indukcji. Pole objete tym
obwodem wynosi 2x cm2, wigc od-
powiedni strumien magnetyczny
bedzie
= 2%B ,
wobec tego SEM indukcji po-
wstajagca w tym obwodzie bedzie
Ex = 4,44/2;xBua 10 8 woltow.
Dhugos¢ obwodu mozemy w
przyblizeniu przyja¢ réwng 2 cm,
nie uwzgledniajac krotkich bokow
o dlugosci 2x; przekréj obwodu
2; wobec tego opornos¢ bedzie

6 dee

Strata mocy w rozpatrywanym obwodzie wynosi

dPx N Bx

F1  40/2B12x2% 10-16

watow.
/4

Strat¢ mocy dla calego kawatka blachy otrzymamy -calkujac

wzér ten w granicach cd x=0 do x= czyli

2
'40/2BT2%Mx 10

J e
0

e34 !

f] 3 0

SHPB.»

watow.
3 e



Dla okreslenia straty mocy na | cm3 objgtosci blachy musimy
podzieli¢ powyz$zy wzor przez objeto$¢ rozpatrzonego kawatka, czyli

przez d X | X | = d; w ten sposodb strata mocy na | cm3 wyniesie
r. <7
Ph=1I g 10-16 watow-

Z wyprowadzonych wzorow na strate mocy z pradow wirowych
widzimy, Ze straty te sg proporcjonalne do kwadratu czestotliwosci /
oraz do kwadratu indukcji magnetycznej Bm i sa odwrotnie pro-
porcjonalne do opornosci wilasciwej metalu, z ktorego sporzadzone
sg drut lub blacha.

Przy duzych masach zZelaza w zmiennym polu magnetycznym
otrzymaliby$Smy bardzo znaczne straty z pradow wirowych, szcze-
gblnie przy znacznej grubosci drutu lub blachy. W celu zmniejszenia
tych strat robimy zazwyczaj rdzen zelazny nie z jednolitego kawatka,
lecz z cienkich drutow lub tez blach przektadanych izolacja (np.
dobrym, suchym papierem lub lakierem). Rowniez w celu zmniejsze-
nia strat z pragdow wirowych uzywamy, zamiast czystego zelaza,
stopow, czyli aliazy, np. zelaza z domieszkg krzemu. Opornos¢ wias-
ciwa takich stopow jest wicksza od opornosci wlasciwej zelaza i przez
to straty mocy na prady wirowe sg mniejsze.

Gatunki zelaza pod wzgledem strat na histerez¢ i prady wi-
rowe czgsto okreslamy za pomoca tzw. slralnosci magnetycz-
nej, rozumiejgc pod ta nazwag straty powyzsze, wyrazone w watach
na | kg zelaza, otrzymywane przy Bm = 10000 G, /= 50 okreséw
na sck,przy temperaturze 30°C. Dla zelaza czystego ta stratno$¢ wy-

nosi od 2—4 W, dla stopéw od | —2 K.
kg k;

Oba rozpatrzone zjawiska: histereza i pragdy wirowe, powstajg
jednoczes$nie i nieroztgcznie. Za pomocg pomiard6w mozemy okresli¢
catkowitg strate mocy. Dla obliczenia, jaka cze$¢ strat przypada
na prady wirowe, jaka za$ na histerezg, rozumujemy w sposob
nastgpujacy: ze wzoru (3)

UXOL
on ~ 444/z

widzimy, ze dla osiagni¢cia warunku, aby @m lub, co na jedno wy-
chodzi, Bm mialy warto$¢ stalg przy zmianie /, musimy dla statej
liczby zwojow z w jednakowym stosunku zmienia¢ napigcie U i czesto-
tliwos¢ / pradu stuzacego do badan. Gdy B = const, straty na prady



140 ZJAWISKA MAGNETYCZNE PRZY PRADACH ZMIENNYCH
wirowe 1 histereze dla danego materialu beda zalezne tylko od
czestotliwosci, a mianowicie

PH = kif oraz Pw=

gdzie kx 1 k2 stanowig w tym przypadku state wspotczynniki.
Catkowita za$ strata

P=PH+ = kif + /2

Strata przypadajaca na jeden okres pradu zmiennego bedzie
P
I =k + k2f.

Mierzac catkowite straty w badanym materiale przy rozmaitych
czestotliwosciach, lecz przy stalej wartosci indukcji magnetycznej,
i dzielgc te straty przez liczbe okreséw, mozemy rezultaty przedsta-
wi¢ na wykresie (rys. 99).

Rys. 99

Na osi odcietych odktadamy wartosci czestotliwos$ci / — na osi
rzednych straty L. kx + k), otrzymamy wowczas prosta MN.

Jasne jest, ze OM = ke i ze prosta MP, przeprowadzona rowno-
legle do osi odcietych, daje nam warto$ci strat na histereze, przypada-
jace na jeden okres. Réznica rzegdnych punktdéw lezacych na prostych



MN i MP daje nam straty na prady wirowe rowniez obliczone
na jeden okres.
Np. AB = kI + kt'

przedstawia strate na jeden okres na prady wirowe i histereze,
dla wartosci / = 0OA,; kt stanowi strate na histereze, za§ k¢’ — na pra-
dy wirowe.

Przytaczamy przyktady:

Dla blachy twornikowej przy Bm = 10000 G oraz czgstotli-
wosci / = 50 okreséw na sek:

straty PH = 225 W/kg
Po = 1,31 W/kg
razem P = 3,56 W/kg;
dla blachy stopowej przy tych samych warto$ciach Bm i j
PH= 1,78 W/kg
Pu = 0,18 W/kg
P =1,96 W/kg.

§ 35

OBWODY MAGNETYCZNIE SPRZEZONE. TRANSFORMATOR
POWIETRZNY

Przypus¢my, ze mamy dwa obwody zawierajace uzwojenia
(rys. 100), pierwotny i wtorny; przez obwdd pierwotny ptynie prad in
we wtornym za§ pow-
staje prad z2 przez in-
dukcje. Méwimy, ze ta-
kie obwody sa sprz¢zone
magnetycznie. Obwody
magnetycznie sprz¢zone
dajg moznos¢ zmiany
napigcia 1 natezenia
pradu za pomoca odpo-
wiedniej zmiany liczby
Zwojow. Zespdl uzwojen
tego rodzaju nazywamy
na ogot transJormatorem, stuzy on do przetwarzania pradu zmien-
nego jednego napigcia na prad o innym napieciu.



Transformatory bywaja powietrzne lub z rdzeniem zelaznym,
zaleznie od tego, czy uzwojenia znajduja si¢ w powietrzu, czy tez
zawierajag w sobie masy zZelazne. Rozpatrzmy najpierw transformator
powietrzny.

Oznaczmy oporno$¢ pierwotnego uzwojenia przez 1?!, jego induk-
cyjnos¢ wilasng przez Lv calego zas obwodu wtornego przez R? oraz L2,
indukcyjno$¢ wzajemna obu obwodow niech bedzie M.

Na zasadzie znanych wzordéw, oznaczajac przez ux warto$¢ chwi-
lowa napiecia z zewnatrz przylozonego do uzwojenia pierwotnego,
mozemy napisac

UNRN+ L7+ A

oraz
O=RJ+ L, -2+ AL-"#
at dl

Wprowadzajgc zamiast warto$ci chwilowych wartosci skuteczne,
przepiszemy te wzory stosujac wielkosci zespolone.
U= + jtoL NP + JO0M 1) (6)

oraz
0 = R+ /OL2T) + jeoM Iv (7

7 ostatniego wzoru otrzymujemy
JtoM A = — (I0 + jo)LN2I

1 L4 RE_ m | JRI j—(fﬁo#'.’(éL\ _
n M jtoM M OM (oM '
0Ly + /7N
= — mwA/ +7 wM

Stad znalez¢é mozemy od razu warto$¢ (modut) stosunku pradoéw
/i i 1) oraz kat przesuniecia fazy ¢ pomiedzy nimi. Mianowicie

-~ VRN + W
skad M y
2 VXK 11

za$

o=

przy czym 90° d  180°

gdy B =0, tgl=0 i d= 180°



czyli wektory wyobrazajace prady /74 i /2 bylyby w tym przypadku
skierowane w kierunkach przeciwnych.

Zobaczmy teraz, jaki jest stosunek pragdu /i do napiecia Ux.
Podstawiajac ze wzoru (7)

R I i
’ —R2A7vL2 11
do wzoru (6), otrzymujemy

., oM
= + k-
Oy = B + Jnab iz + i s

i \D .+« T ARZ2-Z
= A Si,+ 10 2z +

I zt 2 T uw L2 J
taczac razem liczby rzeczywiste i urojone, otrzymamy

(<0L.2)

gy + v~ T ,L 1 702+ (uL2nd)

Z tego wzoru widzimy, ze wyraz stojacy w gléwnych nawia-
sach stanowi oporno$¢ pozorng obwodu pierwotnego z uwzglednie-
niem indukcyjnego wpltywu obwodu wtérnego. Oporno$¢ rzeczywista
jest tu zwigkszona o

/7% (M)

JR22 + (LuL.2)2
a oporno$¢ urojona zmniejszona o

( E=)EW

A«, + ()«

To samo zagadnienie mozemy rozpatrze¢ na wykresie, przedsta-
wiajac najpierw wzor (7), nastgpnie wzor (6). Wykres taki daje
rowniez mozno$¢ obliczenia dwoch wielkosci z trzech: Udl A, 124
gdy jedna jest wiadoma.

Za 0§ podstawowg obieramy kierunek pradu wtérnego 72/ zu-
pelie zresztg dowolny (rys. 101). Od punktu O odkladamy w tym
kierunku odcinek 04 = I2R2. Do tego odcinka OA dodaé¢ musimy
geometrycznie pod katem prostym naprzéd odcinek AB = ja>L212.
Wektor zamykajacy bedzie

OB- -j<oMlv

Wektor OBt — jcoMIy bedzie mial wobec tego kierunek od-
wrotny; w ten sposob otrzymujemy warto$¢ o AMIlu a wiec i war-
tos¢ v W celu wykreslenia wektora OC = RI/] wykonujemy obrot

w kierunku ujemnym o kgt—wstecz od OBV Nastgpnie od punktu



144 ZJAWISKA MAGNETYCZNE PRZY PRADACH ZMIENNYCH

/
C dodajemy do wektora OC pod katem prostym naprzod odcinek
CD= jcoLlll. Od punktu D w kierunku réwnoleglym do 4B odkla-
damy wektor DF' = jo)MI2. Wektor zamykajacy OF przedstawia

napiecie Ut ¢ zewnatrz przytozone.
Jezeli w obwodzie nie uwzgledniamy rozproszenia, wtedy

Jezeli za$ rozproszenie uwzgledniamy, wowczas

M -~ FF -k<LJ;,,
\ "1 °2
gdzie wielkos$ci ¢ i ¢2 oznaczaja wspolczynniki rozproszenia Hop-
kinsona dla obwoddéw pierwotnego i wtornego.
Wspolczynnik J
K= —
N ai®a
nazywamy wspotczynnikiem sprzg¢zenia magnetycznego.
W przypadku, gdy nie ma rozproszenia, k = 1; w dobrych trans-
formatorach technicznych (z zelazem) x wynosi od 0,99 do 1, czyli 99
do 100%. W matych transformatorach powietrznych k wynosi nie-

kiedy zaledwie 0,1%.

z




TRANSFORMATOR Z RDZENIEM ZELAZNYM

§ 36
TRANSFORMATOR Z RDZENIEM ZELAZNYM

Przypu$émy, ze mamy dwa uzwojenia na wspolnym rdzeniu
zelaznym, czyli transformator z rdzeniem zelaznym; pierwsze uzwo-
jenie niech ma zt! drugie z) zwojow. Jezeli oznaczymy warto$¢ chwi-
lowa zmiennego strumienia magnetycznego powstajacego pod wptly-
wem przechodzacego pradu zmiennego w kazdym zwoju 1 uzwojenia
przez @l i zatozymy najpierw, Ze nie ma rozproszenia magnetycznego,
wtedy w obu uzwojeniach powstajg SEM indukcji o warto$ci chwi-

lowej iD
0l ~ ZI—dF
oraz D
Stosunek
AT A= ®)
D2

nazywamy przekladniq transformatora.

Oznaczmy przez i) prad, ktéry musimy przepusci¢ przez uzwo-
jenie pierwotne, aby otrzymaé strumien magnetyczny, wywolujacy
SEM indukcji w drugim obwodzie, z uwzglednieniem strat na prady
wirowe i histerez¢. Prad ten mozemy nazwaé pradem magnesuja-
cym. Oznaczmy nastgpnie prad powstajgcy we wtornym uzwojeniu
przez i2. Wéwcezas moc pradu we wtérnym uzwojeniu wyrazi si¢ jako
iloczyn e2i2. Aby ja otrzymaé, musimy w pierwotnym uzwojeniu
oprocz pradu i) mie¢ prad i'l} ktérego moc = elil\.

Moc oddawana w pierwszym uzwojeniu powinna si¢ rownac
mocy pobieranej we wtdérnym uzwojeniu.

Wobec tego i an ©)

Calkowity prad in jaki bedzie przeplywal w pierwszym obwo-
dzie, stanowi sume¢ pradéw il oraz z\, czyli

(W)
Ze wzoru (9) z uwzglednieniem wzoru (8), mamy
ei 2 A
el r2

skad zxi'T + Y49 m O.

Teoria pradow zmiennych 10



Podstawiajac tu zamiast 7\ jego wartos¢ ze wzoru (10), otrzy-
ey ) + 2212 = 0,

lub inaczej
hh +49Y = zilo
Stowami mozemy to wyrazi¢ tak. Suma amperozwojow pier-
wotnego i wtdrnego uzwojenia powinna si¢ réwna¢ amperozwojom
pradu magnesujacego przeplywajacego w pierwszym uzwojeniu.
7 ostatniego wzoru mozemy napisac

7).
1= lo--I"4:

Oznaczmy wyraz il przez i'2.

Z1

lloczyn z27) stanowi amperozwoje wtdrnego uzwojenia; podzie-
lone sa one przez liczbg¢ zwojow pierwszego uzwojenia. Prad Vi
mozna wigc okres§li¢ jako prad wtérny, zredukowany do uzwojenia
pierwotnego i wzigty ze znakiem—

Wobec tego mozemy napisac
ii—to + iz2- )

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy uwzgledniamy rozproszenie
magnetyczne. Oznaczmy warto$ci chwilowe strumienia magnetycz-
nego wspolnego dla obu obwodow przez <&t strumien rozproszenia
pierwotnego obwodu przez O@Ii, a strumien rozproszenia obwodu
wtomego przez @nh Caltkowity strumien objety przez uzwojenie
pierwotne bedzie mial warto$¢

D, +

przez uzwojenie wtérne za§ ¢ ¢

SFEM indukcji powstajaca w pierwszym uzwojeniu bedzie miata

wartos$¢
d/>t clll

~Z1"dT —7Z1-dr’

a w drugim uzwojeniu
. ad, adu.

4 dlz¢ dl

Rozproszenie zachodzi przewaznie w powietrzu. Strumien roz-
proszenia w tym przypadku jest proporcjonalny do pradu przepty-



wajacego w obwodzie. Oznaczmy indukcyjnos¢ od strumienia roz-
proszenia w pierwszym uzwojeniu przez Lr! w drugim za$ przez Lri,
bedziemy mieli
1 M =
72 = Llinz.
Bioragc pochodne tych strumieni wzgledem czasu i majac na

uwadze, ze w rozpatrywanym przypadku L[ oraz L[i maja wartos$ci
state, otrzymamy

. dori dix
di - ndi’
«pn, dil

2ondl” = Lt di’

Oznaczmy przez
warto$¢ chwilowg napie-
cia z zewnatrz przylo-
zonego do pierwotnego
uzwojenia, przez Rx Rys. 102
opornos¢  rzeczywistg
(rys. 102) tego uzwojenia, przez Lri indukcyjno$¢ rozproszenia oraz
przez zt ilo§¢ zwojow. Dla uzwojenia wtérnego te same wielkosSci
niech majg wartosci 172, LTi z2; nastgpnie niech ul oznacza napigcie
na zaciskach odbiornika wilaczonego do wtornego uzwojenia. Oba
uzwojenia znajduja si¢ na rdzeniu zelaznym.

Wedhug prawa Ohma w kazdej chwili musi zachodzi¢ zaleznos$¢

nastepujaca: .
“l—Zi—dgdit dit 11
oraz
dOt
" n4 wdT 'r, = 12* -+ U2¢

Rozwiagzujac te rownania wzgledem uz i u2, otrzymujemy

ddt
Z1~-dT

oraz ddt ] di)
@@= z1 qi —"Fla wod

Przechodzac od warto$ci chwilowych do wartos$ci skutecznych,
mozemy symbolicznie przepisa¢ powyzsze wzory w sposob naste-
10



pujacy: t/enenn 4-/ <0Lri), (12)
12 — ~2— /2 (192 + / 13)

wzor (11) w postaci )

gdzie
fi

0,

2 + 12 |

f

z2 J2

Wykre§lnie wzory te mo-
zemy przedstawi¢ jak na rys.
103.

Za o$ podstawowa bierze-
my kierunek strumienia Q.

Jak wiemy, SEM indukcji
jest w fazie opo6zniona o kat
prosty wzgledem strumienia
magnetycznego; wobec  tego
— EX) wchodzace we wzorze
(12), odkladamy pod katem
prostym naprzod (do gory), zas
+E? P°d katem prostym wstecz
(w dob).

Niech np. prad 11 bedzie
opozniony w fazie wzgledem Ee.

Prad magnesujacy 10 ze
wzgledu na straty na histereze
i prady wirowe jest przesu-
niety w fazie wzgledem stru-
mienia @ o pewien kat a. Do
tego pradu dodajemy geome-
trycznie prad 17 w kierunku
przeciwnym do pradu 121 otrzy-
mujemy prad Zx.

Do wektora — Ex dodaje-
my  geometrycznie Ry /x +
-\-ja)LTizx; suma geometryczna
bedzie wektorem napigcia pier-
wotnego Ux. Odejmujac geo-
metrycznie od wektora E2, czyli

dodajac w kierunku przeciwnym wektory 12/7) oraz /tulLri/2, otrzy-
mamy napi¢cie na zaciskach wtornych U2



Jezeli we wzorach (12) i (13) zalozymy Et = —FEe, to mozemy
te wzory otrzymaé ze schematu przedstawionego na rys. 104.

B
Rys. 104

§ 37
PRAKTYCZNE ZNACZENIE TRANSFORMATOROW

Gdy chodzi o przesylanie energii elektrycznej na znaczne odleg-
losci, staramy si¢ osiagna¢ jak najmniejsze straty.
Jezeli mamy do przeniesienia pewng moc P przy napieciu U,
to strata mocy w przewodach AP bedzie okreslona wzorem
P = PR
Opornos¢ przewodu podwojnego o dlugosci / i przekroju s wy-
nosi . 27
H=6

gdzie o oznacza oporno$¢ wiasciwg materiatu przewodu.
Wobec tego

Z wzorow tych obliczamy potrzebny przekroj przewodu

, Pe?l.
zxP

Przy pradzie zmiennym moc pradu
P = Ulcos .



Dla statego, zwykle z gory okreslonego wspotczynnika mocy cos ¢
moc P zalezy od dwoéch zmiennych wielkosci Ui I
Gdy powiekszamy napiecie np. n razy, to prad dla otrzymania

tej samej mocy P powinien mie¢ warto$¢ —.

Aby otrzymac¢ taka samg procentowa w stosunku do przeno-
szonej mocy strate mocy w przewodach, potrzebny przekrdj prze-
wodu wyniesie Ponl

S= n2/[P'

Widzimy, ze w tym przypadku przekrdj przewodu bedzie nl
razy mniejszy. Tylez razy zmniejszy si¢ rowniez objeto$S¢ materialu
zuzytego na przewody. Przy pradzie stalym, w celu zwigkszenia na-
piecia musielibySmy wziaé pradnic¢ na wyzsze napigcie, a dla bardzo
wysokich napi¢¢ takich pradnic zbudowaé nie mozna. Przy pradach
zmiennych natomiast zastosujemy do tego celu transformatory, ktore
nie wymagaja zadnej obstugi i mozna je konstruowac tatwo, wobec
braku ructiomych czegéci, na bardzo wysokie napiecia.

§ 38
UKLAD SCOTTA

Uktad ten, zawierajacy dwa transformatory jednofazowe, daje

mozno$¢ otrzymania pradu dwufazowego z pradu trojfazowego lub
odwrotnie.

Na rys. 105 koniec pierwot-

nego uzwojenia pierwszego trans-

A

7zU B
Rys. 105 Rys. 106

formatera potaczony jest ze srodkiem pierwotnego uzwojenia drugiego
transformatora; konce 1, 2 i 3 polaczone sa ze zrodlem pradu troj-



fazowego. Wtedy napigcie miedzy zaciskami C i D pierwotnego
uzwojenia Il transformatora bedzie réwne napigciu migdzyprzewo-
dowemu pradu trojfazowego U, napigcie za$ miedzy zaciskami 4 i B

pierwotnego uzwojenia [ transformatora bedzie rowne }’E’_ﬂ, jak to

wynika z rys. 106, gdzie AB =""AC{ — CB{ =

To ostatnie napiecie jest przesunicte wzgledem napiecia B G
0 90°. Aby otrzymac¢ jednakowe napigcie na zaciskach wtérnych
uzwojen obu transformatorow,. trzeba odpowiednio dobrac liczbe
zwojow; mianowicie, jezeli dla transformatora II stosunek liczby
zZwojow wtornego uzwojenia do liczby zwojow pierwotnego wynosi m,

to stosunek ten dla transformatora I powinien wynosi¢ y= m.

Otrzymujemy w ten sposdb na zaciskach 4'B'i CD' napiecia
pradu dwufazowego. Odwrotnie, majac prad dwufazowy na zacis-
kach 4A'B’" i CD’, otrzymamy pomigdzy zaciskami 4 i C, Gif3,
A i D napigcia pradu trdjfazowego.



I
IRCOCO AT ~—1T . AX S"Z0O0S 1T Y

ZJAWISKA ZACHODZACE W PRZEWODACH
I W DIELEKTRYKACH PRZY PRADZIE
ZMIENNYM

§ 39
ZJAWISKO NASKORKOWOSCI

Przy pradzie stalym gestos¢ pradu w poprzecznym przekroju
przewodu jest roztozona réwnomiernie, to znaczy ma t¢ samg war-
tos¢ we wszystkich punktach przekroju. Przy pradzie zmiennym
wytwarza si¢ wewnatrz przewodu zmienne pole magnetyczne, ktore
powoduje nieréwnomierny rozklad gesto$ci pradu w poprzecznym
przekroju przewodu, a mianowicie gesto$¢ zwigksza si¢ w kierunku
od osi przewodu do jego powierzchni. Zjawisko to nazywamy na-

skorkowosciq (Skineffekt).
Zbadajmy rozklad ggstosci pradu
w prostolinijnym przewodzie o okraglym
przekroju, ograniczajac si¢ do niewiel-
kiej jego dlugosci, z dala od jego kon-
cow. Dla uproszczenia zagadnienia
wprowadzimy zamiast warto$ci chwilo-
wych wartosci skuteczne rozwazanych
wielkos$ci sinusoidalnie zmiennych w

czasie.

W ten sposob bedziemy mieli do czy-
Rys. 107 nienia z funkcjami tylko jednej zmien-
nej: odleglosci od osi przewodu. Rozpa-
trzmy w dowolnej odlegltosci @ od tej osi (rys. 107) warstwe cylin-
dryczng o dlugosci | cm i nieskonczenie matej grubosci de. Gdy
przez przewod przeplywa prad zmienny, powstaje zmienne pole



magnetyczne i w dowolnym punkcie, na powierzchni rozpatrywanej
warstwy, natezenie pola magnetycznego bedzie mialo pewng war-
tos¢ skuteczna, ktérg oznaczymy przez [lx.

Wektory tego natezenia pola leza w plaszczyznach prostopa-
dtych do osi przewodu i sg styczne do kot otrzymywanych w poprzecz-
nym przekroju. Czg$¢ pradu przeplywajacego przez przekrdj o pro-
mieniu x i powodujacego natezenie pola Hx oznaczmy przez Ix. Za-
rowno /Ix jak i Hx beda funkcjami odleglo$ci x. Dzialanie magne-
tyczne pradu /x jest takie, jak gdyby caly ten prad ptynat wzdhiz
osi przewodu; przy czym, w rozpatrywanym przypadku prostolinij-

nego przewodu,

Hy — 21
X

jezeli Ix wyrazamy w jednostkach bezwzglednych, czyli
r Hxx
F= o (1)

Niech gesto$¢ pradu w przekroju warstwy wynosi a. Prad prze-
plywajacy przez cienka warstwe bedzie d/x, a poniewaz przekrdj tej
warstwy wynosi 27ixdx! przeto

o' 2nxdx = dl

skad
1 dk
2nx dx (2)
Ze wzorp (1) mamy
dlx = 1 /A+Xdal’§c1x)'

dx 2
podstawiajac te warto$¢ do wzoru (2), otrzymamy

dHx

4axa = Hx +x dx (3)
Indukcja magnetyczna na powierzchni warstwy bedzie Bx = pHil
gdzie /z oznacza przenikalno$¢ magnetyczna metalu, z ktéorego prze-
wod jest sporzadzony. Dla metali magnetycznie obojetnych, jak np.
miedz, aluminium itp., przenikalno$¢ ma wartos¢ stalg i praktycz-

nie moze by¢ przyjeta rowng jednosci.
Strumien magnetyczny w Warstwie o przekroju dx ¢ | cml wy-

niCSie d<Dx = Bxdx = “Hxdx.



Pod wplywem tego strumienia powstaje SEM, ktore] wartos¢
skuteczna wedlug wzoru (4) z § 33 wyniesie w jednostkach bezwzgled-

nych dE= 27 fl<i>x;
poniewaz SEM jest opdézniona w fazie wzgledem strumienia o 90°,
przeto, wprowadzajac wielkoSci zespolone, napiszemy
B D dE = —27Hd<X>x
lub, podstawiajac warto$¢ di>xl
dE = —j 2n/Iz Hxdx. 4)

Rozpatrujac przekrdj warstwy wzdluz osi
przewodu (rys. 108), mozemy rozumowac¢ W Spo-
sob nastepujacy: przez jeden bok A plynie
struga pradu di = ads, gdzie ds stanowi ele-
ment przekroju; przez drugi bok CD w tym

Rys. 108 samym kierunku ptynie struga pradu di + d(dt);

opornos¢ kazdego boku wynosi d ,,gdzie 0 oznacza opornos¢ wia-
s

sciwg metalu. Stosujac do rozpatrywanego zamknigtego obwodu II
prawo Kirchhoffa, otrzymamy

lub, po podstawieniu di = ads i wprowadzajac wielkos$ci zespolone
dE = —g da. (5)
Zestawiajac wzory (5) i (4), bedziemy mieli
eda = j 2 fu_fixdx,

Podstawiajac t¢ wartos¢ Hx oraz jej pochodng do wzoru (3),
otrzymamy  °* g g

4" cea- tnfudx«’
skad po uproszczeniu
ddd | da . 8aVii,



Oznaczajac w skroceniu
m2= .87

(6)
e
otrzymujemy réwnanie rozniczkowe w postaci
dd 1 dqg PP
dP” HX--d,;lé- m2a = 0 : (7)

Jest to rownanie drugiego rzedu, ktére posiada dwa rozwigza-
nia szczeg6lne, ktorych suma daje rozwigzanie ogolne. Rozwigzanie
szczegdlne mozna zalozy¢ w postaci szeregu ze wzrastajagcymi pote-
gami x, czyli

d = al + axx + algl 4 a3a? 4- a4k + ada? 4 abe? +
gdzie a z indeksami oznacza wielko$ci stale;
wtedy
= (Il + 2a2z + 3a3x) 4- 4a4x? + OaSwd + ocZghs + ...,
d~6
dx!

podstawiajac te warto$ci do naszego réwnania rézniczkowego, otrzy-
mamy po zgrupowaniu

=2al + 2+ 3a3z 4-C 3+ 4adx) 4- 4 » 5a5a? 4- 5 O6c™xd + .

+ (m2z0 + 4a2) + (mlax + 9a3) x + (m2al + 16ad)x? +
4- (mla3 4- 25a5)x3 4- (mla4 4- 36a6)®4 + (tulal 4- 49a0)xs 4- ... = 0.

Poniewaz wzor powyzszy jest tozsamoscia, to znaczy, ze lewa
strona powinna si¢ rowna¢ zeru przy wszelkich wartosciach x, przeto
wszystkie wspotczynniki przy wszelkich potggach x, jak réwniez wy-
raz staly, powinny si¢ rownaé zeru; w ten sposob

ax = 0; m2al 4-4al = 0; m2ax + 9a3 = 0;
m2al 4- 1614 = 0; m2a3 4- 2545 = 0 itd.

Poniewaz ax = 0, wigc wszystkie wspodlczynniki z nieparzystymi
indeksami stajg si¢ roOwniez rowne zeru; pozostaja wiec tylko wspot-
czynniki z parzystymi indeksami, przy czym

_ mlale m2ajl rndal) méal

al — 02 ' a4~ ¥} 2242 ab 22+42+6a ltcl'
Wobec tego rozwigzanie szczegélne bedzie

, JI m2x)  mix{ mox6 msa?\
°c~a’l — 22 +7MN-~)—22+42+6) +271742762°"81 + )



Szereg w nawiasach stanowi funkcj¢ Bessela albo funkcj¢ cylin-
dryczng pierwszego rodzaju, rzgdu zerowego argumentu mx, ozna-
czymy ja przez /O(mea), czyli

RO ML e B o 4y e

Dalsze rozwazania matematyczne doprowadzaja do wniosku, ze
druga catka szczegdlna rozpatrywanego réwnania rozniczkowego daje
dla funkcji, czyli w tym przypadku dla gestosci pradu, warto$¢ nie-
skonczenie wielkg, gdy x = 0, to znaczy na osi przewodu. Nie ma to
sensu fizycznego, wigc stata dowolna przy tej drugiej calce szczegdl-
nej musi si¢ rOwnaé zeru, pozostanie tylko pierwsza wyzej wyzna-
czona calka szczegodlna; rozpatrujac al jako statla dowolng i ozna-
czajac ja przez JI, otrzymamy ogdlng catk¢ rOwnania w postaci

a=AI0(jnxY (10)
Statg dowolng 4 mozemy wyznaczy¢ przez prad I ptynacy przez
caly przekr6j przewodu o promieniu r. Wtedy bowiem
7\ 12
6 + ~xixdx = 27tA T XXX (U)
0 0

Biorgc warto$¢ /o (mx) ze wzoru (9), mnozac przez x i catkujac,

otrzymamy

» _ 0 'l mars m4ro s
- ZnA 37--22T4 + 22VA42T6 — 22-42'6278" + "
mr  r?r3 mrs m? 7l

21rvi - 2~ 224+ 22-42-6 22-42762°°8 + ¢

wyraz w nawiasach stanowi funkcje¢ Bessela rzgdu pierwszego argu-
mentu mr, czyli

T, mr  m’r3 mb5¥ m?1]
7Ti(mr) " "2  21T4+2 +4 +6°“2s+42+86 ;8 + "
mr 1 m2r) | m4rd | moré : | /10X
=~2~[1-7"2x + 3 (3242 4+ 6)at+ j (12)
Mamy wigc
1 = 21rJ]1 o A(mr),
skad

A-O-S-\/ (13)



Wobec tego wzor (10) daje
= ImIQ"mx"
2nele (jnr))
Dla matych czestotliwo$ci mozemy na podstawie wzorow (9) i (12)
zalozy¢ w przyblizeniu

(14)

70(,zie) = L
Zi(mr) ~ "flﬁ
wowczas dla gestosci pradu otrzymamy ze wzoru (14)

i 1

° A2

co wskazuje, ze gesto$¢ jest jednakowa we wszystkich punktach
przekroju, jak przy pradzie stalym.

Poniewaz m wchodzace do funkcyj Bessela, jak widac¢ ze
wzoru (6), stanowi liczb¢ urojonag, przeto interesujace nas wielkosci
mozemy wyrazi¢ w postaci liczb zespolonych.

Oznaczmy w skréceniu

czyli ml = —jp2

wtedy wyrazy wchodzace do szeregow funkcyj Besseia beda mialy
nastgpujace warto$ci:

mlx]) = —jp2x), m2r) = —/p2r2,
m4x4 = — p4xd| [i4)'4 = — P44l
ni6x? = jp6xo6, moéré = jp"ro,
m8a? = p8’8, m8r8 _ p8ini
itd.
Wobec tego ze wzorow (9) i (12) otrzymujemy po zgrupowaniu
T, . I pixd p8x8 \

~V —Q2M)2+ (2-4-6-8)a ~ '7 +

./ plal p6xb plixI0 \

+ 1 \"22 2+4:6)+ (2-4-6-8-10))/"
htTF} ?Iﬁ/ll B (51126)2+15 (Z.Brg—rg—S)« "7\+

/1 ptl 1 pord 1 pl0rl0 \1
+/\2"~21 T(2-4-6)8 +“6 (2-4-6-8-10)8 + ““VJ'



Lord Kelvin oznaczal czg$¢ rzeczywista stojaca w nawiasach
przez ber, czg$¢ urojona za$§ przez bei; uzywajac tych oznaczen, napi-

szemy /0(ur) = Ger(px) 4 jbei(px); (15)

7i(mr) = berx(pr) -Vjbei™pr) 1, (16)

wtedy wzor (14) przepiszemy w postaci
1 ber (px) + / bei (px)
T2 6erpr) + / beix(pr) (17)

Jest to gestos¢ pradu w odlegtosci x od osi przewodu; na po-
wierzchni przewodu, czyli dla x = r, gesto§¢ wyniesie

4 1 ber (pr) 4/ bei (pr),
[ nrl berx(pr) 4-/ Oei\(pr) ’
wobec tego stosunek gestosci:
< Ger(px) 4- / bei(px)
dr ~ oer(pr) 4- / bei(pr)

Licznik w ostatnim wzorze dla x < r jest mniejszy od mianow-
nika, co tatwo sprawdzi¢ ze wzoru (14); wynika stad, ze gesto$¢ pradu
jest najwigksza na powierzchni i zmniejsza si¢ w kierunku od powierz-
chni do osi przewodu.

Na samej osi, dla x = 0, gdzie ggstos¢ pradu jest najmniejsza,
oer(px) = 1, 6ei(px) = 0; 70(/mx) = 1,

6 = 7 > Tm
°  mie] [berx(pr) 4-/ beix(pr)] 2nrix(mr)
czyli, jak wida¢ ze wzoru (13),
oo= A,
gestos¢ pradu na osi rowna jest stalej otrzymanej w calce ogolnej
réwnania rézniczkowego, dajacego rozklad gestosci prgdu w po-
przecznym przekroju przewodnika.

Widzimy wigc, ze przy pradzie zmiennym przewdd nie jest wy-
zyskany jak przy pradzie staltym, gdzie gesto$¢ pradu jest taka sama
na osi jak i na powierzchni. Powoduje to, ze oporno$¢ rzeczywista
przy pradzie zmiennym jest wigksza niz przy pradzie stalym.

Rozpatrujac, jak i poprzednio, czgs¢ przewodu o dlugosci | cm
i promieniu r, bedziemy mieli dla opornosci R przy pradzie stalym

A
Ttrt



Moc pradu wytwarzajaca cieplo przy natezeniu pradu [ bedzie
P = PR,.

W przypadku pradu zmiennego warto$¢ skuteczng pradu prze-
plywajacego przez caty przekroj przewodu okresliliSmy we wzorze (11),
mianowicie r

I = Jo tnexdx.

(]

Oznaczmy przez Rx oporno$¢ rzeczywista, ktorg okresliliSmy
jako iloraz mocy wytwarzajacej ciepto, przez kwadrat wartosci
skutecznej pradu; mamy wigc

R¢ p

Moc P, przy uwzglednieniu nierownomiernego rozktadu gestosci,
znajdziemy wyrazajgc moc dP nieskonczenie cienkiej warstwy cylin-
drycznej (rys. 104), ktorej opornos¢ wynosi

dR- 9 g. ;
Zj ngdx

prad* przeptywajacy przez te warstwe dl wynosi o . 2xxdx, wiec

aP=(drz.dr =22 1 1 ohoaceeda:

catkujac ten wyraz w granicach catego przekroju przewodu, czyli
dla X w granicach od 0 do r, znajdujemy moc pragdu zmiennego w roz-
patrywanej cze$ci przewodu

P = FPxdx.

0

Dzielgc te¢ moc przez kwadrat wartosci skutecznej pradu, otrzy-
mamy

a™Texdx



Stosunek opornosci rzeczywistej przy pradzie zmiennym do
opornos$ci przy pradzie stalym, ktory oznaczymy przez k, wyrazi si¢
wzorem

aleedee . 1)

Do tego wzoru nalezy podstawi¢ warto$¢ o ze wzoru (17), przy
czym w tym przypadku chodzi nie o warto$ci zespolone, lecz o same
moduty, czyli

I 'V [oer (pe)]) + [S¢e (px)]?
n/? y[6erl(pr)]2 + [oeii(pr)]?

Obliczenie tych calek daje w rezultacie szereg, za pomocg kto-
rego mozemy wyznaczy¢ wartos¢ k w kazdym poszczegdlnym przy-
padku z zadang dokladnoscig. Najczegsciej postugujemy sie¢ wzorami
przyblizonymi; w ogoélnym przypadku dla niezbyt duzych czestotli-
wosci istnieje wzor przyblizony

i /prv 1 /prY
+12\ 2/ ™44\ 2/ °

gdzie

przy tym nalezy zwroci¢ uwageg, ze r wyrazone jest w centymetrach,
a oporno$¢ wilasciwa metalu przewodu w jednostkach cgs uktadu
elektromagnetycznego.

Dla miedzi p =1, ¢ = 0,017 + 105; istnieje przyblizony wzor

1270 AGB0K =g £ SL
\1000/ "’

gdzie d oznacza $rednice przewodu w cm.

W nizej podanej tablicy utozonej przez Lorda Kelvina wska-
zane sg wartosci x dla réoznych warto$ci fd? dla drutow miedzianych.
Dla otrzymania wartosci x dla drutow innych metali nalezy warto$¢



fd) pomnozy¢ przez —* 0,017 i dla otrzymanej wartosci _fd? szukaé x
w tabeli.

fd) K Sl A fd K

0 | 720 1,3180 2880 2,3937
20 1,0000 980 1,4920 5120 3,0956
80 1,0010 1280 1,6778 8000 3,7940
180 1,0258 1620 1,8628 18000 5,5732

320 1,0805 2000 2,0430 32000 7,3250
500 1,1747 2420 2,2190

Widzimy stad, ze np. gdy fd? = 320, to dla /= 50, d? = 6,4,

2,5 cm, oporno$¢ jest o 8% wigksza niz przy pradzie stalym.

Dla aluminium wspofczynniki we wzorze poprzednio podanym
beda inne, a mianowicie

B Ja ? N/
k=1+0,24 1000 ~ 0,05 1000
W zelaznym drucie zjawisko naskorkowosci uwydatnia si¢ bardzo
znacznie, poniewaz wchodza tu w gre jego wlasno$ci magnetyczne.
Uzywamy przewodow zelaznych tylko przy stabych pradach, gdyz
mamy wtedy bardzo slabe pola magnetyczne.
Dla cienkich drutow zelaznych, gdy / = 1000, o = 0,10 + 106,

B fd ? jd *
=1+ -
k=1+2 10 4 10
Przy wielkich czestotliwosciach uzywa si¢ wzoru nastepujgcego:
) nd

Przy wigkszych przekrojach, w celu zmniejszenia wpltywu na-
skorkowosci, uzywamy przewodow ztozonych z szeregu drutéw izo-
lowanych i odpowiednio przeplatanych.

Przy bardzo wielkich czgstotliwo$ciach zjawisko naskorkowosci
wystepuje w takim stopniu, ze mozna korzysta¢ z przewodoéw ruro-
wych, gdyz caty prad skupiony jest w poblizu powierzchni przewodu.

Zjawisko naskorkowosci wptywa roéwniez na indukcyjno$¢ prze-
wodu, gdyz jednoczes$nie zachodzi inny rozktad nat¢zenia pola magne-
tycznego. Skutkiem tego indukcyjnos¢ przy pradzie'zmiennym staje
si¢ mniejsza niz przy pradzie stalym. Teoretyczne rozwazania, po-

Teoria pradow zmiennych 11



dobne do poprzednich, doprowadzajg rowniez do funkcyj Bessela
i do szeregow, ktéore w praktycznym zastosowaniu sprowadzajg si¢
do wzorow przyblizonych. Oznaczajac przez L§ indukcyjno$¢ prze-
wodu przy pradzie zmiennym o bardzo malej czestotliwosci, grani-
czacym z pradem stalym, przez Lz za$ indukcyjnos$¢ przy pradzie
zmiennym o S$rednich czestotliwo$ciach, mamy wzory przyblizone

dla pr sC 2
f—r—k(3) Hdh E)

dla wielkich czestotliwo$ci wzor Zennecka daje

11,424 0,160

L, =L+ /4

we wzorach tych r oznacza promien przewodu w cm, p jak i po-
przednio

§ 40
STRATY W DIELEKTRYKACH

Od dawna spostrzezono, ze dielektryk w kondensatorze ogrzewa
si¢ wowczas, gdy kondensator podlega zmiennemu elektryzowaniu.
W elektrotechnice mamy do czynienia z dielektrykami, ktére maja
za zadanie izolowa¢ przewody od ziemi lub od innych przewodow.
Kazdy taki uklad z izolacja mozemy rozpatrywac jako kondensator;
jezeli za$ przewdd znajduje si¢ pod napieciem pradu zmiennego,
woéwcezas w dielektryku otaczajacym przewodd zachodzi elektryzacja
na przemian w jednym i drugim kierunku, wydziela si¢ ciepto, wobec
czego w dielektryku zachodzi strata mocy. Zjawisko to posiada pewng
analogi¢ z histerezg magnetyczna, zachodzacg w zelazie znajdujagcym
si¢ w zmiennym polu magnetycznym, przeto niektorzy elektrotech-
nicy (pierwszy Steinmetz) nazwali to zjawisko histerezg dielek-
tryczng, chociaz nie sg to zjawiska identyczne.

Oprocz powyzszych strat dielektrycznych mogg zachodzié
w dielektryku straty spowodowane tym, ze kazdy dielektryk posiada
pewna przewodno$¢, skutkiem czego pod dzialaniem napigcia po-
wstaje prad ptynacy wskro$ dielektryka, czyli tak zwany prgd
skrosny. Wreszcie mogg zachodzi¢ straty skutkiem wyladowan



elektrycznych, czyli tak zwanego wulotu. Wszystkie te zjawiska po-
woduje pewien uptyw elektrycznosci, przetwarzajacej si¢ w cieplo.
Uplyw ten mozna ujg¢ w postaci pewnego pradu czynnego, ktory
nazwiemy prgdem upfywu, proporcjonalnego do napiecia dziala-
jacego na dielektryk. Wspotczynnik proporcjonalnosci pomiedzy pra-
dem uplywu i napigciem nazywamy uplywnoscig; upltywnosé be-
dziemy oznaczali literg A. W ten sposob pomiedzy pradem uplywu Zu
napigciem U dzialajacym na dielektryk oraz upltywnoscia istnieje

zaleznos$¢ .= AU. (18)

Moc wytworzona przez prad uplywu, czyli moc Pl pochlonicta
w dielektryku, bedzie okreslona wzorem
Pu= UlU= AU\
skad
Pu.
4= ur
mozemy wigc okresli¢c upltywno$¢ A4 jako iloraz mocy pochtonigtej
w dielektryku przez kwadrat napigcia dzialajacego na dielektryk.
W ten sposdb, majac niedoskonaty dielektryk znajdujacy sie
pod napieciem, musimy uwzgledni¢ dwa prady: prad uptywu, jako
prad czynny, bedacy w fazie z napigciem,
oraz prad przesuni¢cia, stanowiacy zwykle
prad ladowania kondensatora, w sktad kto-
rego wchodzi rozpatrywany dielektryk. Ten
ostatni prad, ktoéry oznaczymy przez Icl
jak wiadomo, wyprzedza w fazie napiecie
o kat prosty. Geometryczna suma tych pra-
dow (rys. 109) stanowi prad Z, ktéry w rzeczy-
wistosci bedzie plynal przez dielektryk.
Latwo zauwazy¢, ze kat § odchylenia pradu
wypadkowego [/ od pradu /I jest tym wigkszy, im wickszy jest
prad uptywu Zul przy czym
te»-As

poniewaz Ic = toCU, Iu= AU, przeto:
tgo = ; A =0 C tgo.

Strata mocy w dielektryku spowodowana uptywnoscig bedzie:
Pu= AUt = eCUHgo- 2nfCUx»tgo. (19)



Kat 0 nosi nazwe kata stratmosci dielektrycznej, za$ tg<$ —
nazwe¢ wspofczynnika strat dielektrycznych.

Dla uzywanych w elektrotechnice materialow izolacyjnych wspot-
czynnik strat dielektrycznych wynosi od 0,001 do 0,3.

Uplywnos¢ spowodowana tak zwang histerezg dielektryczng za-
lezy od rodzaju materiatu dielektryka i w pewnej mierze od tempera-
tury. W sieciach kablowych izolacja zwykle jest tak dobra, ze straty
od pradu skrosnego mozna nie bra¢ pod uwageg; nie ma réwniez
zjawiska ulotu, wigc stratno$¢ w dielektryku spowodowana jest wy-
tacznie zjawiskiem histerezy dielektryczne;j.

Dla przyktadu obliczmy strate mocy w dielektryku kabla z izo-
lacja papierowq przy pradzie zmiennym o napigciu 10000 Vi czesto-
tliwosci 50 Hz, jezeli pojemnos¢ kabla wynosi 0,5 p, /' na kilometr;
wspolczynnik strat dielektrycznych dla papieru impregnowanego
tgd =0,024. Ze wzoru (19) otrzymamy:

Py =628+50+0,5+1076+ 108§+ 0,024 = 375 watow;

co w ciaggu roku daje stratg¢ energii:

W == D il = %)595 kilowatogodzin.

Uplywnos¢ przez izolacje od pradu skro$nego zalezy oczywiscie
od opornosci materialu; jezeli chodzi o przewody elektryczne, to
w dobrych urzadzeniach ta uptywno$¢ nie przekracza zwykle
2+ 107 S/km. Uplywno$¢ od ulotu w przewodach napowietrznych
zachodzi tylko wowczas, jezeli warto$¢ napigcia miedzy dwoma
przewodami lub miedzy przewodem i ziemig przekroczy pewna
granice, ktoérg nazywamy napigciem krytycznym. Dla kazdej S$red-
nicy przewodu i dla kazdej odlegto$ci miedzy przewodami lub prze-
wodem i ziemig istnieje napigcie krytyczne, po przekroczeniu ktérego
rozpoczyna si¢ wytadowanie elektryczne i powstaje zjawisko korony;
na warto$¢ tego napigcia w pewnej mierze wplywaja jeszcze stan
powierzchni przewodu oraz stan pogody.

Badania dokonane przez Towarzystwo Inzynierow Amerykan-
skich doprowadzitly do empirycznego wzoru, ktoéry daje mozno$é
obliczania strat mocy, spowodowanych ulotem elektrycznosci. Wzoér
ten, nazywany wzorem Peeka, jest nastgpujacy:

6“' ,.344



gdzie Pul oznacza strate mocy w kW na km przewodu pojedynczego,
a — wspolczynnik zalezny od temperatury i cisnienia powietrza,

przy czym 392~
a~ 273+ 1"
b — cisnienie powietrza w cm shlupa rteci;
/| — temperatura powietrza w °C;
/  — czestotliwos¢ pradu zmiennego;
r — promien przewodu w cm; jezeli linka, to promien kota opi-
sanego;
a — odleglos¢ miedzy przewodami w cm;

U — warto$¢ skuteczna napigcia w kilowoltach wzgledem punktu
zerowego (ziemi); przy pradzie jednofazowym stanowi to potowe na-
piccia w sieci; przy pradzie trojfazowym i potaczeniu gwiazdowym —
napigcie fazowe; przy uwzglednieniu spadku napigcia w przewodach
trzeba bra¢ Srednig warto$¢ napigcia catego przewodu;

Uo — warto$¢ skuteczna napigcia krytycznego w kilowoltach
wzgledem punktu zerowego.

To ostatnie napigcie oblicza si¢ ze wzoru
Uo= omx mh ar In™

w ktorym ( — napiecie przebijajace powietrza; dla a= 1, czyli dla
6="76cm i [ = 25°C wynosi ono 21,1 kv/cm;
mx— spoOtczynnik zalezny od stanu powierzchni przewodu,
przy czym
dla powierzchni odpolerowanej Tx = |,
dla zwyktych drutow mx = 0,98—0,93,
dla linek mx = 0,87 — 0,83;

m) — spblczynnik zalezny od stanu pogody i rowny
dla suchego powietrza m2 = 1,
dla wilgotnego powietrza (chmury, $nieg, deszcz) m2 = 0,8.
Uwzgledniajgc wartosci a i <§, poprzednie wzory mozna napisaé
w sposob nastepujacy:

Bi= 87,8 (Z73-M) A, / % 1w — 110)2. {05 Eitowatow na km,

T _21,1.3,92.6 . .-
]T% =T mxingrln —akllowoltow.



Poniewaz pojemnos$¢ jednego przewodu wynosi

C =mmv mikrofaradow na km,
18 In —
przeto
1
In isC
wobec tego
TI 21,1 .3,92
| —— In- 273"+ t *m<i~C kilowoltéw’
albo ostatecznie
U= 4595 mem? 7 ¢ woltow,
ot+i C

gdzie pojemno$¢ C okreslona jest w mikrofaradach na | km

dynczego przewodu.

poje-



PROSTOWNIKI

§ 41
PROSTOWNIK RTECIOWY

Przyrzady, za pomoca ktérych mozemy prad zmienny prosto-
waé, czyli otrzymywaé prad o jednym kierunku, nazywamy prosto-
arnikami. Rozpatrzmy zasady dzialania kilku prostownikow stoso-

wanych w elektrotechnice.

Prostownik rteciowy oparty jest
na wlasnosci lampy rteciowej, dajg-
cej tuk swietlny tylko wowczas, gdy
rte¢ jest katoda.

Przypusémy, ze mamy naczy-
nie (rys. 110) z rtecia; po wypom-
powaniu powietrza zostanie w naczy-

Rys. 111

niu para rteci i jezeli nastepnie obie elektrody, np. zelazng 4 i rte-
ciowg B, polaczymy ze zréodlem pradu, to przy odpowiednim na-
pigciu otrzymamy tuk, lecz tylko wtedy, gdy rtgé jest katoda.



Gdyby$my obie elektrody A4 i B przylaczyli do zrédla pradu
zmiennego, mielibysSmy tuk w ciggu potowy okresu, gdy prad ptynie
przez elektrode zelaznag w kierunku rteci; w drugiej polowie okresu
luku by nie bylo. Wykres pradu przechodzacego przez taki przyrzad

mamy na rys. I11.

Dla uniknigcia przerwy w po-
wstawaniu luku zastosowane zo-
staly przy zwyktym pradzie zmien-
nym dwie elektrody dodatnie.
Prad zmienny od zaciskow 1| i 2
zrédta pradu zmiennego (rys. 112)
wchodzi do transformatora T, kto-
rego wtorne uzwojenie potaczone
jest z dwoma zelaznymi elektro-
dami I i II; $rodek uzwojenia
wtornego laczymy z rtgcig przez
odbiornik JI, zasilany pradem sta-
lym, np. przez bateri¢ akumula-
torow.

W chwili gdy biegun dodatni
znajduje si¢ na =zacisku 1, prad
ptynie tak, jak wskazujg strzatki
ciagte, gdy =za§ biegun dodatni

Rys. 112 przejdzie na zacisk 2, prad popty-
nie tak, jak wskazujg strzalki prze-
rywane. Widzimy zatem, ze odbiornik 4 prad przeptywa zawsze

w jednym kierunku.

Transformator 7 posiada indukcyjnos$¢ i wywotuje wskutek tego
przesunigcie fazy pradu wzgle-
dem napigcia, mianowicie prad
opdznia si¢ wzgledem napigcia.
W chwili wigc gdy napigcie
spadnie do zera, warto$¢ pradu
bedzie wigksza od zera. Wy-
kres dla pradu bedzie w da-
nym przypadku inny niz dla

napigcia; otrzymamy tzw. prad tetnigcy (rys. 113).

Dla prostowania pradu troéjfazowego korzystamy z 3 elektrod
dodatnich (rys. 114). Kazda z tych elektrod I, II i III taczymy
z koncami poszczegdlnych faz (pradnicy lub transformatora), elektrode



rteciowg za$ tgczymy z punktem zerowym przez odbiornik 4. Wy-
kres otrzymamy w danym przypadku nastepujacy (rys. 115):

Z chwila gdy pomiedzy I
elektroda i rtecig powstaje luk —
zaczyna ptyna¢ prad z pierwszej
fazy, przedstawiony na rysunku
sinusoidg I. W dalszym ciagu
napigcie na pierwszej elektro-
dzie maleje, a na II wzrasta,
i w pewnej chwili (punkt 4 na
rys. 115) luk z elektrody I prze-
skoczy na elektrode II. W dal-
szym ciagu napigcie na elektro-
dzie Ubedzie malato, a na elek-
trodzie III bedzie wzrastalo, i
w pewnej chwili (B) tuk prze-
skoczy na elektrode III. Otrzy-
mamy w ten sposéb prad tetnig-
cy, ktorego wartosci nigdy do
zera nie spadaja.

Prostowniki rteciowe zy-
skaly szerokie zastosowanie,
zwlaszcza w kolejnictwie elek-
trycznym, i odznaczajg si¢ wy- it
sokg sprawnoscig. Rys. 114

1l

Rys. 115



§ 42

PROSTOWNIK ELEKTROLITYCZNY

Prostownik elektrolityczny albo aluminiowy oparty jest na izo-
lacyjnych wilasnosciach tlenkéw niektorych metali, np. A1203, i sktada
si¢ z jednego lub kilku ogniw; kazde ogniwo zawiera dwie elektrody:

I/n.

Rys. 116

aluminiowg i otowiana, zanurzone w naczyniu
z wodnym rozczynem kwasu siarkowego lub
jeszcze lepiej — zwyczajnej sody (rys. 116).
Gdy potaczymy nastgpnie elektrode Al z ano-
da, za$ elektrode Pb z katoda, wtedy na ano-
dzie wydziela si¢ tlen i tworzy si¢ warstwa
A1203, ktora posiada wlasnosci izolacyjne i
w pewnym stopniu przy niewielkim napigciu
nie przepuszcza pradu.

Gdy przytlaczymy obie elektrody do zrodla pradu zmiennego,
powstanie zjawisko nastgpujace: w ciggu polowy okresu, gdy elektroda
aluminiowa potaczona jest z biegunem ujemnym, prad bedzie prze-
pltywat, gdy za§ w drugiej potowie okresu elektroda ta bedzie pota-
czona z biegunem dodatnim — prad bedzie przerwany.

AL AL Pb

Rys. 117

W celu wyzyskania catego okresu pradu zmiennego obmyslit
rodak nasz Pollak urzadzenie, przedstawione schematycznie na ry-

sunku 117.

Mamy cztery ogniwa polaczone ze soba, jak wskazano na ry-
sunku. Mozemy latwo sprawdzi¢, ze pomig¢dzy punktami A4 i B,



gdzie wlaczony zostal odbiornik, np. akumulator, prad bedzie prze-
plywal w jednym tylko kierunku, mianowicie od A do B. Rzeczy-
wiscie, gdy na zacisku | mamy biegun dodatni, prad bedzie ptynat
w kierunku wskazanym strzatkami cigglymi do punktu C. W punk-
cie C, majac przed soba dwie drogi, prad poptynie, w mys$l wyzej
powiedzianego, przez elektrode otowiana, a zatem do punktu A.
Z tego punktu 4 — majac znéw dwie drogi przed soba, poptynie on
do punktu B, stad za§ przez punkt D wréci do bieguna ujemnego
na zacisku 2.

Zupehie analogicznie wyznaczy¢ mozemy droge pradu w dru-
giej polowie okresu; wskazana jest ona na rysunku strzalkami prze-
rywanymi.

Widzimy zatem, ze urzadzenie powyzsze pozwala na korzystanie
z calego okresu pradu zmiennego.

Sprawnos¢ tego rodzaju prostownikow jest mata (do 25%), za-
chodza tu bowiem znaczne straty na ogrzewanie. Uzyteczne sg one
przy niewielkich mocach, przy wigkszych za$ stajg si¢ nieekonomiczne;
mozna je stosowaé przy niskich napigciach; juz nawet przy napigciu
120 V czgé¢ pradu bedzie przeptywala rowniez przez elektrode alu-
miniowa.

§43J
PROSTOWNIK ELEKTRONOWY

Prostownik ten sklada si¢ z banki szklanej, w ktorej umiesz-
czone sa dwie elektrody: anoda z blaszki wolframowej i katoda
z drucika wolframowego; wewnatrz
banki — préznia. Katoda powinna
by¢ rozzarzona pradem albo z ba-
terii ogniw, albo ze zrédla pradu
zmiennego przez odpowiedni trans-
formator.

Tego rodzaju uktad, nazywa-
ny lampg prostowniczg lub keno-
tronem, moze przepuszczaé prad
tylko w jednym kierunku, miano-
wicie wewnatrz lampy od anody
do katody; prad zewnegtrzny bedzie ptynat od katody do anody.

Na rys. 118 wskazany jest kierunek pradu, ktory powstanie,
gdy lampa prostownicza bedzie wiaczona do sieci prgdu zmiennego.

Rys. 118



A oznacza anode, K — katode, B oznacza zrodlo pradu zarzenia.
W takim obwodzie powstanie prad jednokierunkowy, przerywany
na przecigg potowy okresu. Azeby wykorzysta¢ obie potowy okresu
pradu zmiennego, mozna zastosowaé¢ dwie lampy prostownicze, od-
powiednio je wlaczajac, lub tez uzywaé¢ lampy z dwiema anodami,
podobnie jak w prostowniku rtgciowym.

Spadek napigcia w takiej lampie jest znaczny; uzywa si¢ ich do
wysokich napie¢ i stabych pradow.

Oprécz lamp prostowniczych prézniowych istnieja rowniez lampy
wypelnione wewnatrz argonem o malym cisnieniu (kilka centyme-
row). W takich lampach otrzymuje si¢ mnmiejszy spadek napigcia:
uzywa si¢ ich do napie¢ niskich i pragdow silniejszych, np. do tadowa-
nia akumulatorow. Wytwarza si¢ je tak samo jak lampy prézniowe
z jedng lub z dwiema anodami.

§ 44
PROSTOWNIK TLENKOWY

Prostownik tlenkowy lub kuprytowy sktada si¢ z ptytki mie-
dzianej pokrytej cienka warstwa tlenku miedzi; na te¢ ptytke nato-
zona jest ptytka otowiana i obie te ptytki sa mocno $ci$nigte izolo-
wana $ruba. Dziatanie tego prostownika oparte jest na tym, ze prad,
ptyngc w kierunku od otowiu do miedzi, napotyka w kontakcie opoér
znacznie mniejszy, niz prad plynacy w kierunku od miedzi do otowiu.
Prostownika tego uzywa si¢ przewaznie do niskich napi¢¢ i niewiel-
kich pradow.



PRADY ODKSZTALCONE

§ 45
SZEREG FOURIERA

Prady zmienne spotykane w praktyce — nie majg przebiegu do-
ktadnie sinusoidalnego, chociaz stanowig funkcje okresowo zmienne
w czasie, czasem odbiegaja nawet znacznie od takiego przebiegu.
Prady tego rodzaju bedziemy nazywali prgdami  odksztatco-
nymi. Analize ich najdogodniej Oprze¢ na rozktadaniu takich funkcji
w szeregi Fouriera, gdyz w ten sposob sprowadzamy badanie pra-
doéw odksztalconych do badania pradow sinusoidalnych. Przypom-
nijmy, na czym polega rozkladanie funkcyj w szeregi Fouriera.

Niech bedzie /(x), gdzie x = -ZT;r ZI, jednoznaczna funkcja czasu f,

okresowo zmienna z okresem T; znaczy to, ze wartosci tej funkcji
beda si¢ powtarzaty w odstgpach czasu roznigcych si¢ o okres 7 lub
o catkowitg liczbe okreséw. Oznaczajac przez x dowolng liczbe catl-
kowita, mozemy napisac

}éyi)\= zi”T"u_l_}&nl. :f(ZAtl Lo >l
Zaktadajac--"4 = x, otrzymamy

0%) = fix + “ren

czyli ze wartosci funkcji beda si¢ powtarzaly dla warto$ci x, roz-
nigcych si¢ o calkowita liczbe 2m; w tym przypadku 2m bedzie
okresem.



Wedlug Fouriera

/(x) = Jlo 4- JI" cos x 4- J12c032k 4- JI3co33x 4- ... 4- JI,,co3 nx 4-
4- Bt sin x 4- B2 sin 2x 4- B} sin 3x 4- ... 4- Bnsin nx =
k=n k=n

k COS xX 4- Bk sin'/cx, (1)
k=X k=l

gdzie Jlo, JIm1 ..., An, Bl, ..., Bn sg wielko$ciami stalymi, n za§ moze
by¢ liczba skonczona lub nieskonczona.

Dla znalezienia stalej JIo mnozymy obie strony wzoru (1) przez dx
i calkujemy w granicach od 0 do 21, albo od dowolnej wartosci x
do x 4-21. W ten sposob otrzymamy

20 2.J1 2] 2

Aldx 4 ... 4 | Afecos kxdx + ... + | Bksin kxdx + ...

0 0 0 0
2 2.J

Wszystkie catki okre§lone postaci i JIAco3 kxdx i SBk sin fox dx sq

0 0

zerami, poniewaz ich catki nieokreslone -j- sin Ax i -1- cos kx
K

maja t¢ samg warto$¢ na poczatku i na koncu okresu. Zatem
2 2] 2
" Aodx = 1 dx = 2nJ10;

0 0 0
2.J

"o - @
0

Dla znalezienia kazdego ze spdiczynnikow przy cosinusach mno-
zymy obie strony wzoru (1) przez cos kx i calkujemy jak poprzednio.
Otrzymamy wtedy

20 2. 2.1

cos kxdx 4 ... & A. | cos ix cos kxdx 4-
0 0 0

20 25

k 1 coslkxdx 4 ... 4 B} | sin ixcos kxdx + ...

o 0o



Pierwsza calka jest zerem, co$my juz wyprowadzili poprzednio.
Kazda z calek typu

21 2n
-Jcos ix cos kxdx; (i @K sin ix cos kxdx
0 0

jest rowniez zerem, bo funkcja podcatkowa daje si¢ zamieni¢ na
sume¢ dwoch funkcji trygonometrycznych, a tych calki w rozpatry-
wanych granicach s3, jake$my juz widzieli, zerami.

Otrzymujemy zatem

20
cos kxdx = Akj* cos2 kxdx .

o

Ale
2a 2J 2J 20
I 1+ cos 2/cx I'cos 2 kx dx
cos) kx dx = ) - 1,
0 0 0 0
skad -
Axn,
0
2]
Ak aJ /(x) cos kxdx. 3)

0

Zupemhie tak samo, dla wyznaczenia kazdego ze spdlczynnikoéw
przy sinusach, mnozymy obie strony wzoru (1) przez sin kx i catku-
jemy; wtedy
2
Ii J(x) sin kxdx. 4)
JI

0

Bk

W szeregu Fouriera mozemy potaczy¢ sinusy i cosinusy, ktoérych
argumenty sa te same, piszac jedna tylko funkcje sinusoidalng, za-

kiadaj?c Ak cos kx + Bk sin kx = Fk sin (Jox + ph),

Fk - +

Na tej podstawie szereg Fouriera mozemy poda¢ w postaci
/(%) = Jlo -bFjSin (x+ ipV) + F2sin 2x +y2) + ... +  sin (cx +ipxV  (5)



Sinusoida b\ sin (x + yr) nazywa si¢ glowng sinusoidg albo
glowng falg, lub pierwszqg harmoniczng. Inne sinusoidy nosza
nazwe¢ wyzszych harmonicznych rozpatrywanej funkcji i, w za-
leznosci od wskaznika wielokrotnos$ci argumentu gldwnej sinusoidy,
mowimy w skroceniu druga, trzecia itd. harmoniczna.

§ 46
PRZYPADKI SZCZEGOLNE

1) Krzywa stanowigca wykres rozpatrywanej funkcji jest syme-
tryczna wzgledem osi X w ten sposob, ze potowa fali znajdujgca si¢
pod osig X jest zwierciadlanym odbiciem potowy fali przebiegajacej
nad osig X, przesunietym naprzod o .z (rys. 119).

Rys. 119

W tym przypadku dla dwoch punktow krzywej, ktérych odciete
roznia si¢ o 2zl rzedne beda si¢ roéznity tylko znakami. To znaczy

/(x + 1) = — /(x).

Aby temu zados$¢uczyni¢, w szeregu Fouriera nie powinno by¢
statej Ao, poza tym zginag¢ powinny wyrazy zawierajgce funkcje
trygonometryczne od argumentow stanowigcych parzyste wielokrot-
nosci X. Moga pozosta¢ tylko wyrazy z argumentami o nieparzystych



wielokrotnosciach x, gdyz tylko te wyrazy zmieniaja znak przy za-
mianie X na (x + ;). Zatem w tym przypadku

f(x) = Avcos X + A3 cos 3x + ... + A2A+l cos 2"+ Dz + ... +
+ Besin X + Bisin 3k + ... + B2A+l sin 27r + 1)k + ... =
k=n k=n
= MA+lcos 2/c+ lpx+  B2A+l sin (2/c + 1)x. (6)
k=0 k=0
Przy wyznaczaniu spoiczynnikow wystarczy calkowanie w gra-
nicach od 0 do 7d gdzie funkcja ma ten sam znak, i pomnozenie
rezultatow przez 2. W ten sposob
il i
) 9 r ; 9 }“ . .
A2i | 1=— T1/(X) cos (2/c + Deaedee; B2Attl =—- //(x) sin (2/c+ D)xrik. (7)
0 : 0
2) Krzywa jest symetryczna wzgledem swego poczatku. Jezeli
poczatek osi spotrzednych umie$cimy w punkcie krzywej, gdzie
rzedna réwna jest zeru, to symetria bedzie polegata na tym, ze
dwa punkty krzywej majgce odcigte + x i —x bedg mialy rzedne o tej
samej warto$ci, przy tym znaki Lych rzednych moga by¢ rézne lub
jednakowe; rozpatrzymy wiec dwie mozliwosci:

a) przy zamianie x na —x znak rzednych si¢ zmienia, czyli
/() =

jak to ma miejsce np. dla krzywej na rys. 120.

Teoria pradéw zmiennych 12



W tym przypadku w szeregu Fouriera (1) nie powinno by¢
stalej Jlo oraz wyrazéw zawierajacych cosinusy; otrzymamy wiec
szereg w postaci

/(x) = Bxsin x 4- Bl sin 2x + ... + BAsin kx + ... =

k=n
= Bf sin /x; ®)
k=1
b) przy zamianie x na —x znak rzednych si¢ nie zmienia, czyli
/(-®) = /(»),

jak to np. ma miejsce dla krzywej na rys. 121.

Latwo jest zauwazy¢, ze w tym przypadku w szeregu Fouriera
(1) nie powinno by¢ wyrazéw zawierajacych sinusy; bedziemy wiec
mieli szereg
/(x) = Jlo + At cos x + JI) cos 2x + ... + Akcos kx + ... =
k=n
= Jlo + Ak cos kx. 9)
k=i
3) Krzywa jest symetryczna wzgledem osi X, jak w przy-
padku (1), i wzgledem poczatku krzywej, jak w przypadku 2a.
Wtedy, na zasadzie poprzednich rozumowan, w szeregu Fou-
riera moga pozosta¢ tylko wyrazy zawierajace sinusy argumentOw
stanowigcych nieparzyste wielokrotnosci x, czyli

/(x) = Bux sin k + B3 sin 3k + ... + B2A+1 sin (2/c + 1)k + ... (10)

Poniewaz w tym przypadku mozna podzieli¢ krzywa odpowiada-
jaca jednej fali na 4 jednakowe czgéci o takim samym przebiegu



wigc przy obliczaniu spotczynnikéw wystarczy calkowanie w gra-

nicach od 0 do-"- i mnozenie rezultatu przez 4. W ten sposob

nz2

Bafeti /(X) sin (2/c 4-)tcckr. (11)

8§47
PRZYKLADY

Przyktad 1. Prgd o natezeniu stalym /Zo zmienia okresowo
kierunek (rys. 122).
Zachodzi tu ostatnio rozpatrywany przypadek szczegélny (3); sto-
sujemy zatem wzory (10) i (11)
/(%) = Be sin x 4- B3 sin 3k 4-... 4- Blfttl + x4 ...

2 4
B2HI1 = sin 2fctha:<fc= —Q2A."Ty —cos 2/c+ 1)x

410 Ti @ + D)al
= a4 fl—cos_ —



Ostatecznie

(&) = [ sinX+  sin 3rr4-4- sin 5x4-4-sin 7x 4-... L
Ir ! 71 L 3 ! J

Dana funkcja jest wypadkowa nieskonczonego szeregu sinusoid,

ktorych okresy i amplitudy malejg jak szereg naturalny liczb nie-
parzystych, a poczatek wszystkich jest wspolny. Gtowna fala ma

amplitude 4—75—2 1,3 Zo, trzecia harmoniczna o 0,4 Zo itd.
orn

Przyklad 2. Funkcja zmienia si¢ w sposob trapezoidalny
(rys. 123) miedzy wartosciami —/0 i +Z0. Mamy tu réwniez przypadek
szczegllny trzeci.

Rozpatrujemy ¢wierc¢ fali.

Dla 0 <x <a, (X) = —X;
a /(X) = Zo.

/(X) = By sin x + Bjsin 3x 4- ... 4 B2x+i sin + DR + reo;
s

2 a
Blfer] = % JIF 1) sin (2K 4 Dxdx = if sin (2K 4 V)xdx 4-
0 [1}
I
7
-2 T sin i 4 Dxdx:
51afr '



— #”sin (2/c + Dede =7 — @ sin (2/c 4- Dx dx =

0 0

QA +°f)2a / (2/c 4 1) X sin (2/c + 1) xd [(2/c + D®];

0

zsinzdz = —zcosz+ (C0SZdz= —zcosz+sinZ

S+ Deesin (2c + V)xd [(2lc + 1)®] = (2 + Dee cos (2e + D 4

0
+ sin 2/c + D& =sin 2/c+ 1) a— (2/c+ 1) acos (2/c 4- 1) a;

_7/(x) sin 2fc + Dx dx — 7< v 3<2fc +1)“ a cos (2c 4- Dal
2/c 41

0

2

/(®) sin (2/c 4- Dae dx = [0 sin (2/c 4- Dae dx =

i _ i 2 = 2771 cos(2/c + Da,
e 4.1 cos 2/c4- 1) X

gdyz
cos (2/c 4- N-£-= 0;

Bulel ~ &0 U singpledpha o 4 pyos + BeJ

4 Jo _ 4/0 ,sin 2/c4- 1) a
deaq S @edDa= T ks y

471 47
-Aa hr-<«<<m>++pa’*by-« 77+ ‘1"

4 /sin (2/c4 1)a
12A4-1)

410 ] sinasinX sin3asin3& sin 5a sin S&
ha | P + 32 + 52

470 V'l sin (2/c 4- Da sin (2/c 4- Dz
Ia Qrr1ri1)y



Przyktad 3. Prad wzrasta i maleje proporcjonalnie do czasu
miedzy stalymi warto$ciami =+ /o (rys. 124).
Jest to graniczny przypadek przyktadu poprzedniego, gdy

a=-"-. Z tego powodu, bioragc pod uwage, zZe

sinSa=sin—=1, ...sin (424 Da=sin(4/4 1) =1,

sin (4/ + 3)a= sin (4/4-3)-"= — 1,
bedziemy mieli

8/ ] sinX sin-_3ze sin 5x sin 7x

= e ¥~ + ~51---m- 2 +-="
k=
810 V( 4/esm (2k 4- 1) X
Ar 4- Da

Przykltad 4. Prad zmienny sinusoidalny zmienia swoj kierunek
w drugiej polowie okresu, stajgc si¢ w ten sposodb pradem jednokierun-
kowym — tetnigcym (rys. 125).

Mamy tu przypadek szczegdlny 2b, wiec stosujemy wzor (9)



Rozpatrywana funkcja, majgc warto$¢ najwicksza /ml zmienia
si¢ od zera do /m w sposob nastepujacy:

w granicach od 0 do mc... /(x) = Im sin x,

» \ wome o, 2me... I(x) = Imsin %
Rys. 125
Obliczamy spotczynniki
20
o sin k dx +
2 271
—COS X + + COS K ’
0
2n
Ak = 'T sin % cos k X dx + — Im sin % cos
sin (/c + 1) x — sin dx —
2
— /- sin (c + 1) x — sin (/1 dee
cos (lc + 1)k cos (/e— 1)x
*ime /c+1 T ~-1 o
cos (k + 1k cos (fe—1)x *™
K+ 1 k—T
—cos (c+ 1) COS(/c— 1) 1 |
2n[” k— | mk+1 k-1
1 1 cos (o + 1)IC  cos (lc— 1)nl
| -7 /c+1 K—
L 1 1 COS (e + 1);m  cos (/

~-17



dla x nieparzystego
cos (fc + 1)m = cos (/c— )n = 1,

wtedy, co latwo zauwazyc,

A=0;
dla x parzystego
cos (/c4- 1)m = cos m = —1,
cos (c— I)m = cos (—m) = —1,
wtedy
JT 2 2 " 2ZW (/c-1)-(/c+ 1) 4 Im 1
* al/c+ 1 /ce-13 u ' (/ctl) (/e-1) o * kil
kY
Rys. 126

Podstawiajgc wartosci Jlo i A4k do wzoru na rozpatrywang
funkcje, otrzymamy

2 2 o
1.3 cos 2 x 35 cosAx—?icong—

Jezeli mamy prad tetnigey, ktorego warto$ci zmieniaja si¢ nie
od 0 do Im, lecz od Zo do Iml gdzie Zo > 0 (rys. 126), wowczas dla

znalezienia funkcji przedstawionej krzywa pradu trzeba tylko do
poprzedniego wzoru dodaé /Jo.



§ 48
ANALIZA KRZYWYCH

W rozpatrywa-
nych przykladach
wyzsze harmonicz-
ne wywierajg coraz
mniejszy wplyw na
ksztalt krzywej, tak
ze uwzgledniajac tyl-
ko niewielkg ilos¢
harmonicznych, o-
trzymamy wzgled-
nie znaczng doklad-
nos¢. W praktyce
uwzgledniamy nayj-
czgsciej harmonicz-
ne do dziewiatej wig-
cznie.

Bardzo wazny
ze wzgledu na ksztalt
krzywej jest znak
trzeciej harmonicz-
nej; jezeli jest do-
datni, to krzywa
ma wierzchotki ste-
pione w stosunku
do pierwszej harmo-
nicznej, jezeli jest
ujemny, to wierz-
cholki sa zaostrzo-
ne. Zupehie odwro-
tnie wplywa znak
piatej  harmonicz-
nej.

Na rys. 127 u-
widoczniony  jest
wpltyw tych harmo-
nicznych na ksztatt
krzywe;j.



Rownania tych krzywych sg nastepujace:
I y= Imsink
I g= Insin X+ -i- Im sin3s),

I y = Imsin X—i- In sin3e,

IV y = Im sin X + -i- Iw sin5g,

V  y=/InsinX -Im sin 5a?.

Jest bardzo wiele sposobow analizy krzywych. Rozpatrzymy tu
trzy metody.

Pierwsza, ktéra mozna nazwa¢ metoda arytmetyczng, polega
na tym, ze calki, przez ktére wyrazone sg spotczynniki w szeregu
Fouriera, obliczamy w przyblizeniu; w tym celu na wykresie, na osi
odcietych, dzielimy caty okres 21 na dowolng, zwykle parzysta liczbe n

A

rownych czesci; kazda wyniesie wigc — = Aa?; dla punktow podz%aiu,
ktorych odcigte beda
0, Aa;, 2Az, .., znAz, .., (n—1)Ax,
znajdujemy z wykresu odpowiednie rzedne
Yoi Vii Va--Ym' e Vi-1)

rzedne te nalezy bra¢ z wlasciwym znakiem; jezeli poczatek
spolrzednych wezmiemy w punkcie, gdzie krzywa przecina o$ od-
cietych, to . 0

Wyraz staly w szeregu Fouriera

20

~AQ =9 / dx
&7 JfA

i 0

znajdujemy jako S$rednia powyzszych rzednych, zastepujac w ten
sposOb wzor $cisty wzorem przyblizonym

a0=1T"-" |

m=0



Na rozpatrywanym wykresie odcigte mAx odpowiadajg w szeregu
Fouriera odcietym x| rzgdne ym odpowiadaja wartosci /(3k); zamie-
niajac we wzorach (3) i (4) (§45), dla przyblizonych obliczen, catki
przez odpowiednie sumy, otrzymamy dla wspotczynnikéw przy cosi-
nusach i sinusach/c-tej harmonicznej w szeregu Fouriera (1) (§45):

1 x=2n T=5-1
Af = — /(x) cos kx = — VY2 cos km Ax,
x=0 m=0
1 x=2x
BkZWI{XAf{x}sinkJCI 21t Ymsinkm Ax
m=10
albo
A =% Yo + Vi coskz—JI + 2 cos?’cz—n+ .. T
+ ym cos m}’cz—JI + ... + yk-\ cos %n— %Ikg ; (12)
Bk = Vism k— + y2 sin 2/c— + ... +
sin 2% b Tem i I2EL )

Majac te wzory, obliczymy wspodlczynniki dowolnej harmonicz-
nej; nastepnie znajdujemy warto§¢ maksymalng poszukiwanej har-
monicznej ze wzoru

Er_

oraz kat przesunigcia fazy ze wzoru

tg Vk = -1

Im wigksza bedzie liczba n punktéw podziatu jednego okresu,
tym S$cislejszy otrzymamy z obliczen rezultat.

Druga metoda analizy krzywych, ktora tu rozpatrzymy, stanowi
wykreslny sposob podany przez Rothe go.

Majac wykres badanej krzywej, postepujemy jak poprzednio:
dzielimy caly okres na dowolna catkowita liczbe, najlepiej parzysta, n
rownych czgéci; znajdujemy z wykresu rzedne odpowiadajace punk-
tom podziatu:

0, — 2. —, o
n n n
niech rzgedne te beda:

Yo- Vi, V2 1> Vn-i-



Robimy teraz nastepujacy wykres: z dowolnego punktu jako
srodka przeprowadzamy promien podstawowy w dowolnym kierunku,

np. poziomym, oraz n— | promieni pod katami — 2.— ..,
n

n

(n — 1) —, odmierzonymi od promienia podstawowego. Na rys. 128

n=24, —= 15°
n

Chcac znalez¢ warto$¢ maksymalna dowolnej, np. k-tej, harmo-
nicznej, odktadamy na przeprowadzonych promieniach pod katami 0,

K- 2k7, vy (n— 1) K— znalezione poprzednio rzedne yO0,

Rys. 128

Vu Vn-i, uwzgledniajac
przy tym znaki tych rzed-
nych w taki sposob, ze
warto$ciom dodatnim da-
jemy kierunek od $rodka
O, warto$ciom ujemnym
za§ kierunek przeciwny.
Otrzymane w ten sposob
wektory dodajemy do sie-
bie geometrycznie i sume

te dzielimy przez re-

zultat daje nam warto$¢
maksymalng k-tej harmo-
nicznej.

Rzeczywiscie, suma
geometryczna rozpatrywa-

nych odcinkéw moze by¢ wyrazona symbolicznie w postaci

201 , 20

- 20

— Yo+ ViRl 7 + Vee! n + e+ Vn-ie'n n

albo

Sfe = Yo + VI cos k—+ t/) cos 2k—4- ... 4- y,,-xcos (n —1)xk—4

yx sin k— + 2 sin Zk —4- ... + yn-i sin (n — 1) k —

I

Uwzgledniajac wzory (12) i (13) widzimy, ze czg$¢ rzeczywista



ostatniego wyrazu stanowi — Ak, cze$¢ za§ urojona 2L Bk; wobec

tee0 S =Auar +5 By

Oznaczajac przez ipk kat, ktory tworzy z promieniem pod-
stawowym, bedziemy mieli
Sk (cos gx + jsiny = 2L (otA + / Bk\

Warto$§¢ maksymalna /i-tej harmonicznej w szeregu podanym
we wzorze (5) bedzie

|12H

kat przesunigcia fazy tej harmonicznej znajdujemy ze wzoru
. A
tgVi- ch_

Ak stanowi rzut znalezionej sumy Sk na o$ odcietych (promien podsta-
wowy), Bk—rzut tejze sumy na o$ rzednych (prostopadla do pro-
mienia podstawowego).

Trzecig metode, ktéra tu podajemy, stanowi sposoéb Fischer-
Hinnena. Oparty on jest na nastepujacym twierdzeniu: sumy

sin X + sin (kx + a) + sin (x + 2a) + ... +sin [x + (p — 1) a],
cos x + cos (kK + a) + cos'(’k + 2a) + ... +cos [xk+ (p— 1)a],

gdzie

przy czym Kip oznaczaja liczby calkowite, sg rowne p sin x| wzgle-
dnie p coste, jezeli LS jest liczba catkowita, a réwnajg si¢ zeru, jezeli
K P

—jest ulamkiem. Ten ostatni przypadek byt rozpatrzony w twier-

dzeniu o sumie wartosci chwilowych wielkos$ci uktadu wielofazowego
symetrycznego w § 23, pozostaje wigc do rozpatrzenia przypadek,

gdy L. jest liczba catkowita.



Woéwczas, zakladajac K m, gdzie m jest liczba catkowita,
bedziemy mieli ¢ =------- = ?mu 1 rozpatrywana suma SinusoOw

bedzie
sin X 4- sin (x + 2ma) + sin (x + 4mrc) + ... + sin [k 4-
4- (p— 1) 2rTc] = sin x + sin ® + sin x + ... 4- sin % = p sin x;

w sposob analogiczny znajdziemy, ze suma cosinusow rowna si¢ p cos x.

Sposob Fischer-Hinnena rozpatrzymy najpierw w przypad-
ku, gdy krzywa jest symetryczna wzgledem osi odcigtych (rys. 129);
wtedy szereg Fouriera posiada, jak wiadomo, tylko nieparzyste har-
moniczne; wedlug wzoru (6)

/(x) = At cos x + Bt sin x + .43 cos 3x + B3 sin 3k 4- ...

Ale+1 cos (2/c + 1)x + Blfe+! sin (2/c 4- 1) x (14)

Ograniczymy liczb¢ harmonicznych do dziewiatej wlacznie.

Najpierw wybieramy poczatek osi wspotrzednych w dowolnym
punkcie O na osi X (osi symetrii rozpatrywanej krzywej). Przypusémy,
ze od dowolnego punktu M na osi X, ktérego odcigta jest x, odlozymy
na tejze osi MM’ = 21¢, niech rzedna krzywej odpowiadajgca punk-
towi M bedzie y’, wtedy

At cos x 4- Bt sin x 4- A3 cos 3x 4- B3 sin 3x 4- ... 4
4- Ag cos 9% 4- BY sin 9k = y". (15)



Podzielmy MM’ na 3 réwne czgéci i niech y’, y" y'" oznaczaja
rzedne w punktach podziatu, ktorych odcigte stanowia x, x + a,

X 4- 2a, gdzie a = -7,-. Te same wartosci rzednych musimy otrzymac,
zaktadajac we wzorze (14) zamiast x kolejno %, x 4- a, x 4- 2a. Ozna-
czajagc sume
Vi+ V" + V"= 83
bedziemy mieli
Ax [cos x + cos (x + a) + cos (kx + 2a)] + Bx [sin k 4- sin (x + a) +
4- sin (x 4- 2a)] 4- A3 [cos 3k + cos (3x + 3a) + cos 3k + Oa)] 4
4- B3 [sin 3x 4- sin (3x 4- 3a) 4- sin (3x 4- 6a)] 4- ... 4-
4- A9 [cos 9k 4- cos (9x 4- 9 a) 4- cos (9x 4- 18 a)] 4- BY [sin 9x 4-
4- sin (9% 4- 9a) 4- sin (9% 4- 18a)] = S3.
Na podstawie poprzednio wyprowadzonego twierdzenia, dla

2n
a = —/— otrzymamy

3J13 cos 3x 4- 3BJ3 sin 3k 4- 3J19 cos 9x 4- 3BY sin 9k = <§3.  (16)

Nastepnie dzielimy ten sam odcinek MM’ na 5 rownych czegscl,
odmierzamy rzgdne w punktach podzialu x, x 4- a, x 4- 2a, x 4- 3a,

2 .
Xk 4- 4a, gdzie a = . Korzystajac z wzoru (14) i biorac sume rzed-
nych, ktorg oznaczymy przez S5 otrzymamy jak poprzednio

5J16 cos 5x 4- 5B6 sin 5x = S3. (17)

Dzielac nastgpnie MM’ na 7, a wreszcie na 9 réwnych czgsci,

otrzymarny 7A47 cos 7x + 7B] sin Tx = S7I (18)

9J19 cos 9x 4- 9BY sin 9x = S9, (19)

gdzie S7 1 SY oznaczaja sumy siedmiu i dziewigciu rzednych w odpo-
wiednich punktach podziatu.

Pig¢ wzorow 15, 16, 17, 18 i 19 zawiera 10 niewiadomych
spotczynnikéw A4 i B, dla znalezienia ktérych potrzeba 10 nieza-
leznych od siebie rownan. Rownania te mozemy z tatwoscig ulozy¢,
przeprowadzajac obliczenia dla dwdch rozmaitych wartosci x; w tym

przypadku najdogodniej zatozy¢ najpierw x = 0, nastepnie x =

Jezeli dla x = 0 oznaczymy rzedng przez yX za§ sumy S3, S5, S7, SY



odpowiednio przez y3, y5/ y7l y§; nastgpnie dla x = — oznaczymy
rzedna przez yx i sumy odpowiednio przez t/3', y5’ y7% 19’ wtedy
z powyzszych wzoréw otrzymamy dla x = 0
w1 + o1 + AJ + A7 + A8 — ytl
3J13 + 3J18 = /3,

5JI6 = ysl
YAl = y7l
9JIn = Zlg,

dla® = -

BL—B3}+ B5— BT+ 13§ = y2",

3B} + oB§ = V3,
IBS= Vo !
I1B7 = yT,
JBg= V0,

skad od razu znajdujemy wartosci poszukiwanych wspolczynnikow.
Sposob postepowania w przypadku krzywej symetrycznej wzgle-
dem osi odcigtych bedzie wigc nastepujacy: bierzemy dowolny punkt
na osi X jako poczatek wspotrzednych; od tego punktu (x = 0) odkta-
damy na osi X odcinek réwny 25, odpowiadajacy jednemu okresowi;
odmierzamy rzedng krzywej na poczatku wspotrzednych yx; nastepnie
dzielimy odcinek kolejno na 3, 5, 7 i 9 rownych czesci, odmierzajac
za kazdym razem odpowiednie rzedne i sumujac je przy uwzglednie-
niu znakow tych rzednych; w ten sposdb znajdujemy y3, 76, y7, 29,
nastepnie przesuwamy si¢ na osi X od poczatku wspotrzednych o
okresu Cx = i postepujemy w sposob analogiczny, wyznaczajac

Wi ¥»\ Usi Vi'v Yy - Znalezione warto$ci podstawiamy do ukladu row-
nan i rozwigzujemy te réwnania; obliczone warto$ci wspotczynnikow
A 1 B podstawiamy do wzoru (14), ktory okresli badanag krzywa.
W przypadku ogélnym, gdy badana krzywa nie wykazuje sy-
metrii, musimy przede wszystkim stwierdzi¢, czy saereg Fouriera (1),
okreslajacy poszukiwang funkcje, zawiera statg Jlo, ktorag si¢ oblicza

ze wzoru (2)

25 20

a0 —-o 7 ff dx = Y430’



wyraz ten stanowi $rednig rzedng wszystkich punktow krzywe;,
zawartych pomiedzy >x=O0 i x = 2;m, a wiec w granicach calego
okresu; poniewaz w jednej czgsci okresu rzedne sa dodatnie, w dru-
giej ujemne, przeto w rezultacie dla ogodlnej sredniej otrzymamy albo
wielko$¢ dodatnig, albo wielko$¢ ujemna, albo zero. Praktycznie takg
srednig mozemy znalez¢ dzielac okres od dowolnego punktu na osi X
(np. od X = 0 do x = 2) na mniejsza lub wigksza liczbg czesci, w za-
leznosci od stopnia odksztalcenia krzywej; nastepnie odmierzamy
wszystkie rzedne odpowiadajace punktom podziatu, obliczamy ich
sume¢ z uwzglednieniem znakéw, wreszcie dzielimy t¢ sume przez
liczbe rzednych; otrzymany w ten sposob rezultat da nam Jlo. Jezeli
JIo nie begdzie réwne zeru (praktycznie — bliskie zeru), wtedy, przesu-
wajac o§ odcietych rownolegle na odleglo$¢ rowng Jlo w strong do-
datnia lub ujemng, w zalezno$ci od znaku Ao otrzymamy nowe osie
wspotrzednych, wzgledem ktorych odcigte krzywej pozostang te same,
wszystkie za$ rzedne beda zmniejszone o JIo. W ten sposéb w nowym
uktadzie wspotrzednych w szeregu Fouriera pozbedziemy sie wy-
razu stalego.

Na rys. 130 pokazana jest taka krzywa niesymetryczna; w jed-
nej potowie okresu, gdzie rzedne sg dodatnie, mamy przebieg inny
anizeli w drugiej potowie, gdzie rzgdne sg ujemne; $rednia wszystkich
rzednych odpowiadajacych jednemu okresowi wynosi 00’ = Jlo; wy-
padla ona w tym przypadku dodatnia. Po przeniesieniu osi OX do
potozenia O'X’ otrzymujemy nowy uktad wspotrzednych O X", O'Y,
wzgledem ktérego rozpatrywana krzywa okre§lona bedzie szeregiem
Fouriera, zawierajagcym wylacznie cosinusy i sinusy.

Znalezienie S$redniej rzednej, czyli Jlo, moze by¢ uskutecznione
jeszcze lepiej za pomoca planimetru (przyrzadu do okreslenia pola
powierzchni). Rozpatrujac bowiem wyraz

21
S
jx = 91— ygT
0

i biorgc poczatek spotrzednych (x = 0) w punkcie przecigcia sie
krzywej z osig X, od ktérego zaczynajac rzedne krzywej przyjmuja
warto$ci dodatnie, bedziemy mieli

271 JI 2J1

ydx ="ydx +Jyvdx= —82

gdzie Sx oznacza pole powierzchni zawartej pomiedzy krzywa i osig X
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w granicach x = 0 i x = m, za§ S? — pole powierzchni ograniczonej
krzywa i1 osia X w granicach x = nc i x = 2m;, wyraz S] wzigty ze
znakiem —, poniewaz w rozpatrywanych tutaj granicach wszystkie
rzedne krzywej beda ujemne. Jezeli wigc za pomocg planimetru
okreslimy pola ST i S2, to dla znalezienia Ao trzeba rdéznicg tych
wartos$ci podzieli¢ przez 2n. Jasne jest, ze po przesunigciu osi X do

potozenia ®'X pola powierzchni odpowiadajgce dodatnim i ujem-
nym rzednym krzywej beda sobie rowne; na rys. 130 pola te sg za-
kreskowane.

Przystgpujac do analizy krzywej nie zawierajacej w szeregu
Fouriera stalej Jlo, musimy znalez¢ wspotczynniki przy cosinusach
i sinusach wszystkich harmonicznych, zaréwno nieparzystych jak
i parzystych. Ograniczymy i w tym przypadku liczb¢ harmonicz-
nych do dziewiatej wlacznie. Ustaliwszy w dowolnym punkcie na
osi odcigtych poczatek osi wspotrzednych, odktadamy od dowolnego
punktu na tej osi z odcieta x odcinek réwny 21. Odcinek ten dzielimy
kolejno na 2, 3, 4...9 rownych czgéci, odmierzamy rzedne krzywej



w punktach podzialu i obliczamy odpowiednie sumy rzednych
z uwzglednieniem znakow rzednych. Oznaczajac przez rzedng
krzywej dla odcietej x| za§ przez S2, S3... S4 sumy rzednych odpo-
wiadajacych 2, 3...9 dziatkom, otrzymamy, rozumujac tak samo jak
w poprzednio rozpatrzonym przypadku, nastgpujace wzory:

Al cosx + Btsin X + .42 coS 2X + B2 sin 2x 4- ... + JI9 cos 9x 4-
+ B9sin 9X =

2J12 cos 2k 4- 2B sin 2x 4- 2J14 cos 4x 4- 2B4 sin 4x 4-
4- 2J16 cos 6xx + 2B6 sin 6k + 2JI8 cos 8x 4- 2B§ sin Sx = S2,

3J13 cos 3x 4- 3B3J sin 3x + 3 JIs cos 6x 4-
+ 3BS$ sin 6:x + 3J19 cos 9% + 3BY sin 9% = S3,

4 J14 cos 4x 4- 4B4 sin 4x 4- 4 JI8 cos8 x 4- 4B8 sin 8x = S4,
5JI5 cos Sk 4- 5BS sin Sx = S5,
6J18 cos 6k 4- 6B6 sin 65k = B,
7 J17 cos 7x«d- TB7sin 7% = S7,
8JI8 cos 8x 4- 8B§ sin 8x = B8,
9J19 cos 9k 4- 9BY sin 9x = S9.

Dla znalezienia wspotczynnikéw JI i B musimy utozy¢ 18 row-
nan niezaleznych. Najpierw bierzemy x = 0, to znaczy wybieramy
pierwszy punkt podziatu w poczatku wspotrzednych; oznaczajac
rzedna krzywej w tym punkcie przez y/t sumy rzednych za$ przy
kolejnych dzieleniach w tym przypadku przez y2l y3l .... y9) otrzy-
mamy z powyzszych wzorow:

Jhi4- A24-J13 4- ... 4 J19 = yX
JI2 4- J14 4- JIg 4- JI8 = ,
Az 4- JI6 4- JIg =

A 4 T8 =

a V5
"5"

Ax— ¥



A-@)v

skad okre$lamy wszystkie wspotczynniki A.
Dla znalezienia wspotczynnikow B musimy dac¢ @ jakakolwiek
inng warto$¢, ale taka, aby te wspotczynniki pozostaty we wzorach,

czyli aby zaden z sinusow nie stat si¢ rownym zeru (dla x = jak
to czyniliSmy w poprzednim przypadku, zgingtyby we wzorach wspot-

czynniki B z parzystymi indeksami). OczywiScie, dogodniej jest daé
dla @ warto$¢ taka, aby ona stanowila .z podzielone przez liczbg calko-

wita wigksza niz 9, np. lub Odmierzajac od nowego punktu

odcietej odcinek rowny 2m i postepujac jak poprzednio, otrzymamy
jeszcze 9 roéwnan dla znalezienia wspolczynnikow B.

§ 49
NAKEADANIE SIE PRADOW ODKSZTALCONYCH

Wiadomo, ze suma dwoéch pradow sinusoidalnych o jednakowe;j
czestotliwosci jest rowniez prgdem sinusoidalnym o tej samej czesto-
tliwosci. Oznaczmy wartosci chwilowe dwoch pradow przez i t2,
ich amplitudy przez Zlm i Il katy przesunigcia faz tych pradow
wzgledem wspolnego napigcia przez x i y2. Prad wypadkowy stano-
wigcy ich sume¢ niech ma warto$¢ chwilowg i oraz amplitude /m; kat
przesuniecia fazy tego pradu wypadkowego wzgledem napigcia
oznaczmy przez y, za$ pulsacje pradéw — przez co. Wtedy mamy

th= sin ol + ™M 4 = Um sin V°l + Y2);
i = Imsin (col + y); i— 2\ + 12
Nastegpnie
Uw sin (coZ + yx) + L2n sin (coZ + y2) = Zwsin (coZ + y);
Um COS @I S*n 601 + Um cos <p2 sin (07 + Zlm sin (pt COS O)¢ +
+ Iln sin 2 cos coZ =  sin col cos y + Im cos col siny.



4 (ZIm COS (px + Z2w cos <p2 — Im cos y) sin tot +
+ (Zlm sin <x + L2 sin g2 — Im sin y)) COS 0)1= 0.
Poniewaz réwnos$¢ ta zachodzi dla wszystkich wartosci ¢, wigc

e
powinno byc Jon COS VI + e cos Va— Fe cos v =3

lim sin Vi + zw sin <) — Im sin p = 0,
skad

Imcos V= Jimcos Vi + lamcos Vai L sin V = am sin Vi + am sin Var
Podnoszac oba ostatnie rownania do kwadratu i dodajac stro-
nami, znajdziemy

/2m = ;izm + 2 Am am cos kVI ~ vs2) + Il

£ — vAm? + 2 Am Am cos (V1 ~ VA« ave it

dzielac za§ drugie rownanie przez pierwsze, otrzymamy
ZIn sin <x + Z2n sin y?
V= i oS (px + Z7COS <2
W ten sposob znalezliSmy amplitude i kat przesunigcia fazy

pradu wypadkowego.
Jezeli amplitudy pradow skladowych sa jednakowe

Iim= wtedy
L = V2/J1+ 2Am cos —y2) = Imn V2[1 + cos {(px—<2) ]=
=2 /lm cos Vi—Va
2sin"™lt="cos™ X2
tgw - (Sm Vi + Sm = - 2 tgh + 99a
kV Ll (cos < + cos ¢2) . <y + <T2 <Tl — <Pu 2
Uuus—  —eus—

Poniewaz katy <x i y)2 zawarte sg w granicach +90°, przeto
kat o nie moze przekroczy¢ +90°, wobec czego

Zanim rozpatrzymy naktadanie si¢ dwoch jednakowych pradéow
odksztalconych, wyjasnimy nastepujace zagadnienie. Majac dwie



jednakowe krzywe odksztalcone, dajace wykresy dwoch funkcji okre-
sowo zmiennych, przesunietych wzgledem siebie w fazie o kat a,
i bioragc na pierwszej krzywej dowolny punkt z odcieta x, bedziemy
mieli na drugiej krzywej odpowiedni punkt z odcigta x — a; wowczas
dla rzgdnych tych punktéw, czyli dla /(x) i /(x —a), ktére ozna-
czymy przez yv i 1/2, stosujgc szereg Fouriera w postaci wzoru (5)
z § 45, otrzymamy

Y1 = Jlo + Fxsin (x + V1) + ... 4 Fksin (k + pA)
yl=> Ao 4  sin (k — a 4- ya) 4- ... 4 Flsin [k(x — a) + yA] =
— Ao + Ftsin (k + —a) + ... + Fksin (kx + gk — Kk a).
Zakladajac x = co/, bedziemy mieli
t/i = Ao + Fxsin (to/ +y3) + ... 4 Fksin (xco/ 4- yn) (20)
vyl = Ao + FTsin (co/ 4- y3 — a) ... 4 Fksin (kto/ 4- iPk— "a)-  (21)

Z tych wzoréw wynika, ze dowolna k-ta harmoniczna drugiej
funkcji jest przesunigta w fazie wzgledem takiejze harmonicznej
pierwszej funkcji o kat xa. We wzorach powyzszych Fk stanowi
warto$¢ maksymalng k-tej harmonicznej. Latwo mozna zauwazy¢,
ze gdy ka stanowi catkowita wielokrotnos¢ 21, wowczas k-te harmo-
niczne w obu funkcjach bgda ze sobg w fazie.

Rozpatrzmy teraz dwa jednakowe prady odksztatcone, przesu-
niete wzgledem siebie w fazie o kat a; rozumiemy pod tym, ze o kat
a s3 przesunicte wzgledem siebie w fazie pierwsze harmoniczne;
inne harmoniczne bedg wowczas przesunigte w fazie o katy 2 a, 3a, ka.
Wartosci maksymalne, wzglednie warto$ci skuteczne odpowiednich
harmonicznych beda sobie rowne.

Oznaczajac przez ilk oraz i2k warto$ci chwilowe k-tej harmo-
nicznej natgzenia obu pradéw, zas przez Zkm ich warto$ci maksymalne,
bedziemy mieli na podstawie poprzednich rozumowan

itk= 7"sin lko)l + 9%, Yk = JIt8In lko)l + <Pk —ka

gdzie <k oznacza kgt przesunigcia fazy wzgledem tej samej harmo-
nicznej napigcia.

Suma tych dwoéch harmonicznych da nam sinusoid¢ o tej samej
czestotliwosci; warto§¢ maksymalna 7'%m i kat przesuniecia fazy ik
tej sinusoidy beda na podstawie wyzej wyprowadzonych wzoréw

r/ o7 ka . ka

1L km = ~em COS i Vk= <Pk--">



bedzie to wigc harmoniczna prgdu wypadkowego
ix = itk + Yx = 2JI™ cos-" sin (kail ka \

W szczegolnym przypadku harmoniczne pradow sktadowych
moga si¢ znosi¢ i prad wypadkowy bedzie wowczas pozbawiony od-
powiedniej harmonicznej. Mianowicie, gdy

Zkm= ()/\}kmcoa—%= B evh cosn-= 0, k= f(i,, - —ﬂy,

gdzie m oznacza liczbg¢ catkowitg.
Odpowiednia harmoniczna pradu wypadkowego osiggnie naj-
wicksza warto§¢ maksymalng, gdy

ka

- a )
coy— = +1;, —Tr=ma a=——--

2 K

§ 50
WSPOLCZYNNIK KSZTALTU I WSPOLCZYNNIK SZCZYTU

Wspotczynnikiem ksztattu krzywej, przedstawiajacej przebieg
w czasie funkcji okresowo zmienne] nazywamy stosunek wartosci
skutecznej do wartosci sredniej rozpatrywanej funkcji:
Y
8k= Y§ !

Wartos¢ skuteczna jest okre$lona wzorem
% 21
Y= V2(ix,
21t
0

ln
Ifs :%i [choc,'
‘0

wartos¢ Srednia zas

w przypadkach szczegdlnych, gdy mamy przebiegi symetryczne, roz-
patrujemy tylko cze$¢ krzywej, odpowiadajaca % lub /4 okresu.

Wspotczynnikiem szczytu krzywej, przedstawiajacej przebieg
w czasie funkcji okresowo zmiennej, nazywamy stosunek wartosci
najwickszej do wartosci skutecznej tej funkcji:



Okreslimy te wspotczynniki dla niektoérych przebiegow:
a) Sinusoida (rozpatrujemy 1/4 okresu).

b) Przebieg prostokqtny, to jest funkcja zmieniajaca si¢
w ten sposéb, ze w ciggu kazdego poédlokresu wartos¢ funkcji jest
stala, po czym zmienia znak, zachowujac t¢ samg warto$¢ bezwzgle-
dna (rys. 131).

Latwo zauwazy¢, ze zar6wno warto$¢ skuteczna jak i wartosé
srednia sg réwne sobie i rowne warto$ci najwigkszej rozpatrywanej

funkcji: y=Y =Y

wobec tego



¢) Przebieg trojkgtny. Jest to funkcja zmieniajgca sie” li-
niowo miedzy dwiema warto$ciami. Przeprowadzamy o$§ X jako o$
symetrii, wobec czego bezwzgledne wartosci najwicksze beda sobie
rowne (rys. 132).

Rozpatrujemy /4 okresu.

i m2-4 2



Zwracamy uwagg, ze krzywa plaska ma wspolczynniki mniejsze,
krzywa ostra wigksze niz sinusoida.

§ 51
WARTOSC SKUTECZNA PRADU ODKSZTALCONEGO

Jak wiadomo, warto$cia skuteczng funkcji okresowo zmiennej
nazywamy wyrazenie
/ 2n

Y=L 9" rndx

0

Dla pradu zmiennego odksztatconego bez skladowej stalej mamy
k=n

V= " cos "x +  sin AxY
k=X
Jezeli t¢ sume podniesiemy do kwadratu, otrzymamy sume¢ wy-
razO6w nastepujacych postaci:
AN cOS) kx;  2AML Bficos kx sin kx;  Bsxnkx;
4fed, cos kx cos Ix; Ah B cos kx sin Ix; Bk Btsin kx sin /x.



Catka sumy réwna si¢ sumie catek, wigc pod pierwiastkiem

otrzymamy sume catek wyrazéw tych postaci, wzietych w granicach
od 0 do 2m. Ale

21 20
sin Joc cos doc de = ~7°08 ko cos Lx dx = 0;
0 0

20 201
Jsin kx sin Ix dx = 0; _f<cos kx sin Ix dx = 0;

0 0

pozostang zatem jedynie wyrazenia postaci

20

2
J* Ak] cos? kx dx = TtAf2, Bl sinl kx dx = mcB".

0 0
Wobec tego
) 1
A cos kx + Bksin /c®) dx =
0 0
o k=n 3
A=1
Szereg feen
y = (-Ak cos kx + Bk sin kx)
k=l
mozemy tez przedstawi¢ w postaci
k=n
y = LT sin (/er 4- <PHY
k=)

gdzie
F? - A? +Blly,
W ten sposob dla warto$ci skutecznej otrzymujemy

>=1/4L£~~w+R2) —1/4£

k=l h=l



Ale warto$¢ skuteczna funkcji sinusoidalnej, a wigc kazdej har-
monicznej funkcji odksztatconej, rowna si¢ warto$ci maksymalnej

tej harmonicznej podzielonej przez y2, czyli
Yy =-V%—; 21J1 = Il,:

wiec ostatecznie

Y=1/4Ey--1/i-1Z  1/Syl

Wartos¢ skuteczna funkcji odksztalconej, okresowo
zmiennej w czasie, rOwna si¢ pierwiastkowi kwadrato-
wemu z sumy kwadratow wartos$ci skutecznych wszyst-
kich harmonicznych tej funkcji.

Tak np. dla napigcia

U-1/£ U\ + 17% + 17% + ... +"T7L,; (22)

dla pradu
I -\ £ =3/% +/%+ /% + ... +/%. (23)

Stosunek wartos$ci skutecznej funkcji odksztalconej do wartosci
skutecznej gtownej fali stanowi wspolczynnik odksztalcenia tej funkcji ;
oznaczajac go przez s, mamy

V. VM2 1"%+ .o+ Y
S- Vi Vi

§ 52
OBWOD PRADU ODKSZTALCONEGO

Rozpatrujac cze$¢ obwodu, w ktorym mamy napiecie u = Usinait
oraz w szereg polaczone opornosci: rzeczywista, indukcyjng
1 pojemnos$ciowsg, wiemy, ze powstanie prad ustalony o natg¢zeniu

i = Imsin (cof —y);
przy czym u

1/No+ oL L)



W przypadku, gdy w takim obwodzie mamy napigcie o prze-
biegu odksztalconym, rozumujemy w sposob nastepujacy. Napigcie
takie sklada si¢ z szeregu harmonicznych o przebiegu sinusoidal-
nym, o réznych amplitudach i czgstotliwosciach. Wobec niezalez-
no$ci pradow plynacych w jednym obwodzie kazda harmoniczna
napiecia daje niezaleznie od innych prad o przebiegu sinusoidalnym
o czestotliwosci tej samej co powodujace go napiecie. Wszystkie te
prady, dodajac si¢, tworza prad wypadkowy, odksztalcony, przy
czym poszczegbdlne prady beda harmonicznymi. Poniewaz czestotli-
wo$¢ harmonicznej rzedu x jest x razy wicksza od czestotliwosci
pradu pierwszej harmonicznej, wiec

Zbadajmy, jakie warunki muszg by¢ spelnione, aby wptywy
samoindukcji i pojemnosci znosily si¢ wzajemnie dla danej harmo-
nicznej, czyli zeby dana harmoniczna dawala rezonans napi¢¢. Be-
dzie to wtedy, gdy

keol —op, =0 hmL = g5

/cVLC=1; LC =

albo jeszcze

k= l—
wYLC
lub
I; 1
2J1/VLC'

Widzimy, ze rezonans moze zachodzi¢ wylacznie dla jednej har-
monicznej na raz, i to tylko wtedy, kiedy speliony jest warunek

1
/22002

Jezeli dla danej harmonicznej zachodzi rezonans napigé, to dla
tej harmonicznej oporno$¢ pozorna staje si¢ najmniejsza i roOwng
opornosci rzeczywistej, a wigc natgzenie pradu tej harmonicznej

LC =



bedzie najwicksze; inaczej, wplyw danej harmonicznej napigcia na
prad wypadkowy poteguje sie. To zjawisko pozwala nam wyodreb-
nia¢ w badaniu poszczegélne harmoniczne napigcia.

Ze wzoru (24) mozemy zbadaé, jaki wpltyw na ksztalt krzywej
pradu odksztatlconego wywieraja indukcyjno$¢ i pojemnos$¢. Miano-
wicie, jezeli w obwodzie, w ktérym dziata napigcie o przebiegu od-
ksztalconym, mamy opornos¢ R i indukcyjno$¢ L w szeregowym
potaczeniu, woéwczas natgzenie pradu bedzie miato réwniez przebieg
odksztatcony, przy czym natezenie pradu harmonicznej rzedu x
bedzie na podstawie wzoru (24) réwne

I - Uk

k }R)+ (/ceol)?’
wynika stad, ze im wigkszy wskaznik x harmonicznej, tym mniejszy
bedzie prad, to znaczy, ze wplyw wyzszych harmonicznych maleje,
a wigc natgzenie pradu begdzie miato przebieg mniej odksztatcony niz
napiecie, ktore ten prad spowodowalo. Indukcyjnos¢ thumi wyzsze
harmoniczne pradu, zbliza wiec krzywa pradu do sinusoidy.

Jezeli za§ w obwodzie z napigciem odksztalconym mamy opor-
nos¢ R i pojemno$¢ C w szeregowym polaczeniu, wowczas natezenie
pradu harmonicznej rzedu x wyrazi si¢ wzorem

Im wickszy wskaznik k£, tym mniejszy begdzie mianownik w ostat-
nim wzorze, czyli tym wigksze bedzie natezenie pradu harmoniczne;j,
czyli wptyw wyzszych harmonicznych staje si¢ coraz wigkszy; prze-
bieg nat¢zenia pradu bedzie wigcej odksztalcony niz przebieg na-
pigcia. Pojemnos$¢ poteguje wyzsze harmoniczne, oddala wige krzywa
pradu od sinusoidy.

§ 53
MOC PRADU ODKSZTALCONEGO

Kazda harmoniczna pradu odksztalconego jako prad sinuso-
idalny daje $rednig moc za jeden okres, czyli tak zwana moc czynna,
rowna iloczynowi napigcia przez natgzenie pradu i przez wspotczynnik
mocy, zalezny od przesuniecia fazy pradu wzgledem napigcia. Dla
otrzymania mocy czynnej pradu odksztalconego musimy wzia¢ sume



mocy czynnych wszystkich harmonicznych tego pradu. W ten sposob
mozemy napisa¢ dla mocy czynnej P pradu odksztalconego wzor
nastepujacy:
P = Ulllcos v + U212 cos ) + ... + Un Incos ¢n
Rozpatrzmy prad sinusoidalny, ktorego napigcie i natgzenie
maja wartosci skuteczne U i Z, zupehie takie same jak warto$ci
skuteczne napigcia i natezenia pradu odksztalconego; na podstawie
wzoréow (22) i (23) znaczy to, ze
U=¥U + wz\+ ..+ (25)
i-V +... +/J1 (26)

Niech nat¢zenie pradu [/ bedzie przesunigte wzgledem napigcia U
o katy, dobrany w ten sposéb, aby moc tego pradu sinusoidalnego wy-
padia taka sama jak dla pradu odksztalconego; wtedy bedziemy mieli

P = Ulcos ¢ = uxlxcos w + U2l cos y) + ... + Unlncos gn. (27)

Taki umyslony prad sinusoidalny, ktoérego napigcie i natezenie
maja te same warto$ci skuteczne co i prad odksztalcony i ktérego moc
czynna rowna si¢ mocy czynnej pradu odksztalconego, nazywamy
pradem sinusoidalnym réwnowaznym pradowi odksztalconemu.

Cos ¢ mozna nazwac¢ wspotczynnikiem mocy rownowaznego pradu;
wspotczynnik ten zawsze moze by¢ odpowiednio dobrany, wynika to
z tego, ze na podstawie wzorow (27) oraz (25) i (26)

t/i/icosy 1+ U21) cos y) + ... + Unln cos n
a1y OV + .+ t,) (R + AL, + 7)) bk

Mianownik w ostatnim wzorze nie moze by¢ mniejszy od licznika,
czyli ze wyraz ten jest na ogol mniejszy od jednosci; inaczej mo-
wigc, zawsze mozna dobra¢ kat ¢ dla otrzymania potrzebnego wspot-
czynnika mocy.

W przypadku, gdy w obwodzie pradu odksztalconego z opor-
noscig rzeczywista R zatozymy, ze dla wszystkich czgstotliwosci (har-
monicznych) R ma warto$¢ stalg, to znaczy, nie wezmiemy pod uwage
dziatania naskorkowosci, bedziemy mieli

UI cos 9 = PR (29)
Ux Ix cos gr = A2R,

(30)
U Incos gn = In2R.



Wzor (29) daje

ta »i/ AL+ /0. + 2 .
u V(T4 U0 + .. + 11,2 (31)

okreslajac za§ ze wzorow (30) wartosci ZX ..., Zn i podstawiajac do (31),
otrzymamy

cos ¢ —

Uxt cos x + P22 cosl y2 + ... + Cl,2 cos2 <u
~UR+ (70 + ... + Unt

w przypadku szczegblnym, gdy w obwodzie uwzgledniamy tylko
oporno$¢ rzeczywista, wszystkie harmoniczne pragdu beda w fazie
ze swymi napig¢ciami, a wigc dowolny cos ¢k = 1, wtedy cos ¢ = 1.
Iloczyn warto$ci skutecznych napigcia i pradu odksztalconego
stanowi moc pozorng tego pradu; stosunek mocy czynnej do mocy
pozorne] nazywamy wspolczynnikiem mocy prgdu odksztatconego.
Oznaczajac ten wspolczynnik przez JI, bedziemy mieli

UXIY cos x + ... + Uk lk cos g + ... + Undn cos <
__—a L T T & T +"71?2+ .+ 72T

cos ¢ —

K =

Porownujac wzory (28) i (32), widzimy, ze wspotczynnik mocy pradu
odksztatconego moze by¢ ujety w postaci

K = cos o

Nalezy tylko mie¢ na uwadze, ze kat ¢ jest tylko pewnym umyslo-
nym katem, ktérego cosinus stanowi wspotczynnik mocy na podstawie
wyzej podanego okreslenia, albo tez katem przesunigcia fazy natezenia
pradu wzgledem napiccia w réwnowaznym pradzie sinusoidalnym.

Oznaczajac dla pradu odksztalconego moc pozorng przez P:l
moc czynna przez P, bedziemy mieli

Pz=Ul;, P=KUI= Ulcos <= Pcos g

Moc czynng mozemy rozpatrywac jako sktadowa mocy pozornej;
wowczas drugg skladows, analogicznie jak dla mocy pradu sinusoi-
dalnego, bedzie pewna moc, ktorej warto$¢ mozemy wyrazi¢ w po-
staci UI sin (p; nazwijmy t¢ skladowa mocy pozornej mocq bierng;
oznaczajac ja przez Px, bedziemy mieli

Px = Ul sin <
P?= Pl +p?; P, =,;P?— pi
Nalezy zwroci¢ uwage, ze w przeciwienstwie do mocy czynnej pradu

odksztatconego, ktora jest rowna sumie mocy czynnych poszczegdl-
nych harmonicznych, moc bierna, okreslona w sposob wyzej podany,



nie jest na ogdt réwna sumie mocy biernych tych harmonicznych.
Ta ostatnia suma

UXD sin gy + ... + Uklksin 9k + ... + Unlinsin ph =

k=n

x= |
ma najwicksza warto$¢ wowczas, gdy wszystkie sinusy beda rowne 1,
czyli gdy katy przesunigcia wszystkich harmonicznych pradu wzgle-
dem swych napig¢¢ wynosza 90°, ale woéwczas wspolczynnik mocy, jak
wynika z wzoru (32), staje si¢ rowny zeru, wigc cos y = 0, sin ¢ = 1;
obwod zawiera tylko opornos$¢ bierna.

Poréwnajmy w tym teoretycznym przypadku warto$¢ mocy
biernej pradu odksztalconego, ktora staje si¢ wowczas rOwng mocy
pozornej, z suma mocy biernych poszczegdlnych harmonicznych;
bioragc roéznice kwadratéw tych wielkosci bedziemy mieli

ale U=Ul+ ...+ U2+ ..+ Un - SUk
p=ie+... tie+ ..+ inl=xi,)\
U2l — suk2lk) + sURI + SU) 12,
[S1Z),]J« = (UIA + ... U, L)) — S Uk2IK + 2S Uk Ik U, 1.

Odejmujac stronami ostatnie dwa wzory, otrzymujemy

Wyraz z prawej strony w rozpa-
trywanym przypadku nie moze si¢ rOw-
na¢ zeru, gdyz woéwczas mielibysmy
I =ui _ Const.,
Ik h
a to byloby mozliwe tylko w obecnosci
w obwodzie wylgcznie opornosci czyn-
nej; tymczasem rozpatrywaliSmy przy-
padek, gdy w obwodzie mamy tylko opornos¢ bierng.
Analogicznie do mocy pradu sinusoidalnego mozna moce przy
pradzie odksztatconym uja¢ wykreslnie w trojkat, jak na rys. 133.

Teoria pradow zmiennych 14



§ 54

WPLYW PRADU70DKSZTAECONEGO PRZY POMIARACH
INDUKCYJNOSCI I POJEMNOSCI

Zatézmy, ze do napigcia U pradu zmiennego o przebiegu sinu-
soidalnym wiaczyliémy tylko oporno$¢ indukcyjng, np. cewke o bar-
dzo matej opornosci rzeczywistej w pordéwnaniu z indukcyjnoscia
wlasng L tej cewki. Wowczas, oznaczajac przez [/ natgzenie pradu
ptynacego w takim obwodzie przy pulsacji co, bedziemy mieli

U = IcolL,
skad dla indukcyjno$ci otrzymujemy
L —-F.

J0

Jezeli za$ takg samg cewke wlaczymy do napigcia o takiej samej
wartosci skutecznej U, lecz o przebiegu odksztalconym, wowczas,
oznaczajac przez Ukwarto$¢ skuteczng k—tej harmonicznej, bedziemy
mieli dla wartosci skutecznej /k tej samej harmonicznej natgzenia

pradu Uk

ko kel
wobec tego dla wartosci skutecznych tych odksztatconych pradow
bedziemy mieli

u=V"0?T77T77?
f 4 (A + o+ 8@ Y UL oot K

Oznaczajac wyraz -¥V- przy pradzie odksztalconym przez L’
Ico

otrzymamy
t/12+. ;4w
U2+ -—+-~T

L'=L

Poniewaz licznik pod pierwiastkiem jest wickszy od mianownika,

przeto U >L,

to znaczy, ze przy mierzeniu indukcyjnosci pradem odksztalconym
otrzymujemy rezultat wickszy niz przy pradzie sinusoidalnym.

Do analogicznego rezultatu dojdziemy réwniez przy mierzeniu
pojemnosci. Jezeli mianowicie do napigcia U pradu sinusoidalnego



wilaczymy kondensator o pojemnosci C ze znikomo matg opornoscia
rzeczywista, wtedy przy takim pradzie

skad
£~ Teoo

Jezeli ten sam kondensator wilaczymy do napigcia o takiej samej
wartosci skutecznej, lecz o przebiegu odksztalconym, woéwczas
dla x -tej harmonicznej z napigciem Uk otrzymamy dla natezenia
prqadu IK—BbICUK.

wobec tego dla wartosci skutecznych napigcia i natezenia pradu od-
ksztatconego otrzymamy

U=Vt + .. + W,
7= VIITCTTHTI(KTCY) Ukt = 0)CV 71 + ... (AcoC)QT?.

Oznaczajac przy pradzie odksztatconym UIt przez C', bedziemy
0
mieli

S + - +xk™u?
LUi2+...+~ I~

skad wynika, ze

§ 55
WIELOFAZOWE PRADY ODKSZTALCONE

Rozpatrzmy uktad wielofazowy symetryczny zrédita pradu od-
ksztalconego. SEM powstajace w sasiednich uzwojeniach takiego
uktadu bedg przesunigte wzgledem siebie w fazie o jednakowe katy.
Zalozymy, ze wartosci maksymalne SEM we wszystkich uzwoje-
niach-fazach beda sobie rowne, jak to zreszta zwykle ma miejsce.
Przy jednakowym obcigzeniu wszystkich faz beda takze rowne war-
toéci maksymalne napig¢ na poszczegdlnych fazach. Oznaczmy
przez p ilos¢ faz rozpatrywanego ukladu, gdzie p > 2; przez ez, eH!
ellll..., ep wartosci chwilowe SEM odpowiednich faz; kat przesunig-

4



eia fazy migdzy dwiema sgsiednimi SEAM (pierwszymi harmonicz-
nymi) przez a, przy czym a = — ; nastepnie oznaczmy wartosci
P

maksymalne SEAM poszczegolnych harmonicznych w kazdej fazie
przez Elm, E2m, Ekm. Na podstawie wzorow (20) i (21) z §49, biorac
pod uwage, ze przy pradzie zmiennym bez domieszki pradu stalego
nie powinno by¢ w szeregu Fouriera skladowej stalej, bedziemy
mieli

ei = FEim sin (co/ + Vi) 4- ... + Efen sin (ZccoZ + pA),

en—= #b sin (co/ + y! —a) + ... + ENsin (&<oZ + —Kka),

em= Elm sin (wt + Yi— 2a) + ... + Eln sin (kcoZ + yx — x + 2a),

e, = "irsin [co/+"i—(p— Da] + ... + Ekm sin [fccoZ +pA—x (p—1) a].

. . T le
Poniewaz a =—— przeto ka =
PP

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku, gdy L jest liczba calkowita,

czyli gdy xa k-2a, k(p — Da beda calkowitymi wielokrot-
nosciami 21, harmoniczne we wszystkich fazach beda mialy te
samg wartos$¢ co /c-ta harmoniczna pierwsze]j fazy, czyli

FEwor sin (Aol + pA).

Suma wartoséci chwilowych sit elektromotorycznych wszystkich
faz nie bedzie zawierata tych harmonicznych, dla ktorych X nie jest
liczbg catkowita, gdyz sumy takich harmonicznych dajg zero; nato-
miast pozostang harmoniczne, dla ktorych K jest liczbg catkowita.

Zastosujemy powyzsze rozumowania do trojfazowych pradéw

. 2 . .
odksztatconych, gdzie a = 1 Wartosci chwilowe SEM w poszcze-

golnych fazach beda
G = Elmsin (coZ + y*) + ... + Ekm sin (ZccoZ + yA),

(I) + V]--—-2 oﬂ> + wo + Elun sin { ktoit + er—kz—mf
0 y 0

by —2 -y) +.. + i +iph—x . 2. :
coZ-by" —2 gf; Elm sin I\kwt iph—x .2 d/l,



— bedzie liczbg catkowita, gdy x jest wielokrotno$ciag trzech, a wigc

dla harmonicznych trzeciej, szostej, dziewiatej itd.

Te harmoniczne stajg si¢ sobie rowne we wszystkich trzech fa-
zach. Przy polaczeniu faz w gwiazde (rys. 134), oprocz SEM fazo-
wych, rozpatrujemy SEM skojarzone, ktoére beda mialy wartosci
chwilowe rowne réznicy takichze warto$ci SEM fazowych. Do tych
roznic nie wejda harmoniczne, ktéorych wskaznik jest liczba po-
dzielna przez 3. Przy jednakowym obciazeniu wszystkich trzech faz
napigcia na poszczegolnych fazach zrodla pragdu bedg miaty te same

warto$ci maksymalne; napiecia skojarzone nie bedg zawieraly har-
monicznych, ktérych wskaznik jest podzielny przez 3; prady powsta-
jace pod wpltywem tych harmonicznych napigcia réwniez nie beda
zawieraty tych samych harmonicznych. Jezeli w uktadzie gwiazdo-
wym mamy czwarty przewod, tak zwany zerowy, wowczas, wedtug
pierwszego prawa Kirchhoffa, algebraiczna suma warto$ci chwilo-
wych wszystkich pradéw schodzacych si¢ w punkcie zerowym rowna
si¢ zeru, czyli prad plynacy w przewodzie zerowym bedzie rowny
algebraicznej sumie pradéw ptynacych w trzech przewodach fazo-
wych. Dla przebiegéw sinusoidalnych suma ta rowna si¢ zeru, wigc
przy jednakowym obcigzeniu wszystkich faz prad w przewodzie ze-
rowym nie bgdzie plynal; natomiast przy przebiegach odksztatconych
suma ta bedzie zawierata prady tych harmonicznych, klérych wskaz-
nik jest podzielny przez 3, a wigc nawet przy jednakowym obcia-
zeniu wszystkich faz w przewodzie zerowym bedzie ptynal prad
zawierajacy te harmoniczne, ktorych brak migdzy przewodami fa-
Zowymi.



Przy potaczeniu trojkatnym (rys, 135), gdy dla pradu sinusoidal-
nego suma wszystkich trzech SEAM réwna jest zeru, w razie prze-
biegdw odksztalconych suma ta bedzie zawierata harmoniczne, kto-
rych wskaznik podzielny jest przez 3.

Pod wplywem tych SEM w trojkacie stanowigcym zamknigty
obwdd bedzie ptynal prad zawierajacy te same harmoniczne. Z tego
powodu w pradnicach nie stosuje si¢ potaczenia trojkatnego, aby
unikng¢ przy odksztalconym napigciu strat na cieplo, ktore powstaje
nawet wowczas, gdy prad na zewnatrz nie bylby pobierany.



IROZIODZ 1 AKX, IDDZHTECNVIEAT Y

CZWORNIKI, ROWNANIA I WYKRESY OBWODOW
PRADU ZMIENNEGO OPARTE NA BADANIACH
W STANIE JALOWYM I W STANIE ZWARCIA

§ 56
POJECIA OGOLNE O CZWORNIKACH

W wigkszosci przypadkéw w elektrotechnice mamy do czynie-
nia z obwodami, ktére mozna sprowadzi¢ do ukladow réwnowaznych
zawierajacych w ten czy inny sposob polaczone opornosci czynne,
indukcyjnosci 1 pojemnos$ci, inaczej mowigc, uktadow zlozonych
z kilku opornosci pozornych. Taki uktad, znajdujacy si¢ miedzy
zrodlem energii elektrycznej i odbiornikiem, zawierajacy 2 zaciski
wejsciowe oraz 2 zaciski wyjsciowe, zostal nazwany czwoérnikiem
(rys. 136). Na rysunku M oznacza czwornik, la i Ib zaciski wejsciowe,

3 Ia 2a W2
va | M

Rys. 136

czyli zaciski na poczatku czwornika, 2a i 2b zaciski wyjsciowe, czyli
zaciski w koncu czwornika. Napigcie i natezenie pragdu na poczatku
oznaczymy wskaznikiem 1, za§ w koncu wskaznikiem 2. NV oznacza
odbiornik wilaczony do zaciskow koncowych.

Jezeli uktad czwornika jest tego rodzaju, ze do poszczegodlnych
obwodow mozna zastosowa¢ prawa Kirchhoffa i zasade super-
pozycji, czwornik taki nazywamy liniowym.



Przypusémy, ze mamy w czworniku n obwodéw, do ktérych
mozna zastosowac prawa Kirchhoffa; otrzymamy wtedy n rownan
liniowych, do ktorych wejda rowniez napigcia i pragdy na poczatku
i w koncu czwoérnika; z rOwnan tych mozemy wyrugowaé wszystkie
napigcia i prady, pozostawiajgc réwnania zawierajace tylko napiecia
i prady na poczatku i w koncu czwoérnika. Poniewaz wszystkie row-
nania sa liniowe, wiec i rOwnania zawierajace napiecia i prady na
poczatku i w koncu czwornika beda liniowe; mozna je uja¢ w naste-
prjaee weoly: Dt = J1#1 + B72, (1)

Io = CcU + DI, )

gdzie wspotczynniki JI, B, Gi D sg na og6t liczbami zespolo-
nymi, zaleznymi od B, L i C oraz czestotliwosci (pulsacji) pradu
zmiennego.

W przypadku, gdy wewnatrz czwornika znajduje si¢ rowniez
zrodto energii elektrycznej, czwornik taki nazywamy czynnym; jezeli
za$ tego zrodla nie ma, czwornik nazywamy biernym. Dalej bedziemy
rozpatrywali czworniki liniowe bierne.

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze B, L i C maja warto$ci
stale, wobec czego dla okre$lonej czgstotliwosci pradu zmiennego
wspolczynniki wchodzace do wzorow (1) i (2) beda miaty wartosci
stale, mozna wigc nazwacé te wspolczynniki statymi czwornika.

W szczegblnosei, gdy czwornik ma uklad tego rodzaju, ze prze-
niesienie zrodla pradu na zaciski wyjsciowe, za$ odbiornika na za-
ciski wejSciowe nie powoduje ani zmiany natgzenia pradu pobiera-
nego ze zrodla, ani zmiany napiccia pradu ptyngcego do odbior-
nika, czwérnik taki nazywamy symetrycznym.

We wzorze (1) kazdy z wyrazoéw z prawej strony stanowi pewne
napigcie, z czego wynika, ze 4 nie ma wymiaru, zas B ma wymiar
opornosci; tak samo we wzorze (2) wyrazy z prawej strony odpowia-
daja pewnym natg¢zeniom pradu, wobec czego C musi mie¢ wymiar
odwrotnosci opornosci, czyli przewodno$ci, natomiast D nie ma wy-
miaru.

Migdzy czterema statymi wchodzacymi do wzordow (1) i (2)
istnieje zalezno$¢, ktdérg mozemy ustali¢, rozumujgc w sposéb naste-
pujacy: zamieniamy miejsca zrodta pradu i odbiornika; oznaczmy
napigcie w koncu czwornika przez Ul , za$ na poczatku przez U/, oraz
odpowiednie natezenia pradu przez /7 i 7\. Prady te beda mialy
kierunki przeciwne do poprzednich (rys. 137) i we wzorach (1) i (2)



nalezy pisa¢ je ze znakami ujemnymi. Otrzymamy wowczas
04- AU'2—BI\
-1\= cU2—-DI"2

Z tych dwoch rownan otrzymujemy
#7” AD — BG Ul+ AD—BC 111

Py— ap— B 1+ ap — BEHY U

Rys. 137

Przypus¢émy, ze na poczatku czwornika przyltozymy napigcie
Ut = Ui zewrzemy zaciski w koncu, wtedy (Z2 = 0; nastgpnie przy-
kladamy to samo napigcie w koncu czwornika, czyli we wzorze (3)
U7 = U, i zewrzemy zaciski na poczatku, wtedy U\ = 0. Prady
plynace przez zwarte zaciski czwornika beda wyncsily: w pierw-
szym przypadku
z (1) 12z = za$§ w drugim przypadku z (3) Zlz=A™ 1),

ale prady te przy tym samym napigciu muszg by¢ sobie rowne, wigc

U AD—BC f
B B u

skad wynika, ze
AD-BC=1. (5)

Biorac pod uwagg ostatni wzor otrzymamy zamiast wWzorow

G i@ . . .
Ul=DU\ + BI'V (6)

I'2= CU\-vAI'v (7)

Pokazemy na przyktadzie, ze prady ptynace przez zwarte zaciski
czwornika beda jednakowe, gdy umiescimy zrodlo pradu raz na po-



czatku, a drugi raz w koncu czwoérnika (to samo napigcie). Ze sche-
matu (rys. 138) widzimy, ze

o= tV,

7., Z4=,
z-1 ~
72+ 73

Z tych réwnan znajdujemy natg¢zenie pradu pltynacego przez zwarte
w koncu zaciski

uzl
Z1Z2 + ZXZ3 + ~"2/3

K-

Przenosimy zrédlo pradu na
koncowe =zaciski, na ktérych
Rys. 138 bedziemy mieli to samo napig-
cie U. Oznaczmy w tym przy-
padku natezenie pradu wycho-
dzacego z konca czwornika
przez /'2, za$ natezenie pradu,
plynacego przez zwarte zaciski
na poczatku, przez 7\ (rys. 139),
wtedy, jak wida¢ na schemacie,

Rys. 139 A 3
vs U= 1\Z3 + 124
1
A
71 + 2722
z tych réwnan znajdujemy
Dzl
VAVAIE N AV A VA
czyli R
Pz $

W przypadku czwoérnika symetrycznego zamiana miejsca przy-
laczenia zrodta pradu nie zmienia natgzenia pradu pltynacego do od-
biornika ani nat¢zenia pradu pobieranego ze zrodla pradu, wigc we wzo-
rach (6) i (7) bedziemy mieli U\ = t/2; 7= Ix, I\ = /2, wzory te
przyjma postac .

iix = nOuwn-a8ie, (8)

ix= CUii-\-AD3 9)



Jezeli poréwnamy te ostatnie wzory z wzorami (1) i (2), doj-
dziemy do wniosku, ze w czwodrniku symetrycznym

A =D, (10)
wobec czego wzor (5) daje nam
A2=172="!+ BC. (11)
§ 57

WYZNACZENIE STALYCH CZWORNIKA DROGA POMIAROW

Opornos$¢ pozorna czwornika, mierzona na poczatku, wyrazi si¢

wzorem = . — 2

a oporno$¢ pozorna, mierzona w koncu, bedzie réwna

Z2 /-

Na podstawie wzorow (1) i (2) otrzymamy

=AU + BI
|  CU, + Di, (12)

Dla znalezienia stalych czwoérnika przeprowadzamy nast¢pujace
pomiary:

1) mierzymy na poczatku czwoérnika przylozone napigcie (do-
wolne), prad przy tym pobierany oraz kat przesunig¢cia fazy pradu
wzgledem napigcia w dwoch przypadkach: raz, gdy w koncu czwor-
nika prad nie jest pobierany, czyli mamy tak zwany stan jalowy,
drugi raz, gdy w koncu czwornika zaciski sg zwarte, czyli mamy stan
zwarcia. Oznaczmy dla obu tych stanéw opornosci pozorne mierzone
na poczatku odpowiednio przez ZI10 i Z/z. Biorac pod uwageg, ze we
wzorze (12) trzeba zatozy¢: w pierwszym przypadku /2 = 0, w drugim

za$ t/2 = 0, otrzymamy
> .- as)

M — —a; a4

2) dajemy dowolne napigcie na zaciskach w koncu czwornika,
mierzymy to napigcie, pobierany przy tym prad i kat przesunigcia



fazy pradu wzgledem tego napigcia: raz, gdy prad na poczatku nie
jest pobierany (stan jalowy), drugi raz, gdy zaciski na poczatku sa
zwarte (stan zwarcia). Oznaczmy dla tego przypadku opornosci po-
zorne mierzone w koncu czwoérnika odpowiednio przez Z)) i Z2z
Na podstawie wzorow (6) i (7), zaktadajac kolejno 7\ =01 U\ = 0,
otrzymamy

2,.-"-. (15)

20 A (16)

Z réwnan (13), (14), (15) i (16) mozemy stwierdzi¢, ze
A0 _ 720
17 Z (17)
Do tego dochodzi jeszcze zalezno$¢ (5)
AD-BC= 1.

Rozwigzujac rownania (13) do (16) z uwzglednieniem ostatniej
zaleznos$ci, otrzymujemy wartosci statych czwornika w dwoch po-
staciach:

A=1/ 1 2Zle -- , . : (18)
r ZM-Z2.  Vz20(Z10-212)

(19)

(20)

1)

Dla czwornika symetrycznego, gdy 4 = D, jak wida¢ z wzoréw (13)
do (16), ZI0 = Z20 = Zo, ZI:= Z1, = Zs, wobec tego wzory (18) do
(21) daja nam

A=V7rrzirrz”’ (22)

«  zia Ul
B—zVUV—alI7- 1231



C =
Zo o Zj) (24)

(25)

Do tego ostatniego dochodzi zalezno$¢ (11)
Al=7)1="! +BC

Z ostatnich wzorow wynika, ze dla znalezienia stalych czwornika
symetrycznego wystarczy dokona¢ pomiaréw tylko na poczatku, gdy
w kofncu mamy stan jalowy i stan zwarcia.

Wzory (1) i (2) daja nam wartoSci napigcia i natgzenia pradu
na poczatku czwoérnika, gdy mamy w koncu napigcie U i pobieramy
prad 72. W stanie jalowym (Z2 = 0) napigcie zrédta UT datoby nam
w koncu inne napi¢cie niz (72, ktére mamy przy pobieranym pra-
dzie 72; dla zachowania w stanie jalowym napigcia U] musielibysmy
da¢ na poczatku inne napigcie, ktore nazwiemy napieciem na po-
czatku czwornika w stanie jalowym i oznaczymy przez Ulll réwniez
i natezenie pradu pobieranego na poczatku ulegnie wtedy zmianie,
nazwiemy go pradem w stanie jalowym i oznaczymy przez /710
Analogicznie rozumujgc, gdy mamy stan zwarcia (t/2= 0), musimy
da¢ na poczatku napigcie Ulz i prad ZlzI by natgzenie pradu plyngcego
przez zwarte w koncu zaciski czwornika wynosito 72, tak jak przy
normalnym obcigzeniu.

Z wzoréw (1) i (2) otrzymujemy
OM-AU,; ai,= Bl 1b[=CO) L.= DI,
Widzimy, ze N ..
Ul = 0,, + zilt 1 (26)

J = Jo + II,

Z wzoréow tych wynika, ze dla otrzymania warto$ci napigcia
i natezenia pradu na poczatku obcigzonego czwornika nalezy dodac
do siebie odpowiednie warto$ci tych wielkosci w stanie jalowym
i w stanie zwarcia.

Przejdziemy teraz do rozpatrzenia najbardziej rozpowszechnio-
nych typoéw czwornika.



§ 58
CZWORNIK TYPU T

Uktad czwornika nazwanego typem 7 posiada trzy opornosci
pozorne, z ktorych dwie, Zx i Z31 sa polaczone szeregowo, trzecia zas,
72, wlaczona jest rdwnolegle migdzy tamtymi (rys. 140).

Rozpatrujac ten uklad mozemy napisaé¢ nastepujgce roéwnania:

Oa_O’: AZ' + AZ” (27)
JI--722 = -~-(01-JI™M). (28)
Z)
drugiego réwnania
Ui+ 12721 ¢
Rys. 140 PR

podstawiamy 't¢ wartos¢ do pierwszego réwnania, wtedy

Oa - 09 = (Oa + Z,Z,) —Z + AZ”

ZXx T Z2
skad o
/71 /1 N /71T Z\Z2+ZXZ3+ Z273
\ ZXA-Zj Z! +7)
%x _ Z1+Z7) Us ot Zx/) + ZxZ3 + Z2Z.§’]'2_
=2 z2

Analogicznie okre$lajac z réwnania (28)
0.- /,2,-V_+Vi
i podstawiajac t¢ warto$¢ do rownania (27), znajdziemy
/1= J-U8 + N=+75.7). (30)
z2 z2

Zestawiajac wzory (29) i (30) z podstawowymi wzorami czwornika (1)
i (2) stwierdzimy, ze dla czwornika typu 7T

n Zx+7). g ZXANZADB+Z, e |l 2+ 7
V4) V4) V4) )
Dla stanu jalowego (/2= 0) bedziemy mieli z (29) i (30)
o,,——a4"No! (31)
zl
J, - <4 O, (32)

z)



skad oporno$¢ pozorna czwoérnika w stanie jalowym bedzie

+ (33)
Ao
Dla stanu zwarcia (t/2 = 0) z tychze réwnan (29) i (30) otrzymamy
+ (34)
72
J.=Ly +2Z» 1, (35)
zl

skad oporno$¢ pozorna czwornika w stanie zwarcia bedzie

7 glz  zxz) + Z2xz) + 2223
/,=-A7= e~ (36)

Wzory uzalezniajgce napigcie i natezenie pradu na poczatku
czwornika od tychze wielkosci na koncu — moga by¢é wyrazone
prosciej, jezeli wprowadzimy do nich opornosci stanu jatlowego i stanu
zwarcia Zo i Zz oraz dwie nowe wielkos$ci zespolone, mianowicie

(37
38
A (38)
Na podstawie wzorow (31) i (35) dla naszego czwornika
So = (39)
zl
————————————— (40)
zl

Biorac pod uwage wartosci Zo i Zz ze wzorow (33) i (36), znaj-
dziemy stale czwornika w postaci
A =S80, B=S,Z,; C-41; D-S;
z»
wtedy zamiast wzorow (29) i (30) otrzymujemy

=A O+ 8§7:72, (41)
h-"O, +S.it (42)
Z

Poniewaz dla kazdego czwornika

AD—BC= 1,



przeto A S ~y 7,
Sa0z
skad - 43)
zy Z
Czgsto zamiast — wprowadza si¢ przewodnos¢ pozorng stanu
jatowego Yo, wowczas wzory (41), (42), (43) beda mialy postac:
Ux- S,00 + S, E, I, (4V)
7i- SoYoOl + S.J2, (42/)
SrSs— : (439
1-Yo™o

Kazda z wielkosci S'o i S, okreslonych wzorami (37) i (38) stanowi
pewna liczbe zespolong, zalezng od opornosci pozornych czwornika.
Oznaczmy kat przesunig¢cia fazy t710 wzgledem Us przez <0, a Ziz
wzgledem 7 przez az; katy te beda argumentami So Si z, czyli

So = (cos (To + / sin <0) = SoelTo,
S.=Sz(cosa +jsino) =S ehz

Dla czwornika symetrycznego typu 7' wyzej wyprowadzone
wzory znacznie si¢ upraszczajg, wtedy bowiem Z3 = Zx i z wzoréw (39)
i (40) wynika, ze

S,—§,=8= : (44)

7>
rowniez ol = 02 = o, czyli S = S (cos a +j sin <) f= Seia.
Z wzoréw (33) i (44) znajdujemy

x = . (45)
z»
Z) = 46
S (46)
Wzory (41), (42) i (43) przyjmujg postac

c,:s(],‘i‘SZ.,mfs(G,JfZ’,ﬂ), (47)

/l= 2 t12 + s72=s (4—t72 + AY
(43)

z» 0

S« = ——



lub tez z wzorow (41'), (42x) i (43"
U2=S(EZa + Z./2), (47
K = S (Z0C2+72), (48-)
S—1 /- E . (49"
Vv 1-Y,,z,

Poza tym bedziemy mieli

ZA|

§ 59
CZWORNIK TYPU II

Czwornik typu 1 zawiera trzy opornosci pozorne, polaczone jak
na schemacie (rys. 141). Rozpatrujac ten uklad, znajdziemy:

Dla stanu jalowego (/2= 0)
rr (53)

#r0o — U2 = (2lo —
"2/
(54)

Jo = — - + 5-a;

z2 z3

z tych dwu réwnan rugujemy 710, wtedy
(55)
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po podstawieniu tej wartosci Ull do wzoru (54), otrzymamy

7o ——A —" O2 + L 02—2i+Zt+2, O.JE (56)
7273 3 7273

Dzielac stronami wzoér (55) przez (56) znajdziemy opornos$¢ pozorng
czwornika w stanie jalowym:

2 = ~A° — da" N3 AN = _  Z1z224-222Z3 ¢ (37)
Ao Z3 (Zx+za—+ =3) Zi + =2 + =3

Dla stanu zwarcia (£72 = 0), z wzoréw (51) i (52)

»>1l.—71.——"™ — (58)
4

7, =7, ——"—. (59)
z!

Z réownan tych rugujemy Ulxl okreslajac jego warto$é z (59)
i podstawiajac do (58), otrzymujemy

M A=A i Az2=(A+7) »

Zu=Zi+z,b/2 (60)

zl

Nastepnie z rownan (58) i (59)
pn= (Azo1Az+ A= A- (6i)

Dzielac stronami wzor (61) przez (60) otrzymamy oporno$¢ po-
zorng czwornika w stanie zwarcia

_ Mz Z,Z)
A 2r+2)

Sumujgc wartosci napiec i pradow w stanie jalowym i w stanie
zwarcia, otrzymamy na podstawie wzorow (26), (55), (56), (58) i (62):

Zz

(62)

Or=Cl0+ Ov— vi2> O+ ]I (63)
73
7 [ [ -7Z3+ + d .
A=to+h= 42%& LIRS ) (64)
2Zg Z2

Z tych wzoréw okreslimy state, wchodzace do podstawowych
wzoréw (1) 1 (2) dla czwoérnika typu .-
A= ;. 6=2Zv C= =1+= +rg . D= Zi+2Z, (65)
z3 2173 )



Wielkosci So i Sz/ na podstawie (37) i (38) oraz (54) i (57) beda:

S i No  -VZ3Y . oA T ZX4-Z2 .
00 +"TT" —7—' Sz=7T = —=" 66

zamiast (65), biorac pod uwageg ostatnie wzory oraz (57) i (62), otrzy-
mamy:

JI-S»; B-S,ZZ C="1; D-S,;

Zo
wtedy z podstawowych wzoréw (1) i (2), bedziemy mieli:
Ui = S0U? + SzZ=z12) (67)
7i-~UCh + S.12. (68)

z0
Tak samo jak dla czwornika typu T, otrzymamy dla czwoérnika
typu .z zalezno$¢ (43)
SoS*= (G9)

Z-Q Y44

Dla czwornika symetrycznego typu 77 Z3 = Z2, wowczas ze
wzorow (65) bedziemy mieli

A=D= Aax~2 B=Zr. C=A=+]?5L (70)
7 Zal
wzory (57) i (62) dadza nam
7 . 14"Z)Zr¢ 4
‘ 2! +27) ' 7z ZNZH (71)

Nastepnie z (66)
¢ _Gr_@- ZitZ

(72)
Z)
Z tych ostatnich wzoré6w znajdujemy
Zi=2,8, (73)
6- Zzs
Zs=s-1 (74)
Wzory (67), (68) i (69) dadza:
Ul= SOt + Sz,I,= s o, + 2,n), (75)
= AUl+ S/l = I
/ Ul+S/l=s/ (76)

Zo \ZJ /



albo i = S(DL + Z,/) (75"
Ie - + /), (76')

5= ]7/ ?OE ' (77)

Wreszcie, jak wida¢ z tych wzorow,

A=D=S B= C=—SY6
Z0

§ 60
CZWORNIKI ROWNOWAZNE

Czworniki réznych typow nazwiemy réwnowaznymi, gdy od-
powiednie state tych czwornikow sa sobie réwne, chociazby czwoérniki
byly zlozone z réznych elementow. W takich czwoérnikach otrzymamy
te same zalezno$ci migdzy napi¢ciami i pradami na poczatku i w koncu.
Porownamy czwoérniki poprzednio rozpatrzonych typoéw 7' i II.

Z wzorow (29) i (30) dla czwornika typu 7T (rys. 140)

0 Ix+Z). g ZxZ3+ZYLZ3+ 7273 ¢ l e p_ Z22+73.

=2 =2 _ =z =2

za$ ze wzorow (65) otrzymamy stale dla czwornika typu 77 (rys. 141);
we wzorach Lych, dla odréznienia od elementéw czwornika typu T,
oznaczmy dla typu 17 Zx = Zu; Z)=2Zb; Z3 = Zc, wtedy

g/ Za+Zci n 4] r_ Za+l,Zb+Z'c. n_, Zy+2b,

- Zc ZbZc - ZbZc

Azeby oba czworniki byly rownowazne, powinna by¢ spetlniona
rownosc

2t+2) = zZaAZc . ZxZ3+Zx23+:23 2, =

Zzt = ' =t
| ZgVZb"WZc e Z2+Z3  Zu+7b
y4) ZbZc y4) 7b

Rozwigzujgc te rownania wzgledem ZX 72 i Z3] znajdujemy:
Zg7b . B hZe=" Z A
Zu + Zb + I< Za 4'Zb + Ze Zu 4" Zb + Zt



rozwigzujac je za$ wzgledem Za, Zb i Zc, otrzymamy:

A + 4 ZyZNVZvZa'V Za.
t¢ ———mr ., Z» —
72 7,3

A ZvZqV ZiZg+ 71 7Za

Wzory te dajg nam opornosci elementow skladowych przy
przejsciu od typu 7 do typu /7 lub odwrotnie.

§ 61
CZWORNIK KRZYZOWY

Czwoérnik krzyzowy zawiera 4 opornosci pozorne, polaczone
z soba, jak wskazuje rys. 142. Rozpatrzymy tylko czwornik krzyzowy
symetryczny, w ktérym po dwie odpowiednie opornosci sg sobie
rowne. Ze schematu, na ktorym oznaczone sg napiecia i prady w roz-

nych czesciach uktadu, otrzymamy stosujac prawa Kirchhoffa:

JL = & + JI; /2=/3 —2A,
Skqd - JI+ 2~ . § = JI ~ JI .
3 2 T 2

nastepnie

U,-T22,+/,2 ,~h—"2=+ -"=2

t>,-02= /.21 + /321-2/,2I



albo ) )
Zt+ 7 Zi Zu
2 2 i
[M-r72=71(/1 + /2).
Z wzoru (78) okreslamy
» 2 U! Zx+Z2

Pz B2 v

Ul-

wigc

7l z2 Zi Zo 7z Zo
Dla stanu jatowego (/2 = 0), z (78)

Jr 1,0 tz,2 4
ul) — 2 110’

skad oporno$¢ pozorna w stanie jatowym

Z (79)
podstawiajgc do tego wzoru warto$¢ 710 z (82) otrzymamy:
rzi" ﬁ/"? > Vo,
2
Uio 1---- '—%—Z: 7y= ull
2)
/) _ oz -h Zz2
Ul = J

wobec tego z (82) i (85)

Jlo =
=, —=X

Dla stanu zwarcia ((72= 0) z (79)
U — TizZy + 7z
z (80)
» 2 5. ZX"V Zi »

2= “Zx—Z-Z ir “ZX—Z2 .

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
(84)

(85)

(86)

(87)



Podstawiamy do tego wzoru wartos¢ Ulz z (87)

44— s ~s_ Q2] + Iy 2x] — —=a — I1I.-

Zi 72 Zi 722
/ 27x Z\8 I\ J 27
Nzioz ozt ZT )
I ) — T ZjxAZ»
rz.-z2 2722-7/
_|_
llzz——z1 %%'*2- (88)
Zii—Zx
podstawiajgc ostatnig warto$¢ zlz do (87), otrzymamy:
@+ ZDZt Ay IN+ZIZV+ZiZ) Z.2»
- . T 12 2= "2
Zz2— =X 2— .
czyli . =)7 7
(89)
z) zx
z (88) i (89) znajdujemy .
A Ulz 2717 /I
(90)
Na podstawie (26) oraz (85), (86), (88) i (89)
~ - . i | 2ZIZZ »
ux= UM+ i cirz v ) 1
- 2oz o z0e= OD
=/ )& Ixz— {Zz T Azjie. (92)
z1 72 Zi

Z wzorow tych wynika, ze stale z podstawionych wzordéw (1) i (2)
Wynosza
A=D= . 2oe= .t c= 2 (93)
Z2-Zy ! Z2—2=x 7 7]
Wprowadzajac, jak i w poprzednio rozpatrzonych typach czwornika,
wielko$¢ S (czwoérnik symetryczny), bedziemy mieli
= ‘L =s=A=+A. (94)

/> z2— =72
Z wzorow (83), (90) i (94) otrzymamy
21=2,—A, (95)

27-2.-55 (96

o— 1|



Biorac pod uwage (94), (95) i (96), mozemy wyrazi¢ statle czwoérnika
z (93) w postaci )
A=D=S; B=S8SZ,6 C-+4-

2y
Wzory (91) 1 (92) mozemy napisa¢ w postaci
th — + 87710 = S (tf 4 2,A), 97)
A 420(7,+SAS\(22+A))S<F.&,+A>_ (98)

Do tych wzoréw dochodzi jeszcze zalezno$¢

99)

§ 62
OKRESLENIE WIELKOSCI So i S, ZA POMOCA POMIAROW

Rozpatrujac wzory dla czwornikow typu T, 77 i krzyzowego,
wprowadziliSmy wielkosci So i S,, przy czym, jak wida¢ z wzordéw
(41), (42), (67), (68), (97) 1 (98),

so = JI; S = /),
a dla czwornikéw symetrycznych
A= §g= S=4 =D.

W § 57 podana byla metoda do$wiadczalna, za pomoca ktorej
mozemy znalez¢ wartosci stalych JI,B, Ci£), oparta na pomiarze
opornosci pozornych czwornika w stanie jalowym i w stanie zwarcia,
przy czym w ogbélnym przypadku przeprowadza si¢ pomiary z obu
stron czwoérnika; na poczatku znajdujemy opornosci pozorne Z10 i 2la)
w koncu znajdujemy opornosci pozorne i Zix. Dla czwornikow
symetrycznych wystarczg pomiary tylko na poczatku.

Korzystamy z gotowych wzorow (18) i (21); kazdy z nich daje
nam A4 i D, czyli §0 i Sz w dwdch postaciach. Mnozac 4 przez D.
biorac pod uwage drugie postacie, otrzymamy



Biorac za$ wartosci 4 i D w pierwszej postaci, otrzymamy, dzielac 4
przez Z),

Zio VZiy(Z20 Z27) Zio
- (101)
78Q =z ~20 20
Ten ostatni wzor mozna na podstawie (17) napisa¢ réwniez w postaci
s, =Zu (102)
S, 2,

Wielkosci Soi S, maja argumenty, ktore oznaczyliémy przez al i ox.
Katy przesuni¢cia faz migedzy pradami znalezionymi z pomiaru i na-
pieciem na poczatku czwor- 17
nika oznaczmy odpowiednio O
przez 910, lzl <20i<P2,. Wow-
czas argumenty rozpatrywa- u /-
nych opornosci pozornych

M
bedg —y10, — <plel —y201— <2z
Wynika to z tego, ze jesli
U
1= W = = le-JOt
Zela e
to a=—{. A
Dla znalezienia modutow Rys. 143

i argumentéw So i S, stuzy
wykres dla wzoru (100). Bierzemy dowolny kierunek OU jako pod-
stawowy (rys. 143), odpowiadajacy napieciu, i odktadamy pod ka-
tami — Q)0 i —(plz 04 = ZI0, OB = ZIz; wtedy BA = ZI|— Zlz
Biorac pod uwage, ze AOB = — Xz — (—yll) = yll — izl
otrzymamy z AJIOB

B4 =\0OA?2 4- OB2— 20J1 * OB cos (210 — yi2),
czyli

BA — Z'0+ Z2X 2Z10ZI12 cos (g%io  ¥Py)

W ten sposob, na podstawie wzoru (100), bedziemy mieli
04 ~10
So Sz = ¢ (103)
BA Zo + Z0x 2710 Zlz cos (Vvio  9Tz)

Opuszczamy z punktu B prostopadia BM na OA. Z A MAB mamy:
MB MB OBsin  AOB
tg<€ UAB — -Mo — OA_ _OM — OA-OB col MNJIOB’

y
2yl Zlz sin ()10 — (112)

tg 04B = Zi0 *1 COS (ywo  ¢lw



Jak wida¢ z wzoru (100), argument <S0SZ z jednej strony rowny
jest sumie argumentow <o i Sx, czyli o) + azl z drugiej strony za$
rowny jest roznicy argumentéw Zlo i (Z10 — ZIx), czyli katowi OAB,
ktéorego tangens mamy w wzorze (104) wiec <0 + az = <OAB.

t<r(n 4.n i = /ANICX
8(° J ZM Z,, cos (y10 - Vl ) (105)
Nastepnie ze wzoru (101) mamy:
So ejly = Zxoe-in«
Sze”z ' Z20e-J'T«

skad ei (a0-<M = A°. ¢i(Tl.
on. Z2
s =
o ~ [ °0 ©°z=P20 Pio» (106)
Oz 7,20

albo na podstawie wzoru (102)
~0 Xz 7t 2\eyl
Q™ -y, 00 %z = P2«  Piz! (HO7)
Oz 7,2z

Ostatnie wzory (106) i (107) lacznie z wzorami (103) i (105) daja
moznos$¢ znalezienia modutéw i argumentow wielkosci So i Sz.

Ze wzorow (106) i (107) wynikaloby, ze jeden pomiar, czy to
w stanie jalowym, czy to w stanie zwarcia, jest zbyteczny; lepiej
jednak przeprowadzi¢ wszystkie cztery pomiary, czwarty shuzy
wtenczas dla kontroli.

W przypadku czwoérnika symetrycznego oczywiscie wystarcza
tylko dwa pomiary, na poczatku czwornika, wtedy bowiem So= S, = S;
al = az = a, i wzory (103) i (105) daja nam

S=17r- N0
|/ Z210 + Z2X + 2Z10 ZIx cos (yl0 — ylx)
tg2a= _ Zx*Sin —FPi
Z10 cos (P — Plz)
§ 63

LACZENIE CZWORNIKOW

Rozpatrzmy dwa rdézne czworniki potaczone z sobg w szereg,
wtedy w miejscu potaczenia tych czwornikow bedziemy mieli wspdlne
napigcie i wspolny prad; dla pierwszego czwornika beda to wielkosci
wyjséciowe, dla drugiego — wejsciowe. Oznaczmy je przez U’ i I’



(rys. 144). State pierwszego czwodrnika niech beda An Bv Cy i Dit
drugiego A2, B2, C2, D2. Na podstawie wzoréw (1) i (2) mozemy na-
pisac: Ux — Ar0’ + Bj'’; A= Cxt)' + Dj’;
U = A420: + B,i,;, 1'3CA4A Dy
Podstawiamy wartosci U'i /" do pierwszych dwoch rownan, wowczas
L7l = Ax (A2t72 + B212) + Bx (C2(71 + Z)272),
/1= Cx (A2t7) + B2z2" + Dx (C2tf) + D272),

Rys. 144

skad znajdujemy zaleznos$ci migdzy napig¢ciami i pradami na poczatku
i w koncu rozpatrywanego uktadu
Ux = (AXA? + BIC? §72 + "YB! + BIZ)) 72,
/2= MM2CY + CIDI1) U2 + (B2Cr + DXD2" 72,
Gdy czworniki sg jednakowe i symetryczne, w powyzszych
wzorach Ax=A)=Di=DI— 4
Bx= Bl =B, (x=(C]=(
poza tym Al —BG= 1.
Wtedy ostatnie wzory przyjmag postac:
Ur = (Al + BC) 12 + 2AB72,
A= 2ACt72 + (A2 + BC) 72,
zaktadajac w tych wzorach BC = Al — |,
otrzymamy = QAi- 1) Us + 2JIB/2,
Ix= 2ACt71 + (2A2-1)/2.

§ 64
WARUNKI OSIAGNIECIA NAJWIEKSZEJ MOCY NA ODBIORNIKU

Rozpatrzmy zagadnienie nastepujace: na poczatku napigcie
obwodu u zrédta Ur ma warto$¢ stala, na odbiorniku spoétczynnik
mocy cos yl réwniez pozostaje bez zmiany. W jakich warunkach
moc oddawana odbiornikowi bedzie miata warto$¢ najwigksza?
Oznaczajac t¢ moc przez P2, mamy

' P = 2 cos (p2



Warto$¢ P oczywiscie bedzie najwicksza wtedy, gdy iloczyn
U21) bedzie najwigkszy.

Wszystko, co si¢ znajduje miedzy zrédtem pradu i odbiorni-
kiem, jak przewody, transformatory itp., mozemy zastgpi¢ czwor-
nikiem. Wtedy, na podstawie okreslenia wielkosci So i S, bedziemy
mieli

A (710 .

v.= ) 8 Sk

gdzie Zx oznacza opornos¢ pozorng w stanie zwarcia, stad
oie U
~S0S,2,
poniewaz §Q§§Zx jest wielkoscig stala dla danego obwodu, wiec
maximum U2/] bedzie odpowiadalo maximum iloczynu

014.,
czyli maximum iloczynu modutow tych wektorow
ul0ull

Z drugiej strony,
&l Y vio + Lilx — Ui,

poniewaz z zalozenia U ma warto$¢ stalg, wiec suma geometryczna
wektorow Pro 1 Ulr jest wielkoscia stala. Oznaczmy kat przesunigcia
fazy Ull wzgledem Ulz przez a, tj.
= ((710, (71,) = a;

dla okre$lenia warto$ci tego kata mamy
<Jio - U.S,, <Ir=¢.S.Z, - S.Z,

gdzie Z) oznacza oporno$¢ pozorng odbiornika.
Oznaczmy

< (<M, <7) = m, <(<TU, <7j -v, <(C<7) - y,.
ZWazywszy, 7e
<(/272) = y2, arg. So = a0, arg. S, = ax, arg. Z, = —<p,
arg. Z1 = —¢l2,

bedziemy mieli
Yo = W]+ 0>
Yz=V1+ e 4 0I—<Ig

a=Yo—Vz=V2+ar— —P)l—°%+



1 ostatecznie
a= qg— i+ al— a (108)

dla obwodu symetrycznego, gdy ol = ozl
a = <p— 92 (109)

Poniewaz warto$ci katow okreslajagcych kat a sg stale dla da-
nego obwodu, przeto i kat a pomiedzy wektorami Ulo i Ulx jest
wielkos$cig statg.

Mamy wiec do rozwigzania nastepujace zadanie: dwa wektory
(rys. 145)

AB = Ul = x

BC -Olx =0
majg stalg sume¢ geometrycz-
na A C = Ut = ci tworza staty
kat a; trzeba znalez¢é

max Ul) Ulz = max xy.
Oznaczajac
U = xy,
bedziemy szukali max U; z JABC

JIB2 4-BC2 + 2JIB-BC-cos a = ¢,
czyli
x24-y)+2xycosa= cl (HO)

Rozpatrujac y jako funkcje @, okre$lona ostatnim réwnaniem,
1 rézniczkujgc, otrzymamy

2@ 4- 2yy' 4- 2@ cos dy 4- 2t/ cos a = 0,

skad
ucosad X
y4 XYcos a
Roézniczkujac U bedziemy mieli
U =2z Jly
i, podstawiajgc znaleziong warto$¢ y’, otrzymamy
[ o —Xucosa—x1  _ u2—X

V4 Xcos a ¥ y4-xcos a
przyrownujac U’ = 0, znajdujemy

U=ux
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czyli po podstawieniu do (110)

c c

u=_, ,
V2(+cosa) 2cos«

poniewaz dla takiej wartosci x i y U” < 0, przeto warunek y = x
daje nam max L7, a wigc

max Ul Ulgi czyli max P2

nastapi wtedy, gdy
I t710= (Tlk = —"1 -,

2 cos
ale
U Uio — Ui
S» 2S cos—
;= Uiz — &7,
2827, cos
wige i .
max P) = max ’5}2}2 cos gt = cosyr__
4cos2-| S, S,Z,
Poniewaz

2cos? =1+cosa=1+cos(p,—y24 al—H§

mozemy napisac

UT? cos €l
max P2 =2850SzZ, [1 4-cos (<pz—<p + al—az)]

Rozpatrujac teraz najwicksza wartos¢ max P2 w zaleznoSci
od 2 mozemy znalez¢ najwigksza z najwickszych wartosci mocy,
ktorg mozemy osiggng¢ na odbiorniku, dobierajac odpowiednio
U2l 1) oraz y2. W tym celu bierzemy pochodng ostatniego wzoru
wzgledem y?2 i przyrownywamy ja do zera; po odpowiednich skréce-
niach otrzymamy

— [1 + cos (px —<p2 4- ) — crj] sin p2 —sin pz— <2 4- <) —<x) cos 2 =0

lub . .
(1 4- cos a) sin 4 sin acos 2 = 0;



3 sin ¢ cos Y1

. 0L
~) | + cos a — =-tg2;
2cos2--
a Gx —y2 + go —
,,i =2 = 2
skad
<P = — (Yx+ ct0o —06X);

dla obwodu symetrycznego bedziemy mieli
oy = <P/

i w tym przypadku najwigksza mozliwa moc bedzie

n "2 cos Ve«
maX 2= 2S0S,Zx(1+cos2™) =
Uxt cos <p, UTt
480SzZz cos2¢),  4S0SzZz COS (pz

§ 65
WYKRES PRACY OBWODU PRADU ZMIENNEGO

Wykresem pracy obwodu pradu zmiennego nazywamy wykres,
za pomocag ktorego mozemy okresla¢ napiecia i prady powstajace
na poczatku i w koncu obwodu, jak rowniez moc pobierang i od-
dawana, przy zachowaniu pewnych warunkow. Podstawa do takich
wykreséw sa pomiary przeprowadzone w stanie jalowym i w stanie
zwarcia. W tym celu caly uklad znajdujgcy si¢ migdzy zrddlem
pradu i odbiornikiem zamienimy na czwornik.

Wychodzimy znowu z zalozenia, Ze napigcie Ux na poczatku
obwodu pozostaje bez zmiany i ze spélczynnik mocy na odbiorniku
cos y» ma warto$¢ stalg. Mamy trzy zasadnicze réwnania (41), (42)
1 (43) lub (67), (68) i (69)

U. - U0+ Or, = ™M + AS,Z, (111)

" Jo+A.—”a +A (42)
A0

S«S-=2"7;" <113)

Z pierwszego rownania okreslamy
UtS) = diz— itSzZ,.



Podstawiajac do drugiego, znajdziemy

f » A U » A /)y FZ\
" 5 £ V2O pl2ozl2 —1

na mocy za$§ trzeciego rownania
I Z + So'

Oznaczmy przez /lo prad na poczatku obwodu przy napieciu
UXl gdy w koncu mamy stan jalowy; wtedy

o
U, B ; Y 7
Rj 1\ 7 ¢ ma wartoéé stala, przy tym kat prze-
/7  sunigcia fazy /0 wzgledem Ux ozna-
el e czymy przez y0;, mozemy wigc na-
/! isa¢ . d
~ s R .
2 | = 11— 10" &
4./ = [~ -
ZXA Jo W Przyjmujac dowolny kierunek,
0 np. pionowy, jako kierunek napigcia
Rys 146 UMl odtézmy pod katem <) OA4 = 70
y (rys. 146). Gdybysmy wiedzieli, jaka
jest warto$¢ wektora ~§§ i jaki jest jego kierunek, wtedy, dodajac
«o

geometrycznie ten wektor do wektora 70, otrzymalibySmy wek-
tor Zx. Przypu$émy, ze AB stanowi wektor -A-, wtedy OB wy-

raza wektor Zx.
Dzielac obie strony réwnania (111) przez $0SicZil otrzymamy
U Uio fixz g D
114
«<S: &Sz sos.z, S5 T (114)

Kat pomiedzy wektorami tZl0 i Ux, oznaczony poprzednio
przez a, zostal okre§lony na podstawie wzordéw (108), wzglednie (109).

Jezeli te dwa wektory t/10 i Uz podzielimy przez jeden i ten
sam iloczyn symboli S0S,Zil to, oczywiscie, otrzymane w ten sposob
nowe wektory beda tworzyly ze soba ten sam kat a, czyli

el , 7
S.z.' S,



Kl%t a bedziemy odmierzali w kierunku od wektora -7z— do
z o°
wektora na [Y8 146 a < O; wektor = BC jest przesu-

1e

nicty wstecz wzgledem wektora

Przechodzac do naszego wykresu, przeprowadzamy od punktu
B pod katem a, np. wstecz (a < O) od AB, odcinek

U,
BG=
S,z
wtedy, na zasadzie (114), geometryczna suma AB i B G bedzie
ac= Y
S,S.z,

Wyraz ten stanowi wielko$¢ stata, wigc jezeli do tego statego
wektora dodamy rowniez staty wektor 04 = 70 = wtedy
otrzymamy réwniez jako wektor staly geometryczng sume

oc="N-+ Ux U- N\ _|_A
Z- S’) S’Z) Z' Zo

Wyraz w nawiasach, na zasadzie wzoru (113), rowny jest I
U ¥
zas$ = [, stanowi prad plynacy na poczatku obwodu, gdy

koniec obwodu jest zwarty; kat przesunigcia fazy tego pradu wzgle-
dem napigcia Ur oznaczmy przez <x; bedzie to argument pradu,
gdy kierunek wektora Ux przyjmiemy jako o§ podstawowa.
W ten sposéb OC = 7z, wigc jezeli bedziemy mieli warto$ci
Zo, 13l <Po, wtedy punkty 4 i C beda na wykresie konncami wia-
domych wektorow /0 i 7X; taczac te punkty, otrzymamy odcinek A4 C.
Wektory t2

AB =-4- i BG= >
So S Z
majg zatem statg i wiadoma sume¢ geometryczng AG oraz tworza
ze soba staly i wiadomy kat a.

Jezeli na danym odcinku AC = a zbudujemy trojkat tak, aby
dwa pozostate boki tworzyly kat zewnetrzny a (rys. 147), wtedy
geometrycznym miejscem wierzchotkéw B takich trojkatéw bedzie
koto, ktérego s$rodek O’ ma spotrzedne

xc—/‘\l» Ve- ¢ (115)
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zas promien a

2sina’

czyli ze dany odcinek AC stanowi cigciwg odpowiadajaca katowi
srodkowemu 2a, $rodek za$ znajduje si¢ na prostopadtej przeprowadzo-
nej przez $rodek tego odcinka.

Aby tego dowies¢, wybieramy osie wspotrzednych, bioragcwA
poczatek: o§ A w kierunku AC, zas o§ ¥V w kierunku prostopadlym.
Oznaczmy wspoétrzedne zmiennego punktu B przez aloi y0; wspotrzedne
punktu A4 beda 0,0, za§ punktu C — beda a, 0. Stosujac wzédr na
rOwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty, otrzymamy
rownanie BC

Vo eyli y = -V
Vo @l—a i @) —a @) —a
rownanie AB

czyli = —z
Vo -V iy



Kat pomigdzy prosta BC i prosta AB oznaczyliSmy przez a;
z rownan prostych wynika, ze

Yo Yo
ftr n xXo—a X0 = aYo ,
g — !+ VYol &0l — + Vol |
@eo(x0—a)
skad
*02 + 1/0) — axo — Yo=0,
albo
/ aA /s a Y _q /1 | °)
\° 2/ v° 2tga) 4\ tgla) 4sinla

. 4 3 7 a .
Jest to rownanie kota, ktéorego srodek ma spotrzedne — iy
LA r Je . a
promien zas rowny jest |

Na rys. 147 O’ stanowi S$rodek takiego kota.
Z trojkata A0'D lub DO'C mamy

a
tg << AOD = = tga,
2tga
<A0'D = a.

Z rysunku widzimy, ze dla znalezienia Srodka kota O’ musimy
ze S$rodka odcinka A4 C przeprowadzi¢ prostopadla, nastepnie
z punktu A4 pod katem 90° — a do A C przeprowadzi¢ prosta az
do przeciecia z prostopadla w poszukiwanym punkcie O

Kat a okreslilismy jako kat przesuniecia fazy Ulo wzgledem UIS;
nastepnie stwierdziliSmy, ze ten sam kat stanowi kat przesunigcia

skad

U . L
fazy 'A—A- Wzg{?éioem -A— Na rys. 147 jest to kat, jaki tworzy

bz "=

BC wzgledem AB. Latwo zauwazy¢, ze dla punktow B, majacych
rzedne dodatnie, kat a <0, czyli wektor BC, jest przesunigty
wstecz wzgledem wektora 4AB; gdy za$ rzgdne punktow B beda
ujemne, wtedy a > 0. Z tego wynika, ze przy a > 0 zadaniu bedzie
odpowiadaé czgs¢ kota lezaca pod odcinkiem AC (osig za$ przy
a<< 0 — cze$¢ kola lezaca nad odcinkiem 4 C. Kat a, posiadajacy
wazne znaczenie w rozpatrywanym zagadnieniu, moze si¢ zmieniaé
w granicach od —180° do +180°.

is«



Pozostawiajac do

szczegdlnego omowienia przypadki, gdy

« = 0O,==—, 4- 1m, rozpatrzymy, w jaki sposdb zmienia si¢ polozenie

srodka interesujacego nas kola przy zmianie wartosci kata a. Na

podstawie wzoréw (115) znak
rzednej srodka kotla jest taki
sam jak i znak tg a; przy
tym bedziemy mogli spraw-
dzi¢, ze we wszystkich przy-
padkach dla znalezienia tego
srodka wystarczy z punktu
A przeprowadzi¢ prosta pod
katem 90° —a do AC z u-
wzglednieniem znaku tego
kata. Mozemy ustali¢ cztery
nastgpujace przypadki:

i®

AO'’ tworzy ¢ AC kat dodatni i ostry; geometryczne miejsce,
punktéw B znajduje si¢ pod odcinkiem A C.

1I. V(?IS' 149).

a >90°, lecz < 180°, tga <0,
90° —a > —90°, lecz < 0.



AO'" tworzy z AC kat ujemny i ostry; migjsce geometryczne
punktow B znajduje si¢ pod odcinkiem A4 C.
III. (rys. 150).

*Q!
Rys. 150

a<0, lecz >—90°,
tga<o,
90°—a >90°, lecz < 180°.
AO'" tworzy . AC kat dodatni i rozwarty; miejsce geometryczne
punktow B znajduje si¢ nad odcinkiem AC.

a<<-90°, lecz >-180°,
tga >0,
90°—a > 180°, lecz < 270°.



AO' tworzy z AC kat dodatni, zawarty pomigdzy 180° i 270°;
miejsce geometryczne punktéw B znajduje si¢ nad odcinkiem AC.

W przypadkach szczegolnych, gdy a = 0, + 180°, — 180°, miej-
scem geometrycznym punktéw B bedzie linia AC, przy tym

dla a
dla a
dla a

= 0 punkty B lezg pomigdzy 4 i C (rys. 152);
= + 180° punkty B leza po stronie A4 (rys. 153);
= — 180° punkty B leza po stronie C (rys. 154);

90C

(2

gdy a = = 90°, otrzy-
mujemy s$rodek kota, w
srodku odcinka 4 C, przy
tym dla a = + 90° geo-
metrycznym miejscem
punktéw B bedzie dolne
poikole, zasdla a = —901(
— gome  potkole (rys.
155).

Powracajac do rys.
146 1 opierajac si¢ na
powyzszych rozumowa-
niach, mozemy wykonac¢
wykres pracy obwodu
pradu zmiennego w spo-
sob nastepujacy:

Wybieramy pocza-
tek wektorow O (rys.

156) i podstawowy kierunek O Ux jako kierunek wektora stalego
napigcia Uv Od poczatku O pod katami 90 i <z odkladamy w usta-
lonej skali pradéw wiadome wartosci Zo= OA oraz I§= OC. Laczymy



A 1 C linia prostg i ze $rodka D odcinka 4 C przeprowadzamy
prostopadla. Z punktu 4 pod katem 90° —a do AC prowadzimy
prosta AO' do przecigcia owej prostopadiej w punkcie O', ktory
bedzie $rodkiem kola o promieniu O’'4. W zaleznosci od znaku
kata a wykre$lamy czgs¢ kota: przy a > 0 pod odcinkiem AC (jak na
rysunku), przy a<<O nad odcinkiem 4 C.

Rys. 156

Otrzymany w ten sposob luk kota stanowi poszukiwany wykres
pracy. Na podstawie tego wykresu mozemy znalez¢ wartosci Zi i Ul
dla rozmaitych wartosci J2. W tym celu dla danej wartos$ci /2 obli-

czamy lub dla obwodu symetrycznego —S ; W przyjetej skali
IS0 J

z punktu 4 odcinkiem réwnym przecinamy nasz wykres, znaj-
0
dujagc w ten sposob punkt B; wtedy OB daje nam bezposrednio

wektor [, zas§ BC wektor v 2 lub — skad obliczamy U2.
Szzz Szz
Potrzebne do wykresu pracy wartosci /0, g0/ ZzI <$x powinny
by¢ wiadome lub znalezione przez pomiary pradéow i ich katow
przesunigcia fazy.



W przypadku obwodu symetrycznego modut spoéiczynnika S
i jego argument ¢ mozemy znalez¢ z wykresu pracy: wychodzac ze
wzorow (49), (77) i (99).
52 ~0 o,
Zl

gdzie w naszym zagadnieniu

7 ) P "] ~AZ — 0
'O iz
bedziemy mieli U Q
t
c2
e. A
czyli >
c2_ .
r —/

i majgc na wykresic Zz— 7l = AC (rys. 156), otrzymamy S? dzie-
lac Iz przez warto§¢ AC, wreszcie znajdziemy S. Roznica katéow
wektorow Zz oraz Zz—i) rowna si¢ argumentowi 2<r wektora S2;
czyli

z CL "0j

Q T 11 rJ
2a = 98— > CLUx, skad o = -

<CLUYX trzeba odmierzy¢ np. katomierzem i1 wzigé oczywiscie
z wlasciwym znakiem, mierzac go w kierunku od osi podstawo-
wej OUX

Za pomocg wykresu pracy mozemy rowniez znajdowaé moc
Px na poczatku obwodu oraz moc P2 w koncu dla okreslonej warto$ci
pradu 12

Wektor OB = /x tworzy z kierunkiem wektora napigcia Uk
kat x. Jezeli kierunek O Ux przyjmiemy za o$ odcigtych, a o$ rzed-
nych przeprowadzimy prostopadle do tego kierunku, wtedy otrzy-
mamy dla odcietej punktu B

BF = Ixcos (px.
Poniewaz moc pradu na poczatku obwodu ma warto$¢

JI = UXI cos Ml



za§ Ux ma warto$¢ stalg, przeto odcinek
BF = -L.
Ux
jest proporcjonalny do tej mocy i w odpowiedniej skali daje nam
wartos¢ Pv W trojkacie ABC
AB-A, BC-ALL .
oo NN T
Pole tego trojkata ma warto$¢
A—-+-+AB+BCsin a = -1—J1 J1i- sin «i

poniewaz moc odbiornika ma wartos$¢

Pl — UZ=cos y2,
wigc
sin a
2" SoSzZgcos g2
Z drugiej strony mozemy pole trojkata ABC okreslic jako
potowe iloczynu podstawy AC przez wysokos¢ BH.
Podstawa

_ U
AC= 505274

zatem

i

1, .
2 SySgZg BH;

przez poroéwnanie obydwoch wzoréw dla A znajdziemy

_ Plsina
BH = Ux cos ¢
BH Pi
sina Ul cos ¢’
.. BH o :
warto$¢ znajdziemy przeprowadzajac prostopadla B G z punk-

tu B na promien O'A; ta prostopadla przetnie odcinek 4 C w punk-
cie K; poniewaz
<AKG = a =

przeto BK - BH P
sina Ux cosyl’



iloczyn Ut cos y2 ma wartos¢ stala, wiec odcinek BK w odpowiedniej
skali daje nam wartos¢ mocy oddawanej w koncu obwodu przy
pradzie Za

Najwicksza moc na odbiorniku odpowiada najwigkszej war-
tosci BH; warto$¢ te otrzymamy przeprowadzajac ze Ssrodka AC

prostopadla do przecigcia si¢ z kolem wykresu, woéwczas 4 B =~
e
oraz BC = daja nam wartosci /2 i t/2, dla ktérych moc

SzZz
oddawana bedzie najwigksza.



R O Z D Z 1 A L I Z A ST AT XY

OBLICZANIE POJEMNOSCI I INDUKCYJNOSCI
W LINIACH ELEKTRYCZNYCH

§ 66
ROZKLAD POTENCJALU W POLU ELEKTRYCZNYM

Bedziemy rozpatrywali przewody skladajace si¢ z drutéw lub
linek okraglych, golych oraz izolowanych, czyli przewodow cylin-
drycznych z réwnomiernie roztozonymi tadunkami. tadunki znajdu-
jace si¢ na takich przewodach daja pole elektryczne, ktérego nate-
zenie bedzie skierowane prostopadle do powierzchni przewodoéw, czyli
prostopadle do ich osi. Aby moc okresla¢ pojemnos¢ dla rozmaitych
uktadow takich przewodow, musimy przede wszystkim umieé¢ okres-
la¢ wartos¢ potencjalu w dowolnym punkcie pola elektrycznego
powstajacego pod wplywem tadunku przewodéw. Najogdlniejszy
wzor dla potencjalu V' w dowolnym punkcie (&, yI z) pola jest to wzor
Laplace'a

52JZ 51y
Ix2 Al 4z (1)

Mozna wyprowadzi¢ ten wzér w sposOb nastgpujacy. W polu
elektrycznym strumien indukcji dip przez powierzchni¢ ds, gdzie
indukcja ma warto$¢ D i kierunek jej tworzy z normalng do po-
wierzchni kat a, wyrazi si¢ wzorem:

dip = D cos a ds.

Kozpatrujac dowolny punkt pola, gdzie indukcja ma wartos¢ D,
natgzenie pola K i potencjal F, i oznaczajac przez promien r kie-
runek dziatania natezenia pola oraz indukcji, przez e przenikal-



nos¢ dielektryczng osrodka, bedziemy mieli na podstawie znanych
WZOrow

<IV” <IV”

K=---- 5 D =eK = — S

Wezmy w polu elektrycznym dwa nieskonczenie bliskie punkty
M i Q (rys. 157); wspotrzedne tych punktdéw bedg si¢ rdéznity odpo-
wiednio o d&, dy, dz.
Oznaczmy przez D indukcje elektryczng w punkcie M z kie-
runkiem r, a jej sktadowe w kierunku osi spotrzednych przez Dil
Dyl Dz Strumien induk-
cji elektrycznej wchodzg-
cy przez powierzchni¢
MN = dydz bedzie rowny
— Dxdydz (a = 180°, cos
a = —1), strumien wycho-
dzacy przez powierzchnig
PO = dydz bedzie réwny
{8, 1225 b ) dy -, Su-
\ Ox /
ma tych dwoch strumieni

rowna’ j estdzx ﬁ-xid)lz- dz.
x

Analogicznie = znajdziemy

sumy strumieni wchodza-

cychiwychodzacych przez
pozostale dwie pary powierzchni prostopadtych do osi Y i do osi
Z, w postaci

-@delc-zf;é'z i dDg g’xdyafz

Catkowity strumien, pozostajacy wewnatrz rownoleglo$cianu
MNPQ, réwny sumie tych strumieni, w przypadku, gdy w rozpa-
trywanym punkcie nie ma tadunku elektrycznego, powinien réwnac
si¢ zeru; wobec tego

any + 4. =0
dx dy dz

ale

D=— dr



wigc n _dv_ dDb= - 02k .

X E dx ' Ox 8 %dx]
9Dy  a2F, dD: d2v .
dy 8§ dyl? ' dz 8 dzl

wigc po podstawieniu tych warto$ci do wzoru §  otrzymamy po
skréceniu przez — e wzor La pia ce'a (1).

Dla naszych celow wzor ten mozemy znacznie uprosci¢. Mia-
nowicie begdziemy rozpatrywali przewody, ktorych ksztalt, wymiary
i cale otoczenie sa jednakowe na calej rozpatrywanej ich dlugosci.
Jezeli przeprowadzimy plaszczyzne prostopadla do osi takiego
przewodu, to zmiana potencjalu w rozmaitych punktach tej ptasz-
czyzny bedzie niezalezna
od tego, w jakim miejscu
przewodu taka plaszczy-
zna zostala przeprowadzo-
na. Biorgc 0§ przewodu
za 0§ Z, wyrazimy waru-
nek powyzszy w ten spo-
sOb, ze zmiana potencjatu
nie zalezy od z czyli

alF _ 0
dz] ’ 2)

Nastegpnie, poniewaz,
jak zatozyliSmy, przewod
jest okragly,przeto w ptla-
szczyznie prostopadiej do
osi przewodu (rys. 158) Rys. 158
wszystkie punkty znajdu-
jace sie¢ w jednakowej odleglosci od osi przewodu O beda miaty
potencjat o tej samej warto$ci; mozna wigc zamiast dwoch zmien-
nych x i y wprowadzi¢ tylko jedng zmienng p, stanowiaca odlegtosc
rozpatrywanego punktu od osi przewodu. Wtedy bedziemy mieli
dla dowolnego punktu
IgZ %2 iil’z" Ox e 8}§7»é
oV~ dvV_ 3<j dV x
de U0 dx dQ Q'



av dv dv vy
v dg dy dg
av dzv Xl dv y
ox)  d§ 0 de ' el
alxk _d2V y dv Xl
ayl  dgl el dg e
Wprowadzajagc te wartosci do rownania (1) i uwzgledniajac
rownanie (2), otrzymamy po uproszczeniu

dw, ., 1 dP, n 3
dg! e dg (3)

gdzie Vg oznacza potencjal w punkcie odleglym o g od osi przewodu.
Zakladajac w réwnaniu (3)

bedziemy mieli

skad
dz dg
z = I

InZ = —Ing + InAX

gdzie Ax— stala dowolna; wtedy

Z =
| . 4
i na podstawie (4)
dy, =Jh
dg ¢
czyli
Ve= AjIn g+ Ae, Q)

gdzie Al — druga stala dowolna.

Oznaczajac przez Vx potencjal wlasny (gdy nie ma wplywu
otoczenia) na samym przewodzie, ktérego promien wynosi 1, to
znaczy dla g = r, otrzymamy z (5)

Vi=Ajlnr+ Al;
odejmujac stronami ostatni wzér od wzoru (5), otrzymamy
V,- Vl+ A, in-£. (6)



Dla okreslenia statej JIr musimy zna¢ warto$¢ potencjatu
jeszcze w jakiejkolwiek odleglosci, np. gdy dla o = R potencjat
ma warto$¢ V2 wtedy ze wzoru (6) bedziemy mieli

K,- +

T
V,- Ve=""lr21—£F. — (N
In—r

Natgzenie pola elektrycznego K, wywotanego przez tadunek
rownomiernie roztozony na powierzchni walca (przewodu cylin-
drycznego), wyraza si¢ wzorem

gdzie Q — tadunek przypadajacy na | cm dlugosci walca, e — prze-
nikalnos¢ dielektryczna wzgledna srodowiska, w ktorym si¢ walec
znajduje; ¢ — odleglos¢ rozpatrywanego punktu pola od osi walca.

Zwykle wzdér na natezenie pola elektrycznego powstajacego od
ladunku réwnomiernie rozlozonego na powierzchni walca podaje si¢
w postaci o

% JIOE -

gdzie O jest wyrazone w kulombach, e stanowi przenikalno$¢ dielek-
trycznag bezwzgledna. Przy zamianie kulombow na jednostki cgs
elektrostatyczne i wprowadzeniu przenikalnosci dielektrycznej wzgled-
nej musimy w ostatnim wzorze pomnozy¢ prawag strong przez 4,

wowczas otrzymamy wyzej podany wzor na K w ukladzie cgs elektro-
statycznym.

Poniewaz K d Ve
dg '
wobec czego dVe ZQ
de I ee ! w
Lc wzoru (7) znajdujemy
drt |
"de R e’



wigc ze wzoru (8) otrzymamy

, R e '
In---
r
Uwzgledniajac ostatnie réwnanie oraz wzor (7), mozemy po-

tencjat w punkcie znajdujacym si¢ w odleglosci ¢ od osi przewodu
okresli¢ w spos6b nastgpujacy:

v, = (10)

gdzie V\ stanowi potencjal wilasny przewodu, Q0 — tadunek przypa-
dajacy na | cm dlugosci, r — promien przewodu, e — przenikalnosc
dielektryczna $rodowiska otaczajacego przewadd.

Wzory (9) i (10) dadza mozno$¢ okreslania pojemnosci dla
rozmaitych ukladow przewodow.

W elektrotechnice potencjal ziemi przyjety jest jako rowny
zeru; wobec tego potencjal w dowolnym punkcie przy takim ujeciu
traktowany jest jako rdéznica potencjalow danego punktu i ziemi,
czyli jako napigcie pomiedzy punktem i ziemig.

§ 67
POJEMNOSC KABLA JEDNOZYLOWEGO OBOLOWIONEGO

Taki kabel mozna rozpatrywaé jako kondensator cylindryczny,
ktérego jedng okladzing stanowi sam przewdd, drugg zas$ plaszcz
otowiany. Oznaczajagc promien przewodu przez r lub jego S$rednice
przez d, promien kabla pod plaszczem przez R lub jego Srednice
przez D, odpowiednie potencjaly przez V\ i V2 otrzymamy wprost
ze wzoru (9) dla pojemnosci takiego kabla na | cm dlugosci

wzor ten daje nam warto$¢ pojemnosci w jednostkach uktadu elektro-
statycznego, czyli w centymetrach; dla przejscia do uktadu elektro-
magnetycznego musimy uwzglednié, ze

1F=9+10llcm lub IfiF = 9+ 105 cm;

nastepnie zwykle obliczamy pojemnos$¢ przewodoéw nie na | cm
dtugosci, lecz na | km = 106 cm i podajemy w /zF; wobec tego be-



dziemy mieli
o _ et e )
18In-—- 181n~-
r d

lub, wprowadzajac logarytmy dziesi¢tne, otrzymamy

_0,0241 ¢ 0,0241s pF
R . D km (H)
ig- igh-

Cc

Przyktad.

Kabel jednozytowy obotowiony ma przewod o przekroju 16 mm?2;
srednica przewodu wynosi d = 5,1 mm, grubo$¢ izolacji papierowe;j
2 mm, wobec czego $rednica kabla pod plaszczem wynosi 9,1 mm.
Mamy D 9]
d 51

, 91 no
9 51 —°,2aL
Przenikalno$¢ dielektryczna dla papieru impregnowanego e = 4.3.

C= 0,0241.4,3 wlillQ ,. F
- 0,251 " d km !

§ 68
POJEMNOSC KABLA JEDNOZYLOWEGO
OPANCERZONEGO

Kabel opancerzony posiada trzy me-
talowe powierzchnie cylindryczne: sam
przewod, nastgpnie plaszcz olowiany,
wreszcie opancerzenie zelazne (rys. 159).
Taki uktad mozna rozpatrywaé jako
dwa kondensatory polgczone w szereg.
Oznaczajac przez (Cr pojemno$¢ I kon-
densatora (przewod i plaszcz otowiany),
przez Cl pojemnos¢ II kondensatora
(ptaszez olowiany i pancerz), bedziemy mieli dla pojemnosci kabla
CXC2 1
c™cl "y 1!
Cx + ¢
Oznaczajac przez r, R, R', Rx promienie przewodu pod ptaszczem,
nad ptaszczem i pod pancerzem, otrzymamy na podstawie wzoru (11)

Teoria pradow zmiennych 17



0,0241 St pF

R km '
1o—
0,0241 £2 ,IF

gdzie ex — przenikalno$o dielektryczna izolacji przewodu, za$ el — prze-
nikalno$¢ dielektryczna materialu znajdujacego si¢ pomiedzy plasz-
czem otowianym i pancerzem (zwykle impregnowana tasma papie-
rowa i warstwa materialu widknistego).

Wobec tego 0,0241

= 1. R | R km
o A v A 4
Jezeli ez = e = e (np. papier impregnowany i juta majg prawie
rowne przenikalnosci dielektryczne 4,3), wtedy
=W _EIL. (1)
. RRr km I
9”rRI~
Porownujac wzér (12) ze wzorem (11), mozemy stwierdzic,
ze obecno$¢ drugiej oktadziny metalowej zmniejsza pojemnosé
' RR] _ R\
kabl < =R
abla rfi’ }

7

Przyktad.

Ten sam kabel co w przykladzie poprzednim (§67) posiada
jeszcze pancerz zelazny; grubos$¢ plaszcza olowianego wynosi 2 mm,
grubo$¢ warstwy pomigdzy otowiem i zelazem wynosi rOwniez 2 mm.

Wobec tego

r =25 mm, R=255+2=4,55mm,

R'= 4,55+ 2 = 6,55 mm,

Ry = 6,55 + 2 = 8,55 mm,
£i = £2 =43,
0,0241.4,3 //F
L= 455.855 7 km
9 255.655

gdy tymczasem przy jednym plaszczu olowianym pojemno$¢ wy-

niosta
0,413-"—,
km



§ 69

ROZKEAD NAPIEC NA OKEADZINACH METALOWYCH KABLA
OPANCERZONEGO

Na rozpatrzonym kablu z dwiema okladzinami metalowymi
zbadajmy, jak si¢ rozklada napigcie pomiedzy przewodem i po-
szczegblnymi okltadzinami. Oznaczmy potencjaty (wzgledem ziemi),
czyli napiecia na przewodzie, na plaszczu otowianym i na pancerzu
odpowiednio przez (7, UX U2, za$ pojemnosci, jak i poprzednio —
przewodu wzgledem plaszcza otowianego przez Gr oraz plaszcza
otowianego wzgledem pancerza przez C2. Oznaczmy dalej tadunek
elektryczny, ktéry mamy na przewodzie i tak samo na kazdej z okla-
dzin, przez Q.

Wtedy o-chU-UN

O-C Ux-UN

skad U-UI=C

Ux-U2? Cx

Z tego wzoru widzimy, ze spadki napiecia w rozpatrywanych
czeSciach kabla sa odwrotnie proporcjonalne do pojemnosci tych
czgscl.

Jezeli, co bywa przewaznie, pancerz jest polgczony z ziemia
i ma napigcie = 0, wtedy, zakladajac w powyzszym wzorze Ul = 0,

otrzymamy _
—1x=cl J

ux C,
skad
2 u"~c o u
Przyktad.

Ten sam kabel co i poprzednio, o przekroju 16 mm?2, jest pod
napigciem U = 100 woltow, pancerz uziemiony; mieliSmy

Cx=04134F,
km

c2= 0,0241"3 =

833 km
19 655

17¢



wobec tego napigcie na olowiu bedzie
0,413 + 0,895'100 = 31-6 wOlta'

To znaczy, ze spadek napiecia od przewodu do ptaszcza oto-
wianego wynosi 68,4 wolta, od ptaszcza do pancerza — 31,6 wolta.

§ 70
POJEMNOSC KABLA DWUZYLOWEGO KONCENTRYCZNEGO

Przekroj takiego
kabla z oznaczeniem
promieni  pokazany
jest na rys. 160.

Dwa przewody,
zewnetrzny i wewne-
trzny, stuza do pro-
wadzenia tego same-
go pradu w dwédch
przeciwnych kierun-
kach. Wobec tego
potencjaly na tych
przewodach maja te
same warto$ci i roz-
nig si¢ tylko zna-
kiem.

Niech na jed-

nym przewodzie potencjat bedzie +I, na drugim za§ — V.
Ladunek przypadajacy na | cm dlugosci przewodu wewngtrznego
okreslimy ze wzoru (9)
=6yyx-V"=¢ [F-(-VY)]==VV_
1 rl 1

v o I ri 2

2 In— In— In—
r r r

Wobec tego pojemnosé¢ przewodu wewngtrznego bedzie w cen-
tymetrach
y Cm QV‘ ¢



albo, po przejsciu do zwyktych logarytméw i do jednostek prak-

tyeznych, 0,0483 s [iF
. km
[9-

Pojemno$¢ przewodu zewnetrznego stanowi sum¢ dwoch pojem-
nosci: jednej w stosunku do przewodu wewnetrznego — i ta pojem-
no$¢ ma t¢ samag warto§¢ Ct drugiej w stosunku do plaszcza
otowianego; ta druga pojemnos¢ wedlug wzoru (11) bedzie

0,0241 s //F

Z 3 km
%

a w razie istnienia jeszcze pancerza zelaznego bedzie wedtug wzoru (12)
0,0241 £ MF
©” Ig Tv km

2 4

10

Wobec tego pojemno$é przewodu zewngtrznego bedzie przy
jednym ptaszczu olowianym | |

Cl=C\+ Co= 10,0483 £ 2Z9 A

a przy plaszczu i uziemieniu pancerza
| I

Io— N g 'ti

d r ﬁZﬂf
Niejednostajna pojemnos¢ obu przewodoéw w takim kablu po-

woduje to, ze prady tadowania beda w nich rézne; oprocz tego straty

w izolacji otaczajacej przewody na histereze dielektryczng, zalezne

od pojemnosci, rowniez beda si¢ roznity. Te okolicznosci moga wy-
wolywaé niepozadane zjawiska.

Cl=Cl+ Ch =0,0483 £

§ 71
POJEMNOSC KABLA DWUZYEOWEGO SKRECONEGO

W przekroju (rys. 161) mamy dwa przewody (zyly), JIx i JI2,
okragte, o jednakowym promieniu r, symetrycznie polozone z obu
stron srodka kabla O. Odleglo$¢ osi tych przewodow od osi kabla
oznaczmy przez a. Plaszcz otowiany ma S$rednice wewnegtrzna R.
Przez oba przewody ptynie prad o tej samej wartosci, lecz o kie-



runkach przeciwnych. Ladunki na | cm dlugosci i potencjaly obu
przewoddéw oznaczmy odpowiednio przez + Q, + V.

Lord Kelvin wykazal, Zze uklad zawierajagcy szereg natado-
wanych przewodow znajdujacych sie wewnatrz cylindrycznej po-
wloki metalowej mozna zastgpi¢ ukladem réwnowaznym, w ktérym
zamiast powloki bedziemy mieli tzw. elektryczne odbicia tych

przewodoéw. Elektrycznym odbiciem jest przewdéd umys$lony, znaj-
dujacy si¢ poza powierzchnia przewodzaca; o$ takiego przewodu
lezy w plaszczyznie przechodzacej przez o§ uktadu (kabla) i o§ od-
powiedniego przewodu w takiej odlegtosci, ze promien przekroju
powtoki R stanowi $rednig geometryczng pomiedzy odlegtosciami
od osi uktadu rzeczywistego przewodu a i elektrycznego odbicia b.

Dla $cistosci trzeba zaznaczy¢, ze odleglo$ci powinny by¢ mie-
rzone nie od geometrycznych osi przewodoéw, lecz od ich osi elektrycz-
nych, czyli od linij, w ktéorych mozemy skupi¢ tadunki rozlozone na
powierzchni przewodow, aby otrzymac takie same dziatanie ze-
wnetrzne. Osie elektryczne przy niewielkich przekrojach przewodow
znajduja si¢ bardzo blisko od osi geometrycznych, wobec czego tej
roznicy przy wyprowadzeniu wzorow praktycznych nie uwzgledniamy.

Na tych elektrycznych odbiciach musimy mie¢ tadunki i po-
tencjaly te same co i na odpowiednich przewodach, lecz o znakach
przeciwnych.



Na rys. 161 Bx stanowi elektryczne odbicie przewodu Ax, na

nim mamy—Q i —V; B] stanowi odbicie przewodu A2, na nim
mamy -VQ i 4-V. Poza tym musi by¢ speliony warunek
Bl = ab.

Pojemnos¢ kazdej zyly znajdziemy dzielagc tadunek przez
potencjat tej zyly. Kazdy z przewoddéw posiada potencjat wypad-
kowy, stanowigcy sume potencjatu wlasnego, powstajacego od
wilasnego ladunku (w przypuszczeniu, ze wszystkie inne przewody
sg polaczone z ziemig), oraz potencjatow powstajacych od tadun-
kéw znajdujacych si¢ na przewodach otaczajacych rozpatrywany
przewod. Oznaczajac potencjat wilasny kazdego z dwoch przewo-
dow przez zE V), bedziemy mogli okresli¢ wartos¢ potencjatu na
rozpatrywanym przewodzie, powstajacego od innych tadunkéw,
stosujac wzor (10): »F.

Rozpatrzmy przewod Ax.
Jego potencjal wlasny wynosi

potencjat od tadunku na odbiciu Bl g 1%’0-'—17 7na- -----
» » ” ” przewoci)zi'e A — Ilzl H———-2€—O —-‘f;!,
» » » , odbiciu Bl + VN\——9 [n
e r

Biorac sume¢ tych potencjatow, otrzymamy faktyczny potencjat

przewodu
— +
—g"”?lnb 1 b1n2a In bra

r r r

albo 2a (6 )
= - _' a _a
v=-9-in a3

Na podstawie zaleznosci Bl = ab mamy b = Bl i wobec tego
a

e L rBl+a) F

stad otrzymujemy pojemnos¢ jednej zyly w centymetrach na | cm

dhugosci 0 .
A

2in L B ta))



lub 0 0,0241 ¢ pF

", I'2a(B2- a2)1 "krn"
OV r(R)2+a2"J

Pojemno$¢ pary zyl, czyli pojemnos$¢ robocza w tym przypadku
wypadnie 2 razy mniejsza, gdyz réznica potencjaléw miedzy zytami
wynosi V' — (—K) = 2 F, wigc pojemnos$¢ pary zyt bedzie

c 0 0,01205 e pF
> 2K ~ T2a(B2-a?)l km
r(JI2 +a2) J

Mozna wykazaé, ze w rozpatrywanym kablu, gdy potencjaty
na obu przewodach roznia si¢ tylko znakami, na ptaszczu otowianym
potencjal bedzie rowny 0.

W tym celu rozpatrzymy dowolny punkt P na ptaszczu (rys. 162).
Oznaczmy odleglosci tego punktu od osi JIn JI2 i BX B2 odpowiednio
przez €2, 031 o4

Dla obliczenia potencjatu Vp w punkcie P mamy:

potencjat od tadunku przewodu Ar wynosi Vx— 2£e) ' ?J
» » il 2 » R .

: ->1
» » ” By, Y+, -

> » » ﬁ ) P Y1-



Suma tych potencjalow daje nam
%5 _ 29_1,” prou,

8 6164

Oznaczajac kat POJI? przez 6 i spostrzegajac, ze OP = R,
OAl = 0A) = a, OBY = 0B = 6, bedziemy mieli

02) = R] 4- a) 4- 2aB cos 6>,
g2 = R)4- al— 2aR cos 0,
p32 = R4 b) 4 26R cos 0,
p4l = R2-v b — 2bR cos 6.

Poniewaz 6 =——R—2—, wiec
9512 = R 4_a§<_4_ -~ cos 0= 28 (jR2 4- a2 4- 2aB cos 0) = i gZA

« 2=fi2 + R. 2R3cos &= _{f_zgzgz

v al a )
albo
R
6a——oby
R
¢ ~—0fi
R
62 6a P2—61
6164 R
cl1—
Wobec tego

_ 20, PoPo _2 _
W - Ot ey ﬁ./m 0.

Wigc w dowolnym punkcie plaszcza otowianego potencjat
rowny jest 0, czyli na ptaszczu nie ma napigcia. Jasne jest, ze wobec
tego nastepne metalowe powtoki znajdujace si¢ nad ptaszczem,
jak np. pancerz, nie majg juz zadnego wplywu na pojemnosci
kabla.



§ 72

POJEMNOSC KABLA TR(')JZYLOWEGO SKRECONEGO
PRADU TROJFAZOWEGO

W przekroju poprzecznym (rys. 163) trzy zyly AX A2 i A3 sa
utozone symetrycznie wzgledem osi 0.

Promien kazdej zyly = r, odleglo$¢ osi zyly od osi kabla = a.

Promien kabla pod ptaszczem olowianym = R.

Elektryczne odbicia tych przewodoéw beda Bil B! i B3, ktorych
osie od osi kabla sg w odleglosci b. Przy tym

ab = R\

Oznaczmy tadunki (w pewnej chwili) na przewodach oraz
potencjaty odpowiednio przez QX Q2 i g3, Vil V2 i V3 te wielkosci
mogg mie¢ znaki dodatnie
lub ujemne; wtedy na od-
biciach bedziemy mieli od-
powiednio —QIll —o21 —g3,
—vx, —-P2, —v3
Uktad zawierajacy 3
przewody i ptaszcz otowia-
ny zast¢gpujemy wiegc ukla-
dem zawierajacym 3 prze-
wody i 3 elektryczne ich
odbicia. Okreslimy poten-
cjal kazdego z przewodow.
Potencjal zyly Ax stano-
wi sume¢ potencjaléw pow-
stajacych od wtasnego ta-
dunku (réwny F/) oraz od
tadunkéw innych przewo-
déw. Oznaczmy dalej potencjaly, ktore powstatyby na 42 i A3 od
wiasnych tadunkéw przez V2 i V3; na odbiciach bedziemy mieli
wilasne potencjalty —V/, — V2 i —V3.
Okreslamy poszczegoélne potencjaty ze wzoru

Vo—- g—giz £
e r

Mamy nastepujace geometryczne zalezno$ci (rys. 164)

AnA)l = A AB= AlAh=4 0 d=a <



AzB: = OBI-OAl] = b—a,
. B2AX) = OAx) + OB 2-20"!'- OB+ cos 120° — al + b2 4- ab
B3AY =\ +b)+ab = B3A3;

tak samo
B3AT1 = B34} = BtA) = BXA3} = ¥y al + 6] + ab.
Dla przewodu Al
potencjal wlasny wynosi V/,
potencjat od przewodu Bx wynosi — }V/ 4- ¥
tL) EX) 9 Hz 9 - 9_ln511
B i Y- + JO»Jn V«2+»2+a6
M 1 L3 P [S—
8 r
0 I/ f "9z aVs3
P f '3 s
8 r
> y | ,2 , Val+6"+ a6
,1 vi3 | e 1,1 »

Biorac sumq, otrzymamy rzeczywisty potencjat przewodu At

e r e

_ay3
+1"3In V« + 6 4- ab =
6 al\l

2T i
=T 911 —7 + (&2 + £3) 'n

Val 4- b2 4 abi



Analogicznie

7 _ % FS, 4« ¢ te.+9]i§ ll-'« VX +al abjl,
Tz 2T, , b—a Ix eV °2+b2+ab1
, = L§3« +Pi+9.)" - 373 7
skqd
17 zii, . Ikl/l b—a . q, °2+b2+ab\
Il+V2+ V3——(51+Ql+55)111n—;‘ VZIn ------- - -y3_ ------ 'j'

Dla pradu trojfazowego przy jednakowym obcigzeniu faz
Vy+ v+ K= 0,
wigc w tym przypadku rowniez

Oi +9a +03— U

albo
Ol + 03 = ~Ov
Wobec tego
17 20i 1 (b—a ay3
6 \ oy al+ bl + ab .

)

ale b:%, wige p—g=Dr—2al

a

,ﬁ2+b2+ab = —Ja4 + al2R]) + B4
a ’
V. 30xi« (y—-<<2)«V3
! 6 rVai+ al Bl + B4

_ 2xi % 3al
e Hrl(a4+a2 )+ BY)

91 3a2(B2-alp
e r2(B»-a6) '
Stad znajdujemy pojemnos$¢ jednej zyly (fazy) jako iloraz la-
dunku 5i przez potencjal FVx (napiecie fazowe) w centymetrach

=, 3al (B2-alj’
I ' &)

albo 0,0483 ¢ /2B

3al (B2- a2)} “kni
19 I7 ' B a



Wobec symetrii trzech przewodow, pojemnosci zyt sg oczy-
wiscie jednakowe.

Przy pradzie trojfazowym, gdy speliony jest warunek
VI + va+ vi=0,

na plaszczu otowianym napigcia nie bedzie, to znaczy, ze w dowol-
nym punkcie P
plaszcza potencjat

Rzeczywiscie
potencjal V' znaj-
dziemy jako sumg
potencjatow pow-
stajacych od 1a-
dunku przewodoéw

Eli A, A3
i B3. Oznaczmy
(rys. 165)

AXP = ei,

A3P =

A3P — (73

BTP = g/,

B3P = Bt

B3P = (3

Potencjat od tad. wynosi  V/—

, - Bx -V +."21-inSx.,
w o JI2 VA-—Sy»-in2f,
6 — 7
) g -Ka'+2S1-Zn",
=2 =
V Y
! o

» » » v Ir

B
|
R
3N
2
S



Suma daje nam

——+ A2+ 53

0i 4 6.

Znajdziemy warto$ci , — i
Si 02 63

Z AOIJIiP:

AXP) = OP] + 0OAx) -S-OP- OAl cos AXOP,
czyli
Pil = R) + al — 2aB cos AXOP)
7z ZxOBxP;
BXP) = OP] + OBX) — "OP + OBX cos AXOP;
czyli
ox) = R) + b — 2bBB cos AXOP;

ale wobec b = %2.

on =1 4—1;124—————2—32 cos AxHP =

a
= IE??R2 4- a2-2aR cos AXOP\) - ﬁ; . *
al \ J a
wigc
£/~=JR_.
fiod «
analogicznie znajdziemy
@ m;
02 63 «
wige
Vp-I1 Ol +01+QAln---
e\ /" a

Dla pradu trojfazowego przy jednakowym obcigzeniu faz

Qi+ +03=0,

Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze przy takim pradzie
troéjfazowym pojemnos$¢ kabla tréjzylowego nie zalezy od zadnych
powierzchni metalowych, znajdujacych si¢ nad plaszczem otowianym.



§ 73

POJEMNOSC PRZEWODU NAPOWIETRZNEGO POJEDYNCZEGO
(DRUGI PRZEWOD ZIEMIA)

Uklad zawierajacy przewdd cylindryczny i przewdéd w postaci
powierzchni ptaskiej, wedlug teorii lorda Kelvina, mozemy za-
stapi¢ ukladem zawierajacym dwa przewody
cylindryczne, z ktorych drugi bedzie odbiciem v
elektrycznym, znajdujacym si¢ po drugiej R vv
stronie plaszczyzny w takiej samej od nigj
odlegtosci co i dany przewdd, czyli stano- h
wigcy jakby zwierciadlane odbicie pierw-
szego. Oznaczajac przez h odleglo$¢ osi prze- : —
wodu od ziemi (rys. 166), przez r jego pro-
mien, przez = V' i = Q potencjaty i tadunki
(na | cm dhugosci) przewodow, rzeczywistego

i jego odbicia, oraz przez =+ V' potencjaly v /"IN
wlasne tych przewodéw, bedziemy mieli Q \i,V
na zasadzie wzoru (10) \]
dla danego przewodu: RYS- 166
potencjal wilasny u,

” od elek. odbicia =2h)— V' + —’Eln P

a wigc suma
V="2-In—
e r
stad znajdujemy pojemnos$¢ przewodu na | cm dilugosci, uwzgled-
niajac, ze dla powietrza e = 1, w centymetrach

|

G =
3 In 2—h
albo
0,0241 MF
2t km

Ig —

Jest to pojemnos¢ przewodu wzglegdem ziemi; mamy z nig do czy-
nienia wowczas, gdy zréodto pradu wlaczone jest migdzy przewod
a ziemie.



§ 74

POJEMNOSC DWOCH ROWNOLEGLYCH DO SIEBIE PRZEWODOW
NAPOWIETRZNYCH

Tutaj mozemy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

[ —gdy osie obu przewodow leza w plaszczyznie poziomej,
111 — gdy osie te leza w pla-
szczyznie pionowe;j.

W obu przypadkach ma-
my na mys$li dwa przewody
nalezace do wspolnego ob-
wodu i zamiast powierzchni
ziemi wprowadzimy elektry-
czne odbicia rozpatrywanych
przewodow.

W przypadku I (rys. 167)
oba przewody 4 i B sag w od-
leglosci a od siebie oraz na
jednakowej wysokosci /i nad

Rys. 167 ziemig. Takie same odleglosci
mamy dla odbi¢ 4”1 B .
Potencjat na kazdym z przewodow, np. 4, znajdziemy, majac
potencjal wilasny przewodu A

od tadunku B * — V' ~QOQln—,
A ’ _ V/\QZIOQ/>/\
vi—20m X2T4G,

bioragc sume, otrzymamy

Zuh
V=201 "

al +4 hl

skad'pojemnos¢ kazdego przewodu w cm



Poniewaz odlegltos¢ miedzy przewodami a jest zwykle znacznie
mniejsza od podwdjnej wysokosci zawieszenia 2k, wigc najczesciej

. a . ... .
odrzuca si¢ wyraz —— i uzywa Si¢ WZzOru uproszczonego

2/n—

r
lub 00241 MF
,oa  km

Pojemnos¢ linii dwuprzewodowe;,
gdzie miedzy przewodami rdznica po-
tencjatow wynosi 2 V, wypadnie dwa

razy mniejsza. f
W przypadku II (rys. 168) oba

przewody 4 1 B s3a zawieszone na

rozmaitych wysokosciach a + A i A

Dla obliczenia potencjatoww A 1 B

mamy 1
na przewodzie A4 Rys. 168

potencjal wlasny

potencjat od tadunku B — V'-v-"QOln—i
........................ B’ Ww-20Iln-5"—,

A° 7'#4_12@}-” _2a_+ L/l_ )

na przewodzie B

potencjal wilasny -\
, od tadunku 4 V-2010n—-.
B Oh
. A — L+ 2oz«watoa.

Teoria pradéw zmiennych 18



Wobec tego

Vorm + b= r(a + 2m)
2ah (1 +-2-)
=20In ——---- 1]- ~2Q0In —
2rh <1 +A41 r
21/
VB—- —V=—=2B1In r(a+ 21) =
= —2Q0Iln----- - x =-"Oln—'

2rhl 1\5}?: )

skad pojemnos$¢ kazdego przewodu w cm

c=0=_L_
Voooma

lub 0,0241 MF
,oa  km’
"V

czyli pojemnos$¢ jest taka sama jak w przypadku I

§ 75

POJEMNOSC TRZECH R(')WNOLEGL\,(CH PRZEWODOW
NAPOWIETRZNYCH PRADU TROJFAZOWEGO

Rozpatrujemy najpierw uklad z trzech przewodow I, II i III
(rys. 169), symetrycznie utozonych, przeznaczonych do przenoszenia
pradu trojfazowego.

Dla wyprowadzenia wzoru przyblizonego, majac na wzgledzie,
ze odleglo$¢ miedzy przewodami a jest nieznaczna w stosunku do
wysokosci zawieszenia h (liczonej od s$rodka kota przechodzacego
przez $rodki przekroju przewodoéw), bedziemy przyjmowali odleglos¢
migdzy kazdym przewodem i1 kazdym odbiciem za réwnag 2/1.
Oznaczajac przez V/, V2, V3 wlasne potencjaty przewodow oraz
przez Qx, Q2 i Q3 tadunki ich na | cm dlugo$ci, bgdziemy mieli dla
przewodu 1



potencjat wlasny

., od tadunkui T -F1'+ 2Ber21ﬂ,
C » I F,'-2£>27nA,
» » » I - '+ 2Q21n£,
N R R III Vs'-2g3/n-1,
- » , ' — p3+203n 2z
skad N=2(5! +9=+93)In  -2(& +£3) ZnA

Ale dla pradu trojfazowego przy jed-
nakowym obcigzeniu faz

Qi+ +0:=0,0+03=—0i

wiec
~_20,mA

i analogicznie
12=2£>27nA,
F3=253ZnAt

Wobec tego pojemnos¢ kazdego prze-

wodu (fazy) na | cm dlugosci w cm
bedzie i
C=— v
2/n—
lub c= 00241 pF

a wiec taka sama jak i w przypadku dwoch
rownolegtych przewodow.
W przypadku, gdy trzy przewody
pradu trojfazowego sa utozone na jednej
prostej poziomej w rownych odstepach, po-
jemnos¢ Srodkowego przewodu wypada wicksza od pojemnosci prze-
wodéw skrajnych. W praktyce stosuje sie¢ w tym przypadku tak

18



zwane przeplatanie przewodow, polegajace na tym, ze lini¢ lub
jej cze$¢ dzieli sie¢ na trzy réwne odcinki i w koncu pierwszego
i drugiego odcinka zmienia si¢ potozenie kazdego z przewodow
(faz); kolejno$¢ faz jest nastgpujaca:

1,232, 3, 1;3, 1,2

i kazda faza w réwnych odstepach otrzymuje wszystkie trzy poto-
zenia. W ten sposob uklad niesymetryczny zbliza si¢ do ukiadu
symetrycznego i bedzie tym blizszy, im krétsze sa odcinki przepla-
tane. Czesto dla odleglosci migdzy fazami bierze si¢ $rednig geome-
tryczng z odpowiednich warto$ci, czyli w rozpatrywanym przypadku

afi~\[a*ra+'2a=a"2,

gdzie a stanowi odlegltos¢ miedzy dwoma najblizszymi przewodami.

§ 76

POJEMNOSC CZASTKOWA I POJEMNOSC ROBOCZA W LINIACH
ELEKTRYCZNYCH

W uktadach wieloprzewodowych znajdujacych si¢ pod pradem
poszczegolne przewody posiadajag na ogdt rozne tadunki elektryczne.
Kazdy z tych tadunkéw wplywa na wszystkie przewody w ten
sposob, ze na tych przewodach powstang potencjaly, ktorych war-
to$ci sa proporcjonalne do poszczegoélnych tadunkow.

Rozpatrzmy uktad zawierajacy »n przewodow z ladunkami
9it oo, On- na chwile, ze wszystkie przewody, z wyjatkiem
pierwszego, nie posiadaja tadunkow, ze zatem mamy do czynienia
tylko z tadunkiem Qr; wowczas potencjaly (wzgledem ziemi), ktore
powstang na wszystkich przewodach, proporcjonalne do QX mozemy
wyrazi¢ w sposob nastepujacy:

w pierwszym przewodzie axxQX

w drugim ” @l Qu

W ostatnim » aniQi>

gdzie an, all,..., aiX oznaczajg wspotczynniki niezalezne od fadunkow.
Zaktadajac nastepnie, ze mamy tylko ladunek ()2 na drugim
przewodzie, otrzymamy dla potencjaléw powstajacych na przewo-



dach wartosci at#Qu, a22Q2 ..., an2Q) itd.; dla ostatniego tadunku

9n  Nn9n' "2n9n e &nnIn’
Gdy wszystkie tadunki dzialajg jednocze$nie, otrzymamy w re-

zultacie na przewodach potencjaly, ktore stanowia sume¢ potencjatow
powstajacych od poszczegdlnych tadunkow; oznaczajgc te potencjaty
przez vXl y2, ..., vi bedziemy mieli

vi = tin 97 + ai2Qa + ' + ain On>
U =al9] +an92 + v +ahn’

Y, = auiNi + an2x2 + ... +aann.

Z tych n réwnan liniowych mozna wyznaczyé 9m 92i > 9
w zaleznosci od potencjaléow yD y2, ..., v,, przy czym otrzymamy
rowniez funkcje liniowe o postaci

9i= 6mVi+ 0l2ul + ... + 6lmy,,

92 = 62iyi + 622«2 + +== + b2nvnl

9n= bnlvx + bn2vl + ... +bnnvn.

Ostatnie wzory mozna przepisa¢ inaczej, mianowicie

97 = Di 4" M2 (yi  y3) + iz (yi y3) + == + Cln v\

9¢

C22¢2 + C21 = —y1) + ~23(y=—y3) + + Chn vz == y..),

9n = "nnun+ Cnl™vin — vi) + Ca2(y,—y2>+... 4-Ca(a_1)(yd—vn_i),
gdzie, jak tatwo zauwazyc,

bu = +Cl2+ C3+ ... + Clg,

a2 — (22 v Azt A23 v seeq B

bmm = Gm + Cd + Cn2 + ... + Cam-D,
&2 =a cC12; bl = Chit

by — — Ckii bfe — — Clk

Pomigdzy kazdg para przewodow powstaje strumien indukcji
elektrycznej, przy czym strumien idacy np. z przewodu [ do prze-
wodu II jest rowny co do wartosci, lecz przeciwnie skierowany do



strumienia idacego z przewodu II do przewodu I itd.; z tego wynika, ze

M2 (i yn) —  ~21 (2 yi)
i ogo6lnie
— i) ~ Nk \UL UKV
czyli
N2 = ~21
i ogoblnie
Gkl = k-

Wielko$¢ Gkl nazywamy pojemnosciq czgstkowg miedzy prze-
wodami x i Z przy czym jednym z przewodéw moze by¢ ziemia.
tatwo zauwazy¢ ze wzorow (13),
ze Cn, C12, ...» Cm stanowig wartosci
tadunkéw na poszczegolnych prze-
wodach w przypadku, gdy potencjaty
ult v2, ..., un na wszystkich przewo-
dach réwne sag 1.

Pojemnos¢ wypadkowa uktadu
zawierajacego pojemnosci czgstkowe
nazywamy pojemnosciq roboczg tego
uktadu.

Tak np. dla linii dwuprzewodo-
wej napowietrznej otrzymamy 3 po-

Rys. 170 jemnosci czastkowe (rys. 170): dwie,
Cn i C22, miedzy kazdym z przewo-
doéw i ziemia, i jedng, Cl2, miedzy przewodami. Pierwsze dwie sa
potaczone w szereg, za§ Cl2 réwnolegle do poprzednich; wypadkowa
pojemnos¢ takiego uktadu bedzie
G Cli ~22
- ch Cy + cn
Gdy oba przewody sa zawieszone na tej samej wysokosci,
wtedy Cu = C22 = (o i wypadkowa pojemno$¢ staje si¢ rOwng

c=Cll+ ™
bedzie to pojemno$¢ robocza rozpatrywanej linii dwuprzewodowe;.

Gdy przewody sa zawieszone wysoko nad ziemig, pojemnos$¢ Co
ma warto$¢ nieznaczng w porownaniu do pojemnosci Cl2; wowczas



pojemnos¢ robocza sprowadza si¢ do pojemnosci migdzy przewo-
dami.

Na rys. 171 mamy uktad trzech przewodow Pv P i P3 otoczonych
uziemionym plaszczem metalowym; spostrzegamy 6 pojemnosci
czastkowych: Cl0, C20 i C30 miedzy poszczegdlnymi przewodami
i ptaszczem oraz Cl2, C13 i C23 migdzy przewodami. Przy symetrycz-
nym uktadzie CI0 = C2) = C3) = Co oraz CI2 = Cl3 = C23 = Cv

Uktad poprzedni mozna schematycznie przedstawi¢ jak na
rys. 172, gdzie punkt O odpowiada uziemieniu.

Oznaczajac napiecia fazowe (migedzy przewodem i uziemieniem)
dla poszczegoélnych przewodow przez UX Ul i £73, otrzymamy dla
pradu ladowania kondensatorow, pobieranego z pierwszego przewodu,

/. = UJtoC, + (£?!- M/mC, + (0, — U,)i<»Ct = UJtoCo +
+ (2U,- 02— OjjaC»

ale dla symetrycznego uktadu, przy jednakowym obciazeniu wszyst-
kich trzech faz, oX+0) + 0,= 0,

~-Ua-Ui3 = UT
wobec tego Fo=
Analogiczne wzory otrzymaliby$smy dla pozostalych przewodow.
Wyraz C = Co + 3Cr stanowi w tym przypadku pojemnos$¢ robocza
kazdego przewodu.



§ 77
INDUKCYJNOSC

Rozpatrzmy dowolny obwodd, przez ktéry przeptywa prad.
Pod wplywem tego pradu powstaje pole magnetyczne i przez obwod
przeniknie strumien magnetyczny. lloraz tego strumienia magne-
tycznego przez prad przeplywajacy w obwodzie nazywamy indukcyj-
noscig wlasng tego obwodu. Jezeli w obwodzie ptynie prad 7 i catko-
wity strumien magnetyczny, objety przez ten obwdd i powstajacy
pod wptywem tego pradu, bedzie ®, wowczas indukcyjnos¢ wiasna
obwodu wypadnie

L="T.

Liczbowo indukcyjno$¢ wilasna réwna si¢ wartosci strumienia
wywotanego pradem o nat¢zeniu rownym jednostce. W ukladzie
elektromagnetycznym indukcyjno$¢ ma wymiar dlugosci i wobec
tego moze by¢ mierzona w cm. Praktyczna jednostka jest henr,
oznaczany przez H, przy czym

1 717 = 109 cm.

Bedziemy rozpatrywali obwody zawierajace dlugie przewody
z materialdw magnetycznie obojetnych, jak miedz lub aluminium,
dla ktorych przenikalno§¢ magnetyczna wzgledna rowna jest 1.
W tym przypadku L stanowi wielko$¢ stalg, zalezna tylko od geome-
trycznego uktadu i wymiarow przewodow.

§ 78
INDUKCYJNOSC LINII DWUPRZEWODOWEJ

Dwa dlugie i jednakowe przewody I i II (rys. 173) o dhlugosci /
i srednicy d znajduja sie w odleglosci ¢ (miedzy osiami). Prostoliniowy
przewdd, po ktorym przeptywa prad /, daje pole magnetyczne,

ktérego natezenie w odleglosci x bedzie [lx = —-2—{ Takie nat¢zenie
pola bedziemy mieli we wszystkich punktach znajdujacych si¢ poza
przewodem, czyli dla x A—7%« Dla okreslenia nat¢zenia pola ma-
gnetycznego wewnatrz przewodu, czyli dla x —— musimy bra¢ pod

uwage nie caty prad [ roztozony w przekroju poprzecznym przewodu,



lecz tylko te jego czg$é, ktora odpowiada polu poprzecznego prze-
kroju o promieniu x; oznaczajac warto$¢ tego pradu wewnatrz
przekroju przez Ixl begdziemy mieli

Ix  nx)  4x
T= d~>"d '

mn—e
skad 4 x)
d2"l
Wobec tego nat¢zenie pola wewnatrz przewodu w odleglosci x
bedzie 8x) I Sk .
T (14)

Obliczmy strumien magnetyczny przenikajacy przez rozpa-
trywany obwod pod wplywem pradu przewodu I. Przeprowadzmy
ptaszczyzne przez osie przewoddéw i rozpatrzmy na tej plaszczyznie
w odlegtosci x od przewodu I nieskonczenie waski pasek szero-
kosci dx i dlugosci Z; natezenie pola w tym pasku bedzie rowne Hx.

Kazdy z przewodéw mozna rozpatrywac jako jeden zwdj, przez
ktory przeptywa prad /; natezenie pradu Jx stanowi czg$¢ tego

pradu odpowiadajaca jakby % zZwojom.

Wobec tego strumien magnetyczny odpowiadajacy pradowi I,
ktory oznaczamy przez @ei otrzymamy w postaci

4% ,, ,, 4x)  8x

d-dx (oA Hdx,



czyli ostatecznie
Tide = A0k,

skad
d

3077 1) ,, 327 /i
3y = q7i6 = 7 <15
0

Druga czg¢$¢ strumienia, znajdujgca si¢ zewnagtrz przewodu, bedzie

2q.

2l , w
Oy —.{ —-X——-dx—%}}ln s
Caly strumien od przewodu I bedzie

x+d =1/ (05+2In—)
\ dl

Rozpatrujac teraz przewod II z takim samym pradem Z, lecz o znaku
przeciwnym, otrzymamy zupelnie taki sam strumien, okrazajacy
przewod II w kierunku przeciwnym, a wigc majacy kierunek jedna-
kowy z kierunkiem strumienia przewodu [ w polu objetym przez
rozpatrywany obwod. W ten sposob catkowity strumien dzialajacy
na obwod bedzie

©=222( 05 +27n

skad znajdujemy indukcyjnos¢ catej linii w jednostkach cgrs, czyli w cm
- = (l+4In"\1l. (16)

Zakltadajac w tym wzorze / = | km = 105 cm i wyrazajac L w mH =
= 10e cm, otrzymamy

0.1 +0h ptdyn L. 17
km X

!

albo po wprowadzeniu zwyklych logarytmow
L-(0,1+O,92/g™""™ (18)

Wzoér ten moze by¢ zastosowany rowniez do linii kablowej,
zawierajacej dwa jednozylowe kable obotowione, lecz nie opancerzone.



Wzor nadaje si¢ tez do kabla dwuzylowego, skreconego, opancerzo-
nego, zelazo pancerza bowiem bardzo nieznacznie mogloby wpltywaé
na indukcyjno$¢ takiej linii, gdyz prady w obydwoch przewodach
w kazdej chwili majg warto$ci jednakowe, kierunki za$ przeciwne,
wigc nie powinno zachodzi¢ wigksze magnesowanie si¢ zelaza pan-
cerza.

§ 79

INDUKCYJNOSC LINII
JEDNOPRZEWODOWEJ
(DRUGI PRZEWOD ZIEMIA)

Uklad taki mozna zastgpi¢ za pomoca h
metody Lorda Ke Ivina przez lini¢ dwu-
przewodowa (rys. 174), przy tym drugi

umys$lony przewdd stanowi elektryczne

odbicie danego przewodu. Oznaczajac

przez h wysokos¢ zawieszenia przewodu

nad ziemia, za$ przez d jego $rednice,

otrzymamy odlegtos¢ miedzy przewodami

a = 2/1. Poniewaz w rzeczywisto$ci mamy

jeden przewdd, ktéry daje potowe stru- Rys. 174
mienia catkowitego linii dwuprzewodowej,

przeto we wzorze (18) musimy zatozy¢ a = 2/i i wszystko pomnozy¢

przez -t-; wobec tego dla rozpatrywanej linii

: ado i 4dh\mH
(6,65 + 0,‘f6 Ig 73577:”1— '

§ 80

INDUKCYJNOSC LINII TROJPRZEWODOWEJ
PRADU TROJFAZOWEGO

Jezeli mamy uklad zawierajacy trzy przewody pradu trojfa-
zowego, symetrycznie ulozone, wtedy we wszystkich trzech prze-
wodach w kazdej chwili beda ptynelty prady, ktorych suma alge-
braiczna rowna jest zeru. Z tego wynika, ze w kazdej chwili prad
w jednym z przewodow co do wartosci swej rOwny jest sumie pragdow



ptynagcych w dwoch pozostatych przewodach. Wobec tego w kazdej
chwili strumien magnetyczny wywolany przez dwa przewody rowny
jest strumieniowi wywotanemu przez trzeci przewdéd. Mozna wigc
uwaza¢ dwa przewody pod wzgledem dziatania zewnegtrznego za
rownoznaczne z trzecim i zamieni¢ dwa przewody na jeden réwno-
wazny (rys. 175); lini¢ dwuprzewodowa otrzymamy wtedy, gdy na

kazdy przewod przypada polowa cal-

VAR kowitego strumienia magnetycznego.
/7 N\ Mozemy wiec zastosowaé dla induk-
/U X cyjnosci ten sam wzor (18), biorgc dla
/ \  kazdego przewodu potowe wartosci, tj.
\ b 2a mid_
\\ Y £—1\000+8£8a2’l—/k
\1, /
AN / Taki wzér mozemy stosowaé za-
\ / rowno dla linii napowietrznej jak
i do kabla tréjzytowego skreconego.
Rys. 175 Gdy trzy przewody pradu troj-

fazowego nie stanowig uktadu sy-
metrycznego i, jak to obecnie czgsto si¢ praktykuje, sa ulozone
na jednej prostej poziomej w réwnych odstegpach, wowczas — tak
jak to zostato juz omoéwione w § 75 — stosuje si¢ przeplatanie prze-
wodéw (faz). Wtedy oblicza si¢ indukcyjnos¢ jak dla ukladu sy-
metrycznego wedlug wyzej podanego wzoru, przy czym dla odleglosci
migdzy przewodami bierze si¢ czesto srednig geometryczng z odleg-
losci rzeczywistych; w tym przypadku

ajr=a

§ 81
INDUKCYJNOSC KABLA DWUZYLOWEGO KONCENTRYCZNEGO

Oznaczmy przez d $rednice wewnetrznego przewodu, za§ przez
dl i d] $rednice wewnetrzng i zewnetrzna drugiego przewodu kon-
centrycznego (rys. 176).

W dowolnym punkcie znajdujacym si¢ w odleglosci x < —

od osi kabla, natezenie pola magnetycznego bedzie zalezato wytacznie
od pradu wewngetrznego przewodu, poniewaz prad zewngtrzny pola



magnetycznego wewnatrz nie daje. Dla punktow za§ znajdujacych
si¢ poza zewnetrznym przewodem, dla ktorych x -7, natgzenie

pola magnetycznego bedzie réwne zeru; rzeczywiScie, natezenie to
bedzie wypadkowa dwodch natezen pol, powstajacych od pradow —+I
oraz —/ plyngcych w obu przewodach; pierwsze bedzie réowne
H-—=-=, drugie----g--Z , bo odleglo§¢ mierzy si¢ od osi przewodu,

a w tym przypadku osie sg wspolne.
Musimy wiec rozpa-
trywaé natezenie pola

1) dla 0<a

d /di
2) 2n/\)K/\n2 )

dla ~A<@e<S-
3) 2 Yl; 2 )
w pierwszym przypadku
wedhug wzoru (14),

e — an
w drugim

Rys. 176

w trzecim za$, to znaczy w masie zewnetrznego
przewodu koncentrycznego, dziata prad we-
wnetrznego przewodu + Z oraz czes¢ pradu
wlasnego (rys. 177), mianowicie

-7 4N d"-Jeael
e wediz " $%_ - d22— dxt
4 4
wypadkowy prad bedzie
/ d2-4a) d2 — 4x
-A t-d?

27/ 2Z(d2-47))

H ~ x — X@@2—dY



Dla obliczenia calkowitego strumienia magnetycznego, objetego
dwoma przewodami kabla o dlugosci Z, obliczymy strumienie w od-

dzielnych czesciach kabla. Dla wartosci x od-0 do wedlug wzoru (15)

1T .
10) A

2 /7T —1.
I‘ ~=2IlIn d

Stosujac rozumowanie przeprowadzone dla wzoru (15), okreslamy
strumien magnetyczny w zewnetrznym przewodzie, gdy warto$¢ x

zmienia siq od dx do dg-. W postaci

dla wartosci x od -- do 4/

d/\zé’i'/xdiﬁ”uzcm = dl—4x2 2IINd2-4xV
d2-dx2t x W -d™

czyli 211 - Zx
d<bg =
(d2) — dx2Y X
skad
211 rid4-8dIx) + 16&4
Qo= pp_ v g X
2
277 JA di g BB 42 s i w4
WV PT 72<i ‘2 4 + 4 16
a2 )
do ) d2-vd) 1

=211 st b d2-d +A(d2-d12)]

3d)2—cln) 1
=211 E%E)Z;m ddf 4(d22-d12)J =

w . d) d2-2N2d-
VW -dx2Ylndx 4(d22-d?)
[ au d2 | )

W= w4 2<dz-an



Dodajac do siebie strumienie @z, @) i @3, otrzymamy calkowity
strumien magnetyczny, powstajacy w rozpatrywanym kablu

D-I]+1711iA4 +711 -
2 “ LED—dd ) o 4 HLa2-(Zi)J

X

vil | « di 2. /o |
21 [T+ n'"d +(da—d/N " d* 4

d+ i w1
d @2—dnN di 2(da-dipry

skad
@ fos Gir (70 & di 1
= / + (<I8===1I
L= 9 at ( NG 2d2-diny
za§ dla I = | km i L wyrazonego w mH, po wprowadzeniu zwyktych
logarytmow,

0461 1 4 d)t a2\ 0,1d2 | mH
: 8d +W—ch™9dj dn—dil km

§ 82
ROZSZERZENIE DZIALU O PRADACH WIELOFAZOWYCH

Rozktad ukladow niesymetrycznych pradu trojfazowego byt
rozpatrzony w § 27, str. 105 i n. Przytoczymy tu zasadnicze wzory.
UstaliliSmy, ze niesymetryczny uktad
trzech wektorow R, S i T (rys. 178)
mozna roztozy¢ na trzy grupy wek-
toréw sktadowych uktadu symetrycz-

nego.
R=A+A +R (D
S = So+ dY?! + aR’ )
z - To+dB, +dA, @3
gdzie
/27 | i
d=e 3 =—2+/-§V3
. 4n . .
dyr=e } —=-2--/ V3

d3=1; 1+d+d=0.



W powyzszych wzorach (1), (2) i (3) mozemy wyr6zni¢ trzy
grupy wektorow, a mianowicie:
710, 720, 70,

A, aJRv dRXl
R2I UR2I AR22.

Kazda z tych grup przedstawia uklad symetryczny, przy czym
pierwsza stanowi jeden wektor, druga odpowiada normalnemu sy-
metrycznemu uktadowi pradu trojfazowego, trzecia za§ grupa rodzni
si¢ od poprzedniej tylko zmieniong kolejnoscia wektorow.

Czegsto nazywajg pierwszg grupe¢ ukladem zerowym, drugg —
uktadem wspoélbieznym, trzecig — ukladem przeciwbieznym.

Wektory sktadowe RI R!i 710 wyrazamy przy pomocy wektorow
danych w sposob nastgpujacy:

AL-1(f1+S+T) “4)
Ri-"AR + 6S + d«!") (5)
A--1(f1+8 +d?). (6)

W obwodach pradéow zmiennych mamy przewaznie do czynienia

z sitami elektromotorycznymi, napig¢ciami i pradami. Bedziemy
oznaczali te wielko$ci przy pomocy odpowiednich wskaznikéw; a wiec
dla wektoréw uktadu niesymetrycznego, ktoére oznaczylismy ogodlnie
przez fi, 1 S, T bedziemy pisali ERl ESI ET URl Us, UTl IR s, ITl
za$ skladowe symetryczne fi0, fin fi? bedziemy odpowiednio oznaczali
przez EO Ev EX Uo. Uv Ul 0l zlt Ie. NV ten sposéb otrzymamy na-
stgpujace wzory np. dla napigcia.

Or = Uo+ Ur + U

Us = UQ-VaiUx-V-aU2,

Ur=U00 + atil + a™i2.

Uo =y (UR+ Us + U,

Ur = -j- (Or + aUs + d1 U7),

U) = ~NOUrR-VO2US-VOUT\

i analogiczne wzory dla sily elektromotorycznej i natgzenia pradu.
Obecnie zastosujemy metode skladowych symetrycznych w ob-
wodach pradu trojfazowego.



§ 83
ZASILANIE NIESYMETRYCZNE

Majac dany niesymetryczny uklad sit elektromotorycznych lub
napi¢¢ zrédla, nalezy wyznaczy¢ prady przewodowe, znajac wszystkie
opornosci obwodu. W tym celu rozpatrzmy uktad gwiazdowy z prze-
wodem zerowym. Dla uktadu trojkatnego stosujemy znang metode
Kennely'ego przeksztatcania trojkata w rownowazng gwiazde (rys.
179). SEM fazowe ERl Es, ET stanowig uklad niesymetryczny.
Nalezy wyznaczy¢ prady przewodowe /Rl Is, IT Io.

Rys. 179

Sktadowe symetryczne rozpatrywanego ukladu SEM beda
[wzory (4), (5), (6)]:
Eomy (Er + Es + 1),
Ei+ vy (ER+ dE$ +d—,
=y (ER + a)E$ + dAy) ;
kazda z danych SEAM mozna wyrazi¢ przy pomocy skladowych
symetrycznych w sposob nastepujacy [wzory (1), (2), (3)]:
ER = Eo + Ex + A,
Es = Eo + d2Ex + GE2I
ET = Eo+ dEj 4 d2jE2.
Jak wiemy z poprzedniego, grupa sktadowych E0/ E0l %, sta-
nowigcych wiasciwie jeden wektor, nazywana jest ukladem zerowym,
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grupy Ev d2£n 4GE) uktadem wspéibieznym, za$ grupa EN aEll
G2E) uktadem przeciwbieznym.

Zacznijmy od rozpatrzenia dziatlania ukladu wspotbieznego
Ev G2EV GEv

W §29 str. 112, 113 dla uktadu gwiazdowego z przewodem
zerowym (pradu trojfazowego) byl wyprowadzony wzor (10), dajacy
napiecie miedzy punktami zerowymi zrédia i odbiornika w postaci

7 £ifi + £. 65+ £,
JOOV~ + + + '

gdzie YX Y2, V3 i Yo oznaczajg przewodnosci pozorne odpowiednich
czgsci uktadu, czyli

7. W+ zip + 75
Y = 1 = VT
} zZzw+2P+2r

1'o = _7 = 00'-
~00

W naszym przypadku zamiast £) mamy &2E! zamiast £3 mamy
ak't, wobec tego spadek napigcia na przewodzie zerowym wynosi
f EXYRA-G2ExVs-Va™VT _ E~YR'+a2¥s+ aYT\

YR 4-1zs +1 T + 1 o 1« +Ys +1 T+ 1 oo

Przewodnosci, ktore wprowadziliSmy do ostatnich wzoréw, mozna
roztozy¢ na skladowe, odpowiadajace skladowym symetrycznym
niesymetrycznego ukladu, mianowicie

yi0="3OR+ Ys + ¥r)»

= |(I'd+a‘T$ + <il1);

IR + 6275 + 6YT = 3V2, YR +¥s + YT= 3P,,;

295
wowczas dla napigcia miedzy punktami zerowymi otrzymamy wzOr

fr = _ 2
00 3y0 + F00'-



Znak (—) w ostatnim wzorze wskazuje na to, ze kierunek napigcia,
liczac od punktu zerowego odbiornika, jest przeciwny do kierunku
pradu zatozonego pierwotnie (rys. 179); jezeli punkt zerowy odbior-
nika ma potencjal wyzszy od potencjalu punktu zerowego zrodia,
woéwczas napiecie zgodne z kierunkiem pragdu wyrazi si¢ wzorem

pro* 3y 2

°0 3Vo+Io0'

Prady przewodowe, ktore dla sktadowych wspotbieznego uktadu
oznaczymy przez //, Z's, I T oraz I"  beda

3y \
IR’ = — #'00') YR= YR (| — 2
\ Ulo+loo/

Ex
(10|+|100 /

Ir = @z — Loo') 7= ¥nfd— «p3¥y )

p ¥l e —30E
100 ~ 10 00 — 2Y | Y 'nX

Rozpatrzmy teraz dziatanie uktadu przeciwbieznego: E2 aE2 a2FE]
Analogicznie do poprzednich rozumowan znajdziemy dla napigcia
miedzy punktami zerowymi

12+ N2+ rol 3V]
oo — rA+yS+ Pr+Foo' "BV o+Yoo'™
Prady przewodowe
Ir" = axEe—Up'p= ¥r (1 - P,3 VU ’ \1E4'
AN lo 1 100 /
fs-"=~NaE2-U'V) - r$(/d — v3 ¥ . \)E,,
AN 'o ‘00 /
L / 3V \
= EFa” W)= Y 7)£2
AN Olo—+ JOO /
.. 2 3 'Y '
Py — For L o' = VIR R
10T 100

Dziatanie uktadu zerowego E0/ E0l Eo rozpatrzymy w sposob naste-
pujacy. Z schematu (rys. 180) napigcie miedzy punktami zerowymi

Im" , + + o 3F(

00 A+ys+)r+1ol 3)0+ 1o 0
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Prady przewodowe

3 .o \
(y Ty /)

lo+ loo /

- B . / 3V \
18" - YsN-U-"VI- xJ1- Vv .VTM)Saa

. _..:./_--3F-->
IT-= Yr(£0-0" V)= #r(l- (§° . )£,

Sty 3Ve y*—FE
1 00 u00 100 oV | VvV f 1
<10 100
Rys. 180

Rzeczywiste prady przewodowe otrzymamy jako sume¢ praddéw od
poszczegolnych skladowych

{1 = + "R" + IR

IS$=\s +{s m{s |

If=0L + T'+1p

§ 84

ZASTOSOWANIE PRAW KIRCHHOFFA DO SKLADOWYCH
SYMETRYCZNYCH

Rozpatrzmy schemat (rys. 181), gdzie ZRI IS/ IT stanowia prady
doptywajace, zas IRl Ig, IT; Ir"”, 7s”, It" prady odplywajace,
przy czym wszystkie prady stanowia uklady niesymetryczne pradu
trojfazowego.

Stosujac do weziow [ prawo Kirchhoffa, bedziemy mieli

IR—7TrR—7R" = (),
/s—7s'— 7" = 0.
Iy Iy Iy ‘0



Niech skladowe symetryczne beda

dla R : 70, A, A,
dla IR : 70, Ly, 73,
dla 7R : 70, iy , 72

Podstawiajac te sktadowe do uktadu rownan na I prawo Kirch-
hof fa i biorgc pod uwage podstawowe wzory (1), (2) i (3) otrzymamy

A+A+A)—Uo +JI'+ A~ Uo” + JI" + A") — 0,
(70 + a2ly + d/2) — (700 + d2// + d/2") — (Po" + a2ly” + d/2") = 0,
N+ aly +d2/2) — (700 + d// + d2/22) — (70" + A//1 + d2A™) = 0;
lub po przegrupowaniu
70 T0—T02+ A i iy )+ T —T)=0,
A—lo —A"Y+AN—iy — "™ +d(NN—T2— An) = 0,
(70— 700 — /ozz) +d (A—iy'— A" + A2 (T2 —Ar— A™) = 0.

Dodajac stronami te rownania i bio-
rac pod uwage, ze | +d +d2 =0,
otrzymamy

0.

Mnozac drugie roéwnanie przez d,
trzecie przez dl i dodajac stronami,
bedziemy mieli

l7i-/2’-1i"= (;

wreszcie, mnozac drugie rOwnanie
przez d2, trzecie przez d i dodajac, Rys. 181
otrzymamy

/1= Al — A" = 0.

W ten sposéb stwierdziliSmy, ze 1 prawo Kirchhoffa mozna
zastosowac¢ do skladowych symetrycznych.

Aby dowies¢, ze i 11 prawo Kirchhoffa mozna stosowac do skla-
dowych symetrycznych, rozpatrzmy schemat (rys. 182). Dzialajg trzy
SEM Er ES! ETw ukladzie niesymetrycznym; napi¢cia na odbior-
nikach oznaczymy odpowiednio przez URI Usz UT', za$ napigcie
miedzy punktami zerowymi zrdédla i odbiornika niech bedzie Uoo'
Stosujac do poszczegodlnych obwodow zawierajacych jedng SEM



oraz przewdd zerowy Il prawo Kirchhoffa, otrzymamy

= UR + Uw,
= Us 0o )

Ej— UT + t70 .

Skiadowe symetryczne SEM niech beda £0, Ev E4; napig¢
Uo, UV, Ui' Podstawiajac skltadowe symetryczne do powyzszych

rownan i porzadkujac wyrazy, analogicznie do poprzednich wzoréw
na [ prawo Kirchhoffa, otrzymamy

(B, +A+E)=({T0+0; + #y— =0

(Eo + d2/?, + dE2) — (£V + +dt/2) — UN =0,

(Eo + @Ev + d«B) — (£, + aU; + d2U/) — Uk = 0.
Po przegrupowaniu wyrazoéw mozna napisaé

B, — O0,-— 1700 + (E, — ;) + (B2 — DY) - 0,

(B, — 06 — om') + d (Bt — @i + d2 (B2 = (2) - o,

(£, — U,'— UM) +d (B2 — (7/) +d=(E2 - 02) - 0.
Postepujac tak jak poprzednio, otrzymamy

Ey=U) I' U0,

= U

co odpowiada II prawu Kirchhoffaw zastosowaniu do sktadowych
symetrycznych.



§ 85

WYZNACZENIE SKEADOWYCH SYMETRYCZNYCH NAPIECIA NA
OLBIORNIKU NIESYMETRYCZNYM

Dla danych pradéow przewodowych okreslamy skladowe sy-
metryczne, wedlug podstawowych wzoréw (4), (5) i (6).

Zo=" J& + Zs + 7y),
J1.=-g Jr + digs + A2 7D),
7

g Jr 4" 278 + dZp).

Poza tym, na podstawie II prawa Kirch hoffa,
Aro' = 7Ir + = 3/¢

Wprowadzamy sktadowe symetryczne opornosci pozornych

Ey =3 r' +27Zs' +Zr')i

Zi =-¢ (ZRl + aZs’' + d2Z17),

I<N= AZR'+ alZs'+0Z7T)
Niech poszukiwane napiecia na odbiorniku majg sktadowe t/oz,
17/, 17/, wowczas bedziemy mieli

Og =-3 (Ur + 1251+ Uj") = IRZr*+ Z$Z$1 4 1721"),

9lle : 2 1
IR = lo + K +
zs = 70+ d2zx + d 72,
IT= "1+ al+ d272;



wiec
2o =3 [(Z»+A+A) Zr + (A>+d271+d72) Zsz4-(70+d714-d27)N 1) =

=3 [(M+1s u-Zr 0-i(Zpl-bd2Z$14-aZpr) 71+(Zji'+aZs'+a1Z5 ) Thj =

=y (BZ0L 70+ 3Z2A7X+372/7g) ; z
li ostateczni AT 7.0
czyll ostatecznie {1\0 — 70 jO'—z;'Zgl'!'iZ'l.lIz %

Analogicznie otrzymamy

Ul = R +aUs +0Un =y (IrRZrR+d § Zs'H- A Zj z7* =
= 1§ NZR'+dZs'+"Zr) 10+ (Zj?,+Zs,+Zr)Z1H(Z]? 4-d1Zs,+dZ/)]7) =
=y (BZ/704-3Z0? +3Zu7)

| ostatecznie W' = 2oy 2l e 20, ®)
nastepnie

=y (Ur'4- A Us' & d UV) = -y [7rZr 4 dLis™s + d7"Zp")

i postepujac jak dla znajdziemy
00 =zg 0+ 1+ Zq72 9)
Bioragc pod uwage, ze napigcie miedzy punktami zerowymi
00" = {oo 00" =AH 070" | W)

oraz oznaczajagc oporno$¢ pozorng kazdego z przewodow fazowych
przez Zp, otrzymamy, stosujac II prawo Kirchhoffa, dla napiec¢

u zrodia UR _ UR + ZRZp + Qoo ,
s = Us + i$Zp + U,
T = alr + 77zP + o0

Przy uwzglednieniu wzoru (10), skladowe symetryczne napiec
na zaciskach zrodlta wynoszg

00 = -y (Ur+Us+ Un)= y [(Ur-VUsSvUTvRVESA 27°Zp+9J0200] =
= v (3 701 4- 3 70Zp + 9 T0Z'00z) = Uo’ + (Zp + 3 Zw0z) 70,
(ZI = -y(7Zp + dL/s + d217p) = 3 Ur' + aUs'+ d2Up) 4
4- (Tp4- d7s4- d27r) Zo 4 (L/Q' + UU00' 4- d2i700 )] =
=3 [30V 4-37rp) 4 U (1 4 d 4 d2)] = Ux' 4 ?xZpt



02=""(UrR+d2(7$4-d Ur) — $ £({7/% + d2£7$'4-d?77°1)] +
4 (ZR+d2zs+d /1) Zp + U00' (1 + d2 + d) =
= 1(3(7/4-372")= U) -H2ZP.
Ostatnie wzory mozna napisa¢ inaczej, uwzgledniajac wartosci
(7/, UV i (7/ z wzorow (7), (8) i (9).
Lo= 20704 Z2 iv4 Z/ 7+ “Zp 4 3Z1002) 70 =

= (3200 4- Zo' 4 Zp) 70 4 Z2'7t 4- Z\1I (11)
Co=2\704Z20'0x % 22 24- 1\ZP =

= Z//04-(Z/ + Zp)7| + Z/72, (12)
U) = 72,704-Z11714-Z017) 4-Zp7) =

- 722770 4-Z172714-(Z0z4-Zp) 72 (13)

Gdyby w ukladzie gwiazdowym nie bylo przewodu zerowego,
czyli /00 = 0, wowczas
Ir 4 7S 4- IT — 0,
wobec czego
N=vy (714754 71) =0

i w wyzej rozpatrzonych wzorach nastgpia odpowiednie uproszczenia.

§ 86

WYZNACZENIE SKEADOWYCH b1 METRYCZNYCH PRADOW /01 A, /,
DLA OLBIGRNIKA TROJFAZOWEGO NIESYMETRYCZNEGO

Napiecia na odbiorniku niesymetrycznym t/pl, Us’, U/ wy-
razamy przy pomocy sktadowych symetrycznych Uo\ UV, U2

arR' = 0+ a; 4 al
Us' = (70z4-d2t71z4-d(7% (14)

UT' = (7/4-d(71z4-d2(72z.

Oznaczajac przewodno$ci pozorne poszczegdlnych faz odbior-
nika przez Vp', ysz, PTI, otrzymamy dla pradow przewodowych
IR = UR' YR\
Us Ys, (15)
7q. Hm o1



Dodajac stronami ostatnie wzory i biorac pod uwage (14), otrzy-

IR4-Zs+Zy Ur Yr'4- Us'Ys'4 Uj YT' =
=(0g 4 Uy 4- "2 IR & (4 d2f7/+dtZ)) | s' 4
4 (Uo'4-d U\ 4- d1 £72) YV = (PR' 4- P$' 4- P/) Uo' 4
4 (P/ 4-a2¥s* 4-dP/) U; 4- (P/ 4 dPs' 4-d2P/) Ui’ (16)
Oznaczajgc skladowe symetryczne przewodnosci pozornych po-
szczegolnych faz odbiornika przez VYo', P/, P/, mamy

VR' 4 P/ 4 P/ = 3 Po,
P/ 4 d P/ 4 P/ =3P/,

YR 4-d2P/ 4-dP/ = 3 P2.
Nastepnie
IR 4- Is 4- IT = 3 0.

Podstawiajac te wartosci do wzoru (16), otrzymamy
370 =3 P/al 43 P/a; 43 P/ Ui\
Skad 0=10."+ Y,'0v+ U'" (17)
Jezeli porownamy ten wzor z wzorem (7), zobaczymy pewnag
analogi¢: jezeli we wzorze (7) zamienimy 70, /v 71 przez t70', oy, U2,
oraz Zo', Z/, Z] przez Po', P2', to otrzymamy wzor (17).

Stosujac dla znalezienia L1 i 71 t¢ sama metode co dla znalezienia
poprzednio Oor, UV i t)2', otrzymamy analogicznie do wzoréw (8) (9)

Fi'tf)'4-P0'tf/4-P27Z72', (18)
2 - ¥-ur + ¥ 0, +r1,, 0. (19)
§ 87

MOC W NIESYMETRYCZNYCH UKEADACH PRADU TROJFAZOWEGO
WYRAZONA PRZY POMOCY SKEADOWYCH SYMETRYCZNYCH

Jak rozpatrzono w przykladach zastosowania metody symbo-
licznej w § 14, str. 65 i n.,, moc pozorng mozna przedstawi¢ w ten
sposob, ze jeden z wektoré6w napigcia lub nat¢zenia pradu nalezy
podstawi¢ w postaci liczby zespolonej sprzezonej; np. gdy napigcie
wyrazimy wzorem

U = Ue?t = U (cosa 4 j sina),



gdzie a stanowi kat, ktory wektor U tworzy z osia podstawowa,
wtedy liczba sprzgzong bedzie
U (cos a — sin a);
nazwijmy ten wektor wektorem sprzezonym z wektorem U i dla
odréznienia oznaczmy wektor sprzezony stawiajagc nad U daszek
odwrécony, a wiec
U= U (cos a—jsina) = Ue-ja.

Wtedy moc pozorna pradu w ujeciu symbolicznym wyrazi si¢

wzorem Ul b CI.

W razie rozkladania niesymetrycznych uktadéw pradu tréjfazowego
na skladowe symetryczne, przy stosowaniu wektorow sprzezonych,
zmieni si¢ porzadek wektoréw w uktadach wspotbieznych i przeciw-
bieznych, wobec czego

OR— ©i0O—+7il + il

Us = Uo + aUx + d2(72,

UT = Uo + G20x + aUi

Moc pozorng catego ukladu niesymetrycznego otrzymamy jako

sume¢ mocy pozornych poszczegdlnych faz. Oznaczajac przez Pz moc

pozorna calego uktadu, za$§ przez PZRI PZS| PZTl moce pozorne fazowe,

bedziemy mieli
¢ y zm ~zr zs + NMTI

ale B7R  "RNRI zZS ~ Usis; PZT — UTI

Po podstawieniu zamiast napi¢¢ i pradow fazowych — ich wartosci,
wyrazonych przy pomocy sktadowych symetrycznych, otrzymamy
Pz = (Uo+ Ux+172) (70+71+72) d- ( Uo-VéiOx-Vei2Uii* (“od"a2 ifVa72) 4
(Uo + 12Ux + aU  Uo d- GIx 4 A1 70) —

3P0/0 + Uozx (1 +d2+d) + PO2 (1 +d+ d2) +

+ (71700 +d + d2) + 30Ul & + Uh 72 (1 + d2 + d) 4

+ LA (I +d@ +t) + Plax (I + 0+ G +3 17272

1 ostatecznie

+

= 3 (t/070 d- Uxzx + (72/2).
Moc pozorng mozna wyrazi¢ symbolicznie w postaci
Pz— P"jPx
gdzie P — moc czynna, za§ Px— moc bierna.

Poniewaz moc czynna wyraza si¢ iloczynem wartos$ci skutecz-
nych napigcia i natezenia pradu przez cosinus przesunigcia kata



fazowego pradu wzgledem napigcia, za$§ moc bierna tym iloczy-
nem przez sinus kata przesuniecia fazowego, wiec oznaczajac
przez (10, ¢?x, $2katy przesunigcia fazowego pradow /0, A, /2 wzgledem
odpowiednich napig¢, otrzymamy

P = 3 (t70Z0 cos 0 + wzeele cos gt + U21) cos g12),

Px= 3 (170/0 sin ¢ + LIy sin x 4 C27) sin y2).

§ 88

ZASTOSOWANIE METODY SKEADOWYCH SYMETRYCZNYCH
DO OBLICZANIA PRADOW ZWARCIA

Ograniczymy si¢ do rozpatrzenia zjawisk zwarcia w ukla-
dach pradu trdjfazowego tylko dla symetrycznych uktadéw gwiazdo-
wych, przy czym punkt zerowy zrédla potaczony jest z ziemia przez
pewng opornosc¢.

a) Zwarcie z ziemia jednego z przewodow (np. prze-
wodu R w punkcie A, rys. 184).

Rys. 184

Oznaczmy sktadowe symetryczne opornosci pozornych, liczac
do miejsca zwarcia przez Zo, Ztl Z2; SEM fazowe pradnicy, dziata-
jace w takim ukladzie symetrycznym, maja rdowne wartosci skuteczne,

czyli ER-ES-ET-FE.
Sktadowe symetryczne SEAM bedg
Po= 0, Ex=E; E1=0,

gdyz przy symetrii nie moga wystapi¢ skladowe uktadu zerowego
i przeciwbieznego.



Wskutek zwarcia fazy R z ziemiag w punkcie A, napigcia fazowe
w tym punkcie tworza uktad niesymetryczny; napiecia te URl Us, UT
wyrazimy przy pomocy ich sktadowych symetrycznych U0 LJX C2;
sktadowe symetryczne pradéw przewodowych IRl Zs, 7rbeda 70, A, 7a.
Bioragc pod uwage, ze w miejscu zwarcia UR = 0, nastgpnie w po-
rownaniu z prgdem zwarcia /R prady zs i IT s3 nieznaczne i w tym
przypadku mozna zatozy¢, ze Is = 0 oraz IT= 0, wtedy, stosujac
II prawo Kirchhoffa do skladowych symetrycznych, bedziemy

mie,1 0= /ozo+ O,, |
E-AZ, + Uu ) (20)
0= ,27+102]

Dodajac stronami ostatnie rOwnania, otrzymamy
E =107, + /\Z\ + 170+ + Uy + U,

ale Uo+ Ur+ U2 = UR= 0,
Wige E= 1020 + NZ\ + 772 1)
7 Wzorow

rm A+ 7+ 72
s = 70 + a2zx + d71 = 0,
IT= 0+ aix + d270 = 0,

otrzymamy dodajac stronami

vA — IR
L pierwszego z powyzszych rownan wynika
7i4- 72 = 2 70,

za$ z drugiego i trzeciego z tych rownan

0+ 628 + d70 = 70 + Gix + d272,
& i) —d) = 71 () — d),

J =72
AWIEC A+/1=2A-2A-2/,
czyli 0
=1 =4 =

Na tej podstawie wzor (21) daje nam

£-A(20+ 7l + 7)),

skad 3g

"

IR = —"T-cceeo .
20+ =zx + =)



W ten sposob, przy wiadomych warto$ciach Zo, ZIl Z) oraz
SEM E, zostal okreslony prad zwarcia w rozpatrywanym przypadku.

Mozemy réwniez tatwo znalezé skladowe symetryczne napigé
w miejscu zwarcia. Z wzorow (20)

. EZ
- N,0- ) ’

3 20+ zy + Z)
~ ~ o~ A 1?71 7 (Mo + Z
Oh= B X7l = E 7j?z1 G (Mo + Z2)

3 Zu'V'Zi+Z

Os = —722) = TRZ4 . . EZe

3 Zo+ Zx+ 7Z)

b) Zwarcie z ziemig dwoch przewodow.

Rys. 185

Zatozmy, ze zwarcie z ziemig nastapito rownoczesnie w dwoch
fazach, np. Si 7 (rys. 185). Nalezy wyznaczy¢ prady zwarcia zs i 7r,
przy czym zakladamy, jak poprzednio, ze w stosunku do warto$ci
pradow zwarcia inne prady mozna pomingé, czyli

U- 0.
W punktach uziemionych napigcia
Us=0 i UT=0.
Wobec tego sktadowe symetryczne napig¢ beda
Uo=| (OR+ Us + Uj) =
Ur ="0" ((l)?R +d Us + d2 Uj) -

O»--,, {0k + a«0: + ACT)——-";

o



czyli wszystkie skladowe symetryczne napigé sg sobie rowne.
Stosujac Il prawo Kirchhoffa, otrzymamy rowniez uklad rownan

- . . R
(20), a uwzgledniajac, ze Uo = UWv = U2 = . otrzymamy

£,70 + -"- =0,
Z21+-y=E,
/274 + =0;
skad
9 o 5 R
° 370
1 Zx
s UR .
1] 372
a poniewaz
)+ J1+ /2= Ir = 0 (z zalozenia),
przeto } } .
UrR | UR UR E
skad
UR E
3
czyli

Sktadowe symetryczne pradow sa

_ OR =
/.= .
320 Z0ZL + =t =) + 202
1= E Cr = E@Z,+ 2
37 Zo4" Z\Z)+ ZoZr
OR t=,,

322 ZyZN + ZxZ.t + Ztiz)



Majac sktadowe symetryczne pradow, mozemy obliczy¢ prady
/s 1 LTI gdyz
78 = 704- a2J1 +d A,
Tr=70+d A + d272.
¢) Zwarcie miedzy dwoma przewodami.
Przypu$émy, ze zwarcie nastgpito migdzy przewodami S i 7
(rys. 186). Zakladamy, jak poprzednio, IR = 0

Napigcia fazy S i fazy 7 sa sobie rowne

Us = UT
Rozpatrujac zamkniety, z powodu potaczenia punktow S i T, obwod
i stosujgc I prawo Kirchhoffa, otrzymamy

7S + 7r = 0.
Wreszcie
Us=U0Ur= U+ QUy+dU02 = Uo 4 dUx 4 2 02

Z ostatniego réwnania wynika

(d2—d) = (d2—d) t72,
ux = Ot
Wiemy, ze
IR=R4ivs-T=0
oraz
7T =—1
czyli
70 4- @2iy 4- d72 = — (70 4- aiy 4- d272),
skad

270 4- (d2 4 d) iy 4 (d 4- d2) T2 = O,



ale
d+d=—1,
wigc ostatni wzor przybiera postaé

=2/o—TJM—M_—o0

albo

3A>— (A>+ JL + ~2) = 0;

wyrazenie w nawiasach rowne jest zeru, wigc otrzymamy
J« = 0.
J — — k-

Na podstawie wzoréw (20), dla symetrycznego uktadu zrodta, be-
dziemy mieli
0= 70Z0 + #0,
E- /,ZI+ Uy
0= 272+ U2
z pierwszego z tych rownan znajdziemy
#0= 0

Nastepnie, biorac pod uwage, ze Ut = Ul oraz ze Jl = — 72, z ostat-
nich dwoéch réwnan otrzymamy

Znajac sktadowe symetryczne praddéw i napigé¢, mozemy obliczy¢
prady zs i IT oraz napiecia Us = UT

Uwaga. Przy obliczaniu pradow zwarcia w przypadkach b) i c)
natkniemy si¢ na nastepujace wyrazenia:

|—a2;, a—a2;, a— L

Wyrazenia te obliczymy, pamigtajac, ze
1
° > 2 +/ 2 V3.

-2 1 1 /W
a3=—-—-2-/2 V3

>
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PRZEWODY DLUGIE

§ 89
WIELKOSCI CHARAKTERYSTYCZNE

Dotychczas w obwodach pradu zmiennego zakladali$my, ze
oporno$¢ czynna, pojemno$¢ i indukcyjnos¢ sg skupione w poszcze-
go6lnych miejscach obwodu. W urzadzeniach elektrycznych mamy
czesto do czynienia z tymi wielko$Sciami rozlozonymi w przewodach
wzdhiz obwodu. W przewodach krotkich, laczacych zrodia z odbior-
nikiem, 'wptyw pojemnosci i indukcyjnosci samych przewoddéw jest
zwykle nieznaczny, natomiast w przewodach dtuzszych musimy te
wielkosci uwzglednia¢ w obliczeniach.

Zajmiemy si¢ tylko przypadkiem, gdy roztozenie pojemnosci
i indukcyjnosci wzdluz calej linii jest rownomierne.

Przy znacznej dlugosci przewodow nalezy si¢ liczy¢ jeszcze
ze stratami spowodowanymi przez niedoskonalo$¢ izolacji, przez
tak zwang histerez¢ dielektryczng, wreszcie przez wyladowanie
elektryczno$ci, czyli tak zwany ulot, w rozmaitych postaciach az
do powstania korony $wietlnej. Straty te, o ktérych byta mowa w §40,
powoduja uptyw pradu i ten prad uptywowy Zul spowodowany na-
pieciem L7, okresla si¢ wzorem

k™ AU.

gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci 4 nazywa si¢ uptywnoscig linii

Opornos¢ rzeczywistg, indukcyjnos$¢, pojemnos¢ i upltywnosc
przewodu podajemy w odniesieniu do jednostki dtugosci linii (w prak-
tyce na | km) i oznaczamy przez 7i, L, Ci 4. Linia zatem o dlugosci /
posiada oporno$¢ rzeczywista R/, indukcyjnos¢ LI, pojemnos¢ Cl
i uplywnos$¢ Al



§ 90
ROWNANIA ZASADNICZE

Rozpatrzmy lini¢ dwuprzewodowsa, na poczatku ktorej (u zrodia)
warto$ci chwilowe napigcia i pradu wyptywajacego na lini¢ sg ux i z\,
za$ wartoéci skuteczne Ux i A; na koncu (u odbiornika) oznaczmy
te wielkosci odpowiednio przez 722, 72, i JI (T'Y8 187). Rozpatrzmy
odcinek tej linii nieskonczenie matej dlugosci dz, odlegly o x od jej
poczatku. Niech warto$ci chwilowe napigcia i pradu w tym miegjscu
beda u i i, skuteczne U i 7. Oporno§¢, indukcyjno$é, pojemnosé
i uplywnos$¢ odcinka dx beda miaty warto$ci Rdx, Ldx, Cdx i Adx.

PLLCA

Rys. 187

Napigcie u i prad i sg funkcjami dwoch zmiennych: czasu ¢
oraz odleglo$ci x. Na rozpatrywanym odcinku dx zachodzi zmiana
warto$ci zarowno napiccia jak i natezenia pradu. Idac w kierunku
dodatnim, tj. od strony zrodla do odbiornika, bedziemy mieli na
poczatku tego odcinka napigcie u i prad 1, w koncu odcinka za$

napiecie u -z-"-"dx oraz prad i + ~-dx. Zmiana tych wielko$ci wy-

niesie wobec tego dla napiecia

e _au
UM+ 2t dph = 2
dla pradu
. . i _ai
Z—F\z +-§de) = de.

Zmiana napigcia spowodowana jest napigciami powstajacymi na
opornosci rzeczywistej i opornosci indukcyjnej badanego odcinka
i rbwna si¢ sumie tych napigc.

Mozemy wigc napisac

Su _ . i
I dx = Rdx . i + Ldx dl



Zmiana warto$ci natezenia pradu réwna si¢ sumie pradu uptywu
i pragdu pojemnosciowego odcinka dx. Pierwszy rowny jest Adx * tz,

drugi Cdx + 2%+ Wobec tego bedziemy micli

di , ., = du
-crde—Adx‘quCdxdl

Z tych réwnan, po skroceniu przez dx, otrzymamy

K- Bi+i %r (1)
. —d

- = Au + Caul“- )
§ 91

ROZWIAZANIE METODA SYMBOLICZNA

Roéwnania powyzsze bedziemy rozwigzywali ogdlnie przy ba-
daniu pradoéw nieuslalonych. Dla pragdéw ustalonych mozemy za-
gadnienie znacznie uprosci¢. Rozpatrujagc mianowicie prad sinu-
soidalny, mozemy zamiast warto$ci chwilowych wprowadzi¢ warto$ci
skuteczne, stosujagc metode symboliczng. Warto$ci skuteczne, jako
niezalezne od czasu, be¢da funkcjami tylko odleglosci x, wigc zamiast
rownan o pochodnych czastkowych otrzymamy réwnania o po-
chodnych zwyktych.

W tym celu do rownan (1) i (2) stosujemy metod¢ symboliczng,
wprowadzajac wartosci skuteczne napiecia U i natezenia pradu [
w odleglosci X od poczatku linii; zakladajac, ze prady ustalone sa
sinusoidalne (w przeciwnym razie wzory stosujemy do kazdej harmo-
nicznej), bedziemy mieli

U= i = /N2
wtedy z réwnan (1) i (2) otrzymamy
—OVN2E - IR 7"+ jINLIV2

e

—Tdx M= A S e+ ™ C



skad po skroceniu
+ 3)
~TM=NJI-+/mC)U._ 4)

W celu otrzymania rdéwnan zawierajacych tylko jedng nie-
wiadoma funkcje bierzemy pochodne wzgledem %, co nam da

a2u  moo. di
~~dx2~"(B + JwL)-5"1 (5)
d2i . . dii ,CX
—a™-"A4 + >wC ~am’ (6)

i podstawiamy warto$ci —/— 1 -/—, otrzymane ze wzorow (3) i (4).
ClJL CLJL

Wtedy bedziemy mieli
RU_ (r-H<oL'214+i<oCIU; ()

A (I + /1E)(JT+H«>C)T. ®)

W tych wzorach U i I czynia zado$¢ temu samemu rownaniu
rozniczkowemu w postaci

411- - 1 V- )

dx! yi !
gdzie

k — V(B+/tuL) (JI+/«>C); (10)
jego roéwnanie charakterystyczne
z) =kl
ma dwa pierwiastki
zZx=+ zZ2=—«k

i daje catke ogdlng
y = Clelc + Cae-fex,
gdzie Cz i C] sg to stale dowolne, ¢ — podstawa logarytméw na-
turalnych.
W ten sposob calka ogolna rownania bedzie

U= Coft Cle~kx, (11)

Z réownania (8) mogliby$my napisa¢ rowniez dla / analogiczne
rozwigzanie, w ktorym mielibySmy dwie inne state dowolne. Do-



godniej bedzie unikngé wprowadzenia nowych statych dowolnych,
otrzymujac [ bezposrednio ze wzoru (3)

du
0 dx
(R +jwL’)
Ale ze wzoru (11)
-?2-= kC.e™kC.e"",
dx
wiec

R +jul
Podstawiajac warto$¢ x ze wzoru (10), otrzymamy

— (R A jWLNA + ] C)

N _ _L’ =
Rijol Clex,-C2ze-b’]

—1 / O+ f¥'T (- C,”% + C,e-te). . (12)

Wzory (11) i (12) mozna przeksztalci¢ jeszcze inaczej, biorac
pod uwage, ze wykladnik potegi x jest na ogdt liczba zespolona;
mozemy zatozy¢

k= B+jroAA Tjtul)=ua + /b

Dla odnalezienia spdlczynnikow a i b podnosimy obie strony

do kwadratu:

AR — w2LC 4 ja>(AL 4 RC) = t22-b24-/2a&,
Skqd al—bl = AB-"LC, .
2ab = a>(AL + RC). [

Nastepnie w ostatnich réwnaniach podnosimy obie strony do
kwadratu i dodajemy

ad—2a2bl + b{ = A2R2— 2U02ARLC 4- o4 L) C2;
+ 4a26 = mlA2L) + )< 2ARLC + M2R2C2;

(@) 4- 622 = A) (R) 4 w)) L2 4- u2 G2 (R2 4- co2L2) =
= (A24-002C2) (B24-c12L2).

Wyciagajac pierwiastek z obu stron powyzszego roéwnania
otrzymamy

al4- 0 = ¥ (A2 4- w2C2) (B2 4- a2L2). (14)



Dodajac i odejmujgc stronami réwnania (13) 1 (14), dzielac
nastepnie przez 2 i wyciagajac pierwiastek, otrzymamy

a=J/ ~{J(" + a2C) (B24-tu2L2) + AR —>2LC }; (15)

6 = 1J0~| VU4 ~2C0IN + w2bl) —AR-Vw4C ). (16)

Na zasadzie wzoru Eulera mozemy napisac
- efer = eax+jbx = cax (cos bx 4- " sin 6&),
e-fex = e-ax-ibx = e-6X (cos bx — / sin bxy
Oznaczmy SR+ ju>L »
v.AAjceeC
Symbol Z nazywamy opornoscig falowq.
Podstawiajgc powyzsze wzory do réwnan (11) i (12), otrzymamy
U = Cxeax (cosbx + j sin &) 4 C2e-ax (cos bx—j sin 6z), (18)
1Z = — Cleox (cos bx + / sin fer) 4- C, e-ax (cos bx —j sin bxy  (19)

§ 92
STALE CALKOWANIA

Zatozmy, ze mamy dane napigcie i prad na poczatku linii, mia-

nowicie dla X = 0 Uo-U 1-1
Wtedy wzory (18) i (19) daja
Ux = Cr+ Q2
1XZ = -CxACil
skad T tf.-Z.7
Ci--—---—-- -g , e 2

wigc ostatecznie

U=-y! (" —17r2) ex (cos bx + / sin bx) +
+ (2f + Ix 7" e-ax (cos bx —j sin 6z) | ; (20)
1Z = -i-1 — (1711—AZ) e"x (cos bx + j sin I>&) 4-

+ (O 4 /tZ) e-0x(cos bx — j sin 6z) L 21)



Czesto przy projektowaniu linii elektrycznej zadane sa napigcie
i prad w miejscu zuzycia energii, czyli U} i /2. W tym przypadku
dogodniej jest oblicza¢ odleglos¢ x nie od poczatku linii, lecz od jej
konca. Roéwniez state Cr i Cl nalezy wtedy okreslic przez C\ i A.
W takim razie we wzorach (18) i (19) trzeba x zmieni¢ na — x| gdyz
sposob rozumowania przy wyprowadzaniu tych wzoréw pozostanie
ten sam, tylko odleglos¢ odmierza si¢ w kierunku przeciwnym. Wa-
runki dla okre$lenia stalych Cl| i C2 beda nastgpujace: dla x = 0,
U= U4 1= /2 Zmieniajac we wzorach (18) i (19) znak przy x
i zakltadajac x = 0 i odpowiednie wartosci U i /, bedziemy mieli

U2= Cx + Cl
AZ = C2-C2,
skad
. U + Nz e O,—n=a-=
I — 2 Y Gio 2 !

i po podstawieniu tycli wartosci do wzorow (18) i (19)

T=-yl (£ + e¥ (cos bx + / sin 6x) +

+ ("2 27 e~ax (COS bx —j sin &) 22)
77 =-y | (72 + 72Z) eax (cos bx + / sin bx" —
— (U2 — A Z) e~ax (cos bx —j sin 6z) j. (23)

W dalszych zagadnieniach bedziemy przewaznie Kkorzystali
z tych ostatnich wzoréw.

Wzory (20) (21) (22) i (23) mozna napisa¢ w innej postaci wpro-
wadzajac funkcje hiperboliczne

Poniewaz

exax (cos bx =+ j sin bx = eN
nastgpnie

fe + e-k*
mrer _ cosh kx,

-~ = sinh kx,



otrzymamy z (20) i (21)

U = Ux cosh kx — zx Z sinh kx, (24)
I Z = — Uxsinh kx + 1XZ cosh kx, (25)
oraz z (22) i (23)
U = Ul cosh kx + 12Z sinh kx, (26)
1Z = Ul sinh kx + I2Z cosh kx. (27)
§ 93

FALE NAPIECIA I PRADU

W réwnaniach powyzszych U2 praz 7) Z $a wektorami; ich sumy
i réznice sg zatem tez wektorami. Oznaczmy

+ (28)

L(0U,-722)=P2. (29)

Wartos$ci chwilowe wielkosci Pr i P2 maja przebieg sinusoidalny,
gdyz taki przebieg majg wartosci chwilowe wielkosci sktadowych.
Mozemy wi¢c napisa¢ dla wartosci chwilowych Py i P2
Pi = pim sin + VY1), p2 = plnsin M + Yb)-
Rownania (22) i (23) po uwzglednieniu (28) i (29) przyjma
postaé U= Pxell.elbx + A e"ax e"jbx,
I Z = Px eax eibx — P> e~ax e"ljbx ;

przechodzac od wartosci skutecznych do warto$ci chwilowych i bio-
rac pod uwage, ze mnozenie wektorow Py i P przez e”-jbx powoduje
przesunigcie tych wektorow o kat + bx, otrzymamy
u = Plmeaxsin (0Z + + 6&) + Pln e~ax sin (toi + ip] — Dg), (30)
iZ = PXneax sin (coZ + Vi + &) — P2w e-0X sin (coZ + tpa — >). (31
Warto$¢ chwilowa napigcia pradu oraz iloczyn wartosci chwilowej
jego natgzenia przez opornos¢ falowa linii sg sumag wzglgdnie roznica
dwoch wyrazow postaci

Pwe=ax sin (coZ +y £ bxY

W kazdym z nich jeden czynnik Pm ma warto$¢ stalg (nie-
zalezng od czasu ani od przestrzeni); drugi &+° zalezy jedynie od



odleglosci. Wobec tego warto$¢ najwicksza (amplituda) napigcia
oraz nat¢zenia pradu jest funkcjg tylko odleglosci. Argument
{col 4- ip £ bx" zalezy zaro6wno od odleglosci jak od czasu i zmienia
si¢ okresowo; to samo wobec tego mozna powiedzie¢ o wartosciach
napigcia oraz nat¢zenia pradu, inaczej mowigc, napigcie i natgzenie
pradu wzdtuz linii rozchodza si¢ falowo.

Przystagpimy do obliczenia dlugosci i szybkosci tych fal. Dla
znalezienia dlugosci zbadamy, w jakiej odleglosci znajduja sie naj-
blizsze punkty, w ktorych skladniki napigcia lub pradu w dowolnej
chwili maja te samg fazg. Na to trzeba, zeby argumenty funkcji
sinusoidalnych r6znity si¢ o 2n. Przypusémy, ze argument
col +y = bx wzro$nie o 2, kiedy x wzro$nie o JI; wtedy

col +ipxb{x+4)=col+y=xbx=£2n,
1 bX = zh2m,

= _——. (32)

To znaczy, ze wartoSci sktadnikéw napigcia oraz nat¢zenia
pradu sa w jednakowej fazie w punktach, ktérych najblizsza odleglos¢
20 .

wynosi X czyli taka jest ‘dtugo$¢ " fali napiecia lub pradu;

b nazywamy wspoiczynnikiem dtugosci fali.

Dla znalezienia predkosci rozchodzenia si¢ fal zalozmy, ze
w danym punkcie x w pewnej chwili / mamy okre$long faze sktad-
nikow napiecia lub pradu i ze t¢ sama fazg mamy po czasie d/
w punkcie odlegtym o dx, czyli w czasie ¢t + d/ i w punkcie x + dx.
Przyréwnujac argumenty w obu przypadkach, otrzymamy

col +ip£bx =co(l+dZ) +ip £ b {x + de),
cotA4-ip~bx=cot-\-codl-Vip3z bx 1 bdx,

skad
codi = =+ bdx.
Predkos¢ rozchodzenia si¢ fali
dx €0
U="dt = £

Pomijajac znak,
to 2m/ 2n X ,

c=T=-I"=Tm="2=m (33)

gdzie / oznacza czestotliwos¢, 7— okres pradu zmiennego. Wynika
stad, ze predkos¢ rozchodzenia si¢ fali rowna si¢ iloczynowi dhtu-



gosci fali przez czegstotliwo$¢ pradu zmiennego; inaczej, w ciagu
jednego okresu prad przebiega dilugos¢ jednej fali. Znak przy pred-
kosci u wskazuje na kierunek rozchodzenia si¢ fali: w kierunku do-
datnich @, czy tez ujemnych.

Rozpatrujac wzoér (22) widzimy, ze dla napiecia U otrzymu-
jemy sume¢ dwoch fal, przebiegajacych w rozmaitych kierunkach
z jednakowa predkosciag; jedna fala przebiega od poczatku linii
do jej konca, druga odwrotnie. Pierwsza nazywa, si¢ falg glowng,
druga — falg odbitg. Czynnik exax wskazuje, ze amplituda,
czyli warto$¢ najwigksza, zmienia si¢ w zaleznosci od odlegltosci;
a jest to wspofczynnik tlumienia. Dla pradu 7, jak widaé ze
wzoru (23), otrzymujemy roznice dwoch fal, przebiegajacych tak
samo jak fale napiecia w dwoch przeciwnych kierunkach, lecz ich
amplitudy s3 zmniejszone w stosunku opornoéci charakterystycznejZ.
Wspolczynnik x = a + jb nazywamy stalg rozchodzenia sig¢ fal.

W literaturze elektrotechnicznej spotykamy oznaczenia y dla
statej rozchodzenia si¢ fal, /i dla statej tlumieniai a dla wspotczynnika
dtugosci fali; ten ostatni nazywajg rowniez wspotczynnikiem fazowym.
Wtedy mamy wzoér B Jja

Wspotczynnik ttumienia wielkos$ci fizycznych przyjeto okreslac
przez logarytm ilorazu dwoch warto$ci rozpatrywanej wielkosci,
np. logarytm ilorazu dwodch napig¢, dwoch pradow itp. Gdy sto-
sujemy logarytmy naturalne, otrzymujemy rezultat w ,neperach®
W ten sposob )

ui

a= lgnE neperow

stanowi wspolczynnik tlumienia napigcia; z tego wynika, ze

“)
Oprécz tego zostala wprowadzona inna jednostka tlumienia
z zastosowaniem -logarytmow dziesietnych z okre§lenia wspotczyn-
nika thumienia mocy; jednostke t¢ nazwano ,,bel®, przy czym w uzy-
ciu dogodniejszym okazal si¢ ,,decybel®, czyli 0,1 bela; mamy wigc

P
a =101gl0-~ decybelow.

Poniewaz moc jest proporcjonalna do kwadratu napiecia lub
pradu, przeto wspotczynnik tlumienia napiecia wyrazony w decy-



belach bedzie
a'=20 lglOf[\ﬁ decybelow,

CZvul AA=1055-
2
przez poréwnanie tego samego ilorazu, wyrazonego przez a i przeza',
znajdziemy a,
1020 = e°,
4
sMd & = 20aZgrlle = 8,686 a;

z tego wynika, ze neper 8,686 decybelow.

§ 94
LINIA BEZ STRAT

Dla blizszego zbadania otrzymanych wzordéw rozpatrzymy naj-
pierw rozchodzenie si¢ pradu w linii bez strat, to jest takiej, w ktorej
nie ma opornosci rzeczywistej ani uptywnosci, a jedynie indukcyjnosé
i pojemnos¢. A wiec

R =0, A =0. (34)

Oporno$¢ falowa takiej linii bedzie

1/ R+zti)L =n~iwL T/ L
Z A+/coC y jeoC 1y c

w tym przypadku jest ona liczbg rzeczywista. Znajdzmy spodlczyn-
niki a i b

(35)

a (A2 + w2C2) 12 + c2L2) + AR — co2

cu2C2-<02L.2-co? wHC-udChH 0, (36)

2 + c2C2) (B2 + 0R2LB) — AR + W2LC

ONo «y?[? +<odlLC 2LG AcorLC

o) 02 LC = ¢o (37)



Wobec tego e = Qi = ¢ = I,

czyli nie ma tlhumienia. Predko$¢ rozchodzenia si¢ fal

rco 0 |
I-T” ~~2c~\7c (38)

nie zalezy od czestotliwosci pradu.

W liniach napowietrznych indukcyjno$¢ jest wicksza, pojemnos¢
za$ mniejsza niz w liniach kablowych.

Predkos$¢ rozchodzenia si¢ fal w liniach napowietrznych jest
bliska predkosci §wiatta, czyli ok. 3.106 km/sek; w liniach kablowych
jest ona mniejsza i wynosi (1,2 do 1,6). 106 km/sek.

Przy czgstotliwosci / = 50, przewaznie spotykanej w urzadze-
niach pradu silnego, dlugos¢ fali dla linii napowietrznej

I=7T 300000 ~ 6000 km

dorownywa dlugosci promienia ziemskiego. Przy czgstotliwosci
/ = 3000, ktorg mamy np. w liniach telefonicznych,

X=uT 300000 * 100 km.
Rownania (22) i (23) w przypadku linii bez strat przeksztalca
si¢ wobec & =e—awx=1; Z=Z na
cos bx + / sin bx cos bx—j sinbx

2 U2 cosbx + 2j I2Z sin bx = U cos bx + j I2Z sin bx,
cosbx+/sinbX cos b X—/sin bx

='2127Zcos bx + 2/ Ul sin bxj = I2Z cos bx + / Ul sin bx,

czyli ostatecznie

U= U)cos bx + /"[)Z sin bx, (39)
7Z = I2Z cos bx + /Ul sin bx. (40)

Wartoéci U i 7 z wyprowadzonych wzoréw mozemy znalezé
albo sposobem analitycznym, stosujac metod¢ symboliczng, albo
tez sposobem wykreslnym.



Stosujac metode symboliczng, musimy najpierw na podstawie
wiadomych L i C obliczy¢ opornos¢ falowa Z wedlug wzoru (395)
oraz spétczynnik dlugosci fali b ze wzoru (37); nastepnie dla wia-
domej odleglosci x obliczamy bx i znajdujemy cos bx i sin bx. Na-
pigcie C?2, prad 72 i wspotczynnik mocy cos ¢ na odbiorniku zakla-
damy jako wiadome. Za podstawowy kierunek wektorow najdo-
godniej jest wzig¢ kierunek wektora [.2; argumentem symbolu 72
bedzie wige kat ¢?2 mierzony od podstawowego kierunku wektora t?2.
Oznaczajac przez g niewiadomy kat pomiedzy U i 172 oraz przez o'
kat pomiedzy 7 i L2, otrzymamy na podstawie wzorow (39 )i (40)

U = Ul cos bx 4 /| I2Z sin bx (cos y2 +/ sm ®2) =
= (t/2 cos bx — 127 sin bx sin 2) 4- / I2Z sin bx cos ¢2,
1Z = I2Z cos bx (cos < 4 / sin <) 4- / Ul sin bx =
= I2Z cos bx cos 2 4- / N2Z cos bx sin y2 + Ul sin bx|\
skad
U= (172 cos bx — I2Z sin bx sin ¢2)2 + Ux»2 sin bx cos ¢22)1>
/»Z sin jbx cos @

ip = Trcos bx= 117 sthodc sin ¢!

1Z = yJN"Z cos bx cos 2)1 4- (72Z cos bx sin <p 4- U2 sin 6x)2,

IW Z:cos bx sin g, 4- Uy sin bx
© 127 cos bx cos 2

Kat ¢ pomiedzy 7 i U znajdziemy majac katy i p, mianowicie
o =2p' —2.

Bardzo tatwo mozemy znalezé napiecie U i prad 7 sposobem
wykre$§lnym. W tym celu z dowolnego punktu O (rys. 188) prze-
prowadzamy dowolng linie prostg jako kierunek U i na niej od-
mierzamy w odpowiedniej skali odcinek O U} = U2 Pod katem ¢?
do tego wektora przeprowadzamy kierunek /2 i w tym kierunku
odmierzamy odcinek Ol = I2Z; oczywiscie mnozenic wektora
przez oporno$¢ charakterystyczna Z, ktéra w tym przypadku jest
wielkoscig rzeczywista, daje nam wektor /2Z, ktorego kierunek jest
taki sam co i kierunek wektora /2. Nastgpnie z punktu O pod ka-
tem bx do Ul przeprowadzamy prosta, na ktorej odmierzamy
04 = Uli OC = [2Z, zataczajagc w tym celu tuki kota o promieniu



0 Ul 1 O az do przecigcia tej prostej. Z punktow A i C opuszczamy
prostopadte 4B i CD na OU2 Oczywiscie

OB = Ulcos bx, OD = I2Z cos bx,
AB = Ulsin bx, CD = I2Z sin bx;

znalezliSmy wigc warto$ci (moduly) wektoréw wchodzacych do
wzordw (39) i (40), teraz musimy wykona¢ wskazane w tych wzo-

rach dziatania geometryczne, uwzgledniajac rowniez kierunki wek-
toréw.

Na podstawie wzoru (39) dla otrzymania U musimy do U cosbx
doda¢ geometrycznie jINZ sin be; pierwszy z tych wektorow ma
kierunek U2, wiec odcinek OB odpowiada wektorowi Ul cos bx
1 co do wartosci, 1 co do kierunku.

Drugi wektor ma warto$§¢ [2Z sin bx, odmierzong odcinkiem
CD, ale kierunek wektora 72Z sin bx musi by¢ zgodny z kierun-
kiem O/2, za§ kierunek wektora 7727 sin bx musi by¢ wzigty pod
katem prostym naprzod do kierunku O/2; z tego wynika, ze od
punktu B, konca wektora t/1cos bx, przeprowadzamy wektor
BU = //2Zsin bx prostopadle do O/ i rowny co do wartosci od-
cinkowi CD; laczac O z U, otrzymujemy wektor OU = U.

Analogicznie, na podstawie wzoru (40), do /2Z cos bx musimy
doda¢ geometrycznie j O] sin bx. Wektor 727 cos bx ma kierunek



0/2; przerzucajac odcinek OD = /27 cos bx na ten kierunek,

otrzymamy OF = I2Z cos bx, do tego wektora dodajemy geome-

trycznie 7 = j Ul sin bx, mianowicie odcinek <7 = AB = t/2sin6z;

wektor za$§ jUZ2sinbx powinien byé przeprowadzony pod katem

prostym naprzoéd wzgledem wektora U2/ wiec kierunek BA i takiz

sam kierunek £/ od-

powiada  kierunkowi

/ U2 sin bx; taczac wre-

szcie punkt Z z O,

otrzymamy wektor

Ol = I[Z. Za pomoca

katomierza  mozemy

latwo zmierzy¢ kat

99= 'KUOI przesunig- u

cia fazy 7 wzgledem U. u.
Miejscem geome-

trycznym koncow wek-

tora U na powyzszym

wykresie przy zmianie

kata bx od 0 do 2n Rys. 189

jest elipsa. Dla prze-

konania si¢ o tym wprowadzmy do rys. 188 prostokatny uktad

wspotrzednych (u, y), umieszczajac jego poczatek w punkcie O (rys. 189).

i kierujgc o$ u wzdhiz O U2

Wtedy < UBU =

Oznaczajac wspoOhrzedne zmiennego punktu U przez (u, y) be-
dziemy mieli

u = OB + BU cos — ©2) = Ul cos bx + IUZ sin bx sin ¢?2, (D

y=BUsin( — 21 ="12Z sin bx cos <2 (II)
Z tych rownan rugujemy zmienng niezalezng x. Z réwnania (II)

3 = U
sin b 127 cos < |

v2

cos bx — sinl
12272 082972
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Podstawiamy znalezione wartosci do rownania (I):
~~ w_m) . u
v — 1 27) cos2® + SIN" Y 7 cosm ’

u= z£72.”1—-7-5-7----+ utg(C92,
4|/ /2) Z cos2 9 0

U—Utg = 2¢7z1 718 7cC0o82w !
8/ 12 7Zi LUpb 72
Podnosimy obie strony do kwadratu:

Ulyl
u2—2 uu dggﬁ2+ P20tg]24y2 = 5722 —I;i éim?-——
Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone:
c < ) \
€ Pcosigy U =0
OtrzymaliSmy rownanie drugiego stopnia, nie zawierajgce zmien-
nych w stopniu pierwszym, czyli rOwnanie typu
Aul -V Buu -V Cul 4- F = 0.
Takie rownanie przedstawia elipse, jezeli
Bl—4A4AC< 0 oraz F<0.

W naszym przypadku

4 1T2 41T
B 44 C = 42— — P d = Fbsig = O
F=—-11<0;

wobec czego wnioskujemy, ze réwnanie nasze przedstawia elipse.
W szczegdlnym przypadku odbiornika bezindukcyjnego i bez-
pojemnosciowego, wzglednie odbiornika dajacego rezonans napigc,

Taimy N=0 tgp=0, cosyl=1

Wtedy rownanie nasze przyjmie postacé

11 ]
“V+v27?2Z72=

albo JfL+ J!'L= |
Ujl 187t
to znaczy, ze pélosiami otrzymanej elipsy sa Ul i Z27Z.
Gdy przy tym wyjatkowo 727 = U2l zamiast elipsy otrzymu-
jemy kolo. Napiecie i prad maja wtedy wzdhuz calej linii warto$¢
stalg.



§ 95
LINIA BEZ STRAT W STANIE JALOWYM I W STANIE ZWARCIA

Stan, w ktorym linia nie jest obcigzona, to znaczy odbiornik
nie jest wlaczony do konca linii, nazywamy sianem jalowym.
W tym przypadku 12 = 0. Napigcie w koncu linii zalezne jest od
napigcia na jej poczagtku, wigc w stanie jalowym moglibysmy,
zmieniajgc napigcie na poczatku, osiggnagé dowolna warto$¢ na-
piccia na koncu; dobierzmy taka warto$¢ napiecia na poczatku,
aby, w stanie jalowym, w koncu napigcie stato si¢ rowne t/2, ktore
mamy przy obcigzeniu; oznaczmy wtedy napiecie na poczatku
przez Ul) i nazwijmy je napigciem na poczatku w stanie jalowym.
Przy takim napigciu na poczatku linii poplynie prad, ktorego nate-
zenie oznaczymy przez /10; bedzie to pragd na poczatku w stanie
jatowym. Dla dowolnego punktu linii w odleglosci x od jej konca
napiecie i natezenie pradu w stanie jatowym niech wynoszg Uo i /(.
wtedy, zaktadajac we wzorach (39) i (40) A = 0, otrzymamy

Uo = U2 cos bx, (41)
NZ = jU> sin bx 42)

Najwigksza warto$¢ napigcia zachodzi dla cosdée = £+ 1, bx = 0,

1, 21,..., /en, gdzie k — liczba catkowita, czyli dla x =0, oo

)

Poniewaz dhlugos¢ fali na podstawie wzoru (33) wynosi i =

przeto napigcie bedzie miato najwigksze wartosci na koncu linii
oraz w odlegtosciach od konca linii, wynoszacych calkowity iloraz
polowy dlugosci fali. W liniach pradu silnego, ktorych dlugo$¢ jest
zwykle mniejsza od potowy dlugosci fali, napi¢cie wzrasta od poczatku
linii ku koncowi, gdzie jest najwicksze. Zjawisko to po raz pierwszy
bylo spostrzezone w kablu koncentrycznym przez inzyniera Ferranti
na wystawie w Londynie i dlatego nazywa si¢ zjawiskiem Ferrantiego.

Widzimy nastepnie, ze prad w stanie jalowym wyprzedza na-
piecie o kat prosty, czyli o "4 okresu, otrzymujac najwicksza war-
to§¢ tam, gdzie warto$¢ napigcia przechodzi przez 0, i odwrotnie,
wartos¢ 0 tam, gdzie napigcie przechodzi przez swoja najwigksza
wartos¢.

Stan, w ktorym konce linii sg ze soba potaczone bezposre-
dnio, czyli bez oporno$ci, nazywamy sianem zwarcia. W tym przy-
padku napigcie U) = 0. Natezenie pradu w koncu linii bedzie za-



lezne od napigcia, ktére przylozymy na poczatku. Dobierzmy taka
warto$¢ napiecia na poczatku, aby w stanie zwarcia nat¢zenie pradu
ptynacego w koncu linii stato si¢ réwne 72, ktore bysSmy mieli przy
obciazeniu. Oznaczmy to napigcie na poczatku przez Ulz nazwiemy
je napieciem na poczatku w stanie zwarcia. Przy tym napigciu na
poczatku linii poptynie prad, ktéorego natezenie oznaczymy przez Ig
nazwiemy go pragdem na poczatku w stanie zwarcia. Dla dowolnego
punktu linii w odleglo$ci x od jej konca napigcie i natezenie pradu
w stanie zwarcia oznaczymy przez Uz i Zz; wtedy, zakladajgc we
wzorach (39) i (40) U2 = 0, otrzymamy

Uz = /7)Z sin bx, (43)
ixZ = I2Z cos bx. (44)

Najwicksza warto$¢ pradu zachodzi dla cos bx = 1, czyli na
koncu linii' oraz w odlegtosciach wynoszacych calkowity iloraz
potowy dtugosci fali.

Widzimy, ze pragd w stanie zwarcia opéznia si¢ wzgledem na-
pigcia o kat prosty, czyli o 1/4 okresu, otrzymuje, podobnie jak po-
przednio, najwigksza warto$¢ tam, gdzie warto$¢ napigcia przechodzi
przez 0, i odwrotnie, otrzymuje wartos¢ 0 tam, gdzie napigcie prze-
chodzi przez swoja najwickszg wartos$¢.

W obydwu rozpatrzonych przypadkach wektory napi¢¢ i pra-
dow nie zmieniaja swoich kierunkéw, inaczej mowigc, napiecie
oraz prad majg wzdtuz calej linii t¢ samg faze; zamiast elipsy otrzy-
mujemy na wykresie lini¢ prostg. Napigcie i pragd zmieniajg tylko
swoje warto$ci w zaleznosci od odleglosci x, tworzac w ten sposéb
fale stojace.

Takie samo zjawisko otrzymamy rowniez w przypadku, gdy
pomiedzy napieciem i pradem w koncu linii istnieje roznica faz
rowna 90°, to znaczy cos ¢ = 0, wtedy bowiem we wzorach (39)
i (40) wektory jz2Z bedg miaty kierunek wektora napiecia U2l a wek-
tory / Ul kierunek wektora pradu /2 zaréwno wiec dla napiecia jak
i dla pradu otrzymamy jako wykres lini¢ prosta.

Zestawiajac przypadki, gdy w linii bez strat otrzymuje sig¢
fale stojace dla napigcia i pradu, mozemy wyprowadzi¢ wniosek,
ze takie zjawisko ma miejsce, gdy 1) J2 = 0,2) U2 = 01 3) cosyl = 0,
to znaczy, gdy

U21) cos ¢ = 0,

czyli wtedy, gdy w koncu linii nie jest oddawana energia.



Z poroéwnania wzorow (39), (41) i (43) oraz (40), (42) i (44)
wynika, ze

U= Uo+ UZ,
Iz = oz + IZil
I =A+

To znaczy, ze napigcie, wzglednie prad, w stanie obcigzenia
sg rowne sumie napiec, wzglednie pradow, w stanie jalowym i w stanie
zwarcia.

§ 96
LINIA NIEODKSZTALCAJACA

Zbadajmy teraz jako szczegdlny przypadek linig, ktérej opor-
no$¢ rzeczywista, indukcyjno$¢, uptywnos¢ i pojemnos$¢ tworza
proporcje

7=7" (45)

6kqd AL = RC;

opornos¢ falowa takiej liniii bedzie

i'o " L T,0) - .
V. aeac - \/c(iH?«j e 2

jest ona wielkos$cia rzeczywista i rowna si¢ opornosci falowej linii
bez strat o takiejze indukcyjnosci i pojemnosci.

Obliczmy ze wzoréw (14) i (15) spdlczynniki a i b
a AR-m2LC + ¥y (Al +<2 C2) (B2 +tw2 L2)} =

[0 <"LetlJLGE+  )“lLi(1+55
z proporcji (45) mamy

B2 Al B2 Al
co2 L2 c¢o2 C2° | +co2 L2 = 1 +¢o2 C2’



AR + 2LC( -1 + 1+ 123

(02 L2/
Z proporcji (45) A=5LG AR-7
wobec czego
CR! CRI (46)
Poniewaz
wiec L § . @7)

Spotczynnik tlumienia linii rowny jest stosunkowi jej opor-
nosci rzeczywistej do opornosci falowej i niezalezny od o>

b= 7/ VIiaMC-ARi y/ (1L +w2C2) (B2TA"2LY

- Lc~AR+ VAN RI(+ )=

L AbhwlE A gy DPC (1 w2\

Z proporcji (45) mamy
corLt  <02C1
ﬁZ nn A))

wigc



Z proporcji (45) mamy

AL ALI-C L
R b R - '
wigc
6 =3/ MILC + 2LC"™=l/<02LC = w|/ LC. (48)

Wspodlczynnik dhlugosci fali linii czynigcej zado$¢ proporcji (45)
rowny jest temu wspolczynnikowi linii bez strat o takiej samej in-
dukcyjnosci i pojemnosci. Rowne zatem beda réwniez dhugosci
oraz predkosci fali w obu przypadkach.

Roéwnania (22) i (23) przy uwzglednieniu, ze Z jest liczba rze-
czywista, przybieraja postacé

U =-1-1 (f22 + 72Z) % (cos bX + / sin bx') +

+ ((72 — 4™) e—a* (cos bx — | sin 6=) | (49)
77= ("4 + 4™) €% (cos bx + / sin &z) —
— (t2— /2 Z) e—* (cos bx —j sin 6z) | * (50)

Rozpatrzmy linie w stanie jalowym. Oznaczmy, jak i poprzednio,
napiecie i natezenie pradu w odlegtosci x od konca przez Up i 70.
Podstawiajagc do powyzszych wzorow J2 = 0, znajdziemy

Uo = -my L 2| eQX (cos bx + / sin 6&) + e~ax (cos bx — j sin 6z) |, (51)

/0Z =-L | eax (cos bx + j sin 6&) — e~ax (cos bx —/ sin bx) j. (52)

Rozpatrzmy nastgpnie linie¢ w stanie zwarcia, oznaczajac analo-
gicznie napiecie i prad przez Ux i Iz Podstawiajac L2 = 0, otrzy-
mamy

U =-i AZ iedx (cos bx +j sin 6&) — e-ax (cos bx —j sin bx') j-, (53)

AZ = T72Z1¢% (cos bx + / sin bx) 4- e-ax (cos bx —j sin bx') . (54)

Bezposrednio z porownania wzorow (49), (51) i (53) oraz (50)
(52) i (54) wynika, ze 0= Go+ag (55)
oraz Iz = 10Z + AZ,

7 =4 + 1,. (56)



Napiecie oraz prad w danym punkcie linii w stanie obciazenia
sg réwne sumie napie¢, wzglednie pragdéw, w tym punkcie w stanie
jatowym i w stanie zwarcia.

Zaleznos¢ wyrazona we wzorach (55) i (56) pozwala nam zasto-
sowa¢ metode wykreslng znajdowania napigcia i pradu w dowolnym
miejscu linii.

Opieramy si¢ na spostrzezeniu, ze w kazdym ze wzorow (51),
(52), (53) i (54) na (70, 70, Ugi I8 wystepuje tylko jeden z wektorow

U2 lub 72, poza tym
tylko funkcje wykta-
dnicze i zespolone
trygonometryczne.
Przede wszyst-
kim obliczamy anali-
tycznie wartos$ci aib
wspoétczynnikow  thu-
mienia i dtugosci fali,
nastepnie dla danej
odlegtosci X wartosci
funkcji wyktadniczej
eax i e-ax oraz kata bx.
Odmierzamy te-
raz w odpowiedniej
skali, w kierunku,
ktory bierzemy jako kierunek podstawowy, napiecie kofica linii 72
(rys. 190). Niech to bedzie odcinek OU2. Z punktu O zataczamy
koto promieniem OU? i odmierzamy od OU. w obie strony przy
punkcie O katy bx.
Ramiona tych katow przetng koto w punktach A4 i A’

<U20A4 = bx,
<U20A4' = — bx.
04 1 0A' stanowig wektory, okreslone w sposob nastepujacy:
04

Ul (cos bx + / sin bx\
OA' = Ul (cos bx —j sin bxY

Mnozymy teraz Ut przez -t- el i — e-ax i odmierzamy otrzy-



mane iloczyny na liniach O4 i 0A' jako OB i OB' Bedzie wigc

OB = -y Ul e(l (cos be + / sin 6x),
OB’ = — U] e-ax (cos be —j sin 0=).

Budujemy sume¢ tych wektorow OF i ich réznice OF', czyli
OF = OB + OB}

®F OB-OB'".
Wiec

OF = 1- Uleax (cos be + / sin 6x) + — UZetX (cos be — j sin o).

OF'= -I- U2eax (cos bee + / sin 6z)

U2e~ax (cos be — j sin bee)

Poréwnujac otrzymane wzory ze wzorami (51) i (52) widzimy, ze

OF - Oo,
OF = 707.

W ten sposob znalezliSmy napigcie i prad w dowolnym miejscu
linii w stanie jalowym. Przystapimy teraz do znalezienia tych samych
wielko$ci w stanie zwarcia.

Porownujac wzory (54) i (53) na prad i napigcie w stanie zwarcia
ze wzorami (51) 1 (52) na napigcie i prad w stanie jalowym, widzimy,
ze prad i napiecie w stanie zwarcia zupehie tak samo zaleza od pradu
konca linii, jak napigcie i prad w stanie jalowym od napigcia konca
linii. Dla ich znalezienia powinniSmy wykona¢ wykres zupetnie po-
dobny do porzedniego, odmierzajac wektor 72Z zamiast wektora U2
Korzystajac z tego samego wykresu, powinnismy skal¢ zmienic¢

ul L . . .
w stosunku s nastepnie kierunek kazdego z wektorow powinien

by¢ przesunicty o kat 2/ poniewaz wektor /2 Z tworzy taki kat
z wektorem tZ2.

W ten sposob wektory OF i OF' w nowej skali i przesunigte
o kat ¢? dadzg nam prad i napi¢ecie w danym punkcie w stanie zwarcia

OF=/,Z, OF' = U



Aby przy pomocy rozwazanego wykresu znalez¢ napigcie i prad
w danym punkcie linii w stanie zwyklego obcigzenia, postepujemy
w nastepujacy sposob (rys. 191).

. 17z
Mnozymy diugos¢ wektorow OF i OF' przez stosunek (4“% )

i odmierzamy w tych samych kierunkach jako OF" i OF'". Wek-
tory OF" 1 OF’" przedstawiajg co do wielkosci (ale nie kierunku)
w skali pierwotnego wykresu prad i napigcie w stanie zwarcia.
Obracamy je teraz okolo punktu O we wilasciwym kierunku o kat
y2 do potozenia OFY o OF% Wektory OFY i OFu stanowig wektory

pradu i napigcia w stanie zwarcia. Budujemy sume¢ wektorow OF

i OFt rowng O U oraz sume¢ wektorow OF' i1 OI'\ t6wng OL Wtedy
OU=OF+OF.= U+ Uz =1,

Ol = OF' + OF: = I0Z + 1=zZ = IZ.

ZnalezliSmy zatem wykreslnie napigcie i prad w dowolnym
miejscu linii.

Zauwazymy jeszcze, ze dla réznych odleglosci x punkty B i B’
w wykresie (rys. 190) lezag na spirali logarytmicznej.

Rzeczywiscie

OB= 4 {72eax, OB'= -V Use-
2 2 )

W wspotrzednych biegunowych bx = a dla OB, za§ — bx = a

dla OB’ stanowia katy biegunowe. U2 a i b majg warto$ci stale;



oznaczajgc promien wodzacy OB, wzglednie OB', przez r, -*-[72=1,

o™ bedziemy mieli dla OB

ke = keb = kema;
dla OB’

= ke ax = keb = kema

Sa to rownania spirali logarytmicznej.

W liniach kablowych, zwlaszcza telefonicznych i telegraficznych,
indukcyjnos$¢ L oraz uptywno$¢ A4 sa na og6l nieznaczne i mozna te
wielkosci zatozy¢ réwne zeru, co czynit W. Thomson przy rozpa-
trywaniu przenoszenia pradow telegraficznych w kablach. Woéwczas
ze wzorow (15), (16) i (17) otrzymamy

a-"i/4sroc. b=V" RWC z=V i"c=\/""¢’d

Jak widzimy, oporno$¢ falowa w tym przypadku jest odwrotnie
proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego pulsacji co, a wigc
i czestotliwosci, z czego wynika, ze im wigksza czestotliwo$¢é, tym
mniejsze jest napi¢cie potrzebne dla otrzymania tego samego pradu.
Natomiast spotczynnik tlumienia wzrasta ze wzrostem czgstotli-
wosci. Argument opornosci wynosi —45°, z czego wynika ze prad
wyprzedza napigcie o kat 45°. Okolicznos¢, ze tlumienie zalezne
jest od czestotliwosci, wplywa niekorzystnie przy rozmowach tele-
fonicznych i w ogole przy przesytaniu dzwigkow po liniach ka-
blowych.

Dla wielkich czestotliwosci spotczynnik tlumienia w przybli-
zeniu bedzie uzalezniony tylko od stalych linii, mianowicie ze
wzoru (15) bedziemy mieli

a= ;/ %[/VLC\H-@Q) \1+-Cogﬁ% , A-AB-"LG

Rozwijajac w szereg dwumiany w nawiasach i podniesione do

L
poteglr —, otrzymamy

J MU | 1 RrR
\ w2L.2/ 2 cu2l2
/ Al \1 1 A

V +a)2C2/ -1+ 2 a2C2 +'"";



przy zatozeniu, ze co ma warto$¢ wielka, mozemy odrzuci¢ te cztony
szeregu, ktore zawieraja wyzsze potegi cu2, i przyjac, ze

/ B2 \1/ J \¥ 1 B2 1 JI
V + c02l2/ V + <02C2/ I +"2 co2l2 + 2 tt)2C2"
Wtedy

- ZT¢ I / 177
a—y 4R L + 44 C + 2Al

-1/7(s)/T+nl/3,"T[m/T+ny/3-

Jak wida¢ z ostatniego wzoru, tlumienie zalezy od stosunku
i mozna znalez¢ taka zalezno$¢ miedzy stalymi liniami, aby spot-

czynnik tlumienia byl najmniejszy. Zakladajac w ostatnim wzorze

napiszemy
a= —L—@x H—%
2 tl

da= '/ B\
de 2V Xi)’

skad

przyrownujac t¢ pochodna do zera i biorac pod uwage, ze x >0,
znajdziemy

2a . .
) staje si¢ wigksza od zera, przeto
znaleziona warto$¢ x odpowiada minimum funkcji a, thumienie wigc
bedzie najmniejsze, gdy

poniewaz druga pochodna d

G”H A
wtedy
a= RA.
Poniewaz w liniach kablowych L i A sg mate, przeto w znacznym
stopniu I R

HG<A’,



dla zmniejszenia wigc tlumienia nalezy zwigkszy¢ indukcyjnos$¢ L.
Pupin zaproponowat w tym celu wlaczanie cewek indukcyjnych
w kablach telefonicznych w odleglosci P/2— 2 km. Krarup zaleca
pokrywanie kabla cienkim drutem ze stopu Zelaza z niklem, posia-
dajacego znaczng przenikalno$¢ magnetyczng.

§ 97
PRZYPADEK OGOLNY

F Zbadajmy teraz lini¢ w przypadku ogdlnym, kiedy opornosc,
uptywnos$¢, indukcyjnos¢ i pojemnos¢ nie sa powigzane zadnymi
zalezno$ciami. Jak wiadomo, opornos¢ falowa linii jest wtedy liczbg
zespolong. Znajdzmy jej modutl Z i argument a:

7= 7/ RA]CO% Z (cos a + / sin a),

R +jo)L
A NOC = 72 (cos 2a + I sin 2a)

B4R e’ D92 27 (os 2a + /sin 2a),

AR +0)2LC + joj {AL — f2C
-———-———-—-)—— ]/1(; ———————————— )— Z rcos 2a + / sin 2

stad otrzymujemy

PSSy (é? 4- COZ!JC

Zlsin2a=o ) ocr

0 AlL-RC
tg2a i)' AR+)2LC |

JAR + (I2LCV + co) {AL — RN

74
" {A) + cu2C2)
skad ostatecznie

L SR+ 0210
z “V A24-c02C2

AL-RC

(57)

1
a- /\arctgo

(58)



Argument a opornosci falowej ma znak taki sam jak licznik
we wzorze (58), poniewaz mianownik jest zawsze dodatni; wobec tego

a>0 przy AL > RC,
(a<0 przy AL <RC.

W szczegdlnym przypadku, gdy AL = RC lub gdy R=0
i A = 0, argument jest zerem i wtedy oporno$¢ falowa jest liczba
rzeczywista.

Napiecie i prad w dowolnym miejscu linii wyznacza si¢ z 0gol-
nych wzorow (22) i (23)

U= | (t/2+ 722) eaz (cos bx + / sin 6x) +
+ (t22— AZ) e~ax (cos bx — j sin 6z) J, (59)

1Z = —1 (t2) 4- 72Z) QX (cos bx + / sin 617) —
— 0 — e~ax (cos bx —j sin 62) K (60)

Rozpatrzmy, podobnie jak w § 96, linie w stanie jalowym.
Stosujac te same oznaczenia co tam, znajdziemy (/2 = 0)

leax (cos bx + j sin bx") + e ax (cos bx —/ sin bxJ}, (61)
eax (cos bx + j sin 6&) — e-ax (cos bx —j sin bx |. (62)

Tak samo dla stanu zwarcia (72 = 0)

Ug=  I2Z ! eax (cos bx + I sin 6z&) — e~ax (cos bx —j sin bx ?, (63)
1zZ= /27 1 ek (cos bx + j sin 6&) + e ax (cos bx—jsinox) !. 64)

Bezposrednio z porownania wzorow (59), (61) i (63) oraz (60),
(62) i (64) wynika, ze i w tym przypadku sluszne sa wzory

U= Uo+ Ull
I-7. + L

Prad /) konca linii jest odchylony od takiegoz napiccia Ul
o kat (p2 iloczyn 12Z bedzie wigc przesunicty wzgledem Ul o kat
Ta + ¢



Z rozwazan tych wynika, ze sposob wykre$lnego wyznaczania
napigcia i pradu w dowolnym miejscu linii jest zupehie taki sam
jak w przypadku podanym w § 96. Nalezy tylko uwzgledni¢, ze kat
miedzy kierunkami napigcia konca linii i iloczynem pradu konca
linii przez jej oporno$¢ falowa jest nie ¢’2, lecz (92 + a)> wiec na rys. 191
wektory OF" i OF'" powinny by¢ przesuniete o kat (<p2 + a).

§ 98

OBLICZENIE STALYCH LINII NA PODSTAWIE POMIAROW DOKO-
NANYCH W STANIE JALOWYM I W STANIE ZWARCIA

Wszystkie state linii: opornosé¢, upltywnos¢, indukcyjnos¢ i po-
jemnos$¢, moga by¢ obliczone, jezeli wiadome sg opornosci pozorne
linii, odpowiadajgce stanowi jatowemu i stanowi zwarcia. Wielkosci te
moga by¢ podane przez fabryke (np. dla kabli) lub tez okreslone za-
pomoca pomiarow; w tym celu wystarczy zmierzy¢ na poczatku
linii moc, napigcie i natgzenie pradu przy dowolnym napigciu oraz
kat przesuniecia fazy pradu wzgledem napigcia, najpierw w przy-
padku, gdy linia jest w stanie jalowym, nastgpnie, gdy linia jest
w stanie zwarcia; na podstawie tych pomiar6w znajdujemy odpo-
wiednie opornoéci pozorne. Oznaczajac przez Zo i Zx wartosci opor-
no$ci pozornych linii w stanie jalowym i w stanie zwarcia, za$ przez <l
i ¢z katy przesuni¢cia fazy odpowiednich pragdéw wzgledem napigé,
mierzone w kierunku od napieé, bedziemy mieli dla argumentow

symboli Zo i Zx katy — i —
Zo = Zo (cos 90— j sin 90) = Zoe"iVel (65)
Zx = Zx (cos z— / sin x) = Zxe~JTZ (66)

Na podstawie wzoréw (26) i (27) mamy na poczatku linii, czyli
na odlegtoéci @ = Z; mierzonej od konca, nastgpujace warto$ci na-
piecia Ux i pradu 7n gdy w koncu warto$ci te wynosza 77 i 72,

= 77 cosh kl +'727 sinh /c/, (67)
71Z = U2 sinh ki -VIaZ cosh k. (68)

Oznaczajac dla stanu jalowego, gdy w koncu linii napigcie
ma warto$¢ U2, za$ nateZenie pradu réwne jest zeru, napiecie i prad
na poczatku przez t)l0 i 710, nastepnie dla stanu zwarcia, gdy na-
piecie w koncu réwne jest zeru, za$ natezenie ma warto$¢ 72, napiecie



i prad na poczatku przez UX: i /Ix, otrzymamy ze wzoréw (67) i (68),
zaktadajac kolejno /2 = 0 oraz tZ2 = 0,

(710 = cosh £7,(69)
710Z = (72 sinh/c/, (70)
Ulx = /27 sinh/c/, (71)
IX:Z = AZcoshk/. (72)

Dzielac stronami (69) przez (70) oraz (71) przez (72) otrzymamy
4= = = cotgh /c/,

—vF.— -
7)X/ZZ tohkl,

ale fr g

1%10 Yo - — 72
'10 Hi
wobec czego Zo = Z cotgh /c/, (73)
Z = 7 tgh/c/. (74)
skad przez pomnozenie i dzielenie otrzymujemy
22 = 2071
(tgh kiy= A\
wreszcie 2= VZN7 (75)
tghAL=1/". (76)

V z

efl—e—fl  ew—1
tgh kl = ef +e# =em+ !’

Poniewaz

wigc

| + tgh kl V) + Y2, o
I — tgh ki 1 VZ;-V2;

Bioragc wartoéci Zo i Zz ze wzordw (65) i (66), bedziemy mieli

o I
JIM = Nzoe—/il + H =

\!_Z"()e-iﬁe— \!Z"z_ e—ﬁ:,



mnozac licznik i mianownik przez

. To S v,
\Zoei | —\Zzej 7,
otrzymamy
<Tz—To) , CTe—T0o'l

Zo Zz ZUZ) ei 2 —e—t

e2A/ =
'T —To" |

iTz— To) y
/ Zo+ Zz Z20Zz el 2 t+ert o ]

Zwazywszy, 7z Kk = a + jb, 1 zamieniajac funkcje wykladnicze
na funkcje trygonometryczne wedlug wzorow Eulera, napiszemy
Zo— Z. —j2 yZ0Z, sin

elal (cos 26Z + / sin 26Z) = - -)
) + Zz — 2 \ZiiZz cos 2-10)

skad o/ \
Z,—7,Y+ 47207, sin) I—2-"-)

B a/=p ; y==M,
| Zo +Z2.,-2 y7,77 COS PRY)

2 yz~"ZTsin (IkcZoA = N;
- - i e

~O HZ

przez odpowiednie dziatania otrzymujemy

a= InM, b = -L- arctg N;

w ten sposob obliczamy spolczynnik ttumienia a oraz spotczynnik
dtugosci fali b.

Nastepnie dla znalezienia opornoéci falowej Z wprowadzamy
do wzoru (75) wartoéci Zo i Zz z (65) i (66), wtedy

7 —yz 2.5y AN = yz"ZT cos (-"-g —-) —Z sin("~4-="") ~(78)

Ale na podstawie wzorow (10) i (17)
(< + lcoL) (A + jcoCr= a + /6,

1/ B+wl =y
[/ A+jcoC "

WieC R + j<oL= (a +/6) Z,

_ at+ib
A+jp>C+ = A -

Teoria pradow zmiennych 22



biorgc warto§¢ Z ze wzoru (78), otrzymamy

(<To + <Pz \
N 2 /

K+ j(oL = (a + /6) Y Zo Z, 1 cos —sin T0td

przyrownujac w tych wzorach czes$ci rzeczywiste i czgsci urojone,
znajdujemy
— Vz;zAa cos S>+ Yi. + b sin

R
bcos yrx™ A8lm  +
Mo + =
q = a cos ¥ er by gino0h 9=

bhcos ~>F »>-+ asin

W ten sposdb mozemy obliczy¢ state linii, majac wartoSci
Zo, <01 <z

§ 99

WZORY DLA NAPIEC I PRADOW, OPARTE NA WEASNOSCIACH LINII
W STANIE JALOWYM 1 W STANIE ZWARCIA.
WSPOLCZYNNIK LINIOWY

Rozpatrujac wzory (69) i (72) spostrzegamy, ze
= -«z-= cosh /iZ

poniewaz xk = a + jb jest na ogél liczba zespolong, wigc i cosh A/
musi by¢ rowniez liczba zespolong; oznaczmy
cosh &l = S;
wprowadzajac do naszych wzoréw ten wspotczynnik, musimy go trak-
towac jako liczbe zespolona; nazywamy go wspofczynnikiem liniowym.
Mozemy wigc powyzsze wzory przepisa¢ w postaci

fc°rdrs q9



Niech a bedzie katem przesuniccia fazy Ull wzgledem Us lub,
co jest jednoznaczne, /lz wzgledem /2; kat ten bedzie wiec argu-
mentem wspoélczynnika liniowego w ujeciu symbolicznym; wowczas

o = Sell = S (cos a +/ sin a).
Modul § i argument a mozemy okres$li¢ przez spoélczynniki
a i b oraz dlugos$¢ linii [ w sposob nastepujacy. Z zatozenia wynika, ze

S = tosh kf'=-5

M+ e~kl: + e—(—g—l—/\l

albo
(>al /4 g—al

S (cosa + jsina) = ----- —--—m- 08 bl + fommeee sin bl =

v= cosh al . cosh bl 4- / sinh al . sin b/,
S = V cosh al ' cos) bl + sinh? al * sinl bl =
= T-|/ (cosh2 al+ cos 2 6/),

tga=tghal. tgbl

Chcac okresli¢ S przez opornosci pozorne linii w stanie jalowym
i w stanie zwarcia, napiszemy

z

S = cosh AZ = .
Vi1-tgh2AZ

biorgc warto$¢ tgh &l ze wzoru (76), bedziemy mieli

stad

2o Zoe~i<Fe _ Zo
SU" Zo—Zz zoeyVvt— Z, e-iv=  Zi—Zz

mnozac licznik 1 mianownik przez Zo— Zze;(92-90) otrzymamy
02 = Z0[Z0-Z.,e/("-"] 3
Zo) + Z7) — ZoZAe N-" + ’
zamieniajgc funkcje wykladnicze funkcjami trygonometrycznymi
i biorgc pod uwage, ze

§2 = 82 (cos 0o + /sin a)l = S? (cos 2a + / sin 2 a),
22



bedziemy mieli
cos - .sn oi — *x CO8Y Yo /Z in(99 920);
8 {cos 2a ‘-‘Ir sin as - =z"T. Z» % 202 §]1’n_( <?i), )
skad
Jho4["o — Zz cos Jpz — Yo)|2*+ Zzf sind (yz — y0)) =
[Zol + Z,1 —2ZeZ, cos (yz— y0)j?

Aol

Z0 — 72 —2 707 cos (y, — y0)

S4 =

S Ve oo —' (81)
V Zo) + Zz2 — 2707z cos (yz — p0)
Z2 sin (yz — y0)

der =
tpr Zer Zo — Z) cos Iz — y0)

(82)
Ten sam rezultat mozna otrzymaé¢ geometrycznie. Wychodzac

Z€ WZoru &2 Zo

ZO _ZZ ’
przeprowadzamy dowolny kierunek OX (rys. 192), odkladamy
z punktu O pod katami (—y0) °raz (—¥§ 04 = Z0| OB = Zx;

wowczas
O X e .
BA = Zo— Zz,
MOA = —y0,
MOB = — 8,

oznaczajac przez  kat BMX,
ktory tworzy BA z OX, bg-
dziemy mieli

Zo — 04 .
Rys. 102 Zo—Z, = BA .

wobec czego 2= & _Q{{ Lo Poty)

Zo—e  BA
skad

< — OA
BA
24 =—(Po+y)-

Wprowadzenie wspolczynnika liniowego S pozwala na uprosz-
czenie wzorow uzalezniajacych napigcia i prady na poczatku linii od



napi¢¢ i pragdow w jej koncu; ze wzoru (79) mamy

12)) = US’
nastepnie
LA”Z =Z,, czyli Ulz = 1X8£2= 127Z=$,
U
~10 ) .o oal) =
o = Zo, czyli 10 Zo Zo
Poniewaz UT- U10+ t7u,

I =14

wigc po podstawieniu odpowiednich warto$ci otrzymamy

Uz— S(Cn + 12Z,), (83)
7Z-S (7] + -2\ (84)
\ =7
albo
+ (85)
A-A+ AL - (86)
S Z0

Wzory te sg identyczne ze wzorami (47) i (48); (75) i (76); (97)
i(98) z §§ 58, 59 i 61, wyprowadzonymi dla czwérnikdéw symetrycz-
nych. Z tego wynika, ze dluga linia elektryczna z roéwnomiernie
roztozonymi stalymi stanowi symetryczny czwornik.

Przy rozwigzywaniu powyzszych réwnan metoda symboliczna,
gdy chodzi o znalezienie warto$ci napiecia pradu 7T oraz wspot-
czynnika mocy cos Qv gdzie  stanowi kat przesunigcia fazy pradu zx
wzglgdem napigcia Uv mu51my oprocz danych (720 "2 1 @2 mieé
wartosci Zo, Zz oraz katy ¢l i z; z tych danych obliczamy S wedtug
wzoru (81); okreslenie argumentu a jest w tym przypadku zby-
teczne, gdyz kat <x pomiedzy A i Ur jest taki sam co i pomiedzy
L ; wystarczy wiec obliczenie katoéw pomiedzy -g- i Ul oraz
pomiedzy -g i U}, wtedy réznica tych katéw da nam warto$é v

W poprzednich wzorach opornoéci Zo i Zaz odpowiadaly cale;
dhugosci linii Z. Czasami zachodzi potrzeba przerachowania tych
wielkosci, podanych dla okre$lonej dlugosci Z, na inng dilugos¢ I’
takiej samej linii. Oznaczmy poszukiwane opornosci pozorne, odpo-



wladajace dtugosci Z, przez Zo' i Z/; na podstawie wzorow (73) i (74)
bedziemy mieli o =2 cotgh kr, (87)
Zz = ZtghkV. (88)
gdzie wedlug wzoru (75)
z — Vf;, X

jest wielkoScig niezalezng od dlugosci linii, lecz tylko od statych
R, L, A, C oraz co. Dla okreslenia funkcji hiperbolicznych we wzo-
rach (87) i (88) mamy

elll'— |
(89)
cotgh e2Wd- | (90)
z drugiej strony ze wzoru (77)
eZki _ VZp + VV=zz .

=0

oznaczajac w skroceniu

Vzo +VZz

4
mamy
elfel = ¢,
efe = ql,
cl = ).

Podstawiajac te wartos¢ do (89), (90), a nastepnie do (87) i (88),
otrzymamy

i , Ji+
N ="~/Z02Z- V' — 91
A &'
= - (92)
14 7+ 1

Rozwigzujac te wzory metoda symboliczna, znajdziemy moduly
2« 1 z,; oraz ich argumenty.



SZTUCZNE LINIE ELEKTRYCZNE

§ wo
UKLADY ZASTEPUJACE DLUGA LINIE

Wzory dla napie¢ i pradow w dhugich liniach jednorodnych
(z ro6wnomiernie roztozonymi statymi), jak to juz stwierdzilismy,
s identyczne ze wzorami, ktore otrzymaliSmy dla obwodu syme-
trycznego; z tego wynika, ze gdy chodzi nam wylacznie o ustalenie
zalezno$ci napie¢ i pradow w dwodch dowolnych punktach linii,
np. na poczatku i na koncu, mozemy zastgpi¢ taka lini¢ lub jej
odcinek przez odpowiedni uklad zawierajacy trzy opornosci po-
zorne, z ktorych dwie sa sobie rowne.

Dla znalezienia elementéw czwodrnika, ktéry ma zastgpi¢ diuga
linig, musimy zna¢ opornosci pozorne stanu jalowego i stanu zwarcia
Zo i Zz oraz spotczynnik liniowy S rozpatrywanej linii (wzory 81 i 82
z § 92). Majac te dane obliczamy elementy czwornikow wedtug
wzoréw wyprowadzonych w §§ 58, 59 i 61:

dla czwoérnika typu 7T (wzory 45 i 46)
(D
22—~, @)

dla czwornika typu Il (wzory 73 i 74)
ZX-Z,8S, ®)



dla czwornika krzyzowego (wzory 95 i 96)

2, =2, 7" —., (5)

Gdy chodzi o zrealizowanie sztucznego uktadu, zastgpujacego
dluga linie, za pomoca opornikow, cewek indukcyjnych i konden-
satoroOw, nalezy wzig¢ pod uwage, ze S, JI, L i C w powyzszych
wzorach nie mogg mie¢ znakéw ujemnych. Wowcezas trzeba zbadac,
czy zawsze jest mozliwo$¢ zastapienia takiej linii czwornikiem typu T,
IT lub krzyzowym. W tym celu rozpatrzmy wzory w § 97.

Z = Z (cos a + j sin a),

sa | AR-VoALC
cos 24 zz A+ ¢l C
n AL — RC

«" B e

W rozpatrywanym przypadku cos 2a ma zawsze wartos¢ dodatnig,
argument a moze si¢ zmienia¢ tylko w granicach

przy czym znak a zalezy od znaku wyrazenia AL — RG. Biorac
pod uwage wzory (73) i (74) z § 91

Zo = Z cotgh /r/,
Zz = Z tgh I,
otrzymamy dla ukladu T, na podstawie wzoréow (1) i (2)),
Zy = 27 cotgh/r/

K
A 7 cotgh ki

gdzie S = cosh /.
Dla uktadu II, na podstawie wzorow (3) i (4),
, Zy = ZStgh ki,

NZ—§— tgh ki
b O0—1



Dla czwornika krzyzowego, na podstawie wzorow (5) 1 (6),
Zx="2o = cotgh &/ (jak dla typu T)
Z)=27z =7 tgh &/ (jak dla typu II)

Po odpowiednim przeksztalceniu ostatnie wzory przyjma postac
dla uktadu T

21 = 2Ztgh-¥,
dla uktadu II “
Z = 7
2 sinh &/’
Zy = Z sinh ki,
A | . sinh &/
-="2 Z coshH-1"
Dla czwornika krzyzowego
20— 2 tgh =4
7) = = cotgh ki '

Kazda z oporno$ci pozornych Zi i Z) sktada si¢ na ogoét z opornosci
rzeczywistej R 1 opornosci biernej X, czyli
Z\= Hi +jXx, Z7)= R!+jXa

przy czym Ry i R]>0.
Podstawiajac do powyzszych wzorow

Z=2Z (cos a+/sin a) oraz k = a + jb
i oddzielajac czgsci rzeczywiste od czgéci urojonych, otrzymamy war-
tosci opornosci rzeczywistych w uktadzie 7

7 cos a sinh a/— sin a sin b/
1 cosh al + cos 6/
,, €0s a cos bl sinh al 4- sin a sin bl cosh al
2 co? bl sinh? al + sinl b/ cosh? al
Mianowniki w obu ostatnich wzorach sg wigksze od zera, wigc, aby
Rx i R} mialy wartosci dodatnie, wystarczy, aby byly spelnione na-
stepujace warunki:
cos a sinh al — sin a sin bl > 0,
cos a cos b/ sin hal + sin a sin b/ cosh al > 0;



ale cos a > 0, jak to na poczatku byto stwierdzone, przeto powyzsze
warunki mozemy przepisa¢ w postaci

fi(l) = sinh al —tg asin bl >0
/2 () = cos bl sinh al + tg a sin bl cos hal > 0

Dla uktadu I1 znajdziemy analogiczne warunki, ktore musza by¢
spelnione, w postaci:

/3 (Z) = sinh al + tg a sin bl > 0

/4 (Z) = cos bl sinh al — tg a sin bl cosh al > 0.

Dla czwérnika krzyzowego warunki, ktore muszg by¢ spehione,
otrzymujemy w postaci
1W =/3(0 = sinh al —tg asin bl >0
12 (0 = /4 (Z) = cos bl sinh al — tg a sin bl cosh al > 0
I'e wyniki, dajgce moznos¢ okreslenia granic dla Z, gdy wiadome
sg a, b 1 a, maja szczegélne znaczenie w liniach, przy stosunkowo
niewielkich dlugosciach fali, jak na przyklad w kablowych liniach
telefonicznych, pupinizowanych, gdzie sg stawiane w pewnych od-
stepach wzmacniaki, zawierajagce sztuczne uklady, zastepujace od-
powiednie odcinki linii rzeczywistej. Jako przyklad rozpatrzmy linie
telefoniczng kablowa pupinizowang. Dane dla tej linii sg nastgpujace:
R (tacznie z opornoscia cewek) = 28 fijkm;
L = 70 mH)km; C = 0,0355 yP(xm,
A = 0,8 p-Sjkm; ¢ = 5000 S"1
Znajdujemy z obliczenia
a=0,01; b=025 a=0.

Z powyzszych wzordéw otrzymujemy

/1 (0 =/5(0 = sinh a/ >0,

12 () = /e (0 = cos bl sinh al > 0.

/3 (Z) = sinh al > 0,

/4 (Z) = cos bl sinh al > 0.
Widzimy, ze fx (Z) = /3 (Z) = j5 () oraz /2 (Z) = 4 (Z) = /b (/), to znaczy,

ze warunki zastgpienia rozpatrywanej linii sztucznym ukladem sg
jednakowe dla wszystkich trzech typow czwornikow.



/1 (0>/3(0* /s (0 s4 zawsze wigksze od zera, zas /2 (/), /4 (Z) i /e (Z) beda
wicksze od zera w przypadku, gdy cos6Z>0, czyli gdy

a

2
oraz
A+ 2ma < bl < (n +1)2
albo 2Mi ; n 2/in
IIbN < < Vs "b 22

3n 2nn , . 21
26+ —t— <Z<("+ U T

Po podstawieniu b = 0,25, bedziemy mieli

25,12n < 1< 6,28 + 25,12 n,
18,84 + 25,12 n < 1< (n + 1) 25,12,

gdzie n oznacza dowolna liczbg calkowita lub zero.
Pcdstawiajac za n rézne wartos$ci, znajdziemy granice Z, dla ktorych
mozna zastosowac¢ sztuczny uklad:

dla n =0
0<1<6,28,
18,84 <1< 25,12;
dla n =1
25,12 < [ < 31,40,
43,96 < [ < 50,24;

wiec np. dla Z, zawartych w granicach 6,28 km i1 18,84 km lub w gra-
nicach 31,40 km i 43,96 km, nie mozna sporzadzi¢ ukladu ani 7,
ani I1, ani krzyzowego.

§ 101
LINIE LANCUCHOWE

Laczac w szereg dowolng ilo$¢ czwoérnikéw otrzymamy uktad
zwany linig tancuchowa. Rozpatrzymy linie tancuchowe, sktadajace
si¢ z jednakowych, symetrycznych czwoérnikow, czyli ogniw. Kazde
ogniwo zestawione jest wedtug schematow poprzednio rozpatrzonych,
a wigc typu 7 (rys. 140), typu Il (rys. 141) albo typu krzyzowego
(rys. 142).



Bedziemy oznaczali przez n liczb¢ ogniw w tancuchu, przez
U i I, z odpowiednimi wskaznikami, napigcie i natgzenie pradu
w koncu kazdego ogniwa. Uo i Jo oznacza¢ bedg napigcie i nat¢zenie
pradu na poczatku tancucha, zas Un i /il te same wielkosci w koncu
fancucha, Ux i Ix oznacza¢ bgda te wielkosci dla ogniwa oznaczo-
nego liczbg X.

W celu wyprowadzenia wzoréw, dajacych warto$ci napigé
i pradow w dowolnym ogniwie, rozpatrzmy dwa dowolne, sgsiednie
ogniwa, oznaczone liczbami x i &+I. Oznaczmy stale kazdego czwor-
nika-ogniwa przez 4 = D; B i C. (rys. 193).

Rys. 193

Na podstawie podstawowych wzordéw dla czwoérnika symetrycz-
nego mozemy napisac:

U. x— AU.+ BI, (7
1.-1= CO. + A1, (8)
U = AU.41 + BI.+], )
L= CU+l +AL+], (10)
z (7) 0 A a
z ) i w4
ntl = e B X'y’

wstawiamy te wartosci Zx i 7x+i do (10) i otrzymamy:

Ux__l_____/j # =Pl 4 h— 2

skad po uporzadkowaniu:
OX T -2A4A0x +¢BC)U  x+1~ 0;



ale dla czwornika symetrycznego (wzér 11 z § 56) A2— BG = 1,
wigc ostatecznie 3 . i
U x-24AUY + Us_x = 0. (12)

Stata 4 dla poprzednio rozpatrzonych typéw czwoérnikow ma na-
stgpujace wartos$ci:

2
dla czwornika typu 7 (wzér 50, §58) 4 = 1 4- —212/

dla czwérnika typu I (wzor 70, §58) 4 = | + —;2;

Z & Z
dla czwornika krzyzowego (wzor 94, §58) 4 = -y---- %'
-2 X
Rownanie (12) jest rownaniem roézniczkowym; z powodu pewnej
analogii z dluga linig, bedziemy szukali rozwigzania tego réwnania

W postaci, Ux = KIC‘-+ (13)
gdzie Kx i Z<} — stale dowolne, x od x nie zalezy; podstawiajgc w tym
wzorze zamiast x najpierw x—I1, nastepnie rr-t-l, otrzymamy:
UX x = Kxe~kekv + K2eke—kx | (14)
t7,t1 = Kxekekx + Kiie~xe-kx ; (15)
podstawiamy wartosci Ux_x, Ur i UxtX do (12), wtedy:
Kxe~k ekx + K2eke~kx — 2A Kxeln—2 AK2e—hx + Kxek#* Kle~ke~kx= 0
alb® Kxekx + K2e"~kp) (eA + e—*—2A) = 0. (16)
Z tego wzoru wynika, ze warto$¢ U, z wzoru (13) bedzie rozwig-
zaniem réwnania (12), gdy speliony bedzie warunek ujety we wzo-

rze (16); w tym wzorze pierwszy nawias moze mie¢ dowolne warto$ci,
wobec tego warunek bedzie spelniony, gdy

ekt e~k = 2A,
czyh cos hk = A. (17)

A dla rozpatrywanych czwoérnikéw jest na ogot liczba zespolona,
wobec tego x bedzie rowniez liczbg zespolong; oznaczymy

K = a +jb,
gdzie a i b— liczby rzeczywiste, wtedy:

cosh ¥ = cos (a +jb) = cosh a cos b + / sinh a sin b; (18)



oznaczmy w tym wzorze cze$¢ rzeczywista przez p, cze$¢ urojona
przez ¢, to jest

p = cosh a cos 6, (19)
g = sinh a sin b, (20)
cosh k = p + jg. 1)

Dla znalezienia warto$ci a i b podnosimy do kwadratu kazdy
z wyrazéw we wzorach (19) i (20), otrzymamy

p2 = cosh2 a cos2 b = (1 + sinhl a) (I — sin 0),
g} = sinh a sin) b.

Rozwigzujgc dwa ostatnie roOwnania wzgledem sinhl ¢ i sinl b, znaj-
dujemy

sinhla = — | 1—pl—gql —pl— @), (22)

sinb = | 1—pl— gl 2+"(-p°—19). (23)

Przy rozwiazywaniu tych réwnan pod pierwiastkiem kwadratowym
wzieliSmy tylko znak +, poniewaz niewiadome sinhl ¢ i sin) b jako
kwadraty liczb rzeczywistych muszg by¢ liczbami dodatnimi,
warto$¢ za$ pierwiastka jest wigksza od bezwzglednej wartosci
wyrazu przed pierwiastkiem. Przez analogie do dlugiej linii jedno-
rodnej wspotczynnik a nazwiemy wspofczynnikiem tiumienia, a wspot-
czynnik b, ktéry wplywa na przesunigcie fazy, moze by¢ nazwany
wspotczynnikiem przesunigcia jazy.

Dla znalezienia wzoru na nat¢zenie pragdu w dowolnym ogniwie,
musimy rozpatrze¢ oddzielnie kazdy z typow ogniw, z ktérych sktada
si¢ linia tancuchowa. Wychodzac z wzoru (11) i podstawiajac wartoSci
Ux v i Ux, znalezione ze wzoréw (13) i (14), bedziemy mieli:

Kx e—k ek ™+ K ek ekx —

e~k—A ) + Kl e~fur (24)
ale (wzor 17) A = cosh x = ek +2e:k
obliczamy
+ e- — :
e-k—A = e~k o Zek e 2ek = —sinh/c.

A —oa & +2e'k —d ek Gk



wobec czego ze wzoru (24) otrzymamy

sinh x
1.- "up! Kleh— 25)
Rozpatrzmy teraz kolejno 3 typy linii tancuchowych:

Typ T
Wedlug wzoru (50)
Z1+2717) _ oA pKZIA ),
~n Z,

za$ na podstawie (17)
B = Zx (cosh k + 1).

Podstawiajagc te warto$¢ do (25) otrzymamy

SR e — K ek¥
Zx (cosh k + 1)
ale
k L
ek— e-k e2+e1 Vel _,
sinh k =
2
K K 2
n +1_ek+e~k+2 el +e
cosh = ) )
. -, . K
sinh x 62 o 8 sinh 5 v
- - kK ~tgl 5 ’
cosh k + 1 ez +e 2 cosh-"-
wobec czego
(26)
Oznaczmy
Z = —-AK—-, 27
tghy

na podstawie wzoru

cosh x = 2 sinh? Koy |

z uwzglednieniem, ze
Z.

coshx=1+ =
Z2'



bedziemy mieli

sinf &
2
1 x 2 /1 /Z1+2Z2
cosh—=&/ 1+smh2——1 —
2 V 2Z2

skad

wobec tego wzor (27) mozemy napisa¢ réwniez w postaci:
> —T—a———i (A T 2Z7). (28)
1/—-1—
14 +

Zestawiajac wzory (13) i (26), otrzymamy w najogolniejszej
postaci wyrazenia dla napigcia i pragdu w dowolnym ogniwie:

Ux = Keexx + Kie"x\ ' (29)
Z = — Kzexx + Kle"kx; (30)

wielko$¢ Z, odgrywajaca role opornosci, okreslong wzorem (27)
lub (28), przez analogi¢ do dilugiej linii jednorodnej, nazwiemy
opornosciq falowg linii tancuchowej.

Wchodzace do wzorow (29) i (30) stale K2 i Kii mozemy okresli¢
na podstawie wiadomych warto$ci napigcia i prgdu w okreslonym
miejscu; najczesciej wchodza tu w gre te wielkosci na poczatku
i na koncu linii tancuchowej. Poniewaz dla poczatku @ = 0, przeto
ze wzorow (29) i (30) dla napigcia i pradu na poczatku otrzymamy

U) = Kt + K2,

Az = —rx + K2
skad , (4 A
3 7 S 2f |
x Ui+ Iz

Wobec tego z tychze wzorow (29) i (30) otrzymamy
U, - ek- + —o+2/|>7 e-Kq, (31)

= - (32)



LUB (33)

VaXay ALLL
7 , (34)
albo wreszcie w funkcjach hiperbolicznych
Ux = Upb cosh kx — 10Z sinh kx, (35)
IXZ = 10Z cosh kx — Ub sinh kx. (36)

Jak wida¢ z tych wzoréw, napigcie i prad w dowolnym ogni-
wie jest wynikiem naktadania si¢ dwoch fal idacych naprzeciw
siebie, z ktorych jedna jest fala postepujaca od poczatku do konca
linii, druga falag odbita od konca (rozumowania te same, jakie byly
przeprowadzone dla diugiej linii jednorodnej). Gdy linia tancuchowa
ma bardzo duzo ogniw (teoretycznie nieskonczenie duzo), wowczas
fali odbitej nie ma, gdyz napigcie i prad w koncu w tym przypadku
musza si¢ rownac zeru; wzory (29) i (30) wskazuja, ze powinno by¢

wtedy U - K#l",
IXZ = Kle"kx]
skad —
a takze )
Z = 37

poniewaz ostatni wyraz stanowi opornos$¢ pozorng tancucha, wiec
w rozpatrywanym przypadku oporno$¢ pozorna tancucha rowna
si¢ opornosci falowe;.

Uwzgledniajac wzor (37) otrzymamy w danym przypadku,
poniewaz fale ulegaja jedynie tlumieniu, ze wzorow (31) i (32)

1= Uoe hx, i

/x= Toe-fex; s (38)
dla konca tancucha, gdy x = n,

0. - O.e-l",

L (39)

W wyzej wyprowadzonych wzorach ogélnych (31) do (36) nie
wprowadzaliSmy opornosci odbiornika wilaczonego w koncu osta-
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tniego ogniwa. Rozpatrzmy teraz, jak si¢ zmienig te wzory, gdy
przyjmiemy pod uwage warunki istniejace na koncu tancucha.
Jezeli linia tancuchowa na koncu nie ma obciazenia, to znaczy
jest w stanie jalowym, wtedy /n = 0; ze wzoru (36), zakladajac
X = n, otrzymamy
/0Z cosh kn = Ub sinh An,

lub 70Z = LlotghAn; (40)
po podstawieniu tej wartoéci 70Z do wzoru (35) dla x = n, bedziemy
in¥ Un = Up (cosh kn — sinh kn + tgh An)
lub po uproszczeniu
[ = U —
n  T<osh An

7 ostatniego wzoru mozna w rozpatrywanym przypadku zna-
lez¢ napigcie w koncu tancucha, gdy wiadome jest ono na poczatku,
lub odwrotnie. Prad w dowolnym ogniwie da si¢ obliczy¢ wodwczas
z wzoru, ktory otrzymamy podstawiajac (40) do (36), wtedy

P i sinhAz.
I = uXcosh ?oc——-—,tg-ﬂn—

I sinh A (n—x)

0 sinh kn

W przypadku, gdy linia tancuchowa jest w stanie zwarcia, to
znaczy konce ostatniego ogniwa sg zwarte, wtedy Ul = 0; z wzoru
(35) otrzymujemy dla x = n

Uo cosh kn + /0Z sinh An,
Uo = 1QZ tgh kn ; (43)

(42)

lub

podstawiajac te wartos¢ Uo do (36) i zaktadajac x = n, otrzymamy
Il = /0 (cosh kn — sinh kn . tgh An),

lub po uproszczeniu 1o

cosh ikn .' (44)

wzor ten daje zalezno$¢ pomiedzy pragdami na poczatku i w koncu
lancucha, gdy ostatnie ogniwo jest zwarte. Podstawiajac warto$¢
10Z ze wzoru (43) do wzoru (35), otrzymamy wzor dla napigcia
w dowolnym ogniwie
Ox= T I cosh o sinh kx  _ sinh x (n —x)

tgh kn " sinh An (45)



Z wzorow (40) i (43) mozemy otrzymaé oporno$ci pozorne
linii tancuchowej, gdy ostatnie jej ogniwo jest w stanie jalowym
lub w stanie zwarcia; oznaczajac te opornosci pozorne odpowiednio
przez Zo i Zz, otrzymamy znane z teorii dhugich linii jednorodnych

WZOry Zo0 = Z cotgh fen,
Z, = Ztgh kn.

Wzory (31) do (36) uzalezniajg napigcia i pragdy w dowolnym
ogniwie od napigcia i pradu na poczatku tancucha; oczywiscie mozna
uzalezni¢ rozpatrywane wielkosci od napigcia i pragdu w koncu:
wtedy, zakladajagc we wzorach (29) i (30) x = n, otrzymamy

Kleln + K2e~n = Unl
— Kxeln 4- K2e n= 17,7,
skad

K= WG Z oy Jo o Bz

wobec czego wzory dla napiecia i pradu po odpowiednich uprosz-
czeniach przybiorg postac:

On + =, . Zin — Zn = , .
Ux = y —— efe(-n ”X) b - — e-fe(n-x) =
= Ul cosh x (n — %) 4 InZ sinh x (n — %), (46)
Ixz — ekin-o__ U'-InZ e fen x)
= Un sinh x (n — %) 4- 2nZ cosh x (n — x) ; 47

z tych wzoré6w mogliby$§my otrzymaé¢ rowniez wzory w przypad-
kach, gdy ostatnie ogniwo jest w stanie jalowym lub w stanie zwar-
cia, zakladajac kolejno zn =0 i Un= 0.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy w koncu ostatniego ogniwa
wlaczony jest odbiornik, ktérego oporno$¢ pozorna wynosi Zn.
Wtedy bedziemy mieli dodatkowy warunek U, = znZn.

Uwzgledniajac ten warunek we wzorach (46) i (47), otrzymamy

~

Ix = nl cosh k (n—x) 4- sinh x (n — %) ;
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dla X =0, tj. na poczatku lancucha

cow sinh &) | 48)
co(ﬂ: sinh xc7\ 49)

Wzory te daja mozno$¢ w najogolniejszym przypadku obliczenia
stosunku napie¢ wzglednie pradow na poczatku i na koncu linii
lancuchowej o wiadomej liczbie ogniw i wiadomych opornosciach
Zx i Z) oraz Zn

W przypadku szczegdlnym, gdy opornoéé odbiornika Zn réwna
jest opornoéci falowej tancucha Z, czyli

ZzZ = =,
n 7

z rownan (48) i (49) otrzymamy
Uo = Un (cosh kn + sinh /en) = Un ekn,
Io = in (cosh kn + sinh kn) = 1n ekn,
alb® U.-U«x»-"; 7,=/oe-""

wzory te sg identyczne ze wzorami (39) dla linii tancuchowej o nie-
skonczenie duzej ilosci ogniw; a wigc gdy odbiornik posiada opornos¢
rowng opornosci falowej lancucha, linia o skonczonej liczbie ogniw
zachowuje si¢ tak jak linia o nieskonczenie duzej ilosci ogniw.

Typ I

Wychodzac z ogodlnego wzoru (12) dla linii tancuchowych, zlo-
zonych z czwornikow symetrycznych, otrzymamy dla napigcia
w dowolnym ogniwie, oznaczonym liczba x, ten sam wzor (13), ktory
mielismy dla typu T, przy czym stala 4 ma t¢ samg warto$¢, czyli

cosh x = cosh (a + jb) = A.

Wzory (19) do (23) pozostaja w tym przypadku bez zmiany.

Inaczej bedzie z wzorem na nat¢zenie pradu w dowolnym ogni-
wie, poniewaz we wzorze (25)

inh « :
b S i)

Stata B ma dla typu II inng warto$¢, mianowicie (wzoér 70) B = Zx,
wobec czego

» sinh k K el -



Przez analogie do (30) opornoscia falowa w tym przypadku bedzie

sinh (50)
Otrzymujemy wigc dla linii tancuchowej typu II te same wzory
(29) 1 (30) U = Kxekx + Kle'k\

02 = — Kxekl + Kee-kx.

Poniewaz warunki na poczatku i na koncu linii sg dla obu typow
te same, to znaczy, ze napigcie i natgzenie pradu dla x = 0 wynosza
Uoi 70, a dla @ = n wynosza Un i 7,, przeto dla napieé i pradow otrzy-
mamy zupehie takie same wzory (31) do (49), jakie mieliémy dla linii
typu 7. Roéznica polega tylko na tym, ze oporno$¢ falowa dla linii

» typu T okreslona jest wzorem (27), dla linii za$§ typu IT wzorem (50).
Ten ostatni wzdér mozna przedstawi¢ w innej postaci, mianowicie:

sinh k = Vcoshl k — |

Typ krzyzowy
Dla czwoérnika krzyzowego (wzér 93, §61)
A = + A2, B ~ZjZ]
z2 Zy z
Rozpatrujac wzory (13) i (17) z § 94 widzimy, Ze pozostang one bez
zmiany, z tym, ze ‘
I, 2)
7)—Zx
natomiast wzor na /x (25) przyjmie postaé
7 — sinhk (Z)—Zy)
NZyZ)

colsh' k=4

Kle-kv — Ky ek



Poniewaz

LI S ol 1N AN R Z 1 vazL s
siimmA'= 1/ coshlx— 1= 1/ | —-- -l =——
Vv vV \ZN—ZX - 4

przeto ) . R T
sinhlc (Z2-Z.1) = V4ZxZ) I

27172 27x7) Y Zxz»

odwrotnos¢ tego wyrazu stanowi, jak widaé, opornos¢ falowa:

2 - v

W ten sposob dla linii tancuchowej typu krzyzowego otrzymu-
jemy wzory ogolne
Ux = Kxek* + Koe-kx (53),

IxZ = — Kxekx + K2e~kx (54)

Wzory te sg takie same jak wzory ogolne dla poprzednio roz-
patrzonych typow linii tancuchowych: réwniez warunki dla okreslenia
stalych dowolnych sg takie same, wigc wzory od (31) do (49) maja
zastosowanie do linii tancuchowych typu krzyzowego, z tym, ze
oporno$é¢ falowa Z ma warto$¢ podana we wzorze (51).

§ 102
FILTRY ELEKTRYCZNE

Rozpatrzmy obwody liniowe, w ktorych dzialaja jednoczesnie
prady o rdéznych czestotliwosciach, fazach i warto$ciach maksy-
malnych. W zastosowaniach elektrotechniki, szczegélnie w teleko-
munikacji, zachodzi potrzeba przepuszczenia do dziatania tylko
czesci tych pradow. Uktady, ktére pozwalaja to uczyni¢, nazywamy
filtrami elektrycznymi. Mozemy tu odrozni¢ kilka rodzajow filtrow:

1) filtry, ktore przepuszczajg prady o czestotliwosciach ponizej
pewnej granicy; nazwiemy je dolnoprzepustowymi;

2) filtry, ktére przepuszczaja prady o czestotliwosciach powyzej
pewnej granicy; nazwiemy je gornoprzepuslowymi;

3) filtry, ktére przepuszczaja prady o czestotliwosciach zawar-
tych w pewnych granicach, czyli przepuszczajace pewng wstege
czestotliwosci; nazwiemy je filtrami wstegowymi;



4) filtry, ktére zatrzymujg pewng wstege czestotliwosci, czyli
pochtaniaja pewne fale, przepuszczajac inne; nazwiemy pochiania-
czami jal.

Wszystkie tego rodzaju filtry mozna otrzymac stosujagc linie
tancuchowe o odpowiednio dobranych ogniwach.

Filtr dolnoprzepustowy

Rozpatrzmy lini¢ tancuchowa typu II, ktorej dowolne ogniwo
przedstawione jest na rys. 194. Stosujac oznaczenia przyjete dla

A.L czwornika typu II, bedziemy
mieli
Zr = R + jiuL
Z’Z :JTO)ZZ '
Rys. 194 Stosujac wzory (17)1 (21) z §94
oraz (70) z § 58, otrzymamy
P+jg= | + N1+tB+Zo-IH!™~ - |  <ZLC . ReoC
9 1 2
skad p=1 ol L C (55)
RtoC (56)

Aby zbada¢ zachowanie si¢ rozpatrzonej linii lancuchowej przy
rozmaitych czgstotliwosciach, dogodniej bedzie wprowadzi¢ tzw.
czestotliwos$é, wzglednie pulsacje, drgan swobodnych ogniwa. Gdy

mamy obwdd zamkniety, zawierajacy L i C  (przy R <) % )I

przy czym zachodzi wyladowanie kondensatora, woéwczas w takim
obwodzie, ktory nazywamy obwodem oscylacyjnym, powstaje prad
drgajacy, czyli oscylacyjny;, moéwimy, ze w obwodzie powstaja
drgania wlasne, ktore przy braku R bylyby swobodne o stalej
amplitudzie, przy czym pulsacja takich drgan swobodnych wynosi
1

to0 = ‘ 57

T vVLC 7

Jezeli w naszym przykladzie rozpatrzymy jedno ogniwo jako
obwod zamkniety i spostrzezemy, ze oba kondensantory, posia-



dajace kazdy pojemnos$¢ réwna < sg polaczone szeregowo, wiec

pojemnos¢ wypadkowa w tym obwodzie ogniwa wynosi £, na

podstawie wzoru (57) znajdziemy, ze pulsacja drgan swobodnych
ogniwa wynosi

oo = 2,———— (58)
JLC
Oznaczmy
=" ) (59)
wtedy 2

> (60)
podstawiajac te warto§¢ n do wzoréw (55) i (56) i oznaczajac dla

skrocenia ’
R\VAL =e (61)
znajdziemy p= 1-2~2, (62)

q = en- (63)

Dla ogniwa fi, L i C musza by¢ dane, przy czym dla niezbyt
wielkich czestotliwo$ci  wielkosci te mozemy wuwazaé za stale;
wtedy p i g beda funkcjami tylko rj; podstawiajac te wartosci p i q
do wzorow (22) i (33), otrzymamy spotczynniki a i b jako funkcje rp

Szczegdlnie wazne jest rozpatrzenie zmiany spotczynnika thu-
mienia a przy zmianie czestotliwosci, wzglednie rp Poniewaz zalez-
nos¢ a od I] stanowi funkcje bardzo skomplikowang, przeto uproscimy
nasze rozwazanie w ten sposob, ze wyraz fi''|~/ktOry oznaczy-

liSmy przez p, przyjmiemy jako bardzo maly, co zreszta w praktyce
jest przewaznie bliskie rzeczywistosci; wtedy dla niezbyt duzych war-
to$ci 7] mozemy na podstawie wzoru (63) zalozy¢, ze g, bedac zawsze
wielko$cig dodatnig, jest bliskie zeru; wowczas wzory (19) i (20) (§ 94)
dadza nam w przyblizeniu

cosh a cos b = p, (64)

sinh @ sin 6 = 0. (65)

Poniewaz p = | —21;2, gdzie ) = —, przeto latwo zauwazy¢,
0

ze najwicksza warto$¢ dla p wynosi 1, gdy 5 = 0, czyli co = 0;



nastgpnie dla 17 = ,p=0;dlarf=1 p=—1, za§ dla wszel-

kich wartosci o/ > 1, p < — 1. Zauwazmy oprocz tego, ze cosh a ma
najmniejszg warto$¢ rowna | dla a = 0, poza tym zawsze jest
wigkszy od 1, natomiast sinh ¢ ma najmniejsza warto$¢ 0 dla a = 0
poza tym zawsze jest wickszy od 0 dla a > 0;

gdy <1, czyli o f)0,

J -1 1,
— 1 <coshacos 6~1. (66)

Wzor (65) wskazuje, ze albo a= 0, albo b = 0 lub i, lecz wa-
runkowi (66) warto$¢ a = 0 zawsze czyni zado$¢ przy wszelkich
mozliwych wartosciach cos 6 (dla » =0 lub m, réwniez a = 0),
przeto w rozpatrywanym przypadku ¢ = 0, za§ b zmienia si¢ od
0 do 180° gdy 1/ > 1, czyli < > 0, wtedy p < — 1.

Niech bedzie p = —x=— (2N — 1), czyli x = bp-—1 > 1|;
wzory (64) i (65) daja wowczas

coshacosbh = —k
sinh a sin b = 0;

a nie moze si¢ rownac¢ 0, bo wtedy z pierwszego rOwnania wypadtoby,
ze ¢os b = —k ma warto$S¢ bezwzgledng wickszg od 1; wobec tego
6 = 0 lub n; z pierwszego rOwnania wynika, ze poniewaz cosh a > 1.
wigc cos 6 powinno by¢ ujemne, czyli 6 = m1; wtedy cos 6 = — 1, za$

cosha =x=21)—1,

skad wida¢, ze a rosnie, i to szybko, ze wzrostem mp

Z tych rozwazan wynika, Zze w rozpatrzonej linii tancucho-
wej wspolczynnik thumienia a = 0 (w rzeczywisto$ci bardzo maty)
dla wszystkich czestotliwosci nie przekraczajacych czgstotliwosci
drgan swobodnych ogniwa i ze tlumienie szybko ros$nie dla czg-
stotliwosci wigkszych; natomiast wspélczynnik przesunigcia fazy 6
wzrasta od zera do 180°, gdy czestotliwo$¢ zmienia si¢ od zera do
czestotliwosci drgan swobodnych, i nastepnie przy dalszym wzroscie
czestotliwosci ten wspolczynnik 6 pozostaje bez zmiany i stale jest
réwny 180°.

Na rys. 195 podany jest przebieg tych wspoétczynnikéw w za-
lezno$ci od -

Za pomoca rozpatrzonego ukladu cewek i kondensatoréw
mozemy wiec oddzieli¢ prady, ktorych czestotliwosé przekracza



czestotliwos¢ drgan wlasnych ogniwa. Urzadzenie tego rodzaju
nazywamy filtrem elektrycznym. Filtr elektryczny, w ktorym, jak
w naszym przypadku, cewki sa polaczone szeregowo, a konden-

satory rownolegle, nazywamy filtrem dolnoprzepustowyrn; Laki
filtr przepuszcza bowiem prawie bez tlumienia prady o czgstotliwosci
mniejszej od czestotliwosci drgan swobodnych, zatrzymujac, czyli
znacznie tlumigc, prady o wigkszej czestotliwosci.



Filtry elektryczne majg szerokie zastosowanie w elektrotechnice,
gdy zachodzi potrzeba tlumienia pradow okreslonych czestotliwosci,
a wigc w radiotechnice, w telefonii, w miernictwie, dla otrzymania
mozliwie sinusoidalnego pradu zmiennego itd.

Obszar czestotliwosci, ktore filtr elektryczny przepuszcza, na-
zywamy widmem filtru. W rozpatrzonym przykladzie widmo obej-
muje czestotliwosei od 0 do czestotliwosci drgan swobodnych ogniwa;
oczywiscie widmo bedzie tym wigksze, im wigksza bedzie ta czgsto-
tliwos¢ drgan swobodnych, te za$ ostatnig czestotliwos¢ mozemy
dowolnie ustali¢, dobierajac we wzorze (71) odpowiednio L i C.

Filtr gérnoprzepustowy. Innego rodzaju filtr stanowi linia
lancuchowa rowniez typu II, ulozona w ten sposob, ze konden-
satory sg polaczone ze sobg szeregowo, natomiast cewki wlaczone
rownolegle. Kazde ogniwo zlozone jest z kondensatora o pojem-
nos$ci C oraz dwoch cewek, ktorych opornos¢ i indukcyjno$é¢ ozna-
czymy odpowiednio przez 27?7 i 2L. a to z tego wzgledu, ze przy

Rys. 196

laczeniu dwoch ogniw otrzymamy wspdlng opornos¢ K i induk-
cyjnosé¢ L (rys. 196).

W tym przypadku y |
Yy preyp %] 7 ja>C |
7)= 2(7? + j(oLy
Nastegpnie )
TR A g
pr=THZy =1+ 5 dddd ol ] —
L 7

2C(722+ <2L2) 1 2<0C(72) + <62LY)
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skad
. (67)
pP=1 2C (B2 + <02L.2)
R
4 20/C (R2 + a2L2) (68)

Rozpatrujac pojedyncze ogniwo i nie uwzgledniajac opornosci
rzeczywistej, ustalimy pulsacje drgan swobodnych ogniwa, gdy
zwazymy, ze indukcyjnos$é¢ ogniwa, jako zamknigtego obwodu, wy-
nosi 4L, a pojemno$¢ C ; na podstawie wzoru (57) ta pulsacja wyniesie

Cy e 69
2y/LC ()
Jezeli oznaczymy
0l
4 = Z)% w== [ltoo = zyic 0=R
wtedy wzory (67) i (68) przybiora posta¢ nastgpujaca:
p 1 2C (7722 + co2L.2) - ! L/ :
2IR2-4-(»alLC
2(el+ <=
S
R R
¢ 2aCRIEE ) —2=C(R) + ) L)
VLC
R e
2+ (2 LY IARI"- 4- ol
czyli ostatecznie
2
P= " apr+mp (70)
9=  4om o+ (71

Dla zbadania wlasnosci rozpatrywanego filtru, jak i w po-

przednim przyktadzie, zatézmy, ze o = R



wtedy, jak to wynika z wzoréw (83) i (84), bedziemy mieli przy-
blizone wzory | 2 (72)
P 1 2
q=0, (73)
przy czym nalezy zwrdci¢ uwage, ze ¢ bedac bliskie zeru ma jed-
nakze warto$¢ ujemng. Przy takich wartosciach p i ¢ wzory (19) i (20)
przybiorg postac

coshacosb=p=1—+ (74)
sinh a sin 6 = 0. (75)
Zbadajmy wartosci ¢ 1 b dla rozmaitych wartosci ¢
gdy <1, czyli (0 <@,
p<—1,czyli p = —k gdzie x > |;
wtedy coshacosb = —k

sinh a sin b = 0,

skad wynika, ze a nie moze si¢ rownaé zeru; wigc sin b = 0, ale
cos b powinno by¢ ujemne, wigc cos 6 = — 1; poniewaz jednakze,
jak wyzej zaznaczyliSmy, ¢ dazy do O pozostajac liczba ujemna
i poniewaz w rozpatrywanym przypadku sinh a > 0, przeto sin b
powinien dazy¢ do zera pozostajac ujemnym.

Z tych wzgleddw wypada, ze b = — 180°, natomiast

cosha =x=—1,
g

czyli ze wspotczynnik a, znaczny przy matych wartosciach g (matych
czestotliwosciach), stopniowo maleje i staje siec rowny 0 (cosh a = 1),
gdy g = 1, to znaczy dla czgstotliwosci réwnej czestotliwosci drgan
swobodnych ogniwa.

Gdy g > 1, czyli co > 0, wtedy, jak wida¢ z wzoru (72), p zmie-
nia si¢ w granicach — 1({|=1) i + 1(i=00), czyli

-1 <p <+ 1,
rownania (74) i ((75) wskazuja, ze sin b nie moze si¢ réwnac zeru,
gdyz wtedy cos b = = 1, a poniewaz cosh a co najmniej moze si¢
rownac 1, wigc nie uczyniliby$my zado$¢ warunkowi dla p; pozostaje
wige jedyna mozliwos¢:
sinha = 0, a= 0;

wtedy cosha = 1| i z rOwnania (87)

cosk= = L 0,
r



czyli (po uwzglednieniu, ze b powinno by¢ ujemne) wnioskujemy,
ze b zmienia si¢ w granicach od — 180° do 0°.

Z tych rozwazan wynika, ze rozpatrywany filtr, ktéry nazwiemy
filtrem gornoprzepuslowym, thumi prady o czestotliwo$ci mniejszej



od czestotliwosci drgan swobodnych ogniwa, natomiast przepuszcza
prawie bez tlumienia prady o czestotliwo$ci wyzszej. Na rys. 197
wskazany jest przebieg wspolczynnikow a i b w zaleznosci od
w filtrze kondensatorowym.

Filtr wstegowy. Przez odpowiednie potaczenie cewek i kon-
densatorow mozna otrzymaé rowniez filtry, ktére beda prawie bez
tlumienia przepuszczaty prady o czestotliwosciach zawartych w okre-
Slonych granicach lub bedg tlumity prady okreslonej czestotliwosci,
przepuszczajac swobodnie prady inne. Osiggna¢ mozna takie wyniki
za pomocg bardzo wielu rozmaitych kombinacji; ograniczymy si¢ do
rozpatrywania kilku najbardziej charakterystycznych przyktadow.
W celu badania wtasnosci filtrow poprzednio rozpatrzonych zakta-
daliSmy, ze oporno$¢ rzeczywista roOwna jest zeru; to samo uczy-
nimy przy rozpatrywaniu nastgpnych typoéw filtrow, od razu upra-
szczajac wzory w zalozeniu, ze R = 0.

Rys. 198

Rozpatrzmy najpierw filtr, ktérego ogniwo przedstawione jest
na rys. 198. Jest to tancuch typu II, przy czym

z1—jeoL

JI- T 1

. dya>,7v) I 8 21
2- 1 .
Z\ w Ly TC) G L coC



to Ly Cl co L4

 Te=1+ =0 0L
2] 21
-1 QLI Ly
2 2L~
p = cosh a cos O=1 _42LIC _é&_7

g = sinh a sin 6=0.
Thlumienia nie bedzie, gdy a = 0, a wigc gdy cosh a = 1, wtedy

cos 0—1-(0LC
2La’
wyraz ten moze si¢ zmienia¢ tylko w granicach + 1 i — [; staje
si¢ on rowny + 1, gdy
2LxG  Lx
2 2L,°
czyli dla
|
0 = o
i CL;
staje si¢ on rowny — 1, gdy
(02LxC  Lx
—2~+ 2L; = -2,
Y BLDAN
4 71) + Lx 1+4
2 =
"TINC— CL!
czyli
3jCLt

wynika wigc, ze a = 0, gdy pulsacja pradu zawarta jest w granicach

przez odpowiedni dobor ilorazu Iy mozemy wiec zwezi¢ lub roz-
i

szerzy¢ granice czgstotliwosci pradow swobodnie przechodzacych
przez filtr.



Wykres, charakteryzujacy zmian¢ wspélczynnika tlumienia dla
takiego filtru, pokazany jest na rys. 19J. Obszar czestotliwosci AB,
dla ktéorych tlumienia nie ma, nazywamy wstega czestotliwosci,
a filtr tego typu — filtrem wstggowym.

Otrzymamy réwniez filtr wstggowy biorac ogniwa, jak na
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rys. 200; w tym przypadku

. . 1
Zy =j 0 mec_o_C
Z = 21
"2 — pralsy !
wtedy
to cl o | cc2 L C2"
2 ec I ~%7 +”2(:V
g =0
wiec
cosh'a cos b = | (VLLC =
L, JIT +
sinh asinb = O
Thumienia nie bedzie, gdy
Rys. 200 cosh a =1 (a = 0), wtedy
a2 LC? , Q2
cos b =1 2 +2C

wyraz ten staje si¢ rowny + 1, gdy

c02 LC? )

o
2T czyil co

staje si¢ rowny — 1, gdy
c02L.C2 C)

2 2t + %

czyli

0 = , o mm—

VL
Nie bedzie wigc tlumienia dla czestotliwosci zawartych w gra-

nicach /S —— TV

1

- 0oJ

yre;

granice te daja wstege czestotliwosci przepuszczajacych prady.
Rozpatrzmy teraz filtr, ktérego ogniwo utworzone jest jak na
rys. 201.



wobec tego

cosh a cos 6=1 -, ) V g/ — T—N\ |
~C(X) Lx YT" 1( ax ~2 V-1
X co Cl A\ co C2)
sinh a sin b = 0.
Thumienia nie bedzie, gdy cosha =1 (a = 0), czyli
cosh=1 y V7 —\ =
2C{ a) Lx————c—o— ;011)(2—---------66 § ol

Ly
2w L Cr— 1) (w2 L2 C1-1) "
Ze wzgledu na mozliwe wartosci cos b ostatni utamek moze sig¢

zmienia¢ tylko w granicach od 0 do 2 lub po odrzuceniu 2 w mia-
nowniku, w granicach od 0 do 4.
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Powinno wigc by¢

0= (76)

<4
H(a> aCa-1)

Licznik rozpatrywanego wyrazu jest dodatni, wigc 1 mia-
nownik powinien by¢ dodatni, to znaczy, ze oba czynniki w mia-
nowniku powinny mie¢ znaki jednakowe.

Dla znalezienia takich warto$ci co, ktére by czynity zadosé
powyzszej nierdéwnos$ci, rozpatrzmy najpierw warunek

_______ LIy 4
(2> — 1) (U2JI2C2— 1 Yo ’

skad, przy uwzglednieniu, ze mianownik jest dodatni, otrzymujemy
4 (c02L1Cl — 1) (co2r.2c2 — 1) —L.1C2c2 0

albo AT r Bcraarbed « + LiLicir T )
Przyrownujac lewa czgs¢ tej nierOwnosci do zera i rozwigzujac
rownanie dwukwadratowe, znajdujemy cztery pierwiastki:

/1/1 [ AN 171 1 1y i
Wi VLIC1"hLICI + 4jDI1Ci/ 4 \LXCX+L2C2V 4L2CX) " LXL2CXC?

N\ 2 \LXCX+L2C) '4 L3cT + 4 LXCX+L2C) v4L2c T LXL2CXC?
to3 = — toi,
4= —0)2;

z tych pierwiastkow pierwsze dwa sa dodatnie, przy czym col > con
za§ ostatnie dwa sg ujemne i wobec tego nie odpowiadaja warun-
kom zadania.
Uwzgledniajac znalezione pierwiastki mozemy nieréwnos¢ (77)
przepisa¢ w postaci
(cO — cox) (co — c02) (co 4- CoJ (co + co 0,
skad wynika, ze

(co — col) (co — co2) 0,
Czyli 0 col Iub co CoX
1co <ol lub co o2 ;
a Poniewaz ) > o
wigc powinno by¢ o col

0 cor.



Biorac teraz pod uwage drugi warunek

£<1 67002 Q
DE?rlc? i)]

widzimy, ze warunek ten bedzie spelniony przy wszelkich war-
tosciach co.

Zestawiajac oba warunki wnioskujemy, ze a = 0, to znaczy
nie bedzie tlumienia dla takich czestotliwosci, gdy pulsacja zmie-
nia si¢

od 0 do (oe
i od co? do ¢ -> o0,
natomiast zachodzi tlumienie dla pulsacji zawartych w granicach
tox < co < col ;

przy tym tatwo zauwazy¢ z wzoru na cosh a cos 6, ze cosh a, a przez
to i wspoélczynnik tlumienia a staje si¢ rOwny nieskonczonosci, gdy

1 v _ I
(0 ix——-—t—O— 620’ czyh cu

1 l
oraz co Ls------ =0, czyh o = ,
VL2C2

a wiec w rozpatrywanych granicach wspoélczynnik thumienia wzrasta
od 0 do oo i nastgpnie maleje od oo do 0; gdy przez odpowiedni
dobdr indukcyjnosci cewek i pojemnosci kondensatoréow zblizymy
do siebie wartosci pulsacji tot i <02, wtedy tlumieniu beda podlegatly
prady o okre$lonej czgstotliwosci, czyli okreslonej dlugosci fali;
dlatego tez tego rodzaju filtr moze by¢ nazwany pochianiaczem
fali i ma za zadanie usunigcie wpltywu pradu wiadomej czestotli-
wosci. Wykres dla tego rodzaju filtru podany jest na rys. 202.

§ 103
EANCUCH IZOLATOROW WISZACYCH

Jako przyklad zastosowania teorii linii tancuchowej w sie-
ciach pradow wysokiego napiecia, rozpatrzymy rozklad napigé
w tancuchu izolatorow wiszacych. Takie izolatory stanowig uktad
zawierajacy pewna liczbe n umieszczonych jeden nad drugim izo-
latoréw; pierwszy z tych izolatoréw j< st przytwierdzony do stupa, do
ostatniego izolatora przymocowany jest przewdéd o wysokim na-






pigciu. W takim uktadzie mamy do czynienia tylko z pojemnosciami,
ktére rozpatrujemy albo pomigdzy kazdym izolatorem i ziemia,
albo pomigdzy poszczegdlnymi izolatorami. Oznaczajac pierwszg po-
jemno$¢ przez C2, drugg przez Cv otrzymamy nastepujacy schemat
(rys. 203 albo rys. 204).

Rys. 203



Oznaczajac 1
zl~ /w0C/

28= 0
bedziemy mieli
/t_/xtl=_~LJ
~2

U x—0.- /.2t

wy — uxtx = /,+izl.

Okreslajac z drugiego i trzeciego réwnania /, i Z,+1 i podsta-
wiajagc te wartosci do pierwszego, otrzymamy:

U-x -Uhx Ux— Ux+i 1.
Zx Zx Z)

0,-,-(2+d)Y,+ 0,+1-0;

jest to rownanie rézniczkowe; podobne byty rozwigzywane poprzednio;
szukamy rozwigzania w postaci

Ux= Aekx + Be~kx, (78)
gdZie k! 1,
cosh x = | H----,
27)

Podstawiajac wartosci Zv i Z2, bedziemy mieli

coshk =1+ —2-
2C/

skad znajdziemy k.

Mozemy uwazaé, ze miejsce na poczatku tancucha (ic = o), gdzie
izolator jest przytwierdzony do shlupa, jest uziemione, a wigc



napiecie wzgledem ziemi wynosi 0; w koncu tancucha mamy przewdd
pod napigciem U (wzgledem ziemi).
Wobec tego, zaktadajagc we wzorze (78) kolejno x =01 x = n,
otrzymamy
A+ B=0,

Aekn + Be~n = U
skad
) B=—A,

A (ehn— e~n) = U.
czyli
A =—7<L -,
2 sinh/cn

Y

B = U_
2sinh Im

Podstawiajac te wartosci do (78), znajdujemy

U “ekx — e~kx) U sinh kx

U¥ = Ginh kn 2 sinh kn

Z tego wzoru mozemy znalez¢ napiecie na dowolnym izola-
torze, ktorego numer, liczony od miejsca przytwierdzenia do stupa,
wynosi x. Wykres rozktadu napiecia uwidoczniony jest na rys. 203.



STANY NIEUSTALONE W OBWODACH
ZE SKUPIONYMI: OPORNOSCIA RZECZYWISTA,
INDUKCYJNOSCIA I POJEMNOSCIA

§ 104
STANY USTALONE I NIEUSTALONE

Przy rozpatrywaniu obwodow elektrycznych, zaréwno przy
pradzie statym jak i przy pradzie zmiennym, przewaznie mamy
do czynienia z napigciami i natg¢zeniami praddw, ktérych wartosci
sga ustalone, to znaczy, ze albo wartos$ci te pozostaja bez zmiany,
jak to ma miejsce przy pradzie stalym, albo staja si¢ okresowo
zmiennymi funkcjami czasu ze stalg wartoscig skuteczng — przy
pradzie zmiennym. Kazda zmiana warunkow, w ktorych si¢ obwod
znajduje, zmiana napigcia u zrodla, zmiana opornosci lub innej
wielkosci wchodzacej w sktad obwodu — powoduje zmiang wartos$ci,
napie¢ i pragdow. Przejscie od jednej warto$ci do drugiej wymaga
pewnego czasu, czesto bardzo malego, ale w ciagu tego czasu moga
zachodzi¢ bardzo powazne zmiany w obwodzie, wywotujace skoki
napie¢, czyli tak zwane przepiecia, lub znaczny wzrost natgzenia
pradu — tak zwane przelezenia: moga tez powstawac przy tym
drgania napie¢ i pradow, czyli tak zwane fale elektromagnetyczne.

Musimy wiec w obwodach elektrycznych odréznia¢ warto$ci
napi¢¢ i pradow w stanie ustalonym oraz w stanie nieustalonym.
Przy wszelkich zmianach zachodzacych w obwodzie bedziemy
mielips/an nieustalony, zanim napigcia 1 nat¢zenia pradow nie
osiggna swych granicznych wartosci, odpowiadajacych stanowi
ustalonemu. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze w okresie przejsciowym
do wartosci chwilowych napie¢ i pradéw, odpowiadajacych stanowi
ustalonemu, dodaja si¢ pewne przejSciowe napigcia i prady; w ten
spos6b wartosci chwilowe tych wielko§ci w stanie nieustalonym



mozemy rozpatrywac jako sume¢ dwoch wartosci chwilowych, ktore
bedziemy nazywali odpowiednio wartoScig ustalong i wartoscig
przejsciowq, odrozniajac je wskaznikami ,,u“ i ,,p“, wobec czego

bedziemy pisali « = Ui+ up,

i=a + 4
gdzie u i 1 oznaczaja warto$ci chwilowe napigcia oraz natgzenia
pradu w stanie nieustalonym. Po uplywie pewnego czasu wartosci
przejsciowe staja si¢ praktycznie rowne zeru, wtedy wartosci u i i
otrzymujg warto$ci uu i iu. Na rys. 205 podany jest przyklad takiego

ujecia zjawiska w stanie nieustalonym dla natezenia pradu, ktorego
warto$¢ i zmienia si¢ od zera do iu. W tym okresie, w dowolnej
chwili, warto$¢ i stanowi sume¢ wartos$ci iu oraz ipl przy czym war-
tosci ip w tym przyktadzie sa ujemne, zmieniajac si¢ od — iu do zera.

§ 105

POWSTAWANIE I ZANIKANIE PRADU STALEGO W OBWODZIE
Z OPORNOSCIA 1 INDUKCYJNOSCIA

Mamy obwod (rys. 206), w ktéorym miedzy zaciskami zrédia
istnieje napiecie pradu statego o wartosci U, oporno$¢ rzeczywista
R i indukcyjno$¢ wiasna L.

W chwili zamknigcia takiego obwodu pradu jeszcze nie ma;
liczac czas od tej chwili i oznaczajac przez i warto$¢ pragdu w do-



wolnej chwili, bedziemy mieli
Ri+ Z."~-U. (1)

Catkujemy najpierw rOwnanie uproszczone
RiyL4h—o,
di R
—TlM = c} t.
P
Ini= __  t+ [nk
gdzie K —stata dowolna, skad

R
Rys. 206 gdzie e jest podstawg foga
rytméw naturalnych.

Calka szczego6lna rownania (1) oczywiscie rowna si¢ wobec
tego catka ogodlna tego rOwnania bedzie

. U 1z =T
i = ® + Ke L .
Dla okreslenia stalej K wiemy, ze przy t = 0, i = 0, wigc
wobec tego
u U -Z
I R R e )

Latwo zauwazyC, ze w rozpatrywanym obwodzie dla stanu

ustalonego natg¢zenie pradu
U

R

a poniewaz s

wigc z wzoru (2)

'o- AN . =T
ip % e - I« ® (€)



. . . R
Ostatni wzor nazywa si¢ wzorem Helmholtza; — nazywamy
L L
stalg ttumienia za$ odwrotno$¢é, czyli & = T nazywamy stalg

czasu, im wigksze jest L i im mniejsze R, tym wicksza jest stala
czasu T, to znaczy, ze wigcej czasu potrzeba, aby prad osiagnagl prak-
tycznie swa warto$¢ graniczng.

Przebieg i oraz i podany jest na rys. 2C5. Jak wida¢ ze wzoru
(3) prad przejsciowy dazy do zera przy / dazacym do nieskonczo-
nosci.
'—4 =T, =

Przy R o _

przy
I=2r, ip~—0,131u, przyl= 31, ip ~—0,05 in

Gdy ¢ L = 0,01, czyli e T= 0.01, [ = 1lnp 100 4,6,
L
wtedy ip = 0,01 iu. Na przyklad, gdy — = 0,1, wtedy po uplywie

czasu 0,46 sek natezenie pradu przejsciowego wyniesie zaledwie
0,01 natezenia pradu u-
stalonego. W cewkach
elektromagneséw T mo-
ze dochodzi¢ do 1 sek,
np. przy L = }U/7
SgA=1172, 1= 1, wtedy
po uptywie 1| s prad
przejSciowy  wyniesie
0,37, po upltywie 2 s
0,13; po uptywie 3s
0,05, a po uplywie 4,6 s
0,01 natezenia pradu
ustalonego.
SEM indukcji wiasnej, powstajaca w stanie nieustalonym
wyrazi si¢ wzorem

P —Llye_)ﬁt ; 5 = Ut L

wida¢ z tego, ze nie moze ona w swej warto$ci bezwzglednej prze-
kroczy¢ wartosci napigcia U.



Rozpatrzmy ten sam obwdd co poprzednio. Wyobrazmy sobie,
Ze raptownie nastgpuje zwarcie w ten sposob, ze tworzy si¢ zamkniety
obwod z R i L bez napigcia U, np. przetacznik (rys. 207) przesta-
wiamy z potozenia | na 2. Niech takie zwarcie nastagpi w chwili,
gdy natezenie pradu w obwodzie wynosito Z, i od tej chwili roz-
poczniemy rachube czasu; wtedy dla takiego obwodu begdziemy
mieli

Ri-Vi—fﬁzo,

czyli K
i=Ke L

a poniewaz dla [/ = 0, i = Z, przeto
K =7

(4)

Widzimy wigc, ze w takim obwodzie powstanie tylko prad

przej$ciowy, zanikajacy, przy czym czas zanikania zalezy od stalej
tlumienia % wzglednie od stalej czasu r = f’a—

Na rys. 208 podany jest przebieg takiego pradu.



Przy zanikaniu pradu SEAZ indukcji wiasnej bedzie
eS=—L—=Hi= Rie”" = Ue™,

czyli nie przekracza wartosci U napigcia zrodla pradu stalego.

§ 106
ZMIANA OPORNOSCI W OBWODZIE PRADU STALEGO

Jezeli w poprzednio rozpatrywanym obwodzie (rys. 206) przy
statym napigciu pradu stalego U oporno$¢ zmieni swg wartosé
od R do R’ wtedy prad ustalony zmieni swa wartos¢ od

dla nowego stanu obwodu bedziemy mieli

i+ £47=C,

-5.7
i = I +~ Ke L

Liczac czas od chwili zmiany opornosci R na opornos¢ R', be-
dziemy mieli przy i =0, i = Z

)

wiee K=1-7
e
i=Ir+¢—/e L

skad R'

Podczas zmiany pradu od wartosci / do wartosci /I, powstaje
SFEM indukcji wlasnej

DX A
S s

R’
e L



Oznaczajac zmiang opornosci R’'— R = ZxR, bedziemy mieli
R
p Z;R U e~T.

Jak wida¢ z tego wzoru, na wartos¢ SE AL indukcji wilasnej
przy zmianie opornosci wplywa stosunek R L wplywa tylko

na czas tlumienia.
Zrozumiate jest wobec tego, ze w opornikach musimy przecho-

dzi¢ od jednej opornosci do drugiej nie od razu, lecz stopniowo,
aby /? bylo < R, gdyz wtedy unikniemy raptownego skoku na-
piccia, spowodowanego S E M indukcji wlasnej.

§ 107

POWSTAWANIE 1 ZANIKANIE PRADU ZMIENNEGO W OBWODZIE
Z OPORNOSCIA RZECZYWISTA 1 INDUKCYJNOSCIA

Przypus¢émy, ze obwod z R i L zamkneliSmy w chwili, gdy
faza napigcia pragdu zmiennego réwna jest y, to znaczy przy war-
tosci chwilowej napigcia u = Um sin (col +y) réwnej dla =0
u = Umsin g Wtedy dla takiego obwodu

Ri + = Un sin(cot+y);

dla pradu przejsciowego otrzymamy, jak i poprzednio,
p=Ke L*,
za$ prad ustalony bedzie, jak wiadomo,
i« = Tmsin (co/ + y —<?),
gdzie , Un col
m~ VM + W1’ R '

Wobec tego w stanie- nieustalonym
K

I=ic+ip=LsinA+p—y) +Ke r-.
Poniewaz dla /=0, i=0,
W Imsin (y—<p) + K =0,
K = — Iwsin (y = 9)



1 w ten sposob

R
i = Imsin (cot +tp—<p) — Imsin (ip—@)e 2 = Q)
R
p = —lwsin(y —y)e - .

Z ostatniego wzoru widzimy, ze prad przejsciowy jest funkcja
malejaca z biegiem czasu; nie ma go wecale, czyli ma on war-
tos¢ zero, gdy ip = 9, to znaczy wtedy, gdy w chwili zamykania
obwodu prad ustalony przechodzi przez warto$¢ zero, poniewaz
przy t= 0, iu = Im sin (y—9) = 0, natomiast najwickszg warto$¢

bedzie mial prad przejsciowy, gdy p— ¢ = ==-J ; wtedy przy t= 0

bezwzgledna warto$¢ najwigksza pradu przejSciowego bedzie max
1>~ bedzie to miatlo miejsce wowczas, gdy rowniez iu = /m, to
znaczy, gdy w chwili zamykania obwodu prad ustalony przechodzi
przez swa najwigkszag wartoSc.

W stanie nieustalonym wartos$¢ pradu i, jak to wida¢ ze wzoru (5),
zalezy nie tylko od czasu, lecz réwniez od fazy y, ktdérag ma napiecie
w chwili zamknigcia obwodu. Najwigksza warto$¢ tego pradu otrzy-
mamy dla tych wartosci ip = §0, oraz { = [0i przy ktoérych pierwsze
pochodne czastkowe i wzgledem tych zmiennych stajg si¢ rowne
zeru. Dla okreslenia tych wartosci mamy

di -5-t
" = In o cos (o)f +1p —99) 4- /m—&—sin(y—y) e 5L> (6)

di R,
"p = Im cos (u)t 4- —97) — Im cos (tp—{p)e L (7

Przyrownujac te pochodne do zera i dzielgc obie strony rownan
przez TW, otrzymamy

y? _ Rt
cocos (co #) + ipo—VY) + 77sin (Vo—y)e L e= O, (8)
R
cos (co ) + ip)—99) —cos (Y0 —%9) e L 6, 9)

skad przez poréwnanie

sin (ipo—tple L ho _ cos (y0 —9) e _L_t°,

tg (0 tgep;
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to ostatnie rownanie w granicach jednego okresu daje dwie war-
tosci dla ip»:
1) Yo—V =—Y, czyli Yo=°»
2) Vo—V =na—Y, » Vo =
Dla znalezienia ) podstawiamy do jednego z réwnan (8) lub (9)
znalezione warto$ci y0. Zaréwno dla g0 = 0jakidlafp = 2z otrzymamy

. . R
cos [co t0—<p) = sin Ve L
lub, zamieniajgc przez tgy>,
A
cos (co t) —<p) = cospe L I* (i0)

Poniewaz kat <, stanowigcy wartos¢ bezwzgledng przesunigcia
fazy pradu wzgledem napigcia w stanie ustalonym, jest mniejszy.

L 71 . .
wzglednie réwny 49y, przeto prawa strona ostatniego wzoru jest

wicksza od zera, wzglednie roéwna zeru; wobec tego powinno by¢

(U)
co w granicach jednego okresu daje
0 ol 2 (12).
albo 3
og 0UH—9  2x. (13)

Dla przekonania si¢, czy okreslone w ten sposob wartosci p0 i #0
dajag maksimum lub minimum funkcji i, musimy obliczy¢ dla tych
wartosci drugie pochodne czastkowe tej funkcji; oznaczajac

a2,i ar» i
= ’ .

at  y=9 B’
atdip f =1

bedziemy mieli nastepujace warunki
gdy AC—-B2>0, A4 i C<0 — maximum,
gdy AC-B2>0, 4 i C>0 — miminum.



Na podstawie wzorow (6) i (7) znajdujemy

r ) R} . JLte
A= —1In colsin(cot) +y0—9) +  sin (P0—(p e L

sin (0 0+ 90 —y) — sin (y0—W) e L ¥T

B = — InlWsin (cot) + p0—y) f cos (y0 — %) e
Przy uwzglednieniu wzoru (10) oraz zamieniajac przez tg

otrzymamy dla wartosci ) = 0 oraz p) =

A=4i———coscoh.
sin % u

C = —w—sinc L.
coSsy
B — + /m---cosco o,
sin ¢ !

gdzie pierwszy znak odpowiada -p) = 0, drugiy() = 1.
Dla obu wartosci pO0:
AC—B2=—1m *2C0S o t°* COS —y
sin2 99 COS %9

Poniewaz (wzdér 9) cos (cofd —99) >0, wigc aby bylo mozliwe
AC—7221>0, powinno by¢ cosco/O<0, to znaczy w granicach
jednego okresu

~ex< O)t) < Tt lub n < ojt) < 71 .
Ale w pierwszym przypadku

dla p) =0, A<0 i C<0 istnieje maximum,
dla y0 = n, T >0 i C >0 istnieje minimum,
w drugim przypadku

dla Yo=° 4<0, C>0 nie istnieje ani maximum
dla 0 =n, 4 >0, C<O0 ani minimum.

Warto$¢ pradu i otrzymamy na podstawie wzoru (5):
dla y=20, i = Iwsin (co/ —99) + fmsin Ye 1

dla y =n i=—/wsin (00l —9%9) — /msinPe =z r
25»



czyli dla obu wartosci ip

i — i]mrsin lcot —99) +sin®Pere L

najwicksza warto$¢ bezwzgledna, ktora, jak poprzednio stwierdzi-
lisSmy, zachodzi dla wartos$ci cZ, zawarte] pomigdzy-~- 1 a1, w kaz-

dym razie jest mniejsza od 2Zm, gdyz wyraz w nawiasach jest w tym
wypadku mniejszy od 2.

Ostatecznie wiec mozemy stwierdzi¢, ze Ww rozpatrywanym
obwodzie, przy zamykaniu, moze nastapi¢ wzrost pradu, czyli zja-
wisko przetgzenia, gdy zamykanie nastepuje w chwili przejscia
napigcia przez wartos¢ 0 (faza 0 lub m); jednakze najwicksza war-
tos¢ tego pradu nie moze przekroczy¢ podwojnej wartosci pradu
ustalonego w danym obwodzie.

Na rys. 209 podany jest przebieg pradu przejsciowego ip, pradu
ustalonego it oraz pradu i w stanie nieustalonym dla cos % = 0,19,

— = 60, w wypadku zamknigcia takiego obwodu w chwili, gdy

napigcie przechodzi przez warto$¢ 0 (y = 0).

Roéznica pomiedzy zjawiskiem zanikania pradu stalego, roz-
patrzonym w § 105, a zanikaniem pradu zmiennego polega tylko
na tym, ze w chwili zwarcia warto$§¢ pradu bedzie zalezna od fazy
napigcia w tej samej chwili. Jesli bowiem napigcie w chwili zwar-



eia przechodzi przez faz¢ y, to znaczy przy [ =0, u = Un siny,
wtedy prad bedzie mial wartos¢ i = /msin(y —<p. Wobec tego
wzor (4) przyjmie postaé
2L
i, = L.sin(y—<)« L

z tego widaé, ze prad zanika stopniowo, przy czym w przypadku

p = <, to znaczy, gdy prad w chwili zwarcia przechodzi przez war-
to$§¢ zero, nie ma wcale pradu przejSciowego.

§ 108

PRZERYWANIE OBWODU 7 UWZGLEDNIENIEM ZMIANY
OPORNOSCI NA WYLACZNIKU

Przy przerywaniu obwodu oporno$¢ jego w krotkim zwykle
okresie wylaczania wzrasta od pierwotnej warto$ci R do wartosci
bardzo wysokiej, ktora praktycznie przyjmujemy jako nieskoncze-
nie wielka. Zalézmy, ze zmiana opornosci w zaleznosci od czasu
zachodzi na zasadzie wzoru Aronsa. Wedlug tego wzoru, jezeli
oznaczymy przez lo czas uzyty na wylaczenie, warto§¢ chwilowa
opornosci Rt w chwili Z, czyli po uptywie ¢ sekund od chwili rozpo-
czecia wyltgczania, wynosi

%k
w.)
Wzor ten daje dla t+=0, Rt =R, za$ dla t = Ilo, Rt = oo
Przy takiej zmianie opornosci w okresie wylgczania otrzymamy

nastgpujace rownanie dla obwodu zawierajagcego R i L przy na-
pieciu pradu statego rownym U:

R 19 S e
“d

albo di Ry . U
dl  Lfla-1) L

Dla scalkowania tego rownania zakladamy

i = ey, (16)



gdzie X 1 y sa funkcjami #; wtedy

dy dx RL U
X"t + y dt
dj — Rto dc U
dl o T(/o-/) y +gdl - L (17)

funkcje y wybieramy w ten sposob, aby

dy | Rio -
dl ra-p V=0
;
czyli dy B 4
VoL l—t

jedno z rozwigzan daje

D
Iny="1oln"o-iy= In

skad R
y = (l0-zZLto. (18)
Wprowadzajac taka wartos¢ y do wzoru (17), otrzymamy
Ride U
77="L'

skad

dl

dx = [l,J

Dla okreslenia x przez calkowanie musimy rozpatrzy¢ 2 przy-
padki:

D D
1)-I/o 4=1; 2)-£-/,= 1.
W przypadku 1 bedziemy mieli

R
L

L o+

+ 4,

x= 4
L

gdzie K — stata dowolna, albo po uproszczeniu

x= RE~LA 1)+ K (19)



Zaktadajac wartosci dla @ i y ze wzorow (19) i (18), otrzymamy
ze wzoru (16)

i- K(10-DL.- v (20)
Statg K okre§limy z warunku, ze w chwili rozpoczecia wyla-
czania prad mial pewng warto$¢ Z, to znaczy dla t = 0, i = I, wtedy
ze wzoru (20) otrzymamy
-u U

Kyl +RE L '»=I
skad

Wobec tego ze wzoru (20) bedziemy mieli

W przypadku Il otrzymujemy przez calkowanie

X =

n(0—17) + K.

wobec tego
I = 7M(Z0-Z)--"-(Z0-Z)Zn(i0-Z2) - (Lo —1)T K—#. In (i,,-<)j.

Okreslamy stata K, zakladajac 1= 0, i = Z,
wtedy
yr-5-in/f =1

K = 2= + 1L intl]
'z [T7+"T,n'0-TZIn(<0-)] =

VR 22)

Prad Z, ktory mamy we wzorach (21) i (22), stanowi prad
w chwili rozpoczecia wylaczania, to znaczy dla ¢t = 0. Prad ten



moze by¢ pradem ustalonym lub tez nieustalonym. Dla pradu

ustalonego f= L, wowczas z wzoru (21) otrzymamy dla — 1 ¢ |

51

to-t
° R
R
t0—z w0-7 """
: ; @)
0 R

za§ z wzoru (22) dla -7-"=

1=/(/,-<) \Qol +AZH;{;JS-). (24)

1/

Oporno$¢ na wyltaczniku w czasie wylaczania bedzie

R-R=-" _R_K&
|
M)
za$ napigcie na wylaczniku w chwili ¢ wyniesie
. Rt
Ur-1 10—z~

)
dla —/0 1, biorac wartos¢ i ze wzoru (21) i zamieniajac / przez ?f

otrzymamy
R
Z L zlo
uto= U_R 1°- (25)
Z R
0 R
D
Dla —-I0 = 1, na podstawie wzoru (22),
u b F (26)

Zbadajmy teraz wzory (25) i (26), okreslajac z nich wartos$¢
napi¢cia na wylgczniku w koncu wylgczania, to znaczy dla t = [



Oznaczajac to napigcie przez Uwl otrzymamy

/>
w przypadku, gdy — 0 — 1 >0, z wzoru (25)

b U
U, - U—L
L Rt + Rt | (27)
R L] L

czyli Uto> U, lecz Uh ma pewng wartos¢ skonczona.

W przypadku, gdy 7 I0— 1 <0, z tegoz wzoru 925), biorac

pod uwage, ze mianownik staje si¢ ujemny, gdyz tO<<—

U, = 19—__°-° oo.
™R
R
W przypadku, gdy — #— 1 =0, ze wzoru (26) otrzymamy

+%Zn6\)=t/+oo=°°—

Napigcie zatem na Wylaczniku bedzie zawsze wigksze niz na-
piecie z zewnatrz przylozone. Teoretycznie — w dwoch ostatnich
przypadkach warto$¢ napigcia otrzymuje si¢ nieskonczenie wielka;
w rzeczywistosci — w tych przypadkach tworzy si¢ iskra, trwajaca

y)
tak dlugo, az — t0 — | staje si¢ wicksze od 0. Praktycznie zatem
R . . .
zawsze — 1) > 1 i najmniejszy okres czasu, po uptywie ktérego
nastgpuje zupelne otwarcie obwodu, zalezny jest od stosunku ;

powinno by¢

np. gdy L = 1| mH = 0,001 H, R = 0,1 U,
10 > 0,01 sek.

Jezeli wylaczymy obwdd np. w ciggu ) = sek, wtedy na



podstawie wzoru (27) otrzymamy na wylaczniku napigcie

1
80-y- = 5t/,

80 — T0O

czyli 5 razy wicksze od napigcia zZrodtia.

§ 109

LADOWANIE KONDENSATORA PRADEM STALYM PRZEZ
OPORNOSC RZECZYWISTA

Rozpatrzmy obwod (rys. 210), w ktorym pomiedzy zaciskami
zrodta mamy napigcie pradu stalego o wartosci U, oporno$¢ rzeczy-
wista R oraz kondensator o pojemnosci C. Liczac czas od chwili
zamkniecia takiego obwodu i oznaczajac wartos¢ chwilowa napigcia
na kondensatorze przez uc oraz przez i nat¢zenie pradu w stanie
nieustalonym, bedziemy mieli na zasadzie znanych wzordéw:

. Ri+ u= C7,
wulnnri ——
m G"dT
w tym przypadku dla
[ =0, u = 0.
Z ostatnich rownan
otrzymujemy
Rys. 210 RC-“~ + uc= U.
dl
duc dl
1 NU—~— RCl

In (w—U) = RC -UnK,
gdzie"K — stala dowolna; wreszcie

uc—U = Ke"'I™

uc= U + Ke~RC.



Zakltadajac w tym wzorze t = 0, wuc = 0, znajdujemy

K=-1U0,
wobec czego

uc= U—Ue RO6,

poniewaz w stanie ustalonym napigcie na kondensatorze bedzie

rowne (7, pradu za$ wcale nie bedzie, przeto dla wartosci przejscio-
wych otrzymujemy

up = — Ue RC
S Lle
% Re

Widzimy, ze obie te wielkosci malejg stopniowo z biegiem
czasu; RG stanowi w tym przypadku stalg czasu r, od wartosci
ktorej zalezy okres czasu potrzebny, aby napigcie i prad osiggnety



praktycznie swe wartosci graniczne, to znaczy, aby nastgpil stan
ustalony obwodu.

Na rys. 211 pokazany jest przebieg napiecia i pragdu po za-
mknigciu obwodu, czyli w czasie tadowania kondensatora pragdem
statym.

Poniewaz wzory wyprowadzone dla warto$ci przejsciowych
napiecia na kondensatorze oraz pradu tadujacego kondensator sa
analogiczne do wzoru wyprowadzonego dla pradu przejSciowego
w obwodzie zawierajagcym oporno$¢ rzeczywista i indukcyjnosé
(wzér 3), przeto mozemy wyprowadzi¢ tutaj takie same wnioski
co do zanikania napi¢¢ i pradow, a mianowicie, po uplywie czasu
r = RG wartosci przejsciowe spadng do 0,37, po uptywie 2t do
0,13, a po uptywie 3r do 0,05 swej pierwotnej wartosci itd.

§ 0

POWSTAWANIE PRADU ZMIENNEGO W OBWODZIE Z OPORNOSCIA
RZECZYWISTA 1 POJEMNOSCIA

Rozpatrujemy obwod jak na rys. 210, z ta rdéznica, ze zamiast
napigcia pradu stalego mamy na zaciskach napigcie pradu zmien-
nego. Rozpoczniemy liczenie czasu w chwili zamkni¢cia obwodu
i niech warto$¢ chwilowa napigcia przechodzi wowczas przez faze vy,
to znaczy, ze wartos¢ napigcia w chwili / bedzie okre§lona wzorem

u = Unmsin (coZ +y).

Dla takiego obwodu bedziemy mieli

Ri + uc = Unsin (coZ + y>),
a poniewaz
duc
di '

przeto

L +RCu'= X fsint + F (28)

Rozwigzujemy najpierw roéwnanie uproszczone

duc dl
"I]T— Ly > Cy



skad
Inuc= ~8p+ink
JaL

gdzie K — stata dowolna, i ostatecznie

uc = Ke RC

Latwo zauwazyC, iz otrzymana warto$¢ uc stanowi warto$¢
przejsciowa, wiec mozemy napisac
t
ucp= Ke RC. (29)

Calke szczegblng rownania (28), ktora daje nam napigcie usta-
lone, moglibySmy znalez¢ na podstawie znanych metod matematycz-
nych; predzej ja znajdziemy rozumujagc w sposOb nastgpujacy:
jak wiadomo, w rozpatrywanym obwodzie powstaje prad ustalony

o warto$ci , .

i« = A sin (<o/ +y + 99), (30)
przyspieszony w fazie wzgledem napigcia na zaciskach zrodia o kat 99,
przy czym

, 0c |
ts<p--R"=R"C'

= S, gdziezvFm+ (VY

)

za$

nastepnie wiadomo, ze napiecie na pojemnosci (kondensatorze)
rowne jest iloczynowi pradu przez oporno$¢ pojemnosciowa i ze
to napiccie wzgledem pradu jest opdznione o kat prosty. W ten
sposob dla stanu ustalonego mamy

oy, TN Up o
Ucu= )’m-c—o—g sin 1\/00 t+ +99 Q’) = 2aiGEOS (cot g% ))

Dodajac do siebie wartosci przejsciowa i ustalong napiecia
na kondensatorze, otrzymamy napigcie w stanie nieustalonym

e — up + ucu = Ke RG-Yeos (col + ip + 99).
Zakladajac w tym wzorze ¢t = 0, uc = 0, otrzymamy

K - Zcul oS (y +Y), (31)



wobec czego

e = I cos (y+9%) e RC—cos (cof + a4 = (32)

Latwo jest zauwazy¢, ze wyraz w nawiasach nie moze by¢
wickszy od dwoch, gdyz

lcos (y +<) I <1,

[ cOS (cut + ip + 99) | 1,
e RC |
wobec tego DI
maxX wce = ,
ZcuC

a poniewaz 7 é stanowi warto§¢ maksymalng napiecia na

kondensatorze w stanie ustalonym, przeto przyszliSmy do wniosku,

7ze w stanie nieustalonym napigcie na kondensatorze nie moze prze-

kroczy¢ podwdjnej wartosci napigcia, ktore mamy w stanie ustalonym.
Na podstawie wzoru (29) po uwzglednieniu (31) mamy

Ucp=zlflcCOS + ¢ RO

stad znajdujemy prad przejSciowy
ZI-R"Ccos

poniewaz Un I

wiec ,
ip=—1In <Pcos (Y +P) e RC (33)
Dodajac do siebie wartos$ci pradéw ze wzorow (30) i (33), otrzy-
mamy prad w stanie nieustalonym
1= 1lutip=sin(or+ip+9) —zmtgo cos (y+<) e rC. (34)
Latwo stwierdzi¢ z wzoréw (32) i (33), ze nie bedziemy mieli
ani napigcia przejsciowego, ani pradu przej$ciowego, gdy

Tt
V + <9 = ==



Dla t = 0 wzor (34) daje

i = In[sin (y +y) —tg9cos (y +y)]= -~L-siny;

L/Ub 1/
najwicksza warto$¢ pradu w tym przypadku otrzymamy wtedy,
gdy V =1y, to znaczy, gdy w chwili zamknigcia obwodu napigcie

przechodzi przez warto$¢ maksymalna; wtedy

maxt = cosy R m

Przy matym cos y, czyli przy matej opornosci rzeczywistej w po-
rownaniu do opornosci pojemnosciowej, prad i moze w znacznym
stopniu przewyzsza¢ prad, ktory pozostaje w stanie ustalonym,
a chociaz tego rodzaju przet¢zenie trwa nadzwyczaj krotko, tym
niemniej w wielu przypadkach wskazane jest wlaczanie dodat-
kowych opornikéw do czasu ustalenia si¢ pradu lub stopniowe
zwigkszanie napigcia dzialajagcego w obwodzie.

Dla przyktadu wezmiemy

77=14£, C=1/zF, /= 50 Hz
Wtedy
Z=1/1+ (3i4+10-8) = 3185->

cosy = P siny”™ 1; tg y = 3185.

Dlaw=7 oraszO, max i = 3185/

Prad przejsciowy w tej chwili ma warto$¢ 3184/m. Stala czasu
7=RC = 10-6s. Wartos¢ pradu przejsciowego spadnie do war-
tosci /w po uplywie czasu /0, gdy

10 fe 1
3184
czemu odpowiada #) = 8 + 10~6 s.
Do wartos$ci 0,001 Im prad przejéciowy spadnie juz po uplywie
15- 10"6s.



§ I
WYLADOWANIE KONDENSATORA PRZEZ OPORNOSC RZECZYWISTA

Jezeli rozpatrzymy obwod zawierajacy oporno$¢ rzeczywista
i kondensator, ktéry w pewnej chwili zostaje zwarty w ten spo-
sob, ze tadunek znajdujacy si¢ na kondensatorze stanowi jedyne
zrodlo energii elektrycznej, wowczas nastgpuje wyladowanie kon-
densatora. Oznaczmy warto$¢ napigcia na kondensatorze w chwili
takiego zwarcia przez Ucl niezaleznie od tego, czy to napigcie po-
wstalo od pradu stalego lub zmiennego, za§ warto$¢ chwilowa na-
piecia po zwarciu przez uc oraz pradu powstajacego przy wytado-
waniu kondensatora przez i. Begdziemy mieli dla takiego obwodu

Ri = uc

poniewaz prad wyladowania ma kierunek odwrotny do kierunku
pradu tadowania, wigc

RC —hwu— 0,

skad, jak poprzednio,
uc = Ke ch
Zakladajagc ¢t = 0, uc = Ud bedziemy mieli
K = Ul
uc = Uce RtC.

Prad wytadowania
R /A 3

Widzimy wigc, ze w rozpatrywanym obwodzie zaréwno na-
pigcie na kondensatorze jak tez i prad wyladowania malejg sto-
pniowo z biegiem czasu. Predko$¢ zanikania napigcia i pradu zalezy
od warto$ci statej czasu T = RC.



§ M2

OBWOD Z OPORNOSCIA RZECZYWISTA, INDUKCYJNOSCIA
I POJEMNOSCIA

Rozpatrujgc obwdd jak na rys. 212, bedziemy mieli w kazdej

chwili dl
Ri 4 L y + u,=u, (35)

» -O]_UPU_[F-

Rys. 212
(36)
podstawiamy i z (36) do (35), wtedy
~du. d
T/C gll—l—ipC4%+u ‘—u
albo
diuc , R duc , | |
"dF + T "df +"LCUc = T CU (37"

u moze by¢ napigciem o wartosci statej lub zmienne;j.
Przy rozwigzywaniu roéwnania (37) przede wszystkim musimy
znalez¢ calke ogdlng rownania uproszczonego

dizz R duc |
dl- VL dl +7TCU (38)

nastepnie musimy wyszuka¢ catke szczegdlng rownania (37) i obie
te znalezione catki doda¢ do siebie, wowczas otrzymamy catke
ogodlna rownania (37).

Przypomnijmy, ze réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu dru-
giego o statych wspotczynnikach typu

V'"+ pey'+ pry =0
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rozwigza¢ mozemy w ten sposob, ze piszemy algebraiczne réwnanie
charakterystyczne k« + Plk + PI1-O,

ktore po rozwigzaniu moze daé pierwiastki

1) kt i /f2—rzeczywiste i rdézne,

2) kx = kI = k0 — rzeczywiste i réwne,

3) kt =m-+n/, /2= rm—nj, gdzie /=" — 1, w postaci liczb
zespolonych sprzezonych.

Calki takiego rownania beda w tych przypadkach ,

1) y =Atefel* 4 A2efelX (39)
2) y =ekfx <AX + JI2x), (40)
3) y =emx (Aj sin nx +Al COS- na?), (41)

gdzie Ax i A)— stale dowolne.

Na tej podstawie, rozwigzujac roéwnanie (38), napiszemy row-
nanie charakterystyczne w postaci

R |
=0,

skad
MOX

s R N 4 1
kl= 2L+|/4L) LC

. R , /~R» T
A2 2L vy 4L» LC

Oczywiscie, w zaleznosci od tego, czy podpierwiastkowa jest
wieksza od zera, rowna zeru lub mniejsza od zera, otrzymamy kazdy
z trzech rozpatrzonych przypadkow, a wiec przy
R beda rzeczywiste i rozne,

R = beda rzeczywiste i roOwne,

beda liczbami zespolonymi sprze¢zonymi.

Przypadek I



Latwo zauwazyC¢, ze oba pierwiastki At i k) ze wzoréw (42)
i (43) majg warto$ci ujemne, przy czym warto$¢ bezwzgledna pier-
wiastka k2 jest wigksza od wartosci bezwzglednej pierwiastka kz;

oznaczajgc te wartosci bezwzgledne przez i a2, czyli zaktadajac
A= — an,
k) = — a2,

gdzie 04 | al stanowig liczby dodatnie, przy czym al > av mozemy
na podstawie wzoru (39) napisac

ut = Ale-a," + J12e-a,*. (44)
Przypadek II.

/7=2
Jak wida¢ ze wzorow (42) i (43),
— = fe .
D
gdzie a = — jest liczbg dodatnia.

Na podstawie wzoru (40) bedziemy mieli
uc = e A1 (JI1 + A2I). (45)
Przypadek III.

Pierwiastki ze wzorow (42) i (43) mozemy woOwczas przepisac

w postaci
, r 1/4 R .-
4 2L + 14 LC 4Ll "V ]
i—A.i/Zi
k2 2L V L%’ Zéll:;; /
oznaczajac R
2L = <

1 R} .
LC —4L) P
26%



bedziemy mieli

ki = —a + jp,
k2= —a—jp,
wobec tego na podstawie wzoru (41) otrzymamy
— at
ac = e (ATsin 8t + Aa COS 5t). (46)
§ W3

WYLADOWANIE KONDENSATORA APERIODYCZNE

Rozpatrzmy przypadek, gdy rozpatrywany obwdd zawierajacy
(rys. 212) R, L i C w pewnej chwili zostal zwarty. Wtedy nastapi
wytadowanie kondensatora posiadajacego w poczatkowej chwili
napiecie o okreslonej wartosci, np. Ul za§ prad ptynacy bedzie
pradem wytadowania kondensatora, ktorego kierunek jest prze-
ciwny do kierunku pradu plyngcego przedtem od zewngtrznego
zrodla. Dla takiego obwodu bedziemy mieli

dla 1=0, uc= U i =0, (47)
(43)

Wobec tego, ze u = 0, zamiast rownania (37) bedziemy mieli
rownanie (38), dla ktorego mamy juz znalezione catki ogdlne, a wigc
w przypadku I, wedlug wzoru (44.),

uc=Ax e + A2e
skad

=D = axCae™"+ 42ca2
zakladajac w obu tych wzorach warto$ci ze wzorow (47), otrzymamy:
Ax + A2 — Uo,
Axax + A2al = 0,
skad:

al — at Uo.

A2 . al

«2 — «l



Wobec tego: !

U = — e “ . W
<4 — «i

albo
Uo

«2—01

ale —axe (49)

Biorac pochodna uc wzgledem 7, otrzymamy:

du UO —«ht —
p — axal e +aral e
dt al — ax

—att
e —e (50)

«2 — «1

poniewaz, jak to przedtem stwierdziliSmy, al > cq, przeto:

e <e

i wyraz w nawiasach wzoru (50) jest liczba ujemna, za$ wyraz przed
tym nawiasem jest liczba dodatnia, wigc

na tej podstawie stwierdzamy, ze uc jest funkcja malejacg z biegiem
czasu i ma warto$¢ zawsze dodatnig, gdyz

—axt —aczi

«2 = «1, aZe > axe

wigc najmniejsza jej warto$¢ = 0, teoretycznie dla I = oo (rys. 213);



warto$¢ pradu i znajdziemy na podstawie wzorow (48) i (50):

. i nn —ait
ool b opgfy
t a2 — ai 7/
on / ~e,t -<«»JI
----- 2L cree —e ). (51)
a2 al \ /

Dla zbadania tej funkcji bierzemy pochodng wzgledem I:

Z{; X077 ¢ UQ( @e ™ ade ap;]i (52)
3

wyraz w nawiasach moze by¢ wigkszy lub mniejszy od zera lub

moze si¢ rownaé zeru, mianowicie %l, = 6, jeZefi

—ait -a,t
axe aZe (53)
skad s
(ai—ai) t
0 0] |
a,

(54)
Biorgc jeszcze raz pochodng we wzorze (52), otrzymamy
dlii _~_ CUolaxZ —a-?e (55)
dl2 ~ «2— «

Dla wartos$ci /, przy ktoérej pierwsza pochodna staje si¢ roOwng
zeru, czyli gdy ma miejsce roOwnanie (53), druga pochodna i ze
wzoru (55) bedzie ujemna, gdyz wyraz w nawiasach staje si¢ mniejszy
od zera; rzeczywiscie, na podstawie wzoru (53)

-aii —ait —ait —au
axe — alle = axle — axale
= axe (at—a2) < 0,
gdyz < al

Wobec tego przy znalezionej we wzorze (54) wartosci ¢ rozpa-
trywana funkcja i ze wzoru (51) otrzymuje warto$¢ najwicksza,



poniewaz za$ e >e¢ | przeto i zawsze jest wicksze od zera;
tylko przy t = oo, i = 0 oraz przy t =0, i = 0 (rys. 214).

W przypadku II

stosujemy wzér (45)
uc — e (A, + Ai). (56)
skad

zaktadajac /=0, uc = U0i i = 0,
bedziemy mieli
-ATa — 0,
czyli
, - 1/,,
A2 = all.
Podstawiajac te wartosci do wzorow (56) i (57) otrzymamy
uc= t/0(1 + aZ) e~ar, (58)
i = Ca2lUQe-°*



wobec tego, ze

C«2=C-4%2]"]
za$
fi2 = 4"E"

co 4abr & L
mozemy napisac
i - (59)

uc ze wzoru (58) jest funkcja malejaca, gdyz jej pochodna
duc
dl

wigc napiecie na kondensatorze stopniowo zanika, natomiast prad
ze wzoru (59), tak samo jak w przypadku I, najpierw wzrasta, do-

= —ade—~at <0,

chodzi do swej najwigkszej warto$ci, po czym stopniowo zanika;
latwo to stwierdzi¢ z nastepujacych dziatan:

di _Uo ut

dr= L ll-alY

7 rOwnania e~ (I — a/) = 0

znajdujemy



przy tej wartosci ¢ druga pochodna

Eiﬂz"l e-ar (a2 /| — 2a) a<0
wobec czego stwierdzamy, ze max i bedzie przy
->£1.
a JL R’

2L
wartos¢ tego pradu najwickszego bedzie

mavi — ’ °9 -1 — ~ oD 1T 7J1

max | — el,jéT fiRei = v, _IIIT

Hys. 215 podaje przebieg uc oraz i. W obu rozpatrzonych przy-
padkach wyladowanie zachodzi w sposob rownomierny bez wahan
i z Lego powodu takie wyladowania mozemy nazwa¢ aperiodycznymi.

§ 114

WYLADOWANIE KONDENSATORA OSCYLACYJNE
WZOR THOMSONA

Rozpatrzmy przypadek III:

Na podstawie wzoru (46)

uc = e at (JIr sin 8t + A2 cos ft). (60)
gdzie

Znajdujemy
i——1L @y,

~ U ad, sm Bi +

+ aJll cos 5/ + 8 A2 sin 5t — [3Ax cos 5t |. (61)

Zaktadajac we wzorach (60) i (61) ¢t =0, uc = Li0. i = 0, otrzymamy
41 = 0 re42 AT = 0,



skad
Ax = 7 U0

A% = Uo;
wobec tego

uc = -p-e~al (asin  + /? cos ),
i = Cer—aAﬁl/MSinﬁi.

Poniewaz
asin Bt + fcos Bl = al+ S sin (Bl 4 <),
gdzie

to»-£.
© a

zas
R+i2=a2+ Tc-7=17
przeto qi

uc = —2®=sm (f5t + <5), (62)
P\LC

i = Xdipr (63)
BL

tg0=—) sin<5=/?YLC, cos(=aVLC. (64)

Latwo jest zauwazyé, ze stosunek pomig¢dzy amplitudami tz

oraz i wynosi ) PrQd 1 jest op6zniony wzgledem uc o kat
o= arc tg ‘%°

Stwierdzamy, ze napigcie na kondensatorze uc oraz prad i,
plynacy w obwodzie, maja przebieg nieco odmienny od przebiegu
sinusoidalnego; réznica polega na tym, ze na zmiang warto$ci tych
wielko$ci ma wplyw funkcja wykladnicza e~al; ta ostatnia, jako
funkcja malejaca, thumi zjawisko, doprowadzajac wreszcie wartosci
do zera. Tego rodzaju przebieg mozna nazwaé przebiegiem sinu-
soidalnym tlumionym. \6\7 naszym przypadku pulsacje stanowi fi

czestotliwos¢ za§ /w = W obwodzie zachodza wigc drgania

I



napiecia 1 pradu, czyli oscylacje; drgania te nazywamy wlasnymi,
dla odroznienia od drgan wymuszonych, wywolanych napigciem
pradu zmiennego, przytozonym od zewnatrz zrddia. Taki obwod
nazywamy obwodem oscylacyjnym. Czestotliwos¢ drgan wlasnych wy-
raza si¢ wzorem

£=1J 1 R

e T LG 2L (65)

Amplitudy napiecia na kondensatorze i pradu wynosza

U =_Uo-.-at
o  fI\Tce
I =-4.pP-0
m  BL f

, mozemy nazwacé opornosciq

pozorng drgan wilasnych.
Jak widzimy, amplitudy te stanowia funkcje malejace z biegiem
czasu, i szybkos$¢, z jakg one maleja, zalezy od wspotczynnika ttumienia

R
a~ 2L "'
Poniewaz
du. i
dl G’
wigec na podstawie wzoru (63)

du. Uoe-Qt .
dl = /o’L(Q? sin 3

pochodna ta staje si¢ rowng zeru dla wartoSci

1=0, vees KL
V] B
gdzie /c — dowolna liczba catkowita; za$ druga pochodna
d2uc Uoe at
-gtr = [ sm 3t — J5 cos

dla powyzszych warto$ci bgdzie mniejsza od zera, gdy x jest rowne
zeru lub jest liczba parzysta; natomiast druga pochodna bedzie



wigksza od zera, gdy x jest liczbg nieparzysta: bedziemy mieli wige
szereg najwickszych i najmniejszych (najwigkszych dodatnich i ujem-
nych) warto$ci napiecia uc/ idacych w rownych odstgpach czasu;
warto$ci te malejg z biegiem czasu wedlug prawa funkcji wyktadni-
cze] e~at. Najwickszg wartos¢ bedziemy mieli dla ¢ = 0, wtedy ze
wzoru (62)

- Yo _ .
max uc = E'}T/—l:tgln 0,
a poniewaz (wzor 64) sin 6= [BLC, wigc
max uc = Uo.

Napigcie wigc na kondensatorze zmienia si¢ wedlug prawa
sinusoidy tlumionej i posiada najwicksza swa warto$¢ w pierwszej
chwili po rozpoczeciu si¢ wyladowania kondensatora.

Dla pradu i ze wzoru (63)

i~ "';D!Jl;— (0 cos 5t — asin V) =

= —0”"— (cos B3I tg 0 — sin f3I) =
pL

Il
I
(S
A=
:l |
oi
o1 ™~
©»|
S
@
=
=~
=
£
I

131 707.
sin o. L

Pochodna ta staje si¢ réwng zeru, gdy
sin (Bf — <) = 0;
ﬁl—@ =xmn (x=0,1,2,...),

0 e 0 2 d
7 -pB+7 B+

druga pochodna
R _A~A{TFPcos -ol-asinW-»)]

dla powyzszych wartosci {8/ —0) bedzie ujemna, gdy A=O oraz
gdy k jest liczba parzysta, natomiast bedzie dodatnig, gdy x jest
liczba nieparzysta. W ten sposéb stwierdzamy, ze rowniez prad
wyladowania bedzie przechodzit przez szereg najwickszych i naj-



mniejszych warto$ci, zmieniajgc si¢ oscylacyjnie wedlug wzoru (63)
Oczywiscie, najwicksza ze wszystkich wartosci tego pradu otrzyma
si¢ dla najmniejszej wartosci f, dajacej maximum funkcji i, to

znaczy dla ;91’ .0
=+,
V]
Wtedy ze wzoru (63)
ax i — UQe_yk 'sgné
X 1= ﬁL

a poniewaz sin § =y LC, wigc
maxi= U ""3J/—"¢ p ™)

Przebieg napigcia uc oraz pradu i w obwodzie oscylacyjnym
podany jest na rys. 216 i rys. 217.

Zarowno dla napigcia jak i dla pradu miarg tlumienia jest
funkcja

stosunek amplitud, odpowiadajgcych zmianie czasu o caly okres 7,
wynosi

I p-a(t+T) gt



logarytm naturalny tego stosunku, réwny

JI-aT-Aj,

nazywamy logarytmicznym dekremenlem tlumienia.

Na szczegdlne uwzglednienie zastuguje przypadek, gdy R jest

bardzo male w poréwnaniu do L, tak iz praktycznie mozna

zalozy¢ rowne zeru; powstajace w tym przypadku drgania w ob-
wodzie nazywamy drganiami swobodnymi; mamy wigc

R
a~= 2L - %

ze wzordw (62), (63) i (65) otrzymamy

uc = Uosin ( St +—1,



i= ~oj/ -77sin BI’

et

21 2nyLC’

(67)
m =m-=2nVCC.

Jezeli wezmiemy pod uwage, ze rezonans napigé w obwodzie
zachodzi, gdy

tolL = —71v.
a)C
czyli !
oyl =TT?
to znaczy przy
| = e
2n\LC
T="n C

wtedy dojdziemy do wniosku, ze czestotliwo$é drgan swo-
bodnych odpowiada warunkowi rezonansu napigc.

Wzor (67) na okres drgan swobodnych obwodu oscylacyjnego
znany jest jako wzor Thomsona, poniewaz byl po raz pierwszy
wyprowadzony przez Williama Thomsona, po6zniejszego lorda
Kelvina; oczywiscie ze w rozpatrywanym przypadku tlumienia nie
ma i drgania trwajg, teoretycznie, czas nieograniczony.

Dla obwodow oscylacyjnych wprowadzony zostat termin wspof-
czynnik tlumienia w postaci

Oznaczajac pulsacje drgan swobodnych takiego obwodu przez to,,
przy czym
|

VLC



otrzymamy dla poprzednio rozpatrywanych wspotczynnikow a i f
nastepujace zaleznosci:

§ 115

LADOWANIE KONDENSATORA PRADEM STALYM PRZEZ OPORNOSC
RZECZYWISTA I INDUKCYJNOSC

Jezeli przylaczymy obwod (rys. 212) do zrodla pradu statego
o napigciu t7, wowczas dla okre$lenia napigcia na kondensatorze
bedziemy mieli na podstawie wzoru (37) rownanie rézniczkowe
d~u R du l

|
dP +7 dl ''LC" 1TC (68)
za§ prad plynacy w obwodzie bedzie okreslony wzorem (36)
. du
i-C dl

Calka szczegolna réwnania (68) bedzie uc = 77, co tatwo spraw-
dzi¢; wobec tego calke ogdlna tegoz roéwnania otrzymamy dodajac
U do catek ogodlnych rownania uproszczonego (38), ktéore znalez-
lis§my juz dla trzech rozmaitych przypadkow.

Dla okreslenia stalych wchodzacych do tych calek ogdlnych
bedziemy mieli warunek graniczny

[=0, uue =0, i =0.

W ten sposob otrzymamy w przypadku I, gdy

R>21 /—,
Yy c
wedlug wzoru (44) ) §
—ait —ai
ue = Axe + A2e + U (69)
i =C —ln-=—ax CAre —al CA2¢ (70)
skad przy /=0 JII + Aa=——(7,

axAx 4- «2"2 = 0.



Rozwigzujac te réwnania, znajdziemy

Wobec tego f' |
S R

+ age —ate "

! 1)
Jezeli porbwnamy pierwszy wyraz prawej strony tego wzoru
ze wzorem (49), to spostrzegamy, ze rozni si¢ on od tego ostat-
tniego tylko znakiem; poprzednio juz zbadalismy, ze taka funkcja
jest malejaca z biegiem czasu; wyraz ten stanowi napigcie przej-
sciowe na kondensatorze, gdy wyraz drugi U stanowi napigcie

ustalone . :
uch> =-mmeme S [aZe™ —aye" 1. 72

ol—ax |

Przebieg napi¢¢ uwidoczniony jest na rys. 218.
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Prad i znajdziemy podstawiajac wartosci statych i A2 do
wzoru (70), wtedy

N < Ot(Zn | —o,t ar ! )
IZ(J: -—— ——1¢ — e [,’ ;%‘5

al —«« >

badajgc funkcje¢ w nawiasach, znajdziemy, ze pochodna -L staje si¢
rowng zeru, gdy dl

—axe'nit + ale-ar = 0, (74)

(a,—aj)t al

€ T al

poniewaz druga pochodna dii przy znalezionej wartosci ¢ jest

mniejszg od zera, wiec ta warto$¢ / daje nam max i.

Uwzgledniajac (73), (74) i (75), otrzymamy

oo e 172 Lt —gtl  _
max i FOU-Z" <= oré
= CUaxe-axt =
----- Inni-
a«~0i Oi
= CUaxe (76)

Rys. 219 podaje przebieg tadowania kondensatora.



W przypadku II, gdy

R=2]/7"
wedlug wzoru (56)
uc= e-all{Ax + Azi) + (7, 77
R
8dz,e ° = 2L ;
i= Ce-0"(Aa-aJli-aJI2i); (78)
zaktadajac w tych wzorach ¢t = 0, uc = 0, i = 0, otrzymamy
=-tz,
J2— aAl = 0,
skad
Ae = — 17,
I = ~aU.
Wobec tego
uc = -17(1 + aZ)e-°f + t7, (79)
i = UCalle-at,
poniewaz #
=Bl 1,
41 412 LC
wiec Y
i = e-01 (80)

We wzorze (77) pierwszy wyraz z prawej strony stanowi na-
pigcie przejsciowe ut/i jest to funkcja malejaca z biegiem czasu.

Przebieg napi¢¢ podaje rys. 220.
Dla funkcji pradu znajdujemy, jak w analogicznym przypadku

wyladowania (§ 106), max i przy

1
a R
czyli
u 2L -, 27 U
max | = T 'TT6 - -R-s 0,74-R (81)

Przebieg pradu tadowania przedstawiony jest na rys. 221.

27»



W przypadku III, gdy

na podstawie wzoru (60)

uc = e-at (Aisin 3l + A3 cos /7)) + U,

. _pduc , -aJ —aAisin/?]—aAicos ffl—
I di e |—pA,sin St + BAi cos 5]

1

Zaktadajac w tych wzorach
=0, uue=0, i =0,



otrzymamy

Al = —U,
— 0?12 + BAx = 0,
skad
Az=--jU; A= -U;
wobec tego )
L £ ¢ at (asin St + fcos fit") + U,
i=CUe"at al j’;ﬁgsinﬂt.
Mamy
asin 5t + fcos 5t = \j al -V Bl sin (bt + 0) =
= 11— Sin (Bt + <),
VLC
dzi
gazie tgs=4,
przeto
U, ﬂsin Pt + 6) + (7,
P\LC

i =YL sin

Napigcie przejsciowe na kondensatorze wynosi

— YV =e"u- sm(Bl-VOV
P\LC

Ucp —

(83)

Jest to funkcja zupehie ta sama jak i we wzorze (62), dla ktorej
znalezliSmy, Ze maleje ona zmniejszajac si¢ sinusoidalnie, przecho-
dzac przez szereg wartosci najwigkszych dodatnich i ujemnych dla

<=

YT

Najblizsza najwigkszg warto$¢ dodatnig dla napigcia przej-

sciowego otrzymamy, gdy [ = wtedy bowiem

sin (5t + d) = sin (1 + 0) =  sin d;



poniewaz

sing = SV LC,
wige dla [ = — otrzymamy
max u ﬁ\ch]a;l-j\LC + U -
Rys. 222

Funkcja wykladnicza w nawiasie nie moze by¢ wigksza od 1,
wobec tego mozemy napisaé

max uc 2 (7.

Co si¢ tyczy pradu i, to poniewaz wzor (83) jest zupehie taki
sam jak i wzor (63), otrzymamy wi¢c najwigksza jego wartos¢ dla



Na rys. 222 mamy przebieg napiccia na kondensatorze w przy-
padku, gdy a jest male (—

Przebieg pradu tadowania jest zupehlie taki sam jak przy wy-
tadowaniu (rys. 217).

§ 116

POWSTAWANIE PRADU ZMIENNEGO W OBWODZIE Z QPORNOSCIA
RZECZYWISTA, INDUKCYJNOSCIA 1 POJEMNOSCIA

Niech w chwili t = 0, gdy zamykamy obwod z pradem zmien-
nym, napi¢cie na naciskach przechodzi przez faze ip; warto$¢ chwi-
lowa tego napigcia bedzie okreslona wzorem

u = Unsin (col + y).
Na podstawie wzoru (37) rownanie dla takiego obwodu bedzie

d2uc R duc , 1 um . , ,, . /o,
~dt’~ + T~dt~ + ~LC Uc ~ TC"Sm +

Oczywiscie, przy rozwigzywaniu tego rOwnania, tak samo jak
poprzednio, bedziemy mieli do rozpatrzenia trzy przypadki; jednakze
w pierwszych dwoch przypadkach w poréwnaniu z tym, co mieliSmy
przy pradzie statym, nic szczegélnego nie spostrzegamy, przejdziemy
wigc od razu do przypadku III, gdy

a=2L" B=3/zc’**2 a+/32=LC

Catka og6lng réwnania uproszczonego bedzie (wzor 46)
uc = e-at (Ai sin Bt + JI2 Cos fit?},

gdzie AT i Al — stale dowolne; daje ona nam warto$¢ napigcia
przejsciowego na kondensatorze; mozemy napisaé w postaci jednej
funkcji sinusoidalnej
ud) = e~at M sin (/?/ 4- <5), (85)

gdzie M i ( stanowig state dowolne.

Calke szczegolng rownania (84) znajdziemy na podstawie takiego
samego rozumowania, jakie stosowaliSmy w §110, mianowicie okre-
Slamy najpierw dla naszego obwodu prad ustalony

U
= sin (co/ + y — <p), (86)



gdzie

z- ) D R e S

majac warto$¢ tego pradu, znajdujemy warto$¢ napiecia ustalonego
na kondensatorze

Ueu = UW—---ITT sin {col‘ +p—9— —fl—

2 o y (

albo
Ueu = — cos (to/ +ip— ¥ 87)

Ze wzoru (85) znajdujemy przejsciowy prad
p = C—"¢- = Ce~at/[SM cos ("Z + &)-aMsin {ft+ 0)]. (88)

Ze wzorow (85) i (86) oraz (87) i (88) otrzymujemy wartosci
napigcia na kondensatorze i pragdu w stanie nieustalonym

uc = uceu + up = — Cs  + —V)+e-a Msin (£/ +06), (89)

i=u+ip=-Y-sinwt+ayp—ce +

+ Ce~at [§ M cos {ffit + d) — a M sin {fit + <)]. (90)

Zakltadajac w obu tych wzorach /=0, uc =0, i = 0, otrzy-

mamy L
M sin 6 = 1/™_ cos (p — ),
Zco G

aCMsiné— B GMcos 6 =-™-sin {p—cp)
podstawiajac wartos¢ M sin § z pierwszego wzoru do drugiego, znaj-
dujemy
M cos § =————=cos (y — cp)—-"-sin(y) — p)

Na tej podstawie obliczamy
M sin {f5it + 6) = M cos ¢ sin 3] 4- M sin < cos Bt =

Un

-"-sin (ep—<p) sin 3t + cos {ep—97)cos St =
Zco C



Un T’/ asin 8l + f3 cos 31\ wo., -1

= ZVC L\oeeee B ) ClS ~~/3 Sm <29 sm I
7@ Va2A QZ cos (y y) sm (ﬁ/ + y) —-11 sm (y y) sm
gdzie tgy = —
Nastepnie
M cos (B/ + 6) = M cos 0 cos 3] — M sin 6 sin 5] =
- U5 cos (y —y) cos B/——sin (y—y) cosBZ—cos (y—y)sinf3/I =
ZtoC
Un r‘ B sin BZ" a cosfﬂ to . . . 0.
" Twel — COS M T = sin 1 cos

Z10C 2+Bzcos (y—y) sm @B —Y) +BU sin

B
4i‘g?_ ——/}

Podstawiajac znalezione wartosci M sin (B/ + 60) oraz M cos (Bf + 0)
do wzorow (85) oraz (88), znajdujemy, uwzgledniajac, ze

Vil + -

Ut>= —e’ at—I{’@r Sin (y 5106%———9—Q§—$X Xgm(ﬁ/ +y) 91)

gdzie

gdzie
1&€7=-.

A Un T COS (y UY)SU/I QL V') —co sm (y —y) cos 8 —

— " Le"C0S  —  sin r+7) + " I60 sin (W—V) sin BN =

Zﬁ’i sin (y —y) (a sin 3/ — f3 cos f3]) —

C‘LSO;YL_CY) asin (B/ +y) — Bsin (B/ — ')



gdzie 4 s °l

poniewaz tgV —cotgy=tg(--—7VY
przeto y 5.
wigc

sin (Bl —y') = —cos (/9 + y);

nastgpnie

asin 3/—f cos Bl=y al + B2 sin (Bl—y) =

S sEaa IWNE=—Yy),

.o 1
asin (1 +y) — ff cos (Bt +y) = Yal +flsin (5l +y —y) =y CSinN
wigc ostatecznie

) —at Un . . S
ip=ce sin (y —vy) sin (fI—y) — n /i
p ZBALG (y —y) sin (f1—y) IR B

Poréwnujac wzory (91) i (92) na izfj) i jp widzimy, ze kazda
z tych wielkosci okre$lona jest przez dwie sinusoidy (dwie fale)

z amplitudami malejacymi, zaleznymi od stalej thumienia a = [
Pulsacja tych sinusoid wynosi f, czyli ich czgstotliwos$¢ I °bie

sinusoidy sg przesuni¢te wzgledem siebie o kat y, przy czym tg y =
a

Sinusoidy pradu sg przesunicte wzgledem odpowiednich sinusoid
napigcia o kat y wstecz (prady sa opoznione w fazie o kat y). Stosunek
amplitudy napiecia do amplitudy pradu wynosi -A.

Wzor (91) mozna przepisa¢ w postaci:
up = —e—a 0%4 1ﬂsm ry 3\7---9-(-)-5(31}1@ cosyl i /gl—

_ costy—y)siny o ﬁ,

skad wida¢, ze amplituda tego napigcia réwna jest

J _ p-at /cim (,,X . C08a(y-y) 2sin(y-y)cos(y*y)co”
pZL|/ et LL oINLC



poniewaz

cos v = I =« = RMNG =R-Z.G
YT Vi+tgy Ve+12 ¢ 2L -23/ L
wiec
r Zg-ar JJ I
. ) cos2(y—99) R .
Upn  BZC sind(yi—9)+ 57 o 5y SN2 > —%) =
p-art TT / / 1 \ O
7= (I 1/l —cos= |l — rc)—-24Lsin2(V—- + No

W analogiczny sposob przepiszemy wzor (92)

----- = sin’ —y),— cos y____c_qzt%%’ Cge )j sin f3 f—

—sin (y —99) sin y cos f3/

skad znajdujemy amplitude pradu przejsciowego

_e-«Un / cos (y™yj 2 sin(y —99)005("—99) cosy
Zf3A/tcV (V-Y) + L C -yre

i na podstawie takich samych dziatan, co i poprzednio

/,7=7AVTrl/ | —cos2 (v—y) (1 | — sin2(y—y).(94)

ZBy LL)/ y (2LL/ 20l

Poréwnujac wzory (93) i (94) spostrzegamy, ze amplituda na-
piccia na kondensatorze i amplituda pradu w jednakowy sposob
s3 uzaleznione od fazy y, ktéra ma napigcie zrdédla pradu zmien-
nego w chwili zamknigcia obwodu. Aby znale$¢ taka warto$¢ ip.
dla ktorej obie wymienione amplitudy otrzymuja najwigksze war-
tosci, musimy zbada¢ funkcje znajdujaca si¢ pod pierwiastkiem
w obu wzorach (93) i (94), mianowicie

X- l-cos2(V-..)(1—

dxX /7 t o\ . R
dip = } 1"@?&,@ ) / smyP _M)---(éf cos 2 y—99).

Gdy przyrownamy te pochodng do O, otrzymamy

tg 2 (> — %) =------



ale

wige tg 2 (y—99)= cotg %.
W granicach jednego okresu daje to dwa rozwigzania:

) 2@—99 =~—099,

skad o
f— "2_'_”4
3
2) 2@—9= n—<p
skad 9 3
V- 2+ 44

Bioragc druga pochodna X, otrzymamy

g}%=2 e\ m’liC cos2 (y—9%9) +

toL—-
t‘z COS?(y—99\ ----- rf tg2 (y—9)

= o P + o .
ol cos 2 (y—99) [cotg P +tg2 (v —99)];

przy uwzglednieniu (95)

d2X 4R cosi(V—y)'cotg<p

Dla wartosci y, odpowiadajacej pierwszemu rozwigzaniu,

3.7,

d2x
dipl

przy wszelkich warto$ciach 9% w granicach

4 4R
- — =" g
wi cotg (p cos | O o S0 9.

(I 7 bedzie -~-=0.°

sin 2 (> —«w) =

95)

4.



dla drugiej wartosci ¢ = 21 bedzie

dlX 4R (3 \ 4
ﬁﬁ_ COS o,
czyli
dip) <O0.

Otrzymujemy wigc dla funkcyj Ugin i
.« . . 14 J
minimum, gdy V’:uzn 4+ A

maximum, gdy ¢ = 2y 3 L.

Zbadajmy jeszcze te wartoscidlap —y = 0 oraz p —y = — ;

w pierwszym przypadku wzory (93) i (94) daja
e-«un i
Utm = "JZC 7 tonNLG

e-« Un | e-0lUn

Pm ~ BZALC"  toAjTC"  BZa>LC'

Poréwnujac te warto$ci z maksymalng warto$cig napigcia na
kondensatorze i pradu w stanie ustalonym (wzory 87 i 86), miano-
wicie

Un . Un ,
ZcoC' Z
znajdujemy
Uepm 1 |
=e_at'ﬁ/\LC” —e att wpBLC '

W przypadku, gdy o —y = -1y, bedziemy mieli

e-«Un j =£2/\,
Ucpm ﬁZCJ m  PBLILC

e —L g-ar. - 1%
Ucum lum Y43 \LC

Na szczegdlne uwzglqdnlenle zashuguje przypadek, gdy thu-
mienie jest bardzo mate, czyli R bardzo male w poréwnaniu do L.



Wtedy mozemy zalozy¢

—mp=0 e="=U

M/ Te-"2" BVLC-1.

W tym przypadku bedziemy mieli:

dla p—¢ = 0,
Ucpm
ytmm o
Ipm _ S .
Tum to
da y—y=yv,
U.-pm __ <«
Ucim — f
Ip7i 1

Z tych wzoréw wnioskujemy, ze gdy ¢ > 5, mozna oczekiwaé
przepigcia na kondensatorze, zas gdy 5 > o — przetezenia w obwodzie.
StwierdziliSmy, ze stosunek wartosci maksymalnej napiecia na

kondensatorze do wartosci maksymalnej pradu wynosi '

stad ACTT

Pierwszy wyraz stanowi maksymalng energi¢ elektryczng kon-
densatora, drugi maksymalng energi¢ magnetyczng, cewki induk-
cyjnej. Zachodzi wigc w obwodzie oscylacyjnym przemiana energii
elektrycznej na energi¢ magnetyczng i na odwrot; gdyby nie bylo
tlumienia (7?7 = 0), taka przemiana energii mialaby miejsce bez
konca. Obecno$¢ R wywoluje straty cieplne energii, zachodzi
tlumienie i zjawisko oscylacyjne stopniowo zanika.



§ 117

PRZERYWANIE OBWODU, W KTORYM ,INDUKCYJNOSC' 1 POJEMNOSC
SA POLACZONE ROWNOLEGLE

Zastosujemy powyzsze wyniki do obwodu pradu zmiennego,

w ktorym G i L sa potaczone réwnolegle, R = 0 (rys. 223). !
Przypusémy, ze

przerwa w obwodzie

nastapita w chwili, gdy

napi¢cie na kondensato-

rze przechodzito przez

swoja warto$¢ najwigk-

sza, roOwna wartosci

maksymalnej napigcia

na zaciskach pradu

zmiennego, tj.

wtedy prad w obwodzie i=0,

gdyz prad wyprzedza napigcie uc o kat prosty. Cata energia znaj-
duje sic wowczas na kondensatorze i wynosi JLC . Zaczyna si¢
oscylacyjne wyladowanie kondensatora i po uptywie okresu cala

energia kondensatora przechodzi w energi¢ magnetyczng na cewke;
prad przechodzi przez cewke i osiaga warto$¢ 1, przy czym

- LP= 1-CcUI
skad

[=u"VT (96)

Jezeli za§ wylaczenie nastgpito w chwili, gdy uc = 0, to znaczy,
gdy prad i = Im przechodzil przez obwdd, wtedy cala energia znaj-
duje sic w cewce i wynosi — L P. Po uplywie I/4 okresu energia
ta przejdzie na kondensator, ktory uzyska napiecie U przy czym

J Cmy2 JLi 12
z ¢ 2 1

skad



W stanie ustalonym mamy

Um = & 72>

gdzie Z — oporno$¢ pozorna naszego ukladu, ktora mozemy tatwo
znalez¢é jako oporno$¢ wypadkowa dwoéch opornosci Zy = /to L

oraz Z) = —/ ¢ mamy

to C

skad

toL

ImZ oraz do wzoru

Podstawiajac do wzoru (96) zamiast Um

(97) zamiast Im---------- , otrzymamy

W tych wzorach mozna tatwo poréwnac prad i napigcie powsta-
jace przy wyladowaniu kondensatora z warto$ciami tychze wiel-
kosci w stanie ustalonym.



OBWODY SPRZEZONE MAGNETYCZNIE

§ 118

WYLADOWANIE KONDENSATORA W JEDNYM Z DWOCH OBWODOW
SPRZEZONYCH MAGNETYCZNIE

Rozpatrzymy dwa obwody znajdujace si¢ jeden obok drugiego
(rys. 224); w kazdym mamy kondensator o pojemnosci C\, wzgled-
nie C2, oraz cewke o indukcyjnosci wilasnej wzglednie L.2. Opor-
nosci rzeczywiste w obu obwodach przyjmujemy réwne zeru.

Rys. 224

Kondensator pierwszego obwodu C: przylaczony jest do zrodia
pradu statego lub zmiennego i w pewnej chwili t = 0 zostaje odla-
czony od tego zrodla, gdy napigcie na kondensatorze wynosi Uo;
jednoczesnie zostaje zamknigty obwod drugi. Oznaczajgc wartosci
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chwilowe napi¢¢ na kondensatorach przez ux i u2, za§ wartosci chwi-
lowe pradow, ktore przy wyladowaniu kondensatoréw powstaja,
przez ix oraz 18, wreszcie wspotczynnik indukcji wzajemnej cewek
przez M, bedziemy mieli na podstawie znanych wzoréow dla obwodu
pierwszego

+ (D

dla obwodu drugiego

I din -
L + M dl
oraz warunki graniczne
/=0, “i = Uo- ix=0, ul = o =0 (3
Poniewaz
p dux v p dw

przeto wzory (1) i (2) mozemy przepisaé w postaci

—LYC co~— =
XA ey :,

LC _MC
LWE? ML @

albo 1 MC. .
Ul | LxCx Ul | Lx Cx ui ”

#%@Q,&x“ﬂm

Oznaczmy

MC1 _ MCH

L b P

= | =5 4)

LXCI  a YHe. <7

wtedy

w”" +d& »r=—/qu/, (5)
uen + 8 1 = — xeux”, (6)

z réwnania (6)
K4, L
Ul— Ip bl NI
za$ z rOwnania (5)

A
R ¥ 4+ 5o
<



6l Ul kib) Ul + kib

", | , al
up=—"baui +"EO62U] —+"E~62TUl~

1 — /i fe« al
EB2 7 U + "E31"! (7

Biorac pochodna wzgledem ¢ dwa razy, otrzymamy

» l1—kry (IV) &
Ur ~  kxbl '

Poniewaz
=MC) MCY M
12 LC/LL.C, LxL.

gdzie x <1 stanowi spolczynnik sprzezenia magnetycznego, wigc
podstawiajac te wartosci do roéwnania (5) otrzymamy

I k(v al
ux  I-a2ux + ul+—ux"=10
albo
(1 —/e2) u<lV) + (al + 62) uxM + a2b2ux = 0. 9)

Jest to rOwnanie liniowe czwartego stopnia, ktorego rownanie
charakterystyczne

(1 —x2) x4 + (al + 62) X2 + alol = 0,
jako rownanie dwukwadratowe, daje pierwiastki

2 — (al+ 62) = V(al + 62)2—4 (1 —/c2) a2bt
X 2(1—2)
podpierwiastkowa
(a2 + 62)) — 4a26) + 4k2a2b) = (al — 62)2 + 4/c2a262 > 0,
nastepnie

lal + b1 AN02 + 62)2-4(1-"2) a2b)  k < |

5

wige x? zawsze < 0. Oznaczajac
al + b+ VAN —4 (1 —/e2)al 6)
2(1 =2V

al + bl = VATON -A(1-R B
2(1 —x) =

(10)



otrzymamy 4 pierwiastki dla x:
= 4 jpxi ®) = — /' fx,
T3 = +/Bil K= jB2
Wobec tego catka ogodlna réwnania bedzie

ut = Ax sin fixt + A2 cos fBxt 4- A3 sin 32t + J14 cos B2, )

gdzie AT, Az, A3, A4 stanowia stale dowolne.
Bioragc dwa razy pochodna ul wzgledem f znajdujemy

ue" = —fx) Ax sin fixt— ffx2A2 cos pxt— 3"A3 sin B2t — 2244 cos 21
Wstawiajac t¢ warto$¢ do (7) i uwzgledniajac (8), znajdujemy

fl—/cZ) L. .
2= -"INJ P ~"MiSin fxt + A2cos 3)) +
+ B2 (A3 sin 321 + A4 cos B2f) 1+

J Ax sin fBxt + A2 cos ffxt + A3 sin B2t + A4 cos B2t | =

Ax sin 5Tt + A2 COS

~ kxb!
+ a A3 sin 521 + A4 cos 32t
albo
ul = Bvsin ffxt + Bl cos fixt + B3 sin 52t + B4 cos 821, (12)
gdzie
a=-"~(1-/c2)
I kxb) If
a2 21 _A)
2- kxb? JI3
a4 1-k~ A
3 fxb™ 3
a2 ™M2(1_12)
4- kxb? 4

lub oznaczajac w skroceniu
e IS
p - kxb?
q2—~22(1 —/<2) (13)

4 kxb!



Bi — pAtl

B2= pA2
B3 = gA3l (14)
B4 = gA44.

Ze wzoru (11) znajdujemy

ii= Ci = CypiAez cos fBxt + Cif3iA? sin fSxt —
— Cxf32A3 cos 2t-V Cxf32A4sin 2. (15)
Ze wzoru (12) otrzymujemy
2= (3 = — C2f3xBx cos fsxt + C2f3xB) sin f3xt —
Caf3"Bs cos 321 + C232B4 sin 32t. (16)

Zaktadajac do wzorow (11), (12), (15) i (16) warunki graniczne (3),

znajdujemy
Uo = 4] + A4,

0= B+ B4,
0 = Bxdx + [22J13,
0= M1 + ~Bg,

albo, po uwzglednieniu (14),

vl + A4 — Uo,
pA) + qAi = 0,
+ /52]13 = 0,

BiPAi + 32gA3 = 0.

Z ostatnich dwoch rownan otrzymujemy

Ai= 0,
A3 = 0,
za$ z pierwszych dwoch
A, —-—---L_ <0,
q9-r
A4 Ug.

q9-r



Wobec tego na podstawie wzorow (14)

Bi=0, Bi=--cip(l0,

= B4

Podstawiajac okre§lone wartosci stalych do wzoréw (11), (12),
(15) i (16), znajdujemy

li = —— Uy cos Bd-----P— Ul cos fi=t,
g—p qg—p
uf = ul cos /37 — —1">— Ub cos 2] = ™3 — Utt (cos fBxt— cos f32V),
li=Gypig2-p P°s'n M2 g™ p °®in "2
4=c fi wo sin By t — C1 B2 —1-3- Uo sin B2 t =

=C ¢~y Uo  sinfBil-Ba sinfalV

Z powyzszych wzorow wida¢, ze mamy tu roznice dwoch drgan
sinuso.dalnych o pulsacjach A7 i 52

§ 119

WYLADOWANIE KONDENSATORA W PRZYPADKU, GDY OBA
OBWODY SA ZE SOBA W REZONANSIE

Na szczegolne uwzglednienie zastuguje przypadek, gdy kazdy
z obwoddw, rozpatrywany samodziclnie, posiada drgania swobodne
o tej samej czestotliwosci; méwimy wtedy, ze obwod drugi jest w re-
zonansie z pierwszym obwodem.

Oznaczajac czestotliwosci drgan swobodnych obwodoéow odpo-
wiednio przez f§i i /Xi, bedziemy mieli na podstawie wzoru (67) z § 102

21Vb2C2

skad otrzymujemy warunek rezonansu obu obwodoéw
Ly Gy = L) C2



Wobec tego na podstawie (4) i (10)

al = 62,
2al4-Y4ad—4ad +4/dad  a2(1-1-/c)  al
2( 1-7e2)" ~ 1=\ ~1-k
2al—VY4al—4ad+ 4/dat al(l —k) _ al
2(1—/2) | —2 T "I
za$ na podstawie (13)
- a2-=2(1 +J) = &k
P kxat
_a2-JI2(1~J1) I
kxal kx
K c
albo, uwzgledniajac (8), ze xk = Jka kl} oraz (4) ze F:T% (dla
v

Lx Cx — L1 C2), bedziemy mieli

Wobec tego wzory dla napie¢ i pradéw otrzymamy ostatecznie
w postaci

ux = — Ub cos fxt + — Uo cos 521 = -i- Uo [0S Byt + cos 52 /],

Uo [cos fxt — cos 32¢N

ii = Cx UO™-/[f3x sin fxt + 3 sin /3 /],

. * ; Uo VBt sin Bx t — B sin 32 iy

Z tych wzoréw wnioskujemy, ze prady sa przesunigte w fazie
o kat prosty wzgledem odpowiednich napi¢¢, przy czym prady sa

opoznione w fazie o T- wzgledem napi¢¢. Gdy napigcia przechodza






przez warto§¢ maksymalng, prady przechodza przez warto$¢ zero
i na odwrot. Gdybysmy uwzglednili obecnos¢ opornosci rzeczywistej
R, otrzymaliby$Smy jeszcze zjawisko tlumienia i wzory na napigcia
i prady datyby nam sinusoidy tlumione, jak na rys. 225.

Ksztatt funkcji napigcia i natezenia pradu jest zalezny od pul-
sacji (czestotliwosci) Bl i /32, funkcje te mozna przedstawi¢ w innej
postaci: dla napigcia ul

cos oyt + cos 82i = 2 cos cos

dla napigcia u2,
cos /37 — cos 321 = — 2 sin + A) " sin .(A-ti 1.

dla pradu i\: _
Bisin 3 + B sin f2t =+ /1) sin (A +2/VI n, M1-MJ1

cos 2 +

Pisin STt — 32 sin 321= (32 — 32) Fsin c03 1+
+ Ne + [Sti sin [ cos

Na rys. 225 mamy wykres tej funkcji w przypadku ogoélnym,
tj. gdy drgania sg thumione, czyli we wzory na prad i napigcie



wchodza jeszcze funkcje wyktadnicze; z rysunku wida¢, ze powstaja
dudnienia.

Czestotliwos¢ dudnien drgan swobodnych zalezy od spéiczynnika
sprzg¢zenia k:

Gdy « jest mate, obwody nieznacznie wplywaja na siebie, dudnie-
nia bedg bardzo powolne, otrzymamy wykres dla pradu i2, jak na
rys. 226.



RO ZIDODZ 1 AKX, IPIEFE T INAS T Y

STANY NIEUSTALONE W LINIACH DLUGICH

§ 120

ROWNANIA ROZNICZKOWE DLA WARTOSCI CHWILOWYCH NAPIEC
I PRADOW. CALKI OGOLNE TYCH ROWNAN

W rozdziale XI rozpatrywaliSmy przewody z rownomiernie
roztozonymi statymi R, L, A i C, ale tylko w stanie ustalonym,
wprowadzajac wartosci skuteczne napig¢ i pradow; obecnie dla stanu

di nieustalonego musimy wy-
----------- prowadzi¢ wzory dla war-

to$ci chwilowych tych wiel-

kosci. Rozpatrzmy nie-

U ueg SIEO_I'I.SZ._.CI_HE maty odcingk
ax linii dwuprzewodowej

[ l (rys. 227) w odlegtosci x od
dx i zrodla pradu. Oznaczajac

Rys 227 warto$ci chwilowe napigcia

i pradu w rozpatrywanym
punkcie odpowiednio przez u i i, otrzymamy na podstawie znanych
juz rozumowan (§ 90)

du p.  pdi

— e @

di
biorac pochodna (1) wzgledem x i podstawiajac zamiast : jego
warto$¢ z (2), otrzymujemy

92u DA nr ou 2 1 du rr

ax; dl dl dll



albo B BAu L BEL I L L. (@

Po znalezieniu warto$ci u z tego réwnania, mozemy okresli¢
wartos¢ i z rOwnania (2).

Réwnanie (3) jest rownaniem rozniczkowym o pochodnych
czastkowych i moze by¢ rozwigzane rozmaitymi sposobami; odpo-
wiedz otrzymamy w postaci rozmaitych szeregow, sumy tych szere-
gow musza dawac te same rezultaty. Zastosujemy metod¢ Eulera.

Zatozmy, ze niewiadoma funkcja u jest iloczynem dwoch funkcji,
z ktéorych kazda jest funkcja jednej tylko zmiennej ¢ lub tr, wigc

u=TX, . 4)
gdzie

T =fi()

x = fdxY,
wtedy u=T7T— du=7T-—

Ox~ 1 dx 1 Ox) ~ 1 dx2

ou dT au d2T
dt dl'l di - X di’

Podstawiajac te wartosci do (3) otrzymamy

7-~= RATX + (JIC + LA) + LGX

lub, po podzieleniu przez T7X,

| d2X DA . RC-vLAdT , LC d2T re.x
X dx) 7 HA + T dl + T di'

Lewa strona tego réwnania zalezy tylko od x, prawa za$ tylko
od t; poniewaz rowno$¢ musi mie¢ miejsce przy dowolnych warto$-
ciach x i , wigc jest to mozliwe tylko wowczas, gdy kazdy z tych
wyrazé6w ma jedna i t¢ sama stalg i rzeczywistg warto$¢ liczbowa.

Ta stala nie moze mie¢ warto$ci dodatniej, np. + a gdzie a
moze mie¢ jakakolwiek warto$¢ liczbowg; oczywiscie mielibySmy

wowcCzas | X: )

skad X = KveQl + K2¢ ax



gdzie Kx i K? — stale dowolne, ale z tego wynikatoby, ze przy wzros-
cie X do oo funkcja X réwniez wzrastalaby do nieskonczonosci; do
takich samych rezultatow doszliby$my badajac funkcje T, gdybysmy
przyrownali do + al prawg stron¢ roOwnania (5); czyli ze w takim
przypadku napiecie u = T.X wzrastaloby do nieskonczonosci ze
wzrostem %, co oczywiscie nie odpowiada naszemu zagadnieniu.
Wobec tego musimy przyjaé te stala w postaci liczby ujemne;,
a wigc — a2, gdzie ¢ moze na ogot mie¢ warto$¢ dowolna.

Z réwnania (5) wobec tego otrzymujemy

| <Ne
X dxt ~

RG + LA dT LGd"T = 2
Rav ™ Tar o

albo cRX

clea (6)

«e-m R A dT RA + al

dR c dl g =9 ()
Rozwigzujac réwnanie (6), znajdujemy
X = Ao cos ax + Bo sin ax, 8)

gdzie Ao i Bo — statle dowolne.
Dla rozwigzania réwnania (7) piszemy rownanie charaktery-

styezne: Ke + (JL+A\ k + RA + a)
\L CI LG =

ktére daje pierwiastki

K (R A\ i/TR T\ BA+a
2L 2C/ V LG

/B A\ 1/JIs T\ &
\2L + 2C/+ |/ \2L 2C/ LG
kt = —¢R T/Ffi Ty—F
\2L."2C/ ¥V \2L 2C) LG

W zaleznosci od tego, czy pierwiastki kv i «i sg rzeczywiste —
rézne lub rowne, lub sg liczbami zespolonymi, otrzymamy trzy po-



stacie rozwigzan; w pierwszych dwoch przypadkach
1) T = Ceefat + C eklt,
2) T= + C2f),

gdzie Czi C) — state dowolne; poniewaz AT i /c] sg liczbami ujemnymi,
wiec otrzymujemy funkcje malejace i to nic osobliwego nie przed-
stawia; rozpatrujemy wiec przypadek, gdy pierwiastki sa liczbami

R A a
zespolonym  o,0h DT ~T<wvrS;

wtedy kx = —a + /7,

k2 = —a—/0,

dzie R A
s a= 2L +2C &
(W)
R A | (U)

7™ 2L 2C

Zwroémy uwage, ze a i y zaleza tylko od statych linii, wiec dla
rozpatrywanej linii majg wartosci okre$lone, gdy tymczasem f za-
lezy od stalej a.

Catka ogdélna w tym przypadku bedzie

T = e~il (Cx cos I + C1 sin V).

Podstawiajac te warto$¢ T, a takze wartos¢ X z (8), do (4)
i zamieniajgc iloczyny statych dowolnych pojedynczymi literami,
otrzymamy

u = e—al{(JIl cos f3l +.A42 sin fV) cos ae + (Br cos 5/ + B2 sin fl) sin axy’

W zaleznosci od warto$ci a mozemy otrzymac¢ nieskonczonag
ilo§¢ takich rozwigzan, catka ogoélna bedzie wigc suma wszystkich
takich catek szczegolnych; oznaczajac dla dowolnej calki szczegolnej
wartos$ci a przez a,, odpowiednig warto$¢ f3 przez [l za$ stale dowolne
dla tej catki przez Al A2n, Binl B2l mozemy napisa¢ catke ogolng

W postaci Il
=1
u = e-at V[ (JIl# cos fnt + A sin ffnl) cos an x +

*=i |

+ VBXn cos fSnt + Bln sin fSnf) sin an®) L



Wzoér ten mozna przepisa¢ inaczej, zakladajac
Aincos fnt + At sin fSnt = Mn sin [nt + <5,),
Bin C°S finl + Blnsin ffn]l = Nnsin Il + ?,,),
gdzie M, N, ¢ i ip — stale dowolne; w ten sposéb
tz = e—al [ Mn sin (S3nt + d,,) cos an x 4- Nnsin (pnt+y,,) sinanx |. (12)
n=1
Teraz okreslimy prad ze wzoru (2)

Z
_9_3)7 Au + %7?ﬁ A

biorgc warto$¢ u ze wzoru (12), bedziemy mieli
dl n-oo,
6-01 UM, sin (fnl 4-6n)cos a,, ee4-ANnsin (int + Vn) sinance-
n=I 1
— a C Mn sin (3j +<51) cos an x — a C Nn sin (B,,f 4- y,,) sin an x 4-

+ fin ¢ Mn cos (B,t 4- <5,) cos an x 4- 3sn C Nn cos (B,f 4-y,,) sin anx |,

albo
= 6-01 'Mm«pJI-aC)8In"™/ + 1")+"~CcO8 GV + dn)lcosana:+

+WAT (A — a C) sin(B,,Z +y,) + B, Ccos (5,4 y,)J sinass |.

Wyrazy w nawiasach prostokatnych mozemy zastapi¢ sinusoi-
dami, ktorych amplitudy bgda jednakowe i rowne

V(A-a Cp + (I, O)«;
podpierwiastkowa przy uwzglednieniu (9), (10) i (11) bedzie réwna
(A—2aC)N4 B,Cl= A2—2A Ca +Clal 4- C28,2 =
= Al —2A Ca 4 Cl (a2 4- B,2) =

_J12_ RAC — A2 4- C2j g—5-+AV .V (R AV =
L N2 ~2C/ LC—\2E—2C/ |

(BY RA /AVI RAC RAC  =C.
\2) +2LC \2C) I* L + L +a' L’



wobec tego amplituda sinusoidy bedzie
a

kat przesunigcia fazy tej sinusoidy "n okreslimy ze wzoru

tg», =. AcC _ pBn_ ]
J A—aC [ A P ya L}
G a G 2L '2C
Wobec tego
df . ,
dxz e an Mn sin (fn t + on + d,,) cos an x 4

+ Nnsin VBJ +  +#,) sin anx

Dla znalezienia i catkujemy ten wzor wzgledem x, wtedy
I = e—at — Mn sin (fnt +  +»,) sinan X 4

+ ~sin fnl + ipn + #,) cos an X (13)

Statej dowolnej nie piszemy, gdyz oczywiscie jest ona réwna
zeru, albowiem dla t = 0o, i = 0, bo u = 0. Poniewaz

—sin a,x = cos a,x4- ~2~ 1

cos anx = sin
n 2

przeto, porownujac (13) z (12), mozemy sformulowaé otrzymany
wynik w ten sposob:

amplitude pradu otrzymujemy z amplitudy napiecia mnozac te
ostatnig przez czasie prad jest przesuniety o kat

M,

jezeli



wtedy < 0, fnzawsze >0, bo to wartos¢ bezwzgledna pierwiastka,
czyli prad jest opdézniony w czasie wzgledem napigcia;

A Koo
gdy 1.<"C"y<° wtedy > °

prad jest przy$pieszony w czasie wzgledem napiecia; wreszcie
R = A
gdy I~ C ?=0, = arctg(—o0) =--—--
prad jest op6zniony w czasie o kat prosty wzgledem napigcia.
W przestrzeni prad wyprzedza napigcie o kat prosty.

Wzory (12) i (13) dajg nam wartosci chwilowe napiecia i pradu
w dowolnym punkcie obwodu, odleglym o x od poczatku w najogol-
niejszym przypadku; w tych wzorach mamy statle dowolne

Mp op; Ny vy apl
state fn i on zaleza od an .

Wartos¢ tych statych dowolnych moze by¢ znaleziona tylko
wtedy, gdy bedziemy mieli dostateczng ilo$¢ dodatkowych danych
dotyczacych wartosci napiec i pradow w wiadomych chwilach i w okre-
slonych miejscach.

Moéwilismy juz poprzednio, ze warto$ci chwilowe napi¢¢ i pra-
dow w stanie nieustalonym mozna rozpatrywac jako sume¢ dwoch
wartosci chwilowych, odpowiadajacych stanowi ustalonemu i sta-
nowi przejSciowemu

u = uwvuplt

I = Iu + 1p -

Wyzej wyprowadzone roOwnania roézniczkowe mogg by¢ zastoso-
wane zaréwno do wartosci u i i jako tez do poszczegodlnych wartosci
wy, w lub up, ip. Oczywiscie w zaleznosci od tego, jaki stan obwodu
rozpatrujemy, stale dowolne, wchodzace do catek ogdlnych réwnan
rozniczkowych, beda mialy inne warto$ci.

Zajmiemy si¢ obecnie okresleniem napigc i pradow przejSciowych
w okresie nieustalonego stanu obwodu.

Bedziemy wiec mieli ze wzoréw (12) i (13)

M, sin "on [ + d,) cos an x +

+ Nisin (7, t +y,)sinanxj, (14)
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ip-e —Mnusin (7, t + on +#,) sin an X +

+ N sin (0,, ¢ + gm + d,,) cos an x (15)
gdzie | <R R
a~ 2 \L + )i (16)
122 02 )
b &G e 7 (17)
7 é(f ’é)l (18)
tat,, = ﬁ; (19)
§ 121

PRZYELACZANIE LINII W KONGU OTWARTEJ DO ZRODLA
PRADU STALEGO

Na poczatku linii warto$¢ napigcia pradu statego, do ktorego
przylaczana jest linia w koncu otwarta, wynosi U. Bedziemy mieli
nastepujace warunki graniczne:

przy wszelkich wartosciach ¢

1) dla x = 0 (na poczatku przy zaciskach) u = U,
.- u,

”P = O,

2) dla x =/ (w koncu linii) i =0,
=0

przy wszelkich warto$sciach x >0

3) dla /=0, u=»9.,

w = U,

up = -U\

4) dla =0, i1 =0,

i« =0,
(o]



Uwzgledniajagc we wzorze (14) pierwszy warunek graniczny,
otrzymamy

O=e~¢< Mn sin (5,,t + 6, Y

n=I
Poniewaz réwnos¢ ta powinna mie¢ miejsce dla dowolnej war-
tosci /, wiec M — 0

W ten sposob, zamiast wzorow (14) i (15) bedziemy mieli

Up=e at ¥Y N, sin (£, /+ sin an x, (20)
n=l
ip = e °‘1/}7 Nn Sin + + CoS Un3C
u n=1

Zakladajac w ostatnim wzorze, na podstawie warunku (2),
x =/, ip = 0 1 zaznaczajac, ze Ni nie moze by¢ réwne zeru, gdyz
wtedy up = 0 przy wszelkich warto$ciach %, co przeczy warunkowi (3),
otrzymujemy po uproszczeniu
cosa, l =0,

czyli ze wszelkie wartoSci an ! muszg by¢ nieparzystymi wielokrot-

A C
nosciami , a’ wiec

UHEE SR a2A-1 1= (2/c—1)—;

stad wynika, ze stala dowolna an moze mie¢ w tym przypadku tylko

nastepujace wartosci:
b 3n ~ Q2r—1)n
(b — )0’ = 27 = a2A-i = 2/ =

= (2A--Da (22)

Rozpatrujac fale napiecia i pradu wzdluz linii w okreslonej

chwili, spostrzegamy ze wzorow (20) i (21), ze dlugos¢ fali {1 otrzy-

mamy, gdy

’

skad _2n

a”

X1

gdy an = ax = —, bedziemy mieli f, = 4/,



to znaczy, ze cata dlugos¢ linii zawiera tylko yp4 fali tej sinusoidy,
ktorg nazwiemy sinusoidq gtowng albo pierwszqg harmoniczng.
Dla an = a3 = 3 (trzecia harmoniczna) f3 = 4

dla an = aj = 5-3]1 (pigta harmoniczna) 5= A;/ ,
widzimy wigc, ze cala fala uktada si¢ na dlugosci linii tylko dla
harmonicznych wyzszych, zaczynajac od piatej, przy czym bedziemy
mieli tylko nieparzyste harmoniczne.

Uwzglednijmy teraz warunek (3) i zat6zmy we wzorze (20) ¢t = 0,
up = — U, wtedy

Nrusin ipn sin anx = — U, (23)

przy czym, jak stwierdziliSmy wyzej, an moze mie¢ tylko wartosci
podane w (22).
Wzor (23) daje nam nieskonczony szereg Fouriera

Nxsin  sin axx + V3 sin y3 sin 3axx +
...+ Nifel sin 2 sin 2" — 1) axx + — U
Do tego szeregu wchodzg tylko nieparzyste sinusoidy, wigc krzywa

przedstawiajaca naszg funkcje jest symetryczna i wzglegdem osi &,
i wzgledem swego poczatku. Oznaczajgc dla dogodnosci

axx =z, Ntk _xsinyplfe 1= A2k 1,
bedziemy mieli szereg
Axsinz + A3sin 3z + ... + AlA—Isin 2Qlc—1)z=— U;

spotczynnik dowolnej sinusoidy okreslimy ze znanego wzoru

2

Aik—i= — j — 1) zdz
I
0

u nas /(z) = — (7, wigc

- - 2
Alfe—i = Nth—i sin ipt—i — ¢ cos /(02_/T Dz

0

czyli ostatecznie
N2k i sin 2k 2 - U

2/c-1)n (24)



Wreszcie, po uwzglednieniu ostatniego warunku granicznego:

=0, ip = 0, ze wzoru (21) otrzymamy, po skroceniu przez '
Nn sin (p, + cos anx = 0.

Poniewaz ta roéwno$¢ powinna mie¢ miejsce przy wszelkich
wartosciach x, przeto kazdy wspotczynnik przy wszystkich cos ane
oddzielnie powinien si¢ rownac¢ zeru. Uwzgledniajac, ze n = 2k— 1.
otrzymamy

Nfe-i sin (y2A r+ £2* 1) = 0. (29)

Ale Nlfe ! nie moze by¢ rowne 0, jak wida¢ ze wzoru (24). wiec

powinno by¢

sin (y2fc-i + 21 =0,
skad

Vak—i + 1"2A—1 = Oy
lub w ogole

Vex—i "b 1=
gdzie x — liczba catkowita; wtedy
tg Vak—i ~  tg XU—i
poniewaz, ze wzoru (19), «

tgdki=

tg YﬁA]f_Zl ——

przeto

Z tego wzoru znajdujemy
sin - —jJfcL="
vi + tg™-! v~™V-i+r1]
poniewaz ze wzoru (17)

. n2'—|
ﬂ\k—l + y2 = LC

przeto ostatecznie
siny™-"LVTC. (26)
—I
Ze wzorow (24) i (26) znajdujemy

jy U0+ ,
2J-1 Cx-1)H)a v~



Zamieniajac w tym wzorze alA—| na jego warto$¢ ze wzoru (22),
a mianowicie

otrzymamy po skroceniu ostatecznie

2A7
n“1 = - VgLt T"Z. @)

Podstawiajac do wzorow (20) i (21) znalezione wartosci statych
dowolnych, otrzymamy

o — — LA ! folTTsm 0 1= O g (lEprba, (o)

- £ -
2Ue V. /\—Sinﬁlt_t Icos (CA--Da X- 39)
albo inaczej
2t7 il nx
uy = — v<LCe 1. AsinNe,-,91)sin27 +

1 -b-sin(Bst—#3) sin *3~ ajlsin (Ps1—as) sin "+ (%6)

Al - X

Ip 7L 4 Lji"sinB3i,cos 2j +

+-1/}s%7?&tcos 3 o —smiis/ cos DI G1)
3
gdzie
27r2 R A

r 4 2L

02A-1 = arctg p al;—i (33)

Z tych wzorow mozemy zbada¢ amplitudy wszystkich harmo-
nicznych, np. dla pierwszej harmonicznej

2U at 1 . /o a. . Jax

uip = —



207 at | . 0, JIX
=_ [Lé A-SI”A'cos2T.

T 2(/e—at
Apm - INLCp?

_ L

| (R _.4\. o7 "y 7Tr I\
2 \L—"C)" PV 4V’LC \2L 2C/

W zalezno$ci od warto$ci mianownika we wzorach na U lub [
mozemy otrzymac przepiecie lub przetezenie.

§ 122

PRZYLACZANIE LINII W KONGU ZWARTEJ DO ZRODEA
PRADU STALEGO

Warunki graniczne beda

przy wszelkich wartosciach Z

1) dla X=0, up = 0; (uw=U uu = U).
2) dla X=1, up = 0; (u=0, uu = 0),
przy wszelkich wartosciach x w granicach 0 <x < [
3) dla I=0; Up=-UJl (u=0);
4) dla 1I=0; (i= 0);

jezeli nie wezmiemy pod uwage uptywnosci, ktéra przy pradzie
stalym nie ma praktycznego znaczenia, mozemy zalozy¢, ze w stanie

: C o . o U
ustalonym prad wzdhluz calej linii ma jednakowa wartos¢ w = —

. . 2 — = S— U - -
gdzie R stanowi opornos$¢ catej” linii, wobec czego ip = ——; napigcie

zas w dowolnym punkcie w odlegtosci x od poczatku, w stanie usta-
lonym, wyrazi si¢ wzorem

u=U—U—=USfl— \, wobec czego up = — U (1 —3 )



§ 123

PRZYELACZANIE LINII W KONGU OTWARTEJ DO ZRODELA
PRADU ZMIENNEGO

Niech warto$¢ napigcia pragdu zmiennego sinusoidalnego w chwili
zamknigcia obwodu przechodzi przez faze ¢! czyli ze warto$¢ chwilowa
bedzie okreslona wzorem

Ut = Unm sin (tot + y).

Bedziemy mieli nastgpujgce warunki graniczne przy wszel-

kich wartos$ciach

1) dla X = 0, napigcie u bedzie od razu takie jak po usta-
leniu si¢, a poniewaz u = uu 4- upl przeto up = 0;

2) dla X=1 1=0, w=0, ip=0;

przy wszelkich wartosciach x > 0:
3) dla =0, u=0, uu + up = 0, up = —uu;
4) dla =0, i=0, iu+ip =0, ip=—il

Wartosci ustalone napig¢cia uu oraz pradu i jako funkcje zmiennej
odleglosci x mogg by¢ znalezione ze wzorow dotyczacych stanu
ustalonego.

Stosujac te same ogdlne wzory (14) i (15) dla przejsSciowych
warto$ci napiecia i pradu i spostrzegajac, ze pierwsze dwa warunki
graniczne sg te same co i przy pradzie stalym, znajdziemy, jak
w § 114,

Mn = 0; cos anl = 0.

Warunek trzeci da nam

2V,sin y,,sin anx = —zzw,
n=l

skad, jak dla szeregu Fouriera,
J

. 4 .
TV2* 1sin epex i = —— 117 uu sin (2/c— 1) alaed(ale) ; (34)
0

w tym przypadku uu jest funkcja xI ktéora moze by¢ okreslona przez
stale obwodu i przez warto$ci napi¢¢ na poczatku lub w koncu,
w stanie ustalonym. Wreszcie ostatni warunek daje

sin (y>, 4- md() cos anx =

n=l1



co znowu nam daje szereg Fouriera, dla ktorego

N—1 sin (V2k—1 + iu cos (2/c— 1) axxcl (a™)
albo
/VIA 1 cos sin V2 | + JI"2A-1 sin “k-1 cos y2%i =
iucos (2x—1) axxd "axx). (35)

Ze wzorow (19) i (17) znajdujemy

| y _wv\LC
MA-1 0 VT + - R
| + ~--72--
Y _pih—i yjLC
Y 0-lk— Cllk—1

za$ ze wzorow (34) i (35) mozemy znalez¢ Nik T oraz ipex X

§ 124

PRZYLACZANIE LINII W KONGU ZWARTEJ DO ZRODEA
PRADU ZMIENNEGO

Bedziemy mieli warunki graniczne analogiczne do tych, ktore
ustalilismy dla pradu stalego, mianowicie:
przy wszelkich wartosciach
1) dla X=0, up =0 (u=nu),
2) dla X=/ up =0 (iz=10, w=0)
przy wszelkich wartosciach x > 0:
3) dla =0, vp = — Uu Iii = °)»
4) dla =0, ip = — i V=0),
gdzie uu i il sg funkcjami x| ktore mogg by¢ okreslone na podstawie

znanych wzoréow dla stanu ustalonego. Sposéb rozwigzywania za-
gadnienia jest taki sam jak w § 123.



§ 125

LINIA NIEODKSZTALCAJACA. WYRAZENIE WAR”,FOSCI CHWILOWYCH
NAPIEC I PRADOW W POSTACI DWOCH FAL

Znaczne uproszczenie we wzorach dla napigé¢ i pradéw otrzy-
mamy rozpatrujac linie, w ktérej stale tworza znana proporcje:

czyli tzw. lini¢ nieodksztalcajacg. W tym przypadku wzory (16)
i (18) daja R =«
a=7"="C (37)

y=0.
Wezmy ogoélne rownanie roézniczkowe (3)

A}y _ [ AU
=RAu + (RC* LA +L
Gt - R ®EL L) FLC (38)
zatozmy
U= Ye~al (39)
gdzie Y jest na razie niewiadomg funkcjg dwoch zmiennych x i ¢:
Y_ Hx: /)"
wtedy
du dY d2u d2Y.
dx dx ' dxl dx] '
du _at(dy d2u _OZd2Y  2ai~ + al y).
dl \d!/ dr) —e \dhl " ul /

Podstawiajac te warto$ci do (38) i dzielac obie strony przez
e—at, otrzymamy
2V A /nV \ /<HZy AV \
>z'x> =AY + [12C + ") (\—acfull‘—aY)/ + bC\ %6—261 dt—+a2I‘)/—
= K[/?A-a(7?C + LA) + a2LC] +
d2y
dii

Uwzgledniajac warto$ci a ze wzoru (37), obliczamy

+ dldVRc + LA-2aLC] LC. (40)

RA-a (RC+LA) +alLlC=RA ————R4A +— —-=0.

RC+ LA — 2aLC = RC+ RC-2RC = 0.



Wobec tego réwnanie (40) otrzymuje postac

aly a2y
de? “LL db '
Oznaczmy
I
a = 3 Ao 41
VLC *)
czyli LC = PR wowczas

azy 9 a2y 42
dn - Oxl (42)

Jest to znane réwnanie rézniczkowe d'Alemberta, wyprowa-
dzone dla drgajacej struny. Catka ogolna tego rownania ma postac:

V= /i (k—al) + /2 (k + at), 43)

gdzie /r i /2 stanowig na ogdt dowolne funkcje odlegtosci x i czasu /.
Mozna tatwo sprawdzi¢ stluszno$¢ tego rozwigzania, gdyz

=¥ 51 K -
dl () (*_at) i + a(a? + at)
azy
a/ a (x —at)2 a (x + aZ)Z
a2 Jx a2/2
= a2 La x-az)) =&+ cd23
ay _ 8f1l +m a/2

3x a(m—aU a(x+at) ]
a2y a2/i , 3l "
Ix)  ax—al)l am+al)l’
skad widaé, ze warunek (42) spelniony.
Podstawiajac warto$¢ Y ze wzoru (43) do (39), otrzymamy

u

Stosujac nasze rozumowanie do stanu przejSciowego bedziemy
mieli
ut> /i (2 — al) + /2 (=2 + at)Y (44)

Dla znalezienia i bierzemy wzor (2)

—8tp — Au. +Ca*
dX ) dl



podstawiajac tutaj znaleziona warto$¢ up, otrzymamy

—l =e* 4 +2o-“"CX+/)— Ca +

+CaT(F+aif'* e *{(4—«C)(/,+/,)—

Ca - Y9 V.
\ 9(x— at) 9(x+al) )l

Wobec (37)
A—aC=4-4 =0,
wiec
0P =_ Enpatl a (® +at) |
9x 4 [ 9 —al) 9k +at) |
albo, podstawiajac a=—y££ i zmieniajac znaki,
-A =1 fIL e~atl 9fiIx - afl (@ +aQ |
9 V L I 9 (x—at) 9 X+al) |1
Catkujac wzgledem x, otrzymamy
1, —1JTI|c="“V/i(k—ar)-/2(x + a;)). (45)

Stata dowolna powinna réwnac si¢ zeru, gdyz dla ¢t = oo, up = 0
oraz ip = 0.

Stosunek amplitud napigcia i natgzenia pradu stanowi opor-
no$¢ falowa Z; w rozpatrywanym przypadku

Wzory (44) i (45) dajag nam wartosci chwilowe napigcia i pradu
przejsciowego w dowolnym punkcie przewodu.

Rozpatrzmy dwa punkty znajdujace si¢ w odleglosci dx; w tym
drugim punkcie warto$¢ napigcia i pradu bedzie taka sama jak
w punkcie pierwszym po uplywie czasu dl. Wobec tego

1) x+dc—a(l+d) =x—at
2) x+dx+all+d)=x+at

L pierwszego rownania otrzymujemy

dcx—adi=0; a= dl’

z drugiego rownania

dx + adi = 0; a=—dl,



Widzimy stad, ze spotczynnik a stanowi predkosé, z jaka sig
rozchodza z jednego dowolnego punktu do drugiego te same wartosci
pradu i napigcia; inaczej mowiac, jest to predkos¢ rozchodzenia sig
fal napigcia i pradu wzdluz przewodu.

Ze wzordw (44) i (45) stwierdzamy, ze napi¢cie stanowi sume
dwoch fal, prad zas réznice dwoéch fal, ktére rozchodza sie z jedna
i tg sama predkoscia, ale w kierunkach przeciwnych (predkosci
maja znaki przeciwne); fale sg tlumione odpowiednio do funkcji
wykladniczej e—at, ktéra jest funkcja malejaca.

Fale pradu sa podobne do odpowiednich fal napigcia; amplitudy
fal pragdu otrzymujemy z amplitud napigcia, mnozac je przez | / iN, co
stanowi odwrotno$¢ opornosci falowej linii w rozpatrywanym przy-
padku.

Obie fale, ktore mamy w powyzszych wzorach, nazywamy fa-
lami wedrownymi. Pierwsza z tych fal, wychodzaca ze zrédla, sta-
nowi falg gtowng; druga, biegnaca z ta samg predkoscia, ale w kie-
runku przeciwnym, stanowi fale wpadajacg do zrédta lub fale odbitg
na koncu linii.

§ 126

PRZYLACZANIE LINII NIEODKSZTALCAJACEJ DO OPORNOSCI
RZECZYWISTEJ

Fale wedrujace, natrafiajagc na przeszkody w postaci skupio-
nych opornosci, badz rzeczywistych, badz urojonych, podlegaja
czeSciowo odbiciu, czgsciowo zatamaniu.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy fala z linii nieodksztat-

cajacej o opornosci falowej Z =1/ u z )
V | 2, i

natrafia w odlegtosci / od poczatku linii | o"
na opornos¢ rzeczywista R (rys. 228). T RIT U

Wartos¢ chwilowa napigcia przej- H |
sciowego na tej oporno$ci wyrazi si¢ we- C—l
dhug wzoru (44) w sposéb nastepujacy: RYS- 228

«@=e",' T/1("-«/) +/ak+ al)l, (47)

a warto$¢ chwilowa natezenia pradu przeplywajacego przez opor-



no$¢ R wedlug wzoru (45) z uwzglednieniem wzoru (46) przybierze
postac

<2- -C- _(I—a)—/, (/4-aol- 48

Oznaczajac w skréceniu pierwsza fale jako fale gtownag przez (
drugg za$ jako fale odbitg przez /0, czyli zakladajac

e at 2]+ a"
bedziemy mieli ze wzoréw (47) i (48)

0 (49)
12 (50)
Ale u) = 2R,
wiec
R (
u) ¢ (51)

Przez zestawienie ostatniego wzoru ze wzorem (49), otrzymujemy

skad R_ 7
2+ Z (52)
Wyraz R -7

stanowi wspolczynnik odbicia fali glowne;.
Podstawiajac wartos¢ /0 ze wzoru (52) do wzoru (51), bedziemy
mieli

- Rz 1- 2R f A
w =zl 8 RVZig)~s+z 1 (54)
Wyraz
S (55)
P R+Z

stanowi wspotczynnik przejscia fali gldwne;j.
Ze wzoru (50), przy uwzglednieniu wzoru (52), otrzymamy

L= U, R = 9
4 Z\Ij R-VZ% )ﬂf‘— (56)



Z powyzszych wzoréw na ul oraz z2 mozemy otrzymaé wartosci
napigcia i natezenia pradu, gdy linia jest w stanie jalowym lub gdy
jest w stanie zwarcia. W pierwszym przypadku R = oo, wtedy

i2=0.
Ze wzoru (52) wynika, ze w tym przypadku

wskazuje to, ze fala odbita ma ten sam znak co i fala gtéwna, wo-
bec czego napigcie na opornosci wzrasta do podwojnej wartosci na-
piecia tz, ktore mamy u zrodta. Dla pradu za$ fala odbita otrzymuje
znak przeciwny, skutkiem czego prad zanika.

Na rys. 229 pokazany jest przebieg fal napigcia i pradu w przy-
padku, gdy nie uwzgledniamy tlumienia (a = 0). Polozenie | odpo-

Rys. 229

wiada chwili, gdy pierwotna fala gtéwna nie doszta jeszcze do konca
linii; w koncu zostaje odbita, przy czym dla napigcia z tym samym
znakiem, dla pradu ze znakiem przeciwnym. Potozenie 2 wskazuje
stan po tym odbiciu; napigcie si¢ podwaja, prad za$ zanika; stan



taki bedzie trwal, zanim fale nie dojda do poczatku linii; tu napigcie
powinno si¢ zrownac¢ z napigciem ux zrodla, wobec czego zachodzi
odbicie fali ze zmiang znaku zaréwno dla napigcia jak i dla pradu.
Potozenie 3 daje nam obraz, gdy w pewnej odlegtosci od zZrodia ujemne
napiecie zniwelowalo do wartosci poprzednie napigcie réwne i
oraz ujemny prad osiagnat swoja warto$¢. Po dojsciu takiego stanu
do konca linii zachodzi odbicie fali napigcia z tym samym znakiem,
czyli ujemnym, wobec czego napigcie spada do zera, fala za§ pradu
odbija si¢ ze znakiem przeciwnym, czyli dodatnim, co powoduje za-
nikanie pradu, otrzymujemy potozenie 4. Taki stan trwa, az fale dojda
do poczatku, wtedy rozpoczyna si¢ wszystko na nowo w takim sa-
mym porzadku.

Najkrotszy czas, czyli okres T, po uplywie ktorego nastgpuje
powtorzenie zjawiska, znajdziemy bioragc pod uwage, ze powtorzenie
zjawiska zachodzi po czterokrotnym przebiegu fali wzdluz calej
dtugosci linii I i ze predkos$¢ przebiegu fali wynosi a; oczywiscie

znaczy to, ze na diugosci linii mamy -L caltkowitej fali.

Gdy linia jest w stanie zwarcia R = 0, wowczas ze wzoru (54)
wynika, ze ul =0,

fala napigcia odbija si¢ w koncu ze znakiem przeciwnym.
Na podstawie wzoru (56), w tym przypadku,
a poniewaz f=u
a I
Z *
przeto i
2 ="M,
znaczy to, ze fala napigcia zostaje w miejscu zwarcia linii odbita
z tym samym znakiem.
Ciekawy przypadek zachodzi, gdy R = Z; wowczas, jak to wy-
nika ze wzoru (52). n
o — u;
to znaczy, ze nie zachodzi odbicie; cata fala gtowna przechodzi przez
opornos¢ R.



§ 127

PRZYELACZANIE LINII NIEODKSZTAECAJACEJ DO INNEJ
OPORNOSCI FALOWEJ

Rozpatrzymy obecnie przypadek, gdy do linii nieodksztalca-
jacej z opornoscig falowa Zx przylaczamy opornos¢ falowa Z) dru-
giej podobnej linii (rys. 230).

Zamieniajagc we wzorach poprzedniego paragrafu Z na Zr i R
na Z) otrzymamy wzory odpowiadajagce nowym warunkom. Ze
wzoru (53) otrzymujemy dla rozpatry-
wanego przypadku wspotczynnik odbicia )
fali w miejscu przylaczenia oporno-

sci Z2:
s = QF
M + Rys. 230
ze wzoru (55) za$ wspolczynnik przej$cia fali:
_ 2Z
S” Z’ + Zz‘

Fala odbita w pierwszej linii w miejscu przylaczenia Z2 wyrazi
si¢ wzorem P ,
0 = S0
napi¢cie za$ na opornosci bedzie
27
" Splg— 7 r.%z '

Tak samo znajdziemy prad z2, wchodzacy do opornosci Z2;
ze wzoru (56)

2 2
" z,+tz,u- zv+ 2z
ale . .
ui — Zyix,
wigc . 27i
4 = ZXNZ24°

W przypadku, gdy Zr = Z2, wspdlczynnik odbicia staje si¢
rowny zeru, czyli cala fala glowna przechodzi przez opornos¢ Z2.
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