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OD AUTORA

Ksigzka niniejsza powstata z wykladow dla stuchaczow
pierwszego roku wydziatu matematyczno-przyrodniczego Wolnej
Wszechnicy Polskiej w Warszawie i w Lodzi. Tym si¢ ttumaczy
zarowno wybor, jak i ukiad materiatu. Z uwagi na trudnosci,
Jakie zazwyczaj sprawia stuchaczom rozpoczynajgcym studia
stosowanie rachunku rozniczkowego i catkowego, w pierw-
szych rozdziatach rachunek ten wcale nie jest uzywany, w na-
stepnych zas wprowadzany stopniowo, przy czym wszelkie nieco
trudniejsze wywody matematyczne sq podane w oddzielnych
ustepach, wyodrebnionych od reszty tekstu innym drukiem,
a ktore czytelnik, nie wladajqcy rachunkiem wyzszym, moze bez
szkody dla zrozumienia dalszych rozdzialow tego tomu opuscic.
Terminologia zostata mozliwie uzgodniona z terminologiq kla-
sycznych juz dzisiaj w naszej literaturze naukowej podreczni-
kow Witkowskiego, Natansona i Frankego.
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WSTEP

1. UWAGI OGOLNE

Podstawa poznania §wiata zewngtrznego sg nasze wrazenia
zmystowe, ktorych zrédlo upatrujemy w przedmiotach, rozmie-
szczonych w otaczajgcej nas przestrzeni i w zjawiskach w niej
zachodzacych. Ta ,,obiektywizacja“ naszych subiektywnych wra-
Zeh nie jest rzecza ani prosta, ani tatwa. Zazwyczaj opiera si¢
ona nie na jednym oddzielnym wrazeniu, lecz na ich zespole, wy-
maga sprawdzenia przez wrazenia doznawane za posrednictwem
innych zmystéw, przez porownywanie z wrazeniami innych ludzi,
1 wreszcie, co najwazniejsze, przez prac¢ umystu, porzadkuja-
cego i scalajgcego oddzielne, rozproszone z natury rzeczy wra-
zenia. Na tej zmudnej drodze, ktérej badaniem zajmujg si¢ od-
powiednie dziaty filozofii i psychologii, powstajg nasze wyobra-
zenia $wiata zewnetrznego.

Tworzymy je sobie przede wszystkim w doswiadczeniach
zycia codziennego, poshugujac si¢ prostymi rozumowaniami, nie
ujetymi w zadne reguty metodyczne. Ten sposob post¢gpowania,
wrodzony kazdemu czlowiekowi, a ktory mozna by nazwa¢ bada-
niem przednaukowym, stanowi konieczng podwaling badania
naukowego, towarzyszy pierwszym probom poznawania otacza-
jacej nas rzeczywistosci, nie ogarnia jednak i ogarna¢ nie moze
calego bogactwa zjawisk wzrastajgcego w miarg coraz doktad-
niejszego zapoznawania si¢ ze Swiatem zewngetrznym.

2. ZADANIA 1 PODZIAL NAUKI

Dla zdania sobie z nich sprawy, dla uporzadkowania nagro-
madzonych juz wiadomosci, metody badania ,,codziennego“ nie
wystarczajg. Obraz $wiata, wytworzony na tej drodze, jest nie
tylko niezupehy, lecz czgsto skazony btednymi lub niedostatecz-

Wyklady fizyki, t. 1 1



nymi obserwacjami. A od ,,prawdziwosci® tego obrazu zaleza,
ze przytoczymy tu stowa Helmholtza, ostateczne wskazania co
do wyniku naszych czynéw w stosunku do §wiata zewngtrznego
oraz trafno$¢ wycigganych przez nas wnioskOw co do zmian,
jakich mozemy w nim oczekiwaé. Dazenie do poznania prawdy,
ktora nie tylko ma nam poméc w zaspokojeniu potrzeb utylitar-
nych, lecz rowniez i nade wszystko wskaza¢ miejsce, jakie zaj-
mujemy we wszech$§wiecie, jest wystarczajacym caltkowicie uza-
sadnieniem konieczno$ci drugiego etapu w poznawaniu $wiata
zewnetrznego — konieczno$ci badania naukowego.

Aby osiggna¢ swoj cel, musi nauka narzuci¢ sobie z gory
pewne ograniczenia. Zjawiska, z ktorymi zapoznaty nas doswiad-
czenia zycia codziennego, ukazujg si¢ nam tak wzajemnie spla-
tane, ze objecie ich w cato$ci wydaje si¢ prostym niepodobien-
stwem. Staje si¢ przeto niezbgdne mniej lub wigcej sztuczne wy-
odrebnienie badanego zjawiska spos$réd innych oraz poprzestanie
na badaniu go z pewnego tylko punktu widzenia.

Zaleznie od rodzaju badanego zjawiska i od wybranego
punktu widzenia rozrézniamy roézne dziedziny nauki, o swoistych,
czesto bardzo réznigcych si¢ metodach badania. Nie miejsce
tutaj na rozpatrywanie tego podzialu, wystarczy stwierdzié, ze
zachodzace w §wiecie zewngetrznym zjawiska mozemy badad,
albo zwracajgc gtownag uwage na to, co wyr6znia dane zjawisko
sposrod innych zjawisk, nieraz na pierwszy rzut oka bardzo do
niego podobnych, a wigc na to, co sprawia, ze kazde na ogoét zja-
wisko jest niepowtarzalne, albo tez, przeciwnie, wyszukujac
podobienstwa miedzy zjawiskami i starajac si¢ ustali¢ te cechy,
ktore w roznych zjawiskach sie powtarzaja. Te¢ druga metode
badania stosujg nauki przyrodnicze, do ktorych nalezy fizyka
i chemia.

Tych dwu dzialdéw nauk przyrodniczych nie mozna Scisle
rozgraniczyC. I jeden, i drugi postuguja si¢ zblizonymi, a ostat-
nio, przy badaniu bardzo obszernej grupy zjawisk, identycznymi
metodami; obydwa maja na celu zbadanie tych zjawisk, ktore
mogg zachodzi¢ zarbwno w $wiecie materii zorganizowanej, jak
i niezorganizowanej. Zjawiska charakteryzujace procesy zy-
ciowe, niespotykane w $wiecie przyrody martwej, nie sa, scisle
biorac, przedmiotem badan fizyko-chemicznych; stanowia one
dziedzine nauk biologicznych. Ten ostatni podziat jest, by¢ moze,
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chwilowy: nie jest rzecza wylaczona, ze dalszy rozwoj nauk przy-
rodniczych podda i zjawiska wylacznie biologiczne prawom fi-
zyki i chemii, jest jednak réwniez mozliwe, ze ustali ich catko-
witg samodzielnos¢. W kazdym badz razie dzisiaj te dwie dzie-
dziny zjawisk musimy rozwazac¢ odrebnie.

3. ZASADA PRZYCZYNOWOSCI

Naczelng zasada, na ktorej opiera sie fizyka, jest zasada
przyczynowosci, ktora podajemy tutaj w nast¢pujagcym sformu-
lowaniu :

W tych samych warunkach zachodzg te
same zjawiska. i

Scistego udowodnienia tej zasady poda¢ nie mozemy; jest
bowiem rzecza graniczaca z niemozliwoscig doktadne odtworze-
nie po raz drugi warunkow, w jakich zaszlo po raz pierwszy
dane zjawisko. Uzasadnienie jej widzimy w fakcie stwierdza-
nym dowolnie czesto przez codzienne doswiadczenie, ze im
wigksze jest podobienstwo warunkéw, w jakich dane zjawiska
zachodza, tym bardziej podobny jest przebieg samych zjawisk.
Dowodem posrednim, lecz nie mniej waznym, jest zgodnosé
z dos$wiadczeniem wnioskéw, ktoére formulujemy opierajac si¢
na zasadzie przyczynowosci. Odrzucajac jg, uniemozliwiliby$my
sobie jakiekolwiek, cho¢by przyblizone, przewidywanie zjawisk;
obraz Swiata zewnetrznego bylby dla nas zbiorem oddzielnych,
niczym ze sobg nie zwigzanych wrazen zmyslowych.

4. PRAWO FIZYCZNE

W przytoczonym powyzej sformutowaniu zasady przyczy-
nowosci pojecie tozsamosci warunkdéw i zwigzanej z tym tozsa-
mosci przebiegu zjawiska jest pozostawione bez blizszego okre-
$lenia. Rézne dzialy nauk przyrodniczych réznych na ogét co do
tego uzywajg kryteriow, zaleznie od mozliwego do osiggnigcia
stopnia S$cistosci. Najwigkszg S$cistos¢ osiggamy wtedy, gdy
zmiany zachodzace w warunkach jak rowniez w przebiegu sa-
mego zjawiska uda nam si¢ wyrazi¢ za pomocg liczby. Tak wta-
$nie postepuje fizyka, opisujac przebieg zjawiska i warunki,
w jakich ono zachodzi, przy pomocy poje¢ majacych cechy wiel-
kosci fizycznych, tzn. takich poje¢, ktore mozemy powigzad
przede wszystkim ze zmianami ilo$ciowymi.



Z punktu widzenia fizyki zbadanie zjawiska sprowadza si¢
do wykrycia i ustalenia wielkosci fizycznych, niezbednych i wy-
starczajacych do opisu wszystkich szczegotéow jego przebiegu,
do wyrazenia ich warto$ci odpowiednimi liczbami, otrzymanymi
jako wynik pomiaru, tzn. poréwnania z doktadnie oznaczonymi
warto$ciami wielko$ci tego samego rodzaju przyjetymi za jed-
nostke, 1 wreszcie do powigzania ich odpowiednim wzorem ma-
tematycznym. Ustalony na tej drodze zwigzek funkcjonalny mig-
dzy liczbowymi wartosciami wielkosci fizycznych stanowi
prawo fizyczne.

5. USTALENIE PRAW FIZYCZNYCH NA DRODZE DOSWIAD-
CZALNE]

W pewnych przypadkach zwigzek ten mozna wyprowadzi¢
bezposrednio z danych otrzymanych w doswiadczeniu. Wtedy
sposOb postepowania jest zazwyczaj nastepujacy. Spomiedzy
wielkosci charakteryzujacych dane zjawisko wybieramy dwie,
ktore oznaczamy np. przez 4 i B. Zmieniajac wartos$ci B i zacho-
wujgc mozliwie state wartosci wszystkich wielkosci pozostatych,
badamy, w jaki sposéb zmienia si¢ 4. Mierzac za kazdym razem
wartosci B, otrzymujemy szereg liczb blt b2l b3 ... bn; kazdej
z tych liczb odpowiada jedna z liczb szeregu atz, a? ... an, wy-
razajgcego wartosci, jakie przybiera 4 na skutek zmian war-
tosci B. Szukamy wtedy takiej funkcji a = fT(b)* ktéra by
po podstawieniu jednej ze zmierzonych wartosci B, np. bz, data
na A liczb¢ mato réznigcg si¢ (zaleznie od stopnia wymaganej
doktadnosci) od otrzymanej z pomiaru liczby ax.

Scisle biorac, wzor taki jest jedynie ujeciem w dogodny do
zapamigtania skrot wynikow pomiaréow. Aby stat si¢ czyms$ wig-
cej, pomiary, na ktérych sie opiera, musza czyni¢ zado$¢ pew-
nym warunkom.

Przede wszystkim musza by¢ dostatecznie geste,
tzn., ze réznice miedzy kolejnymi mierzonymi przez nas warto-
Sciami wielkosci B musza by¢ dostatecznie mate. Wtedy dopiero
mamy podstawe do przypuszczania, ze wzor stosowac si¢ begdzie
i do tych wartosci B, ktore nie byly bezposrednio mierzone,
a ktére zawarte sa w granicach wartosci mierzonych. Mozliwos¢

(gdzie /1 jest znakiem funkcji).



stosowania takiej interpolacji znakomicie zwigksza zna-
czenie danego wzoru, pozwala bowiem znalezé bez dodatko-
wego pomiaru warto$¢ 4 dla dowolnej warto$ci B, zawartej
mi¢dzy bl i bn.

Zalozmy, ze, jak to czgsto bywa, wynik pomiaréw przedsta-
wiamy graficznie. Odkladamy na osi poziomej Ox (osi odcigtych)
odcinki proporcjonalne do liczb 61, 62..., na osi pionowej Oy (osi rzg¢d-
nych) odcinki proporcjonalne do liczb ai, aa... (rys. 1). Szukamy funk-
cji a=/i(6), ktorej czynilyby zados¢ dowolne warto$ci b, zawarte
w granicach odcinka bi ba. To rownanie bedzid speilniala pewna
krzywa, lezaca w plaszczyznie Xy, taka, ze odleglos¢ a dowolnego
jej punktu od osi x bedzie zwigzana z odlegtoscia b od osi y wzo-

rem a=/i(6). Do wykreslenia tej krzywej pomiary daja nam
punkty ci, ca... es, przez ktére krzywa musi, oczywiscie, przechodzié.
Gdy punkty ¢ potaczymy odcinkami linii prostych, otrzymamy lini¢
tamang, o ktorej zaktadamy, ze w granicy, w miar¢ coraz wick-
szego zblizania si¢ wzajemnego punktow c, przechodzi w poszukiwang
krzywa. To zalozenie moze si¢ jednak okazaé catkowicie fatszywe,
gdy punkty ¢ sg od siebie odlegte. Tak np., gdy pominiemy pomiary
ba, bi, otrzymamy lini¢ tamang, ktorej granica bedzie zgota inna
krzywa. Pomiary zatem bi, b3, ba nie sa dostatecznie geste, aby oparta
na nich zalezno§¢ migdzy a i b mozna bylo interpolowac.

Gdy obszar pomiaru, tzn. réznica skrajnych wartosci blt bn,
jest dostatecznie wielki i gdy stopien przyblizenia, jaki otrzy-
mujemy, porobwnywajac wartosci obliczone ze wzoru, z wynikiem



pomiarow, jest prawie ten sam dla wartosci poczatkowych blt
co i dla wartosci koncowych bn, mozemy wzér ekstrapolo-
w a ¢, tzn. stosowaé go do takich wartosci b, ktore leza poza
granicami liczb, otrzymanych w do$wiadczeniu.

Na ogoét jednak zardéwno interpolacja, jak i ekstrapolacja
nalezy postugiwaé si¢ bardzo ostroznie. Jak bowiem widzie-
liSmy, warunki, w jakich mozna je stosowaé, nie poddaja si¢
$cistemu oznaczeniu.

Przykfadem moze tu by¢ wyznaczanie zaleznosci gestosci wody
od temperatury. Zatézmy, ze pomiary wykonywamy co 10°: w tem-
peraturze 0° otrzymujemy liczbe 0,9998676; w temperaturze 10° —
0,9997271, w temperaturze 20° — 0,9982303 itd. Na tej podstawie
twierdzimy, ze funkcja d=/(¢) maleje ze wzrostem temperatury;
twierdzenie to jednak jest, jak wiemy, catkowicie niestuszne, o ile
idzie o temperatury zawarte w granicach od 0° do 4°, w tych bo-
wiem granicach d wzrasta ze wzrostem temperatury. Pomiary nie
byly dostatecznie ggste, aby mozna je bylo interpolowac. Podobnie,
gdyby$my dane otrzymane z pomiardow w granicach od 0° do 4°
chcieli ekstrapolowaé, otrzymaliby$my liczby znacznie r6znigce si¢
od wynikow pomiaréw; obszar pomiarow byl zbyt maty.

Po ustaleniu zwiazku, jaki zachodzi miedzy zmianami wiel-
kosci B i A, mozna wyznaczy¢ w analogiczny sposob zalezno$¢
migdzy A4 i1 inng wielkoScig C, charakteryzujaca dane zjawisko,
a ktorej warto$¢ podczas poprzednich pomiarow byla stala.
Otrzymamy wzor a= /2(c)- (Tym razem B i pozostale wielko-
$ci mialy warto$¢ niezmienng). Postepujac tak dalej otrzymamy
a=/3(d), a=/4(e) itp., i po zlaczeniu wszystkich tych wzo-

row w jeden a=/(6,c d e..).

O ile dalsze pomiary wykaza, ze istotnie po podstawieniu
do powyzszego wzoru dowolnych warto$ci B, C, D... obliczone
wartos$ci 4 tym mniej r6zni¢ si¢ beda od wartosci wyznaczonych
w doswiadczeniu, im dalej posunigta bedzie doktadno$¢ pomiaru,
bedzie mozna uwazaé wzor powyzszy za wyraz prawa fizycznego.

Taka jednak wylacznie empiryczna droga w nielicznych za-
ledwie przypadkach prowadzi do pozadanego celu; zazwyczaj
wtedy tylko, gdy zwigzek miedzy badanymi wielkosciami mozna
ujaé w proste wzory matematyczne, jak np. w prawie Boyle’a—
Mariotte’a lub Gay—Lussac’a. W przypadkach bardziej zlozo-
nych na przeszkodzie stangé¢ moze, mig¢dzy innymi, trudno$c¢



w znalezieniu odpowiedniej funkcji dla wyrazenia wynikow po-
miarow.
Tej trudnosci nie zdotal np. przezwyciezy¢ Ptolomeusz (70—147),
ktorego zadziwiajgco dokladne pomiary zatamania $wiatta w wodzie
i szkle dawaly, jak na to zwrdcit uwage Bouasse, dostateczna pod-
stawe do sformulowania prawa wstaw, odkrytego, jak wiadomo, do-
piero przez Snelliusa (1591—1626). Z podanych przez Ptolemeusza
w jego ,,Optyce“ wartosci katow padania i zalamania mozemy dzi§
bez trudu wyprowadzi¢ statos¢ stosunku wstaw kata padania i kata
zalamania, r6*ng przecigtnie, z niewielkimi odchyleniami w poszcze-
gblnych pomiarach, dla wody: 1,38, dla szkta: 1,48, a wigc bliska
tym warto$ciom, jakie wedlug pomiaréw wspodtczesnych posiadaja
spotczynniki zatamania z6ttej linii sodu (linia 72>) : dla wody — 1,330,
dla szkta (lekki crown) — 1,501.

6. WZORY EMPIRYCZNE

Wtedy zazwyczaj poprzestaje si¢ na wzorach przyblizonych,
ktorych uzyteczno$¢ jest na ogoél dos¢ ograniczona. Wzory te,
o ktérych z géry wiadomo, ze nie wyrazajg istotnego zwigzku
miedzy badanymi wielkosciami, noszg czgsto nazw¢ wzorow
empirycznych.

Takim wzorem empirycznym jest wzor i=nr (i — kat padania,

T — kat zalamania, n — spélczynnik zatamania), ktérym poshugi-
wal si¢ jeszcze Kepler (1571—1630) przy badaniu zjawisk zatamania
swiatta. Dla katéw ! niewielkich stosunek Z do r pozostaje mniej wie-
cej staly, w miar¢ jednak wzrastania kata ¢ stosunek ten stale wzra-
sta. Przy podstawieniu zatem do wzoru warto$ci n wyznaczonej z po-
miardw przy malych katach padania, otrzymujemy dla wigkszych
katéw wartosci kata zatamania znacznie roéznigce si¢ od znalezionych
doswiadczalnie. Wzér t=nr nie moze wigc by¢ ekstrapolowany.

Nazwe wzorow empirycznych nadajemy czgsto rOwniez wzo-
rom dotyczacym przypadkow, gdy badana wielko$¢ 4 zalezy nie
tylko od wielkosci B, C, D..., lecz i od czynnikéw, ktorych nie
umiemy wyrazi¢ przy pomocy wielkosci fizycznych.

Tak np., gdyby z przytoczonych wyzej pomiaréw gestosci wody

w roéznych temperaturach udato si¢ nam ustali¢ z wymagang doktad-

no$cig ksztatt funkcji d=/(t), funkcja ta bylaby wzorem empi-

rycznym, wyrazataby bowiem zalezno$¢ nie miedzy gestoscia w ogole

i temperaturg, lecz migdzy gestosciag pewnego ciala (wody) i tempe-

raturg. Pomiary, wykonane z inng ciecza (np. rtgcig), doprowadzi-

lyby do zgota innej funkcji, zalezno$¢ bowiem gestosci od temperatury
jest rozna dla roznych rodzajow cial. A tej rdéznicy nie umiemy
wyznaczy¢ w taki sposob, w jaki wyznaczamy zaleznos$¢ od temperatury.



7. TEORIE FIZYCZNE

Nakres$lony wyzej pokrotce sposob badania stanowi pospoli-
cie pierwsza, poczatkowa jego faze. Pozwala on w pewnych pro-
stych przypadkach wyznaczy¢ doktadnie zalezno$¢ migdzy wiel-
kosciami, charakteryzujgcymi dane zjawisko, w innych bardziej
ztozonych prowadzi do przyblizonych lub utamkowych wyzna-
czen tej zaleznosci, na ogot za$ Scislej, nizby tego mogta dokonaé
powierzchowna obserwacja, ustala warunki, w jakich dane zja-
wisko moze zachodzi€.

Dopiero rozporzadzajac takim materialem, mozna porow-
nywac ze sobag grupy zjawisk, wykrywac ich cechy wspoélne i pro-
bowa¢ na tej podstawie szukania praw ogolniejszych.

Wz6r tego rodzaju metody postepowania daje mechanika, ter-
modynamika, teoria zjawisk elektrycznych i magnetycznych Max-
wella i Hertza, teoria wzglednosci.

Mozna réwniez probowac znalezé prawa rzadzace zjawi-
skami zlozonymi, a wigc nastreczajacymi wieksze trudnosci przy
badaniu, zaktadajac, ze sa one widomym przejawem zespotu bar-
dzo wielu odpowiednio dobranych zjawisk prostszych, ktérych
nie mozemy bezposrednio obserwowaé. Zalozenia co do prze-
biegu tych zjawisk i praw, jakim podlegaja, powinny wtedy
by¢ tak dobrane, aby odtwarzaly przebieg zjawiska bezposred-
nio przez nas obserwowanego.

Taki charakter ma tzw. atomistyczny sposob ujmowania
zjawisk, ktory i dzi§ jeszcze czesto przeciwstawiany jest pierwszej
metodzie postgpowania, nazywanej zazwyczaj fenomenolo-
giczna, tzn. takg, w ktérej do praw ogdlniejszych dochodzimy wy-
facznie na podstawie danych dostarczonych przez dos$wiadczenie.
W rzeczywistosci jednak roznica tych dwu metod jest mniejsza, nizby
si¢ mogto wydawa¢, i w miar¢ rozwoju teorii atomistycznych zmniej-
sza si¢ coraz bardzie;j.

Dalszy jednak sposob postgpowania jest w obydwu przypad-
kach taki sam. Zaréwno prawa ogdlne wyrazajace wspdlne ce-
chy badanej grupy zjawisk, jak i zalozenia dotyczace prostych
zjawisk, do ktérych chcemy sprowadzi¢ badane zjawiska, sa
punktem wyjscia teorii fizycznych, stanowigcych dedukcyjne ich
rozwini¢cie i zastosowanie do przypadkéw szczegdlnych. Rola
do$wiadczenia ulega wtedy pewnej zmianie: staje si¢ ono raczej
sprawdzianem prawidtowos$ci wnioskowania oraz stuszno$ci po-



czynionych zalozen. Im lepsza okazuje si¢ zgodnos¢ wywodow
teoretycznych z doswiadczeniem, im wigksza dziedzing zjawisk
mozemy podporzadkowaé¢ danej teorii, tym wicksze staje sig
prawdopodobienstwo stusznosci czy to uogoélnionych praw, ktore
wtedy przybieraja charakter zasad, czy tez poczynionych za-
tozen. Jezeli jednak nowe do$wiadczenia doprowadzaja do wy-
nikoéw nie mieszczacych si¢ w ramach dawnej teorii, wtedy na-
stepuje albo odrzucenie zalozen, na ktoérych opierata si¢ dawna
teoria, albo tez takie ich przeksztalcenie, ktore by niezgodno$¢
usungto. Nowa teoria, z natury rzeczy, jest od poprzedniej ogol-
niejsza; wigksza bowiem niz poprzednio dziedzina zjawisk pod-
lega wnioskom wyprowadzonym z nowych zasad lub zatozen, le-
zacych u jej podstawy.

Laczac w ten sposob coraz to wigksze grupy zjawisk fizyka,
krok za krokiem, dazy do idealnego i, by¢ moze, nieosiggalnego
celu wyprowadzenia wszystkich zasad z jednej tylko zasady ogol-
nej, stworzenia jednej teorii fizycznej, w ktorej ramach mie-
Scityby sie wszystkie zjawiska fizyczne §wiata zewnetrznego.

Tak np. odkrycie roéwnowaznosci ciepta i pracy, obalajac teorig
cieplika, pozwolilo uwaza¢ cieplo za jeden z rodzajow energii i za-
stapi¢ dwie niezalezne zasady: zasad¢ zachowania energii mecha-
nicznej i1 zasad¢ zachowania cieplika — jedna — zasada zachowania
energii. Teoria wzglednosci, przypisujac energii mase¢, prowadzi do
dalszego jeszcze uogodlnienia, taczac w jedna dwie na roznych zupehie
drogach ustalone zasady: zachowania energii i zachowania masy.

8. UKLADY JEDNOSTEK. ROWNANIE WYMIAROW
Liczby a, b, ¢, d... zwiazane wzorem
a=/ (b, ¢ d,..)
otrzymujemy, jak o tym byla wyzej mowa, z pomiaréw, tzn.
z porOwnania wartosci, jaka w danym przypadku posiadajg wiel-
kosci A, B, C, D..., z pewnymi odpowiadajagcymi $ci§le oznaczo-
nym warunkom warto$ciami tych samych wielkosci, warto-
Sciami, ktore przyjmujemy za jednostki. Przy zmianie jednostek
ksztatt funkcji / (b, ¢, d...) pozostanie taki sam, jak poprzednio,
prawo bowiem fizyczne, ktérego wyrazem jest dana funkcja,
nie moze zaleze¢ od dowolnego wyboru jednostek. Zmienig sie,
rzecz prosta, liczby a, b, ¢, d... i, co za tym idzie, i spolczynniki
liczbowe przy wyrazach zawierajacych te wielkosci, oraz war-
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to§¢ wyrazéow statych, gdyz prawa strona wzoru bedzie musiata
by¢ zawsze réwna stronie lewe;j.

Tak np. z prawa Ohma wiemy, ze zmieniajgc opér przewodnika
1 roznicg potencjaldéw na jego koncach, otrzymujemy na wartos$ci na-
tezenia pradu liczby, ktoérych stosunek do ilorazu liczb, wyrazajacych
odpowiednie warto$ci roznicy potencjatéw i oporu, jest staly. Zwia-
zek zatem migdzy tymi wielkosciami mozemy uja¢ w posta¢ naste-
pujaca:

S A A O i
r,— F

gdzie ¢ oznacza liczby, otrzymane z pordwnania danych w dos$wiad-
czeniu warto$ci natezenia pragdu z pewnym nat¢zeniem, przyjetym za
jednostke, Vi, Va oraz r — liczby wyrazajace odpowiednie wartos$ci
roznicy potencjalu i oporu. Przypusé¢my, ze przy wybranych w pe-
wien sposob jednostkach tych trzech wielkoséci otrzymaliSmy liczby
takie, ktore wartos¢ x ustality jako réwnag 100. (Tzn., Zze stosunek
liczby, wyrazajacej warto$¢ nat¢zenia pradu do ilorazu liczb Vi—Va
ir, jest stale rowny 100). Jezeli teraz jednostke natezenia pradu
zwigkszymy dziesigciokrotnie, kazda z liczb szeregu, zawierajacego
wyniki pomiaréw natezenia pradu, bedzie dziesi¢gé razy mniejsza, wo-

bec czego 1 warto$¢ stosunku i do ? zmniejszy si¢ dziesigciokrot-

nie pozostajac jednak i w tym przypadku statg dla wszystkich war-
tosci natezenia pradu.

Jezeli jednak odwrotnie nadamy tym spotczynnikom pewne
wartosci stale, wtedy wybor przynajmniej jednej z jednostek
bedzie uwarunkowany przez wybor jednostek pozostatych.

Tak np. nadajac we wzorze wyrazajagcym prawo Ohma, spot-
czynnikowi x warto$¢ statg, rowna, przypusémy, 10, uzalezniamy jed-
nostk¢ natezenia pradu od jednostek roznicy potencjalu i oporu.
Istotnie, gdy warto$¢ roéznicy potencjalu zmierzong w dowolnych
jednostkach, wyrazimy liczba 1, i gdy warto$¢ oporu przewodnika,
z ktorym wykonywamy doswiadczenie, tez przyjmiemy za rdéwng
jednostce, otrzymana warto$¢ natg¢zenia pradu bedzie musiala byé
rowna 10. Aby taka warto$¢ istotnie otrzymaé z pomiaréw, musimy
za jednostke natgzenia pradu wzigé warto$¢ natezenia dziesigé razy
mniejszg od tej, jakg otrzymujemy przy wartosciach roznicy poten-
cjatu i oporu, rownych jednostce.

Na tej drodze mozemy powigza¢ ze sobg jednostki réznych
wielko$ci w ten sposob, aby wybor niewielkiej ilosci jednostek —
jednostek wielkosci podstawowych lub jedno-
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stek podstawowych — wyznaczat jednoznacznie jedno-
stki wszystkich innych wielkosci — jednostki wielko-
$ci pochodnych lub jednostki pochodne. Wybér,
a nawet, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, i liczba wiel-
kosci, ktorych jednostki przyjmujemy za podstawowe, sa cal-
kowicie dowolne. W praktyce jednak za jednostki podstawowe
wybiera si¢ takie, ktore mozna najtatwiej odtworzy¢ i ktore
w mozliwie prosty sposoéb pozwalaja wykonywaé pomiary wiel-
kosci pochodnych. Tym warunkom w mechanice odpowiada naj-
lepiej uktad, w ktérym jednostkami podstawowymi sg jednostki
dlugosci, czasu i masy. Uklad ten, zazwyczaj nazywany bez-
wzglednym, stuzy¢é moze réwniez do okreslenia jednostek
wielkosci niemechanicznych, w przewazajacej bowiem ilosci
przypadkéw pomiar wielkosci fizycznych sprowadza si¢ do po-
miaru pewnych wielko$ci mechanicznych. Wtedy jednak czesto
uzupehia si¢ podane wyzej jednostki podstawowe dwiema in-
nymi: stopniem temperatury, gdy idzie o zjawiska cieplne,
i jednostka jakiej$ wielkosci elektrycznej lub magnetycznej, gdy
chodzi o zjawiska elektromagnetyczne.

Uktad bezwzgledny nie jest jedynym uktadem jednostek, uzy-
wanym w fizyce. Czasami warunki pomiaru sg tego rodzaju, ze jest
rzecza wygodniejsza zastapi¢ jednostk¢ pochodng inng warto$cia da-
nej wielkosci, ktoéra wtedy, rzecz prosta, staje si¢ podstawowa. Tak
np. w mechanice obok pochodnej jednostki sity, wyznaczonej przez
jednostki dtugosci, czasu i masy, spotykamy si¢ z tzw. jednostka cieg-
zarowa, okreslona jako cigzar pewnego ciala w oznaczonym miej-
scu na ziemi, a wi¢c niezalezng catkowicie od wyzej podanych jedno-
stek podstawowych. Stosunek tej nowej jednostki do pochodnej jed-
nostki tej samej wielkosci wyznaczany jest na drodze doswiadczalne;j,
moze przeto w miar¢ wzrostu Scistosci pomiarow ulega¢ zmianie. Po-
dobnie w elektrycznosci obok pochodnych jednostek natgzenia pradu
i oporu uzywane sa tzw. miedzynarodowe: amper i om, kto-
rych stosunek do jednostek pochodnych bezwzglgdnych noszacych te
same nazwy jest bardzo bliski jednosci.

Te nowe jednostki podstawowe tworzg w zwigzku z innymi nowe
uklady jednostek. W pierwszym przypadku jest to uklad oparty na
jednostkach dhugosci, czasu i sity, w drugim na jednostkach dtugosci,
czasu, natgzenia pradu i oporu. We wszystkich jednak ukladach za-
chowane sg, jako jednostki podstawowe, jednostki dilugosci i czasu.

Wzory, stuzace do wyznaczenia zwiagzku miedzy jednostkami
pochodnymi i podstawowymi, zazwyczaj sprowadzaja si¢ do jed-
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nego wyrazu. W najprostszym wiec przypadku, gdy dana wiel-
ko$¢ pochodna A zwigzana jest bezposrednio z wielko$ciami pod-
stawowymi, do okre$lenia jednostki stuzy¢ bedzie wzor

a=x.I"m?
gdzie [, m, ¢ oznaczaja wartosci dlugosci, masy i czasu, odpowia-
dajace danej wartosci a, xk — jest spotczynnikiem statym, «, f, 4
liczbami, ktore rownie dobrze mogg by¢ catkowitymi, jak i utam-
kowymi, dodatnimi, jak i ujemnymi.

Gdy zatozymy, ze fc=1, wtedy jednostkg wielkosci 4 jest
ta jej wartos¢, ktorej odpowiadaja jednostkowe wartosci dlugo-
$ci, masy i czasU.

Jezeli jednostke dtugosci zmienimy, np. zwigkszymy  razy,
wynik pomiaréow tej samej dlugosci, co poprzednio, wyrazi si¢
liczbg It =  Podstawiajac ja do wzoru, otrzymamy inng liczbe

ni
na te samg wartos¢ 4
a —I'mfil=(—
I \rej
1 stad n‘a,=Imptl = a

Gdy teraz Z, m, ¢ bedg réwne jednostce, ar bedzie rowne —;

n
nowa wiec jednostka wielkosci 4, otrzymana przy zwigkszeniu

razy jednostki dlugosci, jest ri\ razy wigksza od poprzedniej.
Analogicznie znajdziemy, ze przy zwigkszeniu nl razy jed-
nostki masy i n3 razy jednostki czasu jednostka A4 zwigkszy si¢
odpowiednio n, i -1l razy.
Oznaczmy dawne jednostki dtugosci, masy, czasu i wielko-
sci A symbolicznie przez L, M, Ti [A], nowe za$ przez Lb My
Tx i [A]t. Wobec tego, ze

Mozemy przeto zaleznos$¢ jednostki A od jednostek podsta-
wowych wyrazi¢ symbolicznym wzorem, nazywanym rowna-
niem wymiaru lub wymiarem wielkosci 4.
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] =131 (2)
Gdy jednostke pochodnej wielkosci C wyznaczamy ze wzoru,
ustalajacego jej zwiazek z wielkoSciami réwniez pochodnymi
A i B, ktorych rownania wymiardw znamy, wtedy, rozumujac
w ten sam sposob, co poprzednio, dochodzimy do wzordw typu
[C] = [Ald (SI\
z ktérych po podstawieniu wymiaréw

1] = LaM" T1 1 [5] = ZI MXx T,
otrzymujemy réwnanie wymiaru wielkosci C

— ~enrait 8 <p7+YS

Z rozwazan powyzszych wynika, ze kazdy wzoér fizyczny
musi by¢ jednorodny, tzn. ze wszystkie jego wyrazy po
podstawieniu do nich zamiast liczb wymiarow odpowiednich
wielko$ci muszg mie¢ ten sam wymiar. Gdyby bowiem tak nie
byto, przy zmianie jednostek podstawowych prawa strona wzoru
przestalaby by¢ rowna lewe;.

Pojecie wymiaru wprowadzit do fizyki J. Fourier (1768—1829)
w swej ,,Teorii analitycznej ciepta®, wydanej w 1822 r.

9. JEDNOSTKA DLUGOSCI

Wybor jednostki dlugosci na pozor trudnosci nie nastrgcza.
W $wiecie nas otaczajgcym spotykamy czesto ciata, ktorych roz-
miary liniowe pozostajg zawsze w tym samym mniej wigcej sto-
sunku, co nas doprowadza do wniosku, Ze sg one na ogoél nie-
zmienne. MoglibySmy przeto dlugo$¢ jakiegokolwiek z tych
cial statych, ktéoremu dla dogodnosci pomiaru nadaliby$my
ksztalt np. preta lub sztaby, wziaé za jednostke dtugosci. Otrzy-
maliby$my tym sposobem wzorzec jednostki dtugosci, ktory,
oczywiscie, mozna odtworzy¢ w dowolnej ilosci kopii. Dla po-
miaré6w niezbyt doktadnych wzorzec taki bylby nieraz wystar-
czajacy. Trudnosci rozpoczynajg si¢ dopiero wtedy, gdy prze-
chodzimy do pomiaréow Scislejszych. Doswiadczenie przekonywa
nas, ze nawet najstaranniej wykonane kopie wzorca przestajg
przy zmianie warunkow, w jakich si¢ znajduja, mie¢ t¢ samg
dtugosé, co wzorzec. Jezeli jedng z nich np. ogrzejemy, stanie si¢
ona zazwyczaj nieco dluzsza od tej, ktora ogrzewana nie byla.
Podobnie, jezeli jedna z nich. poddamy wigkszemu ci$nieniu,
stwierdzimy zndw przez porOwnanie z wzorcem zmian¢ stosun-
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koéw ich dlugo$ci. Wzorzec wige jednostkowy (czy tez jego kopia)
posiada oznaczong wartos¢ jedynie w oznaczonych warunkach.
Za kazdym przeto razem, gdy uzywamy go do pomiaréw, mu-
simy dokladnie odtwarza¢ jednakowe warunki. Jak o tym byla
wyzej mowa (ust. 3), jest to niemozliwe. WyjsScie moze by¢
dwojakie: albo odrzuci¢ tego rodzaju jednostki i uciec si¢
do tzw. jednostek nmaturalnych, to znaczy za jednostke
przyjac jakas dhugos¢, nie przez nas mniej lub wigcej sztucznie
skonstruowana, lecz dang nam bezposrednio w $wiecie nas ota-
czajacym i przy tym taka, o ktorej mamy dostateczne podstawy
mniemac, ze posiada w warunkach do§wiadczenia wartos¢ stata;
albo tez, korzystajac z faktu, stwierdzonego do$wiadczalnie, ze
nie wszystkie ciala w jednakowym stopniu zmieniaja swe roz-
miary liniowe przy zmianie czynnikow zewnetrznych, zbudowac
wzorzec z takiego ciala, w ktorym by zmiany te byly najmniej-
sze, a wigc ktorego dlugo$¢ przy niecatkowicie dokladnym od-
tworzeniu warunkow pierwotnych ulegalaby stosunkowo matej
zmianie.

Proby wprowadzenia naturalnych jednostek dlugosci siggaja
czasOw stosunkowo bardzo dawnych. Im, niewatpliwie, zawdzigczamy
takie nazwy jednostek, jak: tokie¢, sgzen, mila rzymska (mille pas-
suum) itp. Warto$¢ jednak tych jednostek, zwigzanych z wymia-
rami ciata ludzkiego, zbyt byta zmienna, aby mogla stuzy¢ jako pod-
stawa pomiaré6w. Totez z biegiem czasu nazwy te zaczgly oznaczaé

jednostki wzorcowe o dlugosciach, rownych przecigtnym warto§ciom
odpowiednich jednostek naturalnych.

Z naukowg proba dania naturalnej jednostki spotykamy
si¢, o ile pominiemy wcze$niejszy projekt Huygensa (1673 r.)
oparty jednak na innych zgota zalozeniach, dopiero w koncu
XVIII wieku, gdy za jednostke dlugosci postanowiono wzigé
4U.UUU.UUU_CZ¢éé dhugosci potudnika paryskiego. Jednostke te
nazwano metrem.

Gdyby ziemia byta kulg, pomiar dlugosci potudnika, tj. linii
krzywej otrzymanej z przecigcia powierzchni ziemi plaszczyzna, prze-
chodzaca przez o$ ziemi i kierunek pionowy w danym miejscu ziemi,
bylby rzeczg stosunkowo tatwg. Wystarczyloby zmierzy¢é przy po-
mocy dowolnej jednostki na powierzchni ziemi odleglos¢ dwu punktow,
lezacych na tym samym potudniku, i wyznaczy¢ roznicg ich szerokosci
geograficznych. Ziemia jednak, jak wiemy, kulag nie jest. Dhugosé
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tuku odpowiadajacego 1° rdznicy szerokoSci geograficznej nie jest
jednakowa we wszystkich punktach poludnika; na ogét wzrasta od
rownika do biegundéw. Wyznaczenie przeto dlugosci poludnika wy-
maga wielu pomiaréw w roznych punktach globu ziemskiego. Przy
tym potudniki, przechodzace przez roézne punkty ziemi, sg réznej dhu-
gosci; stad konieczno$¢ oznaczenia, ktorego potudnika dhugos$é przyj-
mujemy za podstawe.

Pomyst podziatu ¢wierci potudnika na 10 000 000 czgéci miat
swe zrodlo w probie wprowadzenia i do pomiaréw kata ukladu dzie-
sigtnego. Kat prosty miat by¢ dzielony nie na 90, lecz na 100 czesci,
nazywanych tak, jak i poprzednie, stopniami. (W terminologii fran-
cuskiej  czg$¢ kata prostego oznaczana jest nazwa degré, cze$¢ —

grade). Stopien dzieli si¢ na 100 minut, minuta na 100 sekund. Kat

prosty zawieratby zatem 100XIO0XIO0 sek. = 1000 000 sekund.

Dhugosci tuku 1000 metréw na powierzchni ziemi odpowiada kat

srodkowy 100 sekund = 1 minucie. Taki podzial kata nie znalazt

jednak powszechnego zastosowania.

Tej jednostce dtugosci miata by¢ réwna w temperaturze 0°
dhugos¢ wzorcowej sztaby platynowej o przekroju kwadratowym.
Pomiary jednak geodezyjne, wykonywane w wieku XIX z co-
raz to wicksza doktadnos$cia, przekonaty, ze ten metr wzorcowy,
tzw. metr archiwalny (métre des archives), rézni si¢ nieco od
dziesigciomilionowej czgéci ¢wierci poludnika.

Wedlug Bessela (1837 r.) dlugos$¢ ta wynosi 10 000 866 m, we-
dlug pomiaréw nowszych jest o mniej wigcej 1000 m wigksza od obli-
czonej przez Bessela.

Z dwu mozliwych rozwigzan — wprowadzenia odpowiednich
poprawek do wszystkich pomiarow dlugosci, wykonanych przy
pomocy metra archiwalnego lub jego kopii, albo tez przyjecia
dtugosci tego metra za obowigzujaca jednostke — wybrano ze
wzgledéw praktycznych drugie, zastepujac jednak wzorzec po-
przednio uzywany innym, mniej niz poprzedni zaleznym od przy-
padkowych naglych zmian warunkéw zewnetrznych.

Nowy ten wzorzec jest wykonany ze stopu platyny (90%)
i irydu (10%), wobec czego spotczynnik jego rozszerzalnosci,
a co za tym idzie, zalezno$¢ jego dtugosci od niewielkich zmian
temperatury jest nieco mniejsza, niz metra archiwalnego.

Dlugos¢ sztaby platynowej zmienia si¢ (w granicach od 0° do

85°) wedlug wzoru /t=1I (1 + 8,901.10-6 ¢4- 1,21.10-8 Z1), gdzie
t — stopnie skali gazowej; zmiany dlugosci sztaby, wykonanej ze
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stopu platyny z irydem, o skladzie wyzej podanym, wyraza wzor

It=1"n (1 +8,651.10-e £ + 1,00.10—9 <*).

Przekroj jego nie jest kwadratowy, lecz przypomina ksztat-
tem litere H (rys. 2). Na powierzchni ab dwie kreski, umie-

szczone w pewnej odle-
glosci od koncow wzor-
ca, ograniczaja dtugose,
rowng prawie doktadnie
dlugosci metra archi-
walnego (r6znica nie
przekracza 10-7 metra).
Sztaba wzorcowa jest
przeto nieco od metra
dhuzsza. W ten sposob
unika si¢ btedu, jaki
mogtby powsta¢ wsku-
tek nieuniknionego $cie-
rania si¢ koncow szta-
by przy poréwnywaniu
wzorca z kopiami. Po-
wierzchnia ab tworzy
tzw. warstwe obo-
jetna sztaby wzorco-
wej. Nazwe te dajemy
warstwie, ktora prze-
chodzi przez $rodek cigz-
ko$ci sztaby i ktérej dhu-
go$¢ przy zginaniu sie

preta pod dzialaniem jego wlasnego ciezaru ani si¢ nie zwigksza,
jak warstw dolnych, w przypadku przedstawionym na rys. 3.

rys.

3

gdzie zreszta odksztatcenie dla jasnosci rysunku jest ogromnie
powickszone, ani si¢ nie zmniejsza, jak warstw goérnych, lecz
pozostaje niezmienna (por. ust. 5 rozdz. V).
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Wzorzec ten nazwany metrem miedzynarodo-
wym zostat przyjety za urzedowa jednostke dlugosci przez
znaczng liczbe panstw, migdzy innymi i Polske, z ktorych kazde
posiada doktadng jego kopie, periodycznie poréwnywang ze
wzorcami roboczymi, przechowywanymi, podobnie jak i wzorzec
podstawowy, tzw. prototyp, w Migdzynarodowym Biurze Wag
i Miar (Bureau International des Poids et Mesures), mieszcza-
cym si¢ w Sevres pod Paryzem.

Obecnie wigc nazywamy metrem odlegtos¢, w temperaturze
topniejacego lodu, osi dwu kresek wyrytych na prototypie. Wie-
lokrotnosci metra oznaczamy, dodajac liczebniki greckie,
utamki — az do pewnej granicy — dodajac liczebniki tacinskie.
Mamy wigc

I miriametr (mrm)=10 000 m = 104m

I kilometr (km)=1 000 m = 10s m

I hektometr (hm)= 100 m = 108m

I dekametr (dm)=10 m= 10' m

I metr (m)=1 m= 10°m

| decymetr (dcm)=0,1 m = 10-1m

I centymetr (cm)=0,01 m = 10~] m

I milimetr (mm)=0,001 m=10 m= 10-1 cm

1 mikron (u) = 0,000 001 m=10 im=10 4 cm

I milimikron “uy lub mn) = 0,000 000 001 m =10 ") m —

= 107 cm

1 angstrom (JI) = 0,000 000 000 | m = 10-lom = 10-8 cm

W fizyce za jednostke dlugosci bierzemy zazwyczaj 1 cm.

Uniezaleznienie jednostki dlugosci od jednostek naturalnych
posiada jednak pewne zte strony. Nie mozemy bowiem by¢ pewni,
czy na dtugo$¢ wzorcoéw metrowych nie maja wptywu i nieprze-
widziane przez nas przy okres§laniu dtugo$ci metra czynniki ze-
wnetrzne.

Ze takie przypuszczenia nie s3 zupelnie bezpodstawne, dowiodto
poréwnanie ~w 1919 r. wzorcéw narodowych ze wzorcami roboczymi
Miedzynarodowego Biura Wag i Miar. Okazalo si¢ wtedy, ze dlugosci
tych wzorcow zmienity si¢ w stosunku, ktéry kaze przypuszczac¢ po-
wstanie pewnego wydluzenia wzorcéw roboczych w granicach od 0,31
do 0,51. Przyczyna tego wydtuzenia nie jest dotychczas wyjasniona.
Wedtug Guillaume’a bylo nig, by¢ moze, czgste czyszczenie wzorcoOw
roboczych.

Wyklady fizyki, t. I 2
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Waznga jest przeto rzecza zwigzanie tej dowolnej, w gruncie
rzeczy, jednostki z jednostka, ktorej niezmiennos¢ w warunkach
doswiadczen ziemskich bylaby mniej podlegta watpliwosciom.
Taka jednostka jest, jak na to zwrocil uwage Maxwell, dtugosé
fali linii widmowej, wysylanej przez oznaczony pierwiastek, po-
budzany do $wiecenia w doktadnie okreslonych warunkach.
Pierwsza probe tego rodzaju wykonali w 1892 r. Michelson
i Benoit, wyrazajac dtugos¢ fali czerwonej linii kadmu Xc w jed-
nostkach ukltadu metrycznego.

Z pomiaréw ich wynika, ze w powietrzu o temperaturze
14°,93 skali gazowej pod ci$nieniem 760 mm rteci

Xe =10,643 84722 p
i stad I m=1553 163,5 Xc

Doktadniejsze pomiary, wykonane w 1913 r. przez Benoita,

Fabry’ego i Pérota, daty wartosci nastgpujace .
Xe = 0,643 846 96 p
1lm = 1553 164,13 Xc.

10. JEDNOSTKA CZASU

Za jednostke czasu mozna by, oczywiscie, uzy¢ dowolny
przeciag czasu, roOwny czasowi trwania jakiego$ zjawiska,
zachodzacego zawsze w tych samych warunkach, a wigc np.
zjawiska, powtarzajagcego si¢ okresowo w sposob iden-
tyczny. Z tych zjawisk, niewatpliwie, najbardziej uderzajacym
nasze zmysty jest okresowy powr6t dnia i nocy oraz pér roku.
Totez od dawna jednostke czasu zwigzano ze zjawiskami astro-
nomicznymi, a przede wszystkim z ruchem obrotowym ziemi,
ktory mozemy wyznaczy¢ z obserwacji zmian potozenia tzw.
gwiazd stalych na sklepieniu niebieskim.

Ustawmy lunet¢ w ptaszczyznie potudnika ziemskiego i skie-
rujmy ja na jakakolwiek gwiazde, przechodzaca w danej chwili
przez te wlasnie plaszczyzng — jest to gdrowanie gwiazdy.
Gwiazda wkrotce zniknie z pola widzenia lunety i pojawi si¢
w nim dopiero po uplywie pewnego, dos¢ dtugiego, czasu. Ten
przeciag czasu, w ciggu ktérego ziemia wykonala catkowity obrot
dookota osi, nazywamy dniem gwiazdowym.

Zaktadamy tutaj, ze kierunek lunety w przestrzeni przez ten czas

si¢ nie zmienia. Jest to zalozenie niestuszne, ruch bowiem ziemi do-
okota stonca z koniecznosci powoduje pewng zmiang tego kierunku.



19

Poprawka jednak, ktorg wskutek tego nalezy wprowadziC, jest na
0got bardzo mata; tym mniejsza, im bardziej jest od nas oddalona
obserwowana gwiazda.

Przyjmujgc ruch obrotowy ziemi za jednostajny, mozemy
dzien gwiazdowy podzieli¢ na czesci, odpowiadajace utamkom

catkowitego obrotu. Czas, w ktorego ciggu ziemia wykonywa

cze$¢ obrotu catkowitego, a wigc obraca si¢ o 15°, nosi nazwe
godziny gwiazdowej, 1 godziny, odpowiadajaca obro-
bi

towi ziemi o 15', — nazwe minuty gwiazdowej (od ta-

cinskiego terminu — pars minuta prima) minuty, odpowia-

> b0
dajgca obrotowi ziemi o 15" — nazwe¢ sekundy gwiazdo-
wej (od tacinskiego terminu — pars minuta secunda).

Mozemy uwolni¢ si¢ od koniecznosci ciaglego wykonywania
pomiaréw astronomicznych, jezeli ustalimy zwigzek mi¢dzy tymi
jednostkami a czasem trwania odpowiednio dobranego zjawiska
ziemskiego. Do tego dobrze nadaje si¢ wahadto, ktorego wahania
powtarzajg si¢ w danym miejscu ziemi w jednakowych odste-
pach czasu (mierzonych, oczywiscie, w jednostkach gwiazdo-
wych), o ile tylko postaramy si¢ o to, aby najwiekszy kat odchy-
lenia wahadta od pionu pozostawat zawsze przy kolejnych waha-
niach ten sam. Mozna tak dobra¢ dlugo$¢ wahadta, ze w ciagu
dnia gwiazdowego wahadlo wykona doktadnie 86400 wahan.
Wtedy okres jednego wahnigcia réwny jest 1 sek i1 moze shuzy¢
jako jednostka czasu.

Oparcie jednak rachuby czasu o dzieh gwiazdowy posiada
te niedogodnosé, ze codzienne nasze zycie zwigzane jest nie z po-
zornym ruchem gwiazd, lecz z pozornym ruchem stonca. Za jed-
nostke zatem nalezaloby raczej przyjac¢ czas, jaki uptywa mig-
dzy dwoma kolejnymi goérowaniami stonca (dwoma poludniami).
Ten prawdziwy dzien stoneczny rozni si¢ jednak od
dnia gwiazdowego. Wafiadto, ktorego okres wahan byltby réwny
1 sek. gwiazd., wykonatoby w ciagu prawdziwego dnia stonecznego
wiecej niz 86 400 wahan. Ruch bowiem ziemi dookota stonca po-
woduje pozorne przesuwanie si¢ tej gwiazdy na niebie w kie-
runku z zachodu na wschod, co w zwigzku z ruchem obrotowym
ziemi w tym samym kierunku wywoluje codzienne op6znianie si¢

2*
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gérowania stonca. Przyjmujac ruch obrotowy ziemi za jedno-
stajny, nie mozemy uwaza¢ ruchu pozornego slonca rowniez za
jednostajny; wahadlo, ktorego okres réwny jest jednej sekun-
dzie gwiazdowej, wykonywa w ciagu prawdziwego dnia stonecz-
nego coraz to inng liczb¢ wahnig¢. Wobec tego przy pomiarze
czasu zastgpiono pozorny ruch stonica rzeczywistego pozornym
ruchem stonca urojonego, ktore, poruszajac si¢ po rowniku nie-
bieskim ruchem jednostajnym, odbywa catkowita droge dookota
ziemi W przeciggu tego samego czasu, co stonce rzeczywiste. Czas
miedzy dwoma kolejnymi goérowaniami tego stonica urojonego,
w pewnych porach roku wigkszy, w innych mniejszy od praw-
dziwego dnia stonecznego, nosi nazwe¢ Sredniego dnia
slonecznego, oznaczanego litera a (dies — dzien). Dzien
ten dzielimy, podobnie jak dzien gwiazdowy, na 24 godziny, ozna-
czane litera # (hora — godzina), ktére znoéw dzieli si¢ na mi-
nuty i sekundy.

Pomigdzy dniem gwiazdowym i $rednim dniem stonecznym
istnieje nastgpujacy zwigzek:

ld=1 dz. gwiazd -|- 3 min. gw. 56,555 sek. gw.
1 dz. gw. = 1d — 310- 557,909

Wigkszg jednostka jest rok, tj. czas, jaki uptywa miedzy
dwoma kolejnymi przejsciami ziemi przez punkt wiosennego po-
rOwnania dnia z noca, lezgcy na przecigciu orbity ziemskiej
z rownikiem niebieskim.

Rok zawiera 365, 242 $rednich dni stonecznych i o jeden
wigcej dni gwiazdowych.

W fizyce za jednostke czasu przyjmuje si¢ sekunde sSred-
niego czasu stonecznego, a wigc jednostke, oparta, jak to wynika
z rozwazan poprzednich, na zatozeniu statosci dnia gwiazdowego
i jednostajnosci ruchu obrotowego ziemi.

Przy sprawdzaniu stusznosci tego zalozenia mozemy si¢ opierac,
podobnie jak w przypadku wzorca dtugosci, jedynie na poréwnywaniu
stosunku miedzy wybrang jednostka czasu a czasem trwania zjawisk
zachodzacych w oznaczonych doktadnie Warunkach. Najdogodniejsze
pod tym wzglgdem sa zjawiska ruchu ciat niebieskich. Zasady mecha-
niki oraz prawo powszechnego cigzenia pozwalaja w bardzo wielu
przypadkach doktadnie obliczy¢ potozenie, jakie dana gwiazda bedzie
zajmowala na niebie po uptywie pewnego czasu. Z poréwnania obli-

czonego czasu z tym, jaki otrzymujemy z bezposrednich pomiardw,
mozna zdac¢ sobie sprawe ze zmiany stosunku danego przeciggu czasu
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do wybranej przez nas jednostki. Jezeli we wszystkich obserwowanych
przypadkach stosunek ten zmienia si¢ w ten sam mniej wigcej Spo-
sob, to albo prawa, ktére nam shuzyty na podstawe rachunku, sa nie-
$cisle, albo tez zmienila si¢ wybrana przez nas jednostka czasu, in-
nymi stowy, ulegla zmianie pr¢dko$¢ katowa ruchu obrotowego ziemi.
Mamy pewne powody przypuszczaé, ze, istotnie, predkos¢ ta stopniowo
zmniejsza si¢ na skutek hamujacego dzialania przyptywdéw i odpty-
woOw morza tak, ze dzien gwiazdowy wzrasta w ciggu 1000 lat o mnigj
wigcej 0,012 sekundy.






MECHANIKA

ROZDZIAL 1

0 RUCHU

1. WZGLEDNOSC RUCHU

Gdy cialo z biegiem czasu zmienia swe polozenie wzgledem
innych cial (lub innego ciala), mowimy, ze jest wzgledem tych
ciat (lub tego ciata) w ruchu. Ruch ciala jest przeto zjawiskiem
o przebiegu zaleznym od wyboru tych cial (lub tego ciata), wzgle-
dem ktorych rozpatrujemy zmiang jego polozenia.

Tak np. ciato, nieruchomo spoczywajace na ziemi, obserwatorowi,
znajdujagcemu si¢ na sloncu, wyda si¢ poruszajacym si¢ wzdhuz linii
krzywej, przypominajacej lini¢ $rubowa.

Ciala te (lub cialo) stanowig uktad odniesienia.
Z punktu widzenia geometrii wybor uktadu odniesienia jest cat-
kowicie dowolny, w fizyce jednak ograniczony jest pewnymi do-
datkowymi warunkami, z ktérych nie najmniej wazny jest ten,
aby prawa ruchu w danym uktadzie byly mozliwie najprostsze.

2. RUCH JEDNOSTAIJNY PUNKTU MATERIALNEGO

Ruch ciala uwazamy za znany, gdy mozemy w dowolnej
chwili wyznaczy¢ jego potozenie wzgledem uktadu odniesienia.
Czasami wystarczy zna¢ potozenie jednego tylko punktu ciata
tak, ze rozpatrywanie ruchu calego ciala mozna zastapic¢ rozpa-
trywaniem ruchu tego wilasnie punktu, ktéry wtedy nazywamy
punktem materialnym.

Tak np. o oddaleniu si¢ lub przyblizeniu tramwaju mozemy sg-
dzi¢, obserwujac ruch jakiej§ dowolnie malej jego czesci (np. za-
rowki, umieszczonej w latami na przodzie tramwaju).

Polozenie punktu materialnego wzgledem uktadu odniesienia mo-
zemy wyznaczy¢ W sposob nastgpujacy. Przez odpowiednio wybrany



punkt uktadu odniesienia prowadzimy trzy wzajemnie prostopadie pta-
szczyzny, przecinajace si¢ wzdluz prostych, rdwniez wzajemnie pro-
stopadlych. Plaszczyzny te i proste nazywamy plaszczyznami

i osiami spolrzednych prostokatnych. Odlegtosci
punktu materialnego M od ptaszczyzn ZOY, ZOX i XOY nosza nazwe¢
spOolrzednych prostokatnych punktu M. Oznaczamy je ta-
kimi samymi literami, jak osi, do ktorych sg réwnolegle, a wiec AM
przez x, BM przez y, CM przez z, i uwazamy je za dodatnie, gdy kie-
runek AM, BM lub CM jest zgodny

z dodatnim kierunkiem odpowied-

nich osi. Spolrzgdne te wyznaczajg

jednoznacznie potozenie punktu M

w danym ukfadzie odniesienia.

Nieraz korzystniej jest uzywac in-

nego uktadu spoétrzednych (gdy np.

ukladem odniesienia jest ziemia).

Za jedna ze spotrzednych bierze

si¢ odlegto$¢ »=OM danego punk-

tu od pewnego stalego punktu O

(dla punktéw, lezacych na po-

wierzchni ziemi, gdy punktem O

jest $rodek ziemi, jest ona réwna

promieniowi ziemi w danym punk-

rys. 5 cie), za druga — kat odpowiada-
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jacy szeroko$ci geograficznej ¢ punktu M, za trzecia — kat, odpowia-
dajacy dlugosci geograficznej tegoz punktu. Jest to uklad spot-
rzednych biegunowych; biegunem jest punkt O, dla kto-
rego r=20.

Przypusémy, ze punkt materialny M w ruchu swym wzgle-
dem danego uktadu odniesienia przechodzi kolejno przez punkty
linii krzywej OABC..., ktora jest torem Ilub droga
punktu M.

Za dlugos¢ drogi, przebytej przez punkt materialny
M w ciagu ¢ sek, bedzie-
my uwazali, odleglo$¢ od
dowolnie wybranego punk-
tu O, mierzong wzdluz
toru, w jakiej po uplywie
t sek od chwili przejécia
przez punkt O znajdzie si¢ 0
punkt M.

Dlugos$¢ ta zmienia si¢
z biegiem czasu. Nazwijmy predkoscia wielkos¢, ktorej
warto$¢ liczbowa jest miarg tej zmiany, odniesionej do jednostki
czasu. Gdy dtugos¢ drogi zmienia si¢ w réwnych, dowolnie wy-
branych odstepach czasu zawsze o t¢ sama warto$¢, stosunek jej
zmiany do czasu, w ciaggu ktérego zmiana ta nastgpita, pozostaje
zawsze staly. W tym przypadku i predkos¢ ma réwniez warto$é¢
stalg, ktéra, zgodnie z jej okresleniem, mozemy wyznaczy¢ ze
wzoru

V= 1 S
= kT=kr (1)

gdzie x jest czynnikiem zaleznym od wyboru jednostki predko-
sci (Wstegp, ust. 8), s? i st oznaczajg dlugo$¢ drog, przeby-
tych przez punkt materialny M w ciagu #) i ¢ jednostek czasu.
Tego rodzaju ruch nazywamy ruchem jednostajnym.

Przyjmujac A= 1 i mierzac dtugo$¢ drogi w centymetrach,
a czas w sekundach, mozemy za jednostke predkosci wzia¢ pred-
kos¢ takiego ruchu jednostajnego, w ktorym dlugos¢ przebytej
przez punkt materialny drogi wzrasta o | cm w ciggu | sek. Ze
wzoru (1) otrzymujemy:
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8,—S, S
I —¢t T (la)

Gdyby dlugos¢ drogi wzrosta o s ecm w ciggu 1 sek, pred-
ko$¢ punktu bylaby s razy quksza od jednostki predkosci, poniewaz
jednak wzrost ten nastgpuje nie w ciagu £ sek lecz t sek, predkosé

jest ¢ razy mniejsza, a wigc ostatecznie rowna y jednostek predkosci.

Te¢ jednostke predkosci nazywamy centymetrem na sekunde
i oznaczamy symbolicznie przez cm/sek. To oznaczenie odpowiada
wymiarowi predkosci (Wstegp, ust. 8)

[v]=LT-1,

gdy podstawimy do niego centymetr jako jednostke dilugosci,
sekund¢ jako jednostke czasu.

Predkos$¢ ruchu jednostajnego wynosi 100 cm/sek. Jaka liczba
wyrazi si¢ ta sama predkos¢, gdy za jednostke dlugosci wezmiemy
kilometr, za jednostke czasu godzing? Ze wzoru (1) ust. 8 Wstgpu
wynika, ze nowa jednostka predkosci jest do danej w stosunku

Z, Z
L Tt
(a bowiem réwna jest I, [=0; y=—1).
Liczby wiec wyrazajace t¢ sama warto$¢ predkosci beda w sto-
sunku odwrotnym
x L I
100°<Z,* T’
gdzie L oznacza centymetry, Li — kilometry, 7 — sekundy, Ti — go-
dziny. Biorac pod uwagg, ze
L 100000 T 00
otrzymujemy

®=100" TVVOUU v 3000 = 3,6 km/godz.

Gdy znamy predko$¢ ruchu jednostajnego, wzér (la) po-
zwala obliczy¢ dhugos$¢ drogi przebytej przez punkt materialny M

W ciggu czasu ¢
§=v.z 2)

Odktadajmy na osi poziomej (osi odcigtych) odcinki
o dlugo$ci proporcjonalnej do liczby sekund, jakie uptynely od
poczatku ruchu (tzn. od przejscia punktu materialnego M przez
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punkt O) i wystawmy w koncowym punkcie kazdego z tych od-
cinkéw odcinki do nich prostopadle, o dlugosci proporcjonalnej
do wartosci liczbowej predkosci, mierzonej w cm sek (rys. 7).
Odcinki OA4, OAe... O(B (wystawione w kierunku osi piono-
wej 0i) — osi rzednych) sa wszystkie jednakowej dhugo-

sci, predkos$¢ bowiem ruchu jest w tym przypadku stala. Wobec
tego linia przechodzaca przez ich gorne konce jest linig prosta,
rownolegla do O¢, figura za§ OABOt — prostokatem, ktorego
pole OOt X 0OA wyraza sie liczba proporcjonalna do liczby, wy-
razajacej w cm droge, przebyta z predkoscia b cm/sek w ciagu
t sek.
Gdy wykres wykonamy w takiej skali, ze zarowno 1 sek, jak
i 1 ecm/sek odpowiadajg odcinki o dlugosci 1 cm, wzigte odpowiednio
w kierunkach Or i OD, pole prostokagta ma tyle cm2, ile ¢cm wynosi
dhugo$¢ przebytej drogi. Przy uzyciu skali 10 razy mniejszej (1 sek
i 1 cm/sek odpowiada 1 mm) pole nalezy wyrazi¢ w mm2, aby otrzy-
mac liczb¢ rowng liczbie, wyrazajacej droge przebyta w cm.
Jakiejkolwiek wigc uzyjemy skali, pole zbudowanego w ten
sposob prostokata jest zawsze miarg drogi, przebytej ruchem
jednostajnym.
Zalezno$¢ dhugosci drogi od czasu, w ciggu ktorego droga

ta zostala przebyta ruchem jednostajnym, mozemy przedstawié
graficznie w sposob nastgpujacy. Na osi odci¢tych odktadamy odcinki
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o dlugosci proporcjonalnej do ilosci sekund, ktore uptynely od po-

czatku ruchu; w kierunku osi rz¢dnych odcinki, proporcjonalne do

dlugosci drog, jakie punkt materialny M przeszedt w ciagu danego

czasu (rys. 8). Otrzymamy w ten sposob na plaszczyznie SOt szereg

punktéw C, ktorych odlegtos¢ Ci 4i— OBi od osi ¢ (rz¢dna punktu

Ci) jest proporcjonalna do dtu-

gosci drogi przebytej ruchem

jednostajnym w ciggu cza-

su, proporcjonalnego do dtu-

gosci  odcinka 0Ai = CIBI

(odcietej punktu Ci). Punkty

te w danym przypadku leza

na linii prostej OC. Istotnie,

rozpatrzmy dwa  trojkaty

OCi Ai 1 OCa A2. Boki Ci A4i

i C2 A2 sa, jak wynika z kon-

strukcji, réwne odpowiednio

ki si cm 1 ki S2 cm, boki zas

OAi 1 OA2 — ka ti cm i ki ta

cm, gdzie ki 1 ka sg spolczyn-

rys. 8 nikami proporcjonalno$ci, za-

leznymi od wybranej przez

has skali. (Gdy np. | centymetrowi drogi odpowiada na naszym ry-

sunku odcinek 1 cm, | sekundzie za§ odcinek | mm, ki = 1, ka = 0,1).
Z zatozenia, ze predkosc jest stala, wynika, ze

Cgdi kiSg C,A s, Y
0 Al K2 0 Aj Ky tt K,

Wobec tego prostokatne trojkaty OCi Ai i OC2 Aa sqg podobne. A za-
tem Ci OAi jest rowny  Ca OAa, punkty wigc Ci Ca lezg na pro-
stej, przechodzacej przez punkt O. Gdy czas i dlugo$¢ drogi odtwa-
rzamy w tej samej skali (a wiec, gdy jednostce czasu i jednostce dtu-
gosci drogi odpowiada ta sama dlugo$¢ odcinka na wykresie), wtedy
z uwagi, ze ki = ka,

Cidt g —, —
OA, 5 =V tga

styczna kata nachylenia prostej do osi odcietych jest liczbowo réwna

predkosci ruchu jednostajnego.

3. PREDKOSC RUCHU ZMIENNEGO

Najczesciej jednak mamy do czynienia z ruchami zmien-

nymi, w ktorych stosunek przyrostu drogi do odpowiedniego
czasu nie tylko w kazdym punkcie toru jest inny, lecz zmienia
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si¢ rowniez w zalezno$ci od wartosci tego odstepu czasu, do kto-
rego go odnosimy.

Niech np. pociagg przechodzi pierwsze 3 km po wyjsciu ze stacji

w ciggu 6 min, nastegpne 20 km w ciggu 15 min. Dla odcinka pierw-

szego stosunek przyrostu dlugosci drogi do czasu wynosi

3 0,5 km/min, dla drugiego 20 _ 1,33 km/min. Dla caltej drogi

23 km znajdziemy }s] _B_ 1,1 km/min.

Zatézmy, ze oprocz danego punktu materialnego M, przecho-
dzacego ruchem zmiennym w ciggu ¢ sek droge s cm, mamy
drugi punkt materialny MX poruszajacy si¢ ruchem jednostaj-

nym z predkoscia v =37, Predko$¢ te nazwiemy predkoscia

przecietna punktu M na odcinku s drogi (lub w ciagu
czasu ¢ sek), a to dlatego, ze punkt M poruszajacy si¢ jedno-
stajnie z ta predkoscig i rozpoczynajacy swoj ruch jednoczesnie
z punktem M, dojdzie jednoczesnie z nim do punktu A4, odleglego
o s cm od poczatkowego punktu ruchu O. Przez wszystkie pozo-
state punkty toru punkty materialne M i Mt beda na ogdt prze-
chodzily niejednocze$nie. Gdyby mialy si¢ spotkac jeszcze w jed-
nym punkcie toru po uptywie”™ sek od chwili rozpoczecia ruchu,

nalezaloby nada¢ punktowi Mx w ciggu pierwszych -y sek pred-

kos¢, réwna vy = 3y gdzie 3r droga, jaka punkt M przebyl

w ciggu tego wilasnie czasu, w ciggu za$ nastgpnych - sek pred-

ko$¢ r2 =y, rowng predkosci przecigtnej punktu M w ciggu
2”
tego czasu.

Jezeli podzielimy czas trwania ruchu na n czeSci i nadamy
predkosciom ruchoéw jednostajnych punktu My wartosci, rOwne
predkosciom przecietnym punktu M w danych odstgpach czasu,
to punkty Mx i M przechodzi¢ bgda jednoczesnie przez u -|- |
punktow toru. W miar¢ zwickszania si¢ liczby n ruch punktu
materialnego Mpx, poruszajacego si¢ z predkoScig, zmieniajgca
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si¢ n razy w ciggu ¢ sek, coraz mniej rézni¢ si¢ bedzie od zmien-
nego ruchu punktu M. W granicy, gdy liczba n nieograniczenie
wzro$nie, ruch punktu Mt nieograniczenie mato r6zni¢ si¢ bedzie
od ruchu punktu M. Oznaczajac przez z/s roznicg odlegtosci od O

skrajnych punktow n-tej czeSci drogi, przez zl/t= czas,

w ciggu ktorego punkt Mx przebyt odcinek z/s ruchem jedno-
stajnym, otrzymujemy na predkos$¢ punktu Mt na tym odcinku
wartos$¢
JIs
Ox nn ”._]t

(symbolu z/ vYLTtrd Yevj tutaj dla oznaczenia bardzo malego przy-
rostu danej wielkosci).

W granicy predkos¢ ta rowna jest chwilowej pred-
kosci punktu M, mamy wigc

/19
<8

Odktadajmy podobnie, jak przy rozpatrywaniu ruchu jednostaj-
nego, na osi odcietych czas, w kierunku osi rzednych przebyte dtugosci
drog (rys. 9). Zaleznos¢ dhugosci drogi od czasu wyrazi si¢ tym ra-
zem pewng linig krzywa. Zatozenia w podanym wyzej rozumowaniu
sprowadzaja si¢ do zastapienia tej linii krzywej linia tamana, od-
twarzajacg ruch punktu pomocniczego Mi. Predkosc, z jaka punkt

ten porusza si¢ w ciggu pierw-

SA szych-é- sek, rowna jest liczbo-

wo, jak o tym byla wyzej
mowa (ust. 2), tg kata, jaki
prosta OA4 tworzy z osig odcig-
tych. Podobnie predkosé, z jaka
porusza si¢ w ciggu nast¢gpnych

t . .
-g sek, rowna jest liczbowo tguy

W miare, jak punkty przecigcia

prostych OA, AC z dana linig

0 krzywa stajg si¢ coraz liczniej-
sze (co odpowiada wzrostowi

rys. 9 liczby odstgpéw czasu, na jakie

podzieliliSmy czas ¢ trwania ru-

chu punktu M), cigciwy 04, AC coraz mniej roéznia si¢ od odpowied-
nich hukéw krzywej, kat za$, jaki tworza z osig Ot, od katow, jaki
tworzg styczne do krzywej w poczatkowych (lub koncowych) pun-
ktach odcinkow. Mozemy wigc przyjac, ze w granicy predko$¢ pun-
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ktu M po uptywie ¢ sek od poc2atku ruchu, w ciggu ktéorych punkt M
przeszedt droge s cm, rowna jest liczbowo zg - owi kata, jaki z osig
Ot tworzy styczna do krzywej w punkcie o spotrzednych, odpowiednio
rownych sit. Mamy wigc
A
v =tga ;/_l}égl j’r (3a)
Za predkosé zatem punktu M w chwili # uwazamy, zgodnie
z okres§leniem Lagrange’a (1736—1813), predkos¢ takiego ruchu
jednostajnego, ktory w danym punkcie drogi mniej si¢ rézni od
ruchu punktu M, niz jakikolwiek inny ruch jednostajny.

4. PREDKOSC JAKO WEKTOR

Ale nawet w najprostszym przypadku, gdy punkt materialny
porusza si¢ stale w tym samym kierunku i z ta samg predkoscia,
gdy wiec tor jego jest linig prosta, ze wzorow (1) i (2) nie be-
dziemy mogli wyznaczy¢ polozenia, jakie zajmie punkt ma-
terialny po uptywie ¢ sek od chwili przejscia przez punkt O, o ile
nie znamy kierunku ruchu lub, co na jedno wychodzi, kierunku
predkosci. Dopiero gdy dane beda zar6wno wartos¢, jak i kieru-
nek predkosci (oraz, oczywiscie, potozenie poczatkowego punktu
0), ruch prostoliniowy jednostajny bedzie calkowicie znany.

Tego rodzaju wielkosci, dla ktérych wyznaczenia musimy
zna¢ nie tylko ich warto$¢ liczbowa, lecz rowniez i kierunek, na-
zywamy wielkosciami kierunkowymi lub wek-
torami (tac. veho — wiez¢é, ciggnac), w odrdznieniu od in-
nego typu wielkosci, nazywanych skalarowymi lub ska-
tow y m i, do ktérych wyznaczenia wystarcza podanie ich war-
tosci liczbowej. Wektory oznaczaé bedziemy literami ze strzatka
u gory, wartosci za$ ich liczbowe (inaczej natezenia) temiz
literami bez strzalek. Tak wigc i) oznacza wektor predkosci, i) za$
jego wartos$¢ liczbowa. Graficznie wielko$¢ kierunkowsa przed-
stawiamy jako odcinek linii prostej o dtugosci proporcjonalnej
do wartosci liczbowej danego wektora i o kierunku zgodnym
z jego kierunkiem. Kierunek ten oznaczamy strzatka. Dwa wek-
tory uwazamy za rowne, gdy maja roéwne wartosci liczbowe
i zgodne kierunki. Z dwu wektorow o tej samej wartosci liczbo-
wej, lecz o kierunkach przeciwnych, jeden uwazamy za dodatni
i oznaczamy znakiem +, drugi za ujemny i oznaczamy zna-
kiem —.
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5. DODAWANIE GEOMETRYCZNE

Przypusémy, ze ani dlugo$¢ drogi, przebytej przez punkt
materialny M w ciggu danego czasu ¢ sek, ani jej kierunek nie
sa nam znane; wiemy jedynie, ze punkt przesunal si¢ w ciagu
tego czasu ruchem jednostajnym prostoliniowym w kierunku OB
na odlegto$¢ OA4An w kierunku OC w tym samym czasie na odle-

glos¢ OA? tak, ze znalazt si¢
ostatecznie w punkcie 4, be-
dacym wierzchotkiem row-
nolegtoboku, zbudowanego
na tych dwu odcinkach (rys.
10). Poniewaz ruchy w oby-
dwu kierunkach sa jedno-
stajne, punkt M przeszedt

w przeciqgui sek w kie-
a)
rys. 10 runku OB drogqn—A=OH/,

w kierunku OC droge 04- 0A', wobec czego znalazt si¢ po
uptywie tego czasu w punkcie A’ — po uplywie 2"-sek w pun-

kcie 4”7, ktéremu odpowiadajg przesunigcia w kierunku OB:
= 0A4", w kierunku OC: =Q0A". Zwigkszajac do-

wolnie liczbe n, otrzymamy szereg dowolnie blisko siebie potozo-
nych punktow O, A', A"... A, wyznaczajacych kolejne potozenia
punktu materialnego M. Wszystkie te punkty leza na prostej OA,
przekatni réwnolegloboku OAA2A42, tréjkaty bowiem OA’'A/
OA"A”... sa podobne, katy wigc, jakie tworzg z kierunkiem OB
(lub OC), sq jednakowe. Z podobienstwa tych trojkatoéw wynika
rowniez, ze ruch punktu materialnego M wzdhuz prostej OA jest
jednostajny, gdyz g4. = OA™=m> OA = OA™ = M Qd
Vin VI Lz (Y] it
16zmy w kierunku OB odcinek ODV, réwny drodze, jaka w kie-
runku OB przeszedt w ciggu 1 sek punkt M. Odcinek ten przed-

stawia graficznie predkos¢  z jakg punkt M porusza si¢ w kie-
runku OB. Podobnie odcinek OD? odtwarza predkosé +*2 punktu
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materialnego w kierunku OC. W ciaggu 1 sek punkt M, przesu-
wajac si¢ jednoczesnie w kierunkach OB i OC, przeszedt droge
OD, odcinek wigc OD jest graficznym odtworzeniem predkosci D
punktu M. Jak wynika z rysunku, predkos$¢ te mozemy wyzna-
czy¢, odktadajac w kierunku OB predkos$¢ vy punktu material-
nego w tym kierunku, w kierunku OC predkos¢ v2 i budujac na
tych dwu odcinkach réwnoleglobok, ktorego przekatnig jest v.
Predkos¢ i) nazywamy wypadkowa predkosci sktado-

wych 1 i 42 Iub tez ich sumg geometrycznag. Dziata-
nie przez nas wykonane oznaczamy jako dodawanie geo-
metryczne.

v= —+ “4)

Uwaga. W powyzszych rozwazaniach uzywaliSmy stale
zwrotu: taki a taki odcinek ma dlugo$¢ rowng przebytej drodze. Nie
znaczy to, oczywiscie, aby istotnie odcinek np. OA, mial tyle cm dhu-
gosci, co przebyta droga. Jest to jedynie dogodny skrot, ktérym i na-
dal bedziemy si¢ postugiwali. W rzeczywistosci O4 odtwarza, jak
o tym byla juz niejednokrotnie mowa, dlugos¢ drogi w pewnej umo-
wionej skali.

Regule wyzej podang mozemy uprosci¢, uwzgledniajac réw-
no$¢ geometryczng odcinkow DYD 1 OD2. Wektor OD otrzymamy,
przystawiajac do konca wektora ODJ/ poczatek wektora

OD) = DD i aczac poczatek pierwszego wektora z koncem dru-
giego. Wynik dziatania nie zalezy, jak to bezposrednio wynika
z rysunku, od tego, ktory z wektorow ODJ i 0Z>2 begdziemy uwa-
zali za pierwszy.

Jakkolwiek mowiliSmy dotychczas ciaggle o ruchach jedno-
stajnych, regute dodawania mozemy rowniez dobrze stosowaé i do
ruchéw zmiennych. Taki bowiem ruch mozna, jak wiemy, rozpa-
trywac jako szereg krotkotrwatych ruchow jednostajnych o co-

raz to innych predkosciach. Wektory vi, v2 i v sg wtedy wekto-
rami predkosci chwilowych, rownymi co do wartosci i kierunku
wektorom predkosci tych ruchéw jednostajnych, jakimi zaste-

Wyklady fizyki, t. I
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pujemy ruch zmienny na rozpatrywanym nieskonczenie krotkim
odcinku drogi.

Dziatanie dodawania geometrycznego, wyjasnione na przy-

ktadzie wektora przesunigcia i wektora predkosci, stosujemy

do wszystkich wiel-

kosci  kierunkowych

ANEFERFHFHNZS tego  samego  typu
4r X. i uogodlniamy na do-
v w°In$ il°§¢  sktado-
s vod —*—~  wych.

v Wypadkowa n

0 oxt e wektoréw sktadowych

* otrzymujemy, przy-

P stawiajac do konca

rys. 11 wektora  pierwszego

OA poczatek wektora

drugiego 4B, do konca drugiego poczatek trzeciego itd. i ta-

czac poczatek pierwszego z koncem ostatniego (rys. 11). We-

ktor OD jest wektorem wypadkowym. Istotnie, z okreslenia do-
dawania dwu wektorow mamy

OB — OA + AB
OC= OB + BC = 04 4- AB + BC
OD = OC 4- CD = OA + AB 4- BC + CD

Gdy wektory sktadowe tworza wielobok zamknigty, suma
ich geometryczna rowna jest zeru. W przypadku szczegdlnym,
gdy mamy tylko dwa wektory skladowe, réwne i przeciwnie
skierowane, koniec drugiego przypada na to samo miejsce, co
poczatek pierwszego

(rys. 12). Mamy — 0 —=H
zatem B | + 0 R
0A 4" OB =0, rys. 12

lub zgodnie z po-
przednio przyjetym oznaczaniem takich wektorow znakami

przeciwnymi
a4- (—a)=0



35

Z powyzszego wynika, ze i odwrotnie,
kazdy wektor mozemy uwazaé za wypadkowa
dwu lub wiecej wektorow sktadowych. W prze-
ciwienstwie jednak do dodawania, rozkta-
danie wektorow na sktadowe daje, na ogot,
nieograniczenie wielka ilo§¢ rozwigzan, jest
bowiem nieskonczenie wiele wielokatow o jed-
nym boku, réwnym danemu wektorowi. Tak np.

(rys. 13) wektor a jest rownie dobrze suma

. . . . . s. 13
wektorowa' i a't> jak i a¥ 1 a", jak zreszta i

i nieskonczenie wielu innych par wektorow. Aby otrzymac roz-
wigzanie jednoznaczne, musimy poczyni¢ pewne dodatkowe za-
lozenia co do wartosci liczbowych i kierunkow wektorow skta-
dowych.

Rozktad wektora na sktadowe jest catkowicie oznaczony, gdy
podane sa trzy kierunki skladowych, nie lezace w jednej plaszczyznie.
Najczesciej sa to kierunki osi prostokatnego uktadu spolrzednych
(ust. 2). Przeprowadzmy przez poczatkowy punkt wektora O osi row-
nolegte do osi spotrzednych (rys. 14). Plaszczyzna, przechodzaca przez

3*



36

OZ 1 wektor OA przetnie plaszczyzne yOx wzdhuz prostej OB. Opu-
szczajac z punktu B prostopadla na o$ Oy (a wiec rownolegla do osi

Or), otrzymamy na niej punkt C. Wektory OC, CB i BA sa szuka-
nymi skltadowymi wektora OA4, jak to wynika bezposrednio z poda-
nego wyzej okreslenia dodawania geometrycznego. Oznaczmy wektor
0A przez a, wartosci za$ liczbowe jego sktadowych przez ax (dtugosé
odcinka CB), ay (dtugo$¢ odcinka OC), az (dhugo$¢ odcinka BA). Te
trzy warto$ci wyznaczaja calkowicie kierunek i warto$¢ liczbowa
wektora o. Z trojkata OAB mamy al = at + OB2, z ] OBC: OB? —
= a%\-a™, 1 stad

a = Nax +ay» +ab (4 a)
Poza tym z J AOB znajdujemy:

ax = a sin AOB = acos ZOA = acos (<, O2) i

=) az

cos(a Oy = —— L — (4b)

Podobnie znajdziemy, przecinajac plaszczyzna, przechodzaca przez
0A i Ox (lub 0OA4 i Oy), plaszczyzne ZOy (lub ZOx)
— ay . > a®
cos(a,0p) = . e 17 icos(a Ox) =—=====_ (4c)
+ 4+ Va5 + a* +al

6. PREDKOSC UNOSZENIA 1 PREDKOSC WZGLEDNA

Wywody poprzedniego ustgpu mozemy zastosowaé do przy-
padku, gdy uktad, wzgledem ktorego porusza si¢ punkt ma-
terialny, porusza si¢ wzgledem innego uktadu i chodzi o znale-
zienie predkosci ruchu punktu materialnego wzglegdem owego
drugiego uktadu, ktory dla skrocenia nazywac bedziemy niie-
ruchomym.

Nazwa ta ma znaczenie wylacznie konwencjonalne. Zgodnie
z tym, co bylo wyzej powiedziane o uktadach odniesienia (ust. 1),
rownie dobrze moglibySmy uwaza¢ drugi uklad za poruszajacy si¢
wzgledem pierwszego, ktory wtedy nazywaliby$my nieruchomym. Poza
tym jest rzecza oczywista, ze uktad, nazwany przez nas nieruchomym,
moze porusza¢ si¢ wzgledem innego trzeciego uktadu. Tak np., gdy
ruch punktu materialnego wyznacza ruch *todki, poruszajacej si¢
wzgledem rzeki, ktorej wody ptyna z pewna predkoscia wzgledem
brzegu, brzeg przyjmujemy zazwyczaj za uktad nieruchomy, co nie
przeszkadza, ze w innych przypadkach uwazamy go za poruszajacy
si¢ razem z ziemig wzgledem slonca.
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Przypu$c¢my, ze w pewnej chwili punkt materialny M znaj-
duje sie w punkcie O uktadu ruchomego, poruszajacym si¢ wzgle-

dem uktadu nieruchomego z predkoscia v , ktérg nazwiemy
predkoscia unoszenia (rys. 15). Gdyby punkt M byt

na state zwigzany z punktem O, ruch jego wzgledem uktadu nie-
ruchomego bylby, oczywiscie, taki sam, jak punktu O. Tak jed-
nak nie jest: punkt M porusza si¢ wzgledem uktadu ruchomego

z predkoscia ktorg nazwiemy predkoscia wzgledna.

I ta nazwa jest konwencjonalna. Wszystkie bowiem predkosci
sg, $cisle biorac, wzgledne.

Zakltadamy, ze na skutek tego ruchu wzglednego
punkt M przesuwa si¢ w kierunku OB wzgledem uktadu nieru-
chomego z taka sama predkoscia.

To zalozenie mozna wyrazi¢ nieco inaczej. Przypu$émy, ze po-
miary predkosci, z jaka punkt M zmienia swe polozenie w ukladzie
ruchomym, wykonywa jednocze$nie dwu obserwatoréow: jeden z nich
zwigzany jest z ukladem nieruchomym (w podanym przykladzie jest
to obserwator, umieszczony w oznaczonym miejscu na brzegu), drugi
za$ z uktadem ruchomym (np. plynacy z woda). Zaktadamy, ze po-
miary predkosci wzglednej, wykonane przez obydwu obserwatorow
przy uzyciu identycznych metod i identycznych przyrzadéw mierni-
czych, dadza identyczne wyniki. To zatozenie okazuje si¢ calkowicie
stuszne, gdy predkosci unoszenia sg tego rzedu, z jakim spotykamy
si¢ w tym dziale fizyki, gdzie najwicksza warto$¢ predkosci jest rzedu
30 km/sek (jest to mniej wigcej predko$¢ ziemi w ruchu dokota
stonca). W przypadku predkosci wigkszych stosowanie tego zalozenia
prowadzi do wynikéw, ktore, na ogét, trudno pogodzi¢ z danymi do-
$wiadczenia.
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Mozemy wigc powiedzie¢, ze punkt materialny M przesuwa
si¢ wzgledem ukladu nieruchomego jednoczesnie w kierunku OA4
z predkoscia pv 1 w kierunku OB z predkoscia >, a wigc zgodnie
z wywodami ustepu poprzedniego, predkos¢ jego wzgledem
uktadu nieruchomego jest suma geometryczng 727 i v . Mamy

zatem v=v,tvy (ﬁ)/

Gdy znamy predko$¢ v oraz predko$¢ unoszenia, mozemy ze
wzoru (5) wyznaczy¢ predkos¢ wzgledna.

=y Vui=r17+(-Yun). (6)

Odtézmy od punktu O odcinek rowny i rownolegty do v
lecz przeciwnie skierowany (rys. 15). Przekatnia rownolegto-

boku, zbudowanego na odcinkach OA4’ i OC jest, jak to wynika
bezposrednio z rysunku, rowna szukanej predkosci wzglednej T

7. KIERUNEK PREDKOSCI W RUCHU KRZYWOLINIOWYM

Gdy znamy tor punktu materialnego, mozemy bez trudu wy-
znaczy¢ kierunek predkosci ruchu. W przypadku ruchu prosto-
liniowego kierunek ten jest staly i zgodny z kierunkiem linii
prostej, po ktorej punkt M si¢ porusza. Gdy tor jest krzywoli-
niowy, kierunek ruchu, a wigc i kierunek predkosci, jest zmienny,
na ogdt w kazdym punkcie toru inny.

Zat6zmy, ze punkt materialny M, przechodzac od punktu
A do B, porusza si¢ nie wzdluz krzywej 4AaB, lecz wzdhuz prostej
AB, przechodzac od B do C, — wzdluz prostej BC itd. (rys. 16),

ze wiec zamiast ruchu
krzywoliniowego  mamy
do czynienia z szeregiem
ruchow prostoliniowych,
ktorych kierunki zmie-
niaja si¢ w punktach B,
C, D itd. Wtedy kieru-
nek predkosci przy przejsciu od 4 do B jest wyznaczony przez
kierunek prostej AB. Odkladajac w tym kierunku odcinek o dtu-

gosci otrzymamy graficzne przedstawienie wektora DV Tor
taki rozni si¢ tym bardziej od toru rzeczywistego ruchu punktu M,
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w im wickszej wzajemnej od- y*E
leglosci na torze znajduja sie¢

punkty A, B, C, D.. Jezeli

jednak punkty te bedziemy

wzajemnie przyblizali, rézni-

ca miedzy torem tamanym rys. 17

1 krzywym bedzie si¢ stopnio-

wo stawala coraz to mniejsza; w granicy, gdy sasiednie punkty
A i B nieograniczenie zblizymy, réznica mi¢dzy odcinkiem pro-
stej AB 1 odpowiednim tukiem krzywej stanie si¢ mniejsza od
dowolnie matej wielkosci. Wtedy jednak kierunek AB stanie si¢
kierunkiem stycznej do toru. W ruchu wiec krzywoliniowym kie-
runek predkosci w danym punkcie toru jest zgodny z kierunkiem
stycznej do toru w danym punkcie.

8. ZMIANY PREDKOSCI W RUCHU KRZYWOLINIOWYM
Niech punkt materialny M przechodzi przez punkt A swego
toru krzywoliniowego z predkoscia przez sgsiedni punkt B
z predkoscia v2I rézniaca
si¢ na ogot i wartoscig licz-
bowg, 1 kierunkiem, od
predkosci  wvr (rys. 18).
PrzenieSmy obydwa wek-

tory i)x i D2 do dowolnie
wybranego punktu O (in-
nymi stowy, odtézmy z
punktu O odcinki OAl
i OBl réwne i rownolegle
do wektoréw -w -i v2) (rYs

19). Wektor v2 mozemy u-
wazaé za sume¢ geometrycz-

na wektorow -w 1 AXBI
vl — w 4- AXBX skad
rys. 19 AXBY = v — w = v
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Wektor AeB: = u> wyznacza wigc zmiang predkosci przy przej-
$ciu punktu materialnego M z punktu 4 toru do punktu B. Opisz-
my z punktu O koto promieniem réwnym v2; kolo to przetnie
przedtuzenie wektora OA4Az Wektor nv mozemy uwazaé za wy-
padkowa wektorow av' i g-v"

Jir> = JiX-j-Ay" @)
sktadowa pierwsza av' o kierunku tym samym, co predkos¢ T,
ma warto$¢ liczbowa v2—  w przypadku wigc ruchu jedno-

stajnego staje si¢ rownag zeru; skladowa druga a-v" wyznacza
zmiang kierunku predkosci poczatkowej, w przypadku wigc ru-
chu prostoliniowego M)" = 0.

9. PRZYSPIESZENIE. RUCH PROSTOLINIOWY ZMIENNY

Nazwijmy przyspieszeniem wielko§¢, ktora jest
miarg zmian predkosci, odniesionych do jednostki czasu. Jest to
wielko$¢ kierunkowa, zmiany bowiem predkosci wyrazaja sig,
jak wyzej byla mowa, wektorami. W ruchu prostoliniowym
zmiana predkosci sprowadza si¢ do zmiany jej wartosci liczbo-
wej, przyspieszenie posiada wtedy kierunek staly — ten sam, co
predkos¢. Gdy w dodatku predkos¢ takiego ruchu zmienia si¢ jed-
nostajnie, to znaczy, gdy dowolnym rownym odstgpom czasu od-
powiadajg jednakowe zmiany predkosci, przyspieszenie posiada
rowniez stalg wartos¢ liczbowa, stosunek bowiem zmian predko-
$ci do czasu, w ciaggu ktérego zmiany te nastgpily, jest we wszyst-
kich punktach toru ten sam. Taki ruch prostoliniowy nazywamy
jednostajnie zmiennym.

Oznaczajac przez v predkosé, jaka posiada punkt mate-
rialny M po uplywie ¢ sek od chwili przej$cia przez punkt O toru,
przez v0 predkos¢, z jaka przechodzit przez punkt O, mozemy
napisac, ze przyspieszenie

gdzie k — czynnik, zalezny od wyboru jednostki przyspieszenia.
Biorac k = 1, a wiec kladac
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V —v0
a - @)
za jednostke przyspieszenia przyjmujemy przyspieszenie takiego
ruchu jednostajnie zmiennego, w ktoérym predkos¢ zmienia sie
w ciagu | sek o | cm/sek. Jednostke te nazywamy ,,centymetrem
na sekunde do kwadratu“ i oznaczamy symbolem cm/sek2, ktory
nie jest niczym innym, jak rownaniem jej wymiaru po podsta-
wieniu zamiast nieoznaczonych jednostek L i 7 uzywanych przez
nas jednostek cm i sek.
Znajac przyspieszenie i predkos¢ poczatkowa (tzn. predkosé
w chwili, od ktoérej zacze¢liSmy liczy¢ czas), mozna ze wzoru (8)
znalez¢ predkosé po uplywie ¢ sek.

V= Vo 4~ (L, 9)
gdzie a moze by¢ liczba dodatnig lub ujemna. Zaleznie od znaku
a rozrézniamy ruchy jednostajnie przyspieszone
i jednostajnie opdznione.

Odktadajmy na osi odcietych czas mierzony w sekundach,
jaki uptynat od poczatku ruchu, w kierunku osi rzednych —
predkos¢ mierzong w
cm/sek, jaka punkt
materialny M posiada
w danej chwili (rys.
20). Niech wigc od-
cinek 04 wyobraza
predkos¢ poczatkowa,
odcinek Or11 — pred-
kos¢ w koncu pierw-
szej sekundy, odcinek
02J12 — w koncu dru-
giej sekundy itd. Dhu-
gosci dwu sgsiednich odcinkéw bedg stale roznily si¢ o t¢ sama
warto$¢, rowng a, wobec czego konce ich leze¢ beda na linii pro-
stej AAr

Nachylenie tej prostej do osi Or jest miarg przyspieszenia,
z tréjkata bowiem AtABi znajdujemy, ze
AiBi = ABi. tg AiABi
AiBi rowne jest vi — to (patrz, uwaga w ust. 5), ABi = | sek

stad tg AiAB)\ Vit 5 (9a)
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Zatozmy, ze punkt M porusza si¢ w ciggu kazdej sekundy nie
ruchem zmiennym, lecz jednostajnym z predkoscia réwng pred-
kosci, jakg posiadat istotnie na poczatku kazdej sekundy, a wigc
ze W przeciggu pierwszej sekundy porusza si¢ z predkoscig v,
w przeciggu drugiej z predkoscia vx.. w przeciagu f-tej sekundy
z predkoscia vf7 , ze zatem zmiany predko$ci wyraza nie linia
prosta AA(, lecz linia tamana 4 Bl Ax... Droga st, jaka by wtedy
przebyl, wyrazitaby si¢, zgodnie z twierdzeniem ust. 2, suma pol
prostokatow OABxOXl OXAXB20.... i bytaby, oczywiscie, mniejsza
od drogi istotnie przebytej s. Jezeli za$§ zalozymy, ze punkt w cig-
gu kazdej sekundy porusza si¢ z predkoscia taka, jakg mial istot-
nie w koncu tej sekundy, a wiec w ciagu pierwszej sekundy
z predkoscia OXYAX, w ciggu drugiej O2A4? itd., ze zatem zalezno§¢
predkosci od czasu wyraza si¢ linig tamang CAXCYA2C2..., droga
s2, przebyta przez punkt M w ciagu ¢ sek rowna bedzie liczbowo
sumie pol OCAXOX, OXCYA202... i bedzie wigksza od drogi s.
Mamy zatem §j <8<

Zastosujmy powyzsze rozumowanie do znacznie krétszych
odstepow czasu 1 zatdozmy, ze predkos¢ ruchu jednostajnego

punktu zmienia si¢ co — sek. Zalezno$¢ predkosci od czasu wy-

razi si¢ wtedy linig famang, przecinajaca prostg A4 ( w tn — |
punktach. Gdy liczbe n bedziemy nieograniczenie zwigkszali,
sumy pol OABXOX, OAXB20.... oraz OCAXOX,OXCIA20.)... beda sig
coraz mniej roéznity od pola trapezu OAA(O! i w granicy stang
mu si¢ rowne, a wigc  stanie si¢ rowne s2.

Droga zatem s réwna bedzie tej wartosci, jakg w granicy
przybieraja drogi i s2, tzn. rowna liczbowo polu trapezu
OAArOt.

g=n+0+"0<= v+ (10)

Do tego prostego przypadku mozna sprowadzi¢ inne, bar-
dziej zlozone, przypadki prostoliniowego ruchu zmiennego, gdy
stosunek zmiany predkosci do czasu, w ciggu ktérego ta zmiana
nastgpila, nie jest staly. Rozumowanie analogiczne do tego, ja-
kim postugiwali$my si¢ w ust. 3, pozwala rozpatrywa¢ dany ruch
zmienny jako szereg krotkotrwatych ruchow jednostajnie zmien-
nych o coraz to innym przyspieszeniu. Niech M bedzie czasem
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trwania tego ruchu jednostajnie zmiennego, ktorym zastepujemy
w danej chwili ruch rzeczywiscie zachodzacy, M) — zmiana, ja-
kiej doznata predkos$¢ punktu w ciggu tego czasu. Przyspieszenie
zastepczego ruchu jednostajnie zmiennego jest, zgodnie ze wzo-
rem (8)

dv

~dt

Im krotsze wybieramy odstepy d¢, tym mniej ruch zastepczy
rozni si¢ od istotnie zachodzacego; w granicy, gdy 7 nieogra-
niczenie maleje, mozemy przyspieszenie nieograniczeriie krotko
trwajagcego ruchu jednostajnie zmiennego uwazaé za pPrzy-
spieszenie chwilowe danego ruchu

. dv
a = Jiny ¢ (V)

Zalezno$¢ predkosci od czasu wyrazi si¢ w tym przypadku
na ogot linig krzywa (rys.
21). I tym jednak razem
droga przebyta przez punkt
M w ciagu czasu t, row-
na jest liczbowo polu
OACBO(. Pole to bo-
wiem przy nieograniczo-
nym zwigkszaniu liczby n
odcinkéw, na jakie dzie-
limy odcinek Of, dowolnie
mato rézni si¢ od sumy pol
prostokatow, zbudowanych na tych odcinkach i na odcinkach
OnC, wyrazajacych predko$¢ punktu w danej chwili.

Rozumujac w analogiczny sposob, jak w ust. 3, znajdziemy,
ze warto$¢ przyspieszenia po uptywie ¢’ sek od poczatku ruchu wy-
znacza tg kata, jaki tworzy z osig Ot styczna do krzywej w punkcie,
odpowiadajagcym danej liczbie sekund.

10. RUCH KRZYWOLINIOWY JEDNOSTAINY

Niech punkt materialny M porusza si¢ po torze krzywo-
liniowym z predkoscia, ktorej warto$¢ liczbowa we wszystkich
punktach toru jest jednakowa. Wtedy z dwu skladowych, na ja-
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kie mozemy roztozy¢ przyrost predkospi (ust. 8), tylko du" nie
bedzie rowna zeru.

Niech tor punktu M bedzie krzywa ptaska, tzn. krzywa,
ktorej wszystkie punkty leza w jednej ptaszczyznie. Wybierzmy
na torze (rys. 22) dwa punkty 4 i B, ktorych odlegto$¢, mierzona

wzdtluz toru, wynosi ds cm. Punkt materialny M, przechodzac
przez punkt A, porusza si¢ z predkoscia vA= AE, przechodzac
po uptywie dr sek przez punkt B, — z predkoscia vB = BF.
Przeniesmy wektor i7" do punktu A. Konce wektorow AD i AE
lezag na obwodzie kota, opisanego z punktu 4 promieniem roéw-
nym v = AE, gdyz, zgodnie z zatozeniem, dtugo$ci ich sa rowne.
Wektor ED, rowny przyrostowi predkosci ruchu punktu ma-
terialnego M przy przejsciu z punktu A toru do B, jest cigciwg
tuku EGD. Wektor o kierunku ED i warto$ci liczbowej %‘?— na-

zwiemy przyspieszeniem przecictnym punktu M
na danym odcinku toru (patrz, ust. 3).

dv
Y% ar (12)
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Oznaczmy przez a kat migdzy wektorami AE i AD 1 na-
piszmy wzor na warto$¢ liczbowa przyspieszenia przecigtnego
W postaci nastepujacej

_dv _ED _ ED  VJEGD ds

“ " dt  dr ~ GEGD ds  di

EGD =v.a ca mierzone w j;ldianach),—T, zgodnie z zaloze-

niem, jest wielkoscig stata, rOwng warto$ci liczbowej wektora
V, mamy zatem

p WEGD Tds T (122)

ED . .
St k 5 5
osune VEGD zalezny jest, na ogot, od potozenia punktow.4\B

na krzywej, od jej ksztaltu i od odleglosci As. Warto§¢ zatem
przyspieszenia przeci¢tnego zalezna jest nie tylko od potozenia
punktu 4 na krzywej i od jej ksztattu w najblizszym punktu A
sasiedztwie, lecz rowniez i od ksztaltu krzywej migdzy punktami
A 1 B oraz od potozenia punktu B. Podobnie rzecz si¢ ma i z jego
kierunkiem. Gdy zamiast punktu B wybierzemy inny punkt krzy-

wej C, kierunek wektora £D ulegnie na og6ét zmianie, jak o tym
fatwo mozna si¢ przekona¢. Im blizej jednak punktu 4 bedzie
lezat punkt B, tym mniej wyznaczana przez przyspieszenie prze-
cietne zmiana predkosci begdzie si¢ réznita od zmiany, jakiej do-
znaje predkos¢ ruchu przy przejsciu punktu materialnego M
przez punkt 4 toru. Warto$¢, jaka przybiera apt gdy odleglosé
As nieograniczenie maleje, przyjmujemy za warto$¢ przyspiesze-
nia chwilowego punktu materialnego M.

— lim ED via
a >0 WEGD  ds

Dla znalezienia tej wartosci opiszmy koto, ktére by bylo
w punkcie A styczne do krzywej (rys. 23). Gdy punkt B zblizy
si¢ nieograniczenie do A, koto to, zgodnie z okresleniem styczno-
$ci, przejdzie i przez B. Luk krzywej As bedzie wtedy rowniez
lukiem kota, kat wigc, jaki beda tworzyly promienie OA4 i OB,
bedzie rowny katowi @ miedzy wektorami AE i BF, wektory te
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sg bowiem styczne do kota
w punktach 4 i B. Stad odle-
glosc As rowna bedzie 7. a,
F gdzie 2 — promien kota. Koto
to nazywamy kotlem krzy-
wizny, promien r — Ppro-
mieniem krzywizny
krzywej w punkcie 4. Odwrot-

nosc promienia% stuzy za mia-
r¢ krzywizny w danym punkcie
krzywej. Drugi wiec czynnik
we wzorze (12 a) ma w grani-
cy warto$¢

Pierwszy czynnik, -~ granicy staje si¢ rowny jednosci,

roznica bowiem migdzy tukiem i cigciwa nieograniczenie maleje,
gdy a zbliza sie do zera. Warto$¢ zatem przyspieszenia w punkcie
A wyrazi si¢ wzorem

a= (13)

Kierunek jego, pozostajac ciagle takim, jak wektora ED, bedzie
w granicy prostopadly do AE =v : w trojkacie réwnobocznym
AED suma réwnych katow AED i ADE bedzie si¢ zblizata do
180°, gdy a bedzie dazylo do zera.

Jezeli tor punktu M jest kotem, ktore jest krzywa o stalej
krzywiznie, a ma warto$¢ stalg i stale jest skierowane do
srodka kota.

11. RUCH KRZYWOLINIOWY ZMIENNY

W najogoélniejszym przypadku ruchu zmienia si¢ i kierunek
1 warto$¢ liczbowa predkosci. Przyspieszenie przecigtne (rys. 24),
jakiego doznaje punkt materialny M, przechodzac z 4 do B, wy-
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obraza wektor o kierunku takim, co wektor CE przyrostu pred-

kosci i o dlugos$ci At razy mniejszej, zgodnie ze wzorem (12)

Jezeli w kierunkach av' i z-v" (ust. 8) odlozymy odcinki

i =-1 zbudujemy na nich réwnolegtobok (rys. 25), prze-
7t Zj
katnia bedzie miala ten sam kierunek, co przekatnia réwno-

legloboku, zbudowanego na odcinkach Jv' i JIv", i bedzie krétsza
od niej At razy.
Wynika to bezposrednio z podobienstwa trojkatow ABC i ADE.
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Mamy wigc
Jv”
a =a +ta = — s
p p p Jt ~T
Aby znalez¢ przyspieszenie chwilowe w punkcie 4, musimy
wyznaczy¢ kierunek i warto$¢ liczbowa, do jakich dazy o,, gdy

A 1 B nieograniczenie si¢ zblizajg. posiada zawsze ten sam
kierunek, co predkos¢ v , zachowa wigec go i w granicy, skta-

dowa It jak wiemy z wywodow ustepu poprzedniego, staje si¢
w granicy prostopadia do v , a zatem
ma kierunek przekatni prostokata,
zbudowanego na tych dwu wektorach
(rys. 26). Wartos¢ zas$ jej liczbowa
wyznaczamy ze wWzoru

a = xia .- in- <P

Wartos¢ liczbowa sktadowej ag, —
sktadowej stycznej — réwna jest

(lilt% It (ust. 9, wz. 11), wartos¢ liczbowa a — sktadowej nor-
malnej — wynosi — (ust. 11, wz. 13), mamy zatem
(15)

Najczeéciej jednak do wyznaczania przyspieszenia postugujemy
si¢ nie tymi sktadowymi, lecz sktadowymi w kierunku osi spotrzednych
(ust. 5), ktorych wartosci liczbowe oznaczamy przez ax! ag) az.

12. RUCHY OKRESOWE (PERIODYCZNE). RUCH DRGAJACY
HARMONIJNY PROSTY

Z wielu mozliwych ruchow punktu materialnego na szcze-
g6lna uwage zastuguje zwlaszcza jedna ich grupa, odgrywajaca
wazna role w niektorych zjawiskach fizycznych. Jest to grupa
ruchow okresowych (periodycznych), gdy punkt
materialny M powtarza ten sam ruch dowolng ilo§¢ razy, prze-
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chodzac co T sek przez ten sam punkt toru z tg samag predkoscia.
Przeciag czasu 7T nazywamy okresem ruchu.

Najprostszym przykladem takiego ruchu jest ruch jedno-
stajny po kole. Przeprowadzmy w kole (rys. 27), bedacym torem
punktu M, dwie wzajemnie prostopadle Srednice wyznaczajace
kierunki Ox i Oy. Punkt M, poruszajac si¢ po torze kotowym

rys. 27

(w kierunku oznaczonym strzatka), przesuwa si¢ zarbwno w kie-
runku Ox, jak i Oy.

Gdybysmy umiescili oko w plaszczyznie kota i patrzyli w kie-
runku Oy, ruch punktu wydalby si¢ nam prostoliniowym, o kie-
runku Ox. Przejscie punktu M wzdtluz luku kota 4C wydawaloby sie¢
nam przesuni¢ciem wzdtuz prostej Ox od O do Ci. Podobnie, patrzac
w kierunku Ox, widzielibySmy przesuwanie si¢ punktu M w kie-
runku yO. Tak mniej wigcej przedstawia si¢ obserwatorowi ziem-
skiemu ruch ksigzycow Jowisza, bedacy w rzeczywistosci ruchem, mato
roéznigcym si¢ od ruchu kotowego.

Przyjmijmy punkt A toru (lezacy na osi Oy) za poczatkowy
punkt ruchu kotowego (ust. 2) i przypusémy, ze po uplywie

Wyklady fizyki, t. 1 4
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t sek od chwili przejécia przez punkt 4 punkt materialny M
znalazt si¢ w punkcie C, przesuwajac si¢ w kierunku Ox o dtu-
gos¢ x = OCr réwna drodze, jakg w ciggu tego czasu przebyt
rzut jego  na o$ Ox, oddalajac si¢ od punktu O, ktory nazwiemy
potozeniem roéwnowagi.

Droga, przebyta przez M, $4 = vM.t. Oznaczajac przez b

promien kota, mamy vM = gdzie T"— okres ruchu koto-

wego i stad
_tub
M T

Z trojkata OCCt znajdujemy

X = bsin OCCY = bsina, gdzie a = —g\= _

wobec czego x = b s'm2 nt'

(16)

Gdy punkt M porusza si¢ od A do B, zuzywajac na to
7‘7: sek, X wzrasta od 0 (gdy Z=0) do b (gdy z = 41;). Podczas
nastgpnej C¢wierci okresu punkt M przechodzi droge BD,
X zmniejsza si¢ od b (gdy =%) do zera (gdy ==7T) ; rzut Ct

punktu M wraca do punktu O wzdluz prostej ocO. Punkt M, po-
ruszajac si¢ dalej, przechodzi w ciagu trzeciej ¢wierci okresu

luk kota DE; x zmienia si¢ od zera (gdy tzz) do b (gdy
3
t_ZT); rzut Ci, oddalajac si¢ stopniowo od punktu O, prze-

chodzi wzdhuz prostej OF do punktu E. Wreszcie, gdy punkt M
przechodzi ostatnia ¢wiartke kota EA4, x zmienia si¢ od — b

3
(gdy t = ZT) do zera (gdy t=T), Ct wraca wzdluz drogi EO

do potozenia rownowagi. Przy dalszym ruchu punktu M po kole
powtarzaja si¢ okresowo te same fazy ruchu. Ruch taki, jak
punktu Cv nazywamy ruchem drgajacym harmonij-
nym prostym, najwigksze odchylenie b obszernoscia

lub amplituda drgania, kat 22 — fazg ruchu.



Odktadajmy na osi od-
cietych czas, ktory uptynat
od chwili przejscia punktu
CT przez potozenie réwno-
wagi, w kierunku za$ osi
rzgdnych — odpowiednie
odchylenia od potozenia
rownowagi. Krzywa prze-
prowadzona przez konce
odcinkow wyraza zaleznos$¢
odchylenia od czasu.

Narysuyjmy (rys. 28)
koto o promieniu rownym
6 1 podzielmy jego obwod
na 16 np. réwnych czesci.
W chwili =0 punkt M
znajduje si¢ w punkcie ze-
rowym kota, rzut jego —
w potozeniu rownowagi, od-
chylenie réwne jest zeru.
W chwili o i: T pozniejszej

punkt M znajdzie si¢
w punkcie 1, rzut jego
w Ci; X— OCi. Odktadamy
w punkcie osi O¢, odlegtym
od punktu przecigcia si¢

0si Oxi1iOto T (w przy-

jetej skali), odcinek rowny
2

OCi, w punkcie — T — od-

cinek OC? réwny odchyle-
niu X w chwili, gdy punkt
M przechodzi przez punkt 2
obwodu kota itd.

Gdy z jakiegokolwiek
punktu krzywej opuscimy
prostopadta na o$ Ot dtu-
go$¢ odcinka, zawartego
miedzy krzywa i osig, zwig-

-I0
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rys. 28

4*
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zana bedzie z odleglo$cia ¢ spodka prostopadtej od punktu prze-
cigcia si¢ osi Ox 1 Ot wzorem

X= (l; sm2n L
bedacym rownaniem danej krzywej. Stad nazwa sinusoidy,
jaka jej nadajemy.
Liczac czas nie od chwili przejscia punktu M przez punkt 4,

lecz od chwili, gdy znajduje si¢ np. w punkcie B, otrzymamy
wzor na X w postaci nieco odmiennej. Podobnie jak poprzednio,

znajdziemy (rys. 29), ze OCI = bsin CXCO. Oznaczajac kat
COB przez a, kat BOA przez f, mamy

OCt = X = bsin (a+J3)
<fa odpowiada tukowi CB, tj. drodze, ktora punkt M przeszedt

w ciggu ¢ sek po przejsciu przez B. Mamy zatem a stad
x=bsin 2 1-* + f3) 17

S jest fazg poczatkowa ruchu. Punkt Cr przechodzié¢
bedzie tym razem przez polozenie rownowagi nie w chwilach
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t=0; 2 ZL; 8 = T..., lecz w chwilach wcze$niejszych, wtedy
mianowicie, gdy
R gdzie n = 0, 1, 2, 3..., stad
# ei. i = —pB)T = (2n-p\m
2 22 13 \ 2a /

(Znak — oznacza, ze przej$cie nastgpi, zanim punkt M doj-
dzie do punktu B).

Punkty przeciecia sinusoidy z osig odcigtych beda przesu-
nigte w kierunku ujemnych odcigtych; odlegltosci ich jednak (mie-
rzone wzdluz osi Ot) pozostang bez zmiany:

w o AT—RT-VET- T _ ‘
11 27 2 2 l

Rozpatrujgc w ten «am sposob odchylenia w kierunku osi

Oy, znajdziemy bez trudu, ze

V=6cos2my = sin2ay + (18)
lub y=6sin 2ox zp+ (18 a)

gdy faza poczatkowa nie jest roOwna zeru.

Ruch zatem w kierunku Oy jest rowniez ruchem drgajacym
harmonijnym prostym.

Stad wynika, ze ruch jednostajny po kole mozemy uwazac
za ruch wypadkowy dwu ruchow drgajacych harmonijnych pro-
stych o tych samych okresach drgania, co ruch po kole, o kie-

runkach wzajemnie prostopadtych i o r6znicy faz ™ .

Wezmy osi Ox i Oy za osi spotrzednych; x i y wyznaczg jedno-
znacznie potozenie punktu M w dowolnej chwili. Oznaczmy przez r

wektor OC (rys. 27), ktorego warto$¢ liczbowa nie zmienia si¢ pod-
czas ruchu po kole, zmienia si¢ jedynie jego kierunek. Sktadowe jego
w kierunku Ox i Oy beda mialy wartosci odpowiednio rowne

rx=0Cx=T—-06sin2n i ry = OF —y = bsin 4- . Te dwie

sktadowe wystarczaja do wyznaczenia wektora r, trzecia bowiem
sktadowa » w kierunku osi z, prostopadtej do ptaszczyzny rysunku,
jest stale rowna zeru.
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r= 4-1* =6; cos(r, Oy) =y =cos "y :

cos (rr, Oar) = E =sin2s .f? (patrz, ust. 5).

Predkosci ruchéw skladowych sa, jak wiemy (ust. 5), skta-
dowymi predkosci ruchu wypadkowego, ktérej kierunek w da-
nym przypadku wyznacza styczna do kota. Skladowa v tworzy
zatem z v kat HCG, réwny katowi a (rys. 30). Mamy wigc

rys. 30
Punkt drgajacy Ct ma predkos¢ najwickszag w chwilach
przechodzenia przez polozenie rownowagi, gdy =0, l, 3 T..

22 h
Od O do B porusza si¢ z predkoscia malejacg od do zera,

w punkcie B kierunek zmienia si¢ na odwrotny, warto$¢ bez-
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wzgledna wzrasta od zera do nastepnie za$ (na odcinku OB’)
maleje do zera, aby przy nowej zmianie kierunku (w punkcie £)

zndéw wzrasta¢ od zera do

T
Zalezno$¢ predkosci od czasu, jaki uptynat od poczatku ru-
chu, wyrazi si¢ krzywa, podobng do poprzednio wykreslonej si-
nusoidy, lecz przesunigtej (w kierunku ujemnych odcigtych)
o ¢wier¢ okresu.

W ten sam sposdb znajdziemy, ze sin (gdy

ma kierunek przeciwny do dodatniego kierunku osi

Oy). Punkt Fzbedzie miat predkos¢ najwicksza, gdytti, 3 T..,

tzn. wtedy, gdy y bedzie rowne zeru.

Roztézmy wreszcie przyspieszenie a”™na analogiczne skla-
dowe. Przyspieszenie to, jak wiemy, jest normalne, mamy wigc

rys. 31
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(rys. 31) ax = aM sin a i wobec tego, ze al = — =

4m8b . 2at
ax = 72" sin -jT-

ft"jest zatem proporcjonalne do odchylenia x = b sin™-"-, lecz

skierowane zawsze do potozenia rownowagi, a wigc dla x do-
datniego w kierunku ujemnych x-ow. Mozemy wigc napisaé

(20)

i podobnie a =— -y. (20 a)
Nazwijmy czestoscig drgan liczb¢ n=i, wskazu-

jaca, ile drgan wykona punkt Ct (lub w ciggu jednej se-
kundy; wzory, wyzej wyprowadzone, mozemy przepisaé w po-
staci nastepujacej :

x=bsin2ant; rt=2sabncos2ant; ax = —4nlntx (21)

13. RUCH BRYLY SZTYWNEJ. RUCH POSTEPOWY

Nie zawsze jednak jest rzecza mozliwg sprowadzi¢ wyzna-
czanie ruchu ciatla do wyznaczenia ruchu jednego tylko jego
punktu, i wtedy wywody ustepow poprzednich okazuja sig, oczy-
wiscie, nie wystarczajacymi. Zalézmy, ze ciata, ktorych ruch
bedziemy rozpatrywali, sa brytami sztywnymi, tzn. ta-
kimi ciatami, w ktorych wzajemna odleglo$¢ poszczegdlnych czeg-
§ci pozostaje zawsze ta sama bez wzgledu na to, jakim ruchem
porusza si¢ dane cialo.

Taka bryla jest, oczywiscie, catkowicie fikcyjna. Nie znamy ani
jednego ciala, ktorego wlasnosci czynityby zado$¢ podanemu wyzej
okresleniu. Co wigcej, mamy prawo przypuszczaé, ze istnienie takiego
ciala byloby w sprzecznosci ze znanymi nam faktami do$wiadczal-
nymi. W pewnych jednak granicach, zaleznych od rodzaju ciata, wa-
runek sztywnosci spetniajg ciala state. Im granice te sg szersze, tym
mniejszy popetniamy blad, uwazajac dane cialo za sztywne. Tak np.
sztabe stalowa mozemy uwaza¢ za cialo sztywniejsze od sztaby z oto-
wiu, t¢ za$ od kawatka gliny itp. Bryla sztywna stanowi zatem pe-
wien przypadek graniczny, do ktorego mniej lub wigcej zblizaja sig¢
ciata stale.
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Mowimy, ze bryla porusza si¢ ruchem postepowym,
gdy wszystkie jej punkty poruszaja si¢ stale z jednakowymi
predkosciami, ktéorych wartosci i kierunki mogg zreszta co
chwila si¢ zmienia¢ (rys. 32). Ruch postepowy moze wiec by¢
prostoliniowy lub krzywoliniowy, jednostajny lub zmienny.

Na ostrzu wbitym
w tarcz¢ pionowa (Tys.
33), znajduje si¢ igielka,
mogaca si¢ obraca¢ dooko-
la ostrza, prawie bez tar-
cia«. Igietka ta pod dzia-
taniem sity ciezkosci usta-
wi si¢ pionowo. Obracajmy
powoli tarcz¢ ruchem jed-
nostajnym kolo osi pozio-
mej, igielka bedzie si¢
przesuwala razem z o-
strzem, na ktérym zostala
umieszczona,  pozostajac
jednak ciagle pionowa.
Tory jej punktéw konco-
wych 4 i B beda kotami
0 tym samym obwodzie.

We wszystkich tych
przypadkach ruch bryty be-
dzie wyznaczony, gdy be-
dziemy znali ruch jednego,
dowolnie wybranego jej
punktu. rys. 33
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14. RUCH OBROTOWY

Gdy punkty bryly, lezace na pewnej prostej xx’, sa podczas
ruchu bryty stale nieruchome, ruch bryly jest ruchem obro-

X*

LO,

rys. 34

towym, dookota pro-
stej xx> nazywanej
osig obrotu (rys.
34). Kazdy punkt bryty
opisuje wtedy koto, ktér
rego $rodek lezy na osi
obrotu, promien za§ row-
ny jest odlegtosci od osi.
Plaszczyzna toru koto-
wego jest prostopadta
do osi obrotu.

Wezmy te plaszczy-
zn¢ za plaszczyzne ry-
sunku (rys. 35). Punkt
O niech bedzie $ladem
osi. Wybieramy w tej
plaszczyznie dwa punkty
bryly A i B, lezace na
tej samej prostej, prze-

chodzacej przez O. Na skutek ruchu obrotowego punkty 4 i B
przejda do 4* i B W tym nowym potozeniu beda nadal lezaty na
prostej, przechodzacej przez O (w przeciwnym razie odleglos¢
ich by si¢ zmienila). Ruch ich zatem tak bedzie zachodzil, jak
gdyby prosta OAB, na ktorej poczatkowo si¢ znajdowaly, obro-
cila si¢ razem z nimi i zaj¢la potozenia OA'B’. Stosunek wigc
drog, przebytych przez kazdy z tych punktow, do odleglosci ich
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od osi, bedzie dla obydwu punktéw ten sam. Istotnie, oznaczajac
przez a kat (mierzony w radianach) miedzy poczatkowym i kon-
cowym polozeniem prostej OAB, mamy

uAA' — ««wd 1 VIBB' = a.

Taki sam stosunek znajdziemy, mierzac drogg, przebyta
w ciggu tego samego czasu przez jakikolwiek inny punkt np. C
bryly; prosta bowiem OC obrécita si¢ w ciggu tego czasu o ten
sam kat, co prosta OAB.

Inaczej zmienitaby sie odleglo$¢ migdzy punktami C i A. Punkt

C moze nie leze¢ w tej samej plaszczyznie, co A i B, proste OC i OC

beda wtedy lezaty w plaszczyznie, rownoleglej do ptaszczyzny rysunku.

Umoéwmy sig, ze kat a liczy¢ bedziemy od pewnej, dowolnej
zreszty, prostej Ox, prostopadiej do O i lezacej w tej samej pta-
szczyznie, co OAB i OA'B’, za poczatkowa za§ chwile ruchu uwa-
za¢ bedziemy chwile, gdy prosta O4B ma kierunek zgodny z kie-
runkiem Ox, gdy wigc a == 0.

Wielkos$¢, ktora jest miarg zmiany kata g, odniesionej do
jednostki czasu, nazwiemy predkoscig katowag f. Gdy
kata wzrasta proporcjonalnie do czasu, wtedy, jak wiemy, (por.
ust. 2, wzor 2, ust. 9, wzor 9), stosunek zmiany kata a do czasu,
w ciggu ktérego zmiana ta nastgpila, jest staly, stala wigc jest
i predkos¢ katowa. Dla takiego ruchu — jednostajnego
obrotowego — mamy

o=4T"

gdzie x -*wspodtczynnik proporcjonalnosci, zalezny od wyboru jed-
nostki predkosci katowej. Ktadac x — 1, otrzymujemy.

W=y, (22)

przyjmujac za jednostke predkos¢ katowsq takiego jednostajnego

ruchu obrotowego, w ktorym dowolna prosta, prostopadia do osi

obrotu i sztywnie zwigzana z obracajacg si¢ bryla, obrdci si¢

w ciggu sekundy o kat, réwny jednemu radianowi (okoto 57°,3).
Ze wzoru (22) wynika, ze

M= T7"



60

Wymiar kata a jest, jak kazdej liczby, réwny 1, wyraza si¢ bo-
wiem wzorem L° M° T°= 1.

Biorac za jednostke czasu sekunde, otrzymujemy

M=5

W przypadku niejednostajnego ruchu obrotowego rozumo-
wanie analogiczne do tego, jakim postugiwalismy si¢ w ust. 3 1 9,
pozwala nam stwierdzi¢, ze wtedy

0 = }1}51” (23)

Z jakimkolwiek jednak ruchem obrotowym mielibySmy do
czynienia, predko$¢ punktu bryty, odleglego o 7 od osi obrotu —
predkos¢ te dla odroznienia od predkosci katowej czesto nazy-
wamy liniowag — zawsze bedzie réwna

V = co. 2. (24)

W ruchu obrotowym jednostajnym w==  gdzie s=a ' r, stad

y— e =«.?7e; W ruchu zmiennymWI/Bm izls=zia'r, stad

. 4«
= h ] = 'y
i) tII(I) At r=w'r

Wzory (22), (23) i (24) nie wystarczajg do wyznaczenia
ruchu obrotowego, nic nam bowiem nie mowig o jego kierunku.
Wzory te uzupelniamy, zakltadajac, ze predkos$¢ katowa jest, po-
dobnie, jak predkos¢ liniowa, wektorem, ktérego kierunek wy-

znacza kierunek obrotu.

Wektor w odkltadamy na
osi obrotu, zazwyczaj
w takim kierunku, w kto6-
rym patrzac, widzimy
bryle  obracajacg  si¢
w tym samym kierunku,
co wskazowki zegara.

Predkos¢ liniowa v do-
wolnego punktu A lezy
w plaszczyznie prostopad-
tej do osi i przechodzacej
rys. 36 przez ten punkt (rys. 36).
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Zwiagzek miedzy predkoscia
punktu bryty y i predkoscia kato-
Wwg B mozna wyrazi¢ wzorem, wy-
znaczajacym zaréwno kierunek, jak
i warto$¢ liczbowa w.

Nazwijmy iloczynem ze-
wnetrznym  lub  wektoro-

wym dwu wektorow a i 6 wektor c,
prostopadty do obydwu wektorow
(rys. 37), o wartosci liczbowej

¢c—ab sin f3 (24a)

Dla wyznaczenia kierunku we-
ktora ¢ postugujemy si¢ nastepuja- A
cym prawidlem. Zatézmy, ze pierw- ™S8,
szy z czynnikow, wektor a, przymocowany jest do jednego ze zwojow

Sruby prawoskretnej i razem z nim si¢ obraca. Za kierunek wektora ¢
przyjmujemy ten kierunek w ktorym nalezy wkrecaé $rube, aby we-

ktor a, obréciwszy si¢ o kat mniejszy od 180° przybrat kierunek we-
ktora 6. Zwigzek miedzy wektorami ¢, a i b oznaczamy symbolicznie
c=[a, b] (24b)

Odwrocenie porzadku czynnikéw zmienia znak iloczynu na prze-
ciwny, gdyz wtedy musimy zalozy¢, ze to wektor b obraca si¢ razem

ze $rubg o kat 5 < 180° i przybiera kierunek wektora a, $rubg zatem
nalezy wkrgca¢ w kierunku odwrotnym
— c=[6, a] (24c)
W przypadku przez nas
rozpatrywanym - jest iloczy-
nem wektorowym r i <, gdzie
r oznacza odleglos¢ AO osi
obrotu od punktu A4
V=="[r, w] (24d)

Istotnie, przenieSmy trzy
te wektory do jednego punktu.
Kierunek -« czyni zado$¢ wa-
runkom wyzej podanym, war-
tos¢ za$ jego liczbowa
rys. 38 u=ru sin J[=«.r; sin J—I.
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Wektory, otrzymane z pomnozenia jakiej$ wielkosci a przez od-
legto$¢ punktu, z ktorym zwigzana jest dana wielko$¢, od innego pun-
ktu A4 lub od jakiej$ osi, noszag nazwe¢ momentu wielkosci a wzgle-
dem punktu 4 lub wzgledem danej osi. Pr¢dkos$¢ w jest zatem momen-
tem predkosci katowej wzgledem punktu 4. (Czgsto mozna si¢ spotkac

z innymi oznaczeniami iloczynu wektorowego, np. Va. b lub a 1 ).

Wektorowy charakter predkosci katowej sprawia, ze zmie-
nia¢ ona moze nie tylko swojg warto$¢ liczbowa, lecz réwniez
i kierunek. Stad wynika, ze i przyspieszenie katowe,
bedace miarg tych zmian, odniesionych do jednostki czasu, jest
wektorem. W przypadku najprostszym, gdy ciato obraca si¢ stale
koto tej samej osi ruchem jednostajnie zmiennym, przyspiesze-
nie katowe ma kierunek ten sam, co predkos¢ katowa, i wyraza
si¢ wzorem

_ owt— (o 1
t t sekl

W ruchu obrotowym niejednostajnie zmiennym

(25)

z/ )
7 = - (26)

Wymiar przyspieszenia katowego

Gdy bryla, 'obracajac si¢ z predkoscia katowa to, przesuwa
si¢ jednocze$nie w kierun-
ku osi ruchem postepo-
wym z predkoscia 5, tor
kazdego z jej punktow
jest linig $rubowa, pred-
kos¢ zas§ — wypadkows
predkosci v0 i -Ip

V = vl JI-Vp (27)

o Zgodnie ze wzorem
(24<1) mamy wtedy

rys. 39 n=1r, co] 4-v



ROZDZIAL 1T

ZASADY MECHANIKI — DYNAMIKA PUNKTU
MATERIALNEGO

1. SILA

Wysitek migéniowy, jakiego wymaga od nas wprawienie
w ruch ciata lub zmiana wzajemnego potozenia jego czeSci —
jego odksztalcenie — kojarzymy z pojeciem sity, ko-
niecznej do wykonania tych dziatan. Pojecie to, poczatkowo
subiektywne, zwigzane z odczuwanym przez nas wysitkiem, sto-
pniowo uogolniamy, stwierdzajac, ze te same dziatania moga po-
wodowac i rozne inne ciata, ktorym wobec tego przypisujemy
mozno$¢ wywierania sily. Mowimy zatem o sile wiatru, wpra-
wiajacego w ruch skrzydta wiatraka, o sile magnesu, poruszajg-
cego opitki zelaza, a nawet — przez dalsze uogolnienie — o sile
cigzkosci, powodujacej ruch ciat w kierunku powierzchni ziemi,
jakkolwiek bezposrednie doswiadczenie nie pozwala nam od razu
powiaza¢ tego dziatania z jakim$ okre$lonym ciatem.

Sity te, podobnie znéw, jak i sity naszych mies$ni, moga nie
tylko poruszy¢ cialo, lecz rowniez w pewnych warunkach ruch
juz istniejacy zahamowac. Stad wyciagamy wniosek, ze sile na-
lezy przypisa¢ pewien kierunek, ktoérego zgodno$¢ lub przeciw-
stawno$¢ kierunkowi ruchu wptywa na wynik jej dziatania.
Takie hamujace dziatania sity, z ktorymi niejednokrotnie sie¢
spotykamy, pozwalaja postugiwaé si¢ pojeciem sily i w tych
przypadkach, gdy dziatanie, wywierane przez ciala, sprowadza
si¢ wylgcznie do przeciwdziatania ruchowi, niezaleznie od jego
kierunku, i przypisa¢ pospolicie obserwowane zjawisko zanika-
nia ruchu ciata, na ktére przestata dziata¢ sita, istnieniu sit, ha-
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myjacych ruch ciala, tzw. oporow biernych, wywiera-
nych albo przez srodowisko, w ktorym ciato si¢ porusza (np. po-
wietrze lub woda), albo przez podstawe, na ktérej ruch zacho-
dzi. Potwierdzenie shluszno$ci tego przypuszczenia widzimy
w fakcie, ze, odpowiednio zmieniajac srodowisko lub podstawe,
mozemy trwanie danego ruchu nieograniczenie przedhuzy¢.

2. PIERWSZA ZASADA MECHANIKI

Takie uogodlnienie pojecia sily rownowazne jest zatozeniu, ze
cialo, na ktére nie dziataja zadne sity, pozo-
staje albo w spoczynku, albo w ruchu jedno-
stajnym prostoliniowym. Zalozenie to, sformutowane
po raz pierwszy przez Newtona (1642—1727) jako jeden z trzech
»pewnikow lub praw ruchu®, nazywamy pierwsza zasada
mechaniki lub zasadg bezwladnosci.

Newton, formutujac t¢ zasade, uogélnit i poglebit wniosek, do
jakiego przed nim doszedt Galileusz (Galileo Galilei, 1564—1642),

Niech 4 i C (rys. 40) begda dwiema roéwniami pochytymi, z kto-
rych C moze mie¢ roézne nachylenia do poziomu. Kula, staczajaca si¢
z punktu 4 pod dzialaniem sity ci¢zkos$ci, nie zatrzymuje si¢ w naj-
nizszym punkcie roéwni, lecz porusza si¢ dalej po réwni C, podno-
szac sig, jak to, ekstrapolujac wyniki swych do$wiadczen, przyjat Ga-
lileusz, na wysoko$¢ rowna tej, z jakiej spadia, poruszajac si¢ wzdhz
rowni A, w rzeczywistosci za§ dochodzac do punktow Ct, Ca, Ca, C*.,
znajdujacych si¢ tym blizej punktow Cl, CII, Cm, CIV... im gladsza
jest powierzchnia obydwu rowni. W miar¢ wigc zmniejszania si¢
kata a nachylenia réwni C do poziomu zwigksza si¢ dtugos¢ przeby-
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wanej przez kulg drogi, wolniej zmniejsza si¢ predkos¢ jej ruchu. Mo-
zemy zatem oczekiwac, ze gdy kat a rowny jest zeru, gdy wigc roéwnia
C jest pozioma, a przy tym gdy jest doskonale gtadka, kula poru-
sza¢ si¢ bedzie po niej nieograniczenie dlugo z predkoscia, jakiej na-
byla, spadajac wzdtuz A4.

Jest rzecza oczywista, ze zasady bezwladnosci nie mozemy
udowodni¢ bezposrednio zadnym doswiadczeniem. Nigdy bowiem
nie mamy do czynienia z cialem, co do ktorego moglibysmy by¢
pewni, ze nie podlega oddzialywaniu ciat innych, ze wigc nie
dzialajg na nie zadne sity. Pewnos$¢, jakg mamy co do jej stusz-
no$ci, czerpiemy stad, ze wnioski, jakie z niej wyprowadzamy,
sa na ogdt zgodne z wynikami do$wiadczen i ze dotychczas nie
znamy ani jednego zjawiska, ktore by bylo z nig w sprzecznosci,
nie dajacej si¢ usunac.

W podanym wyzej sformulowaniu zasady bezwladnosci nie jest
wskazany uktad odniesienia, wzgledem ktérego predkos¢ ciala, nie pod-
legajacego dziataniu sity, zachowuje warto$¢ statg. Chcac usungc te
niejasnos$¢, musimy jakby odwrdci¢ zagadnienie, a mianowicie, przyj-
mujac zarowno t¢ zasade, jak i dwie inne, o ktoérych bedzie mowa ni-
zej, za obowigzujace, znalez¢ przez porownanie obserwowanych ruchow
cial z wyznaczonymi na podstawie przyjetych zatozen, w jakim z uzy-
wanych przez nas uktadow odniesienia zasady te pozwalajg otrzymac
wyniki, jak najbardziej zgodne z do$wiadczeniem. Przekonamy si¢
wtedy, ze uklad odniesienia, sztywnie zwigzany z ziemia, utworzony
np. przez trzy wzajemnie prostopadle plaszczyzny, przecinajace si¢
w $rodku ziemi, nie czyni zado$¢ wymaganym warunkom. W uktadzie
tym bowiem tor ciata, poruszajacego si¢ w plaszczyznie poziomej, kto-
rego ruchu nie zmienia zatem dziatanie sity cigzkosci, jest wbrew
przypuszczeniom Galileusza, krzywoliniowy; podobnie ciato, spadajace
pod dziataniem sity cigzkosci, majacej staty kierunek, nie porusza sig,
jakby to wynikato z drugiej zasady Newtona, ruchem prostoliniowym,
lecz rowniez ruchem krzywoliniowym (rozdz. IV, ust. 6). Mozemy t¢
niezgodno$¢ z zasadami usungé, nadajac wybranemu uktadowi odnie-
sienia ruch obrotowy o kierunku przeciwnym do ruchu obrotowego
ziemi 1 o tej samej predkosci katowej, a wigc przyjmujac za uktad
odniesienia taki uktad, wzgledem ktorego ziemia si¢ obraca. Ten uktad
wystarczy catkowicie, o ile bedzie chodzito o ruchy cial ziemskich,
okaze si¢ jednak niewystarczajagcym przy wyjasnieniu ruchoéw ciat
niebieskich. Wtedy trzeba go =zastgpi¢ innym uktadem. Ten nowy
uklad wyznaczony jest przez ptaszczyzng ekliptyki oraz dwie osi, prze-
chodzace przez srodek masy ukladu planetarnego (ust. 15), z ktorych
jedna jest skierowana do punktu przystonecznego, druga zas jest pro-
stopadla do ptaszczyzny ekliptyki; do tych dwu osi jest prostopadia

Wyklady fizyki, L 1 5
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o$ trzecia, ktora tym sposobem rowniez jest wyznaczona. Uklad taki
jest, jak wykazuja pomiary astronomiczne, rownowazny z ukladem,
wyznaczonym przez wzajemnie prostopadle osi, przecinajace si¢
w $rodku masy uktadu planetarnego i skierowane do odpowiednio do-
branych gwiazd statych. Kazdy z tych dwu ostatnio wymienionych
uktadow, nazywanych czasami ukladami Kopernika, bardzo
mato si¢ rézni, jak to udowodnit Seeliger (1906), od tzw. uktadu
inercyjnego (lac. inertia — bezwladno$¢), wzgledem ktérego
ciato, nie poddane dziataniu zadnej sily, istotnie bedzie pozostawato
w spoczynku lub poruszato si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Jezeli uklady osi Kopernika lub inercyjny zastapimy innym, porusza-
jacym si¢ wzgledem nich prostoliniowym ruchem jednostajnym, uktad
taki mozna réwniez uwazaé za czynigcy zado$¢ zasadom mechaniki,
cialo bowiem, poruszajace si¢ ze stalg (co do wartosci i kierunku)
predkoscia wzgledem uktadow, uzywanych poprzednio, bedzie si¢ po-
ruszato rowniez ze stalg predkoscia (rézniagca si¢ od poprzedniej kie-
runkiem i warto$cia) wzgledem nowego uktadu (rozdz. I, ust. 6). Tego
rodzaju zespot uktadéw nazywamy ukladami Galileusza.

W znacznej jednak wigkszos$ci przypadkéw, z ktérymi mamy do
czynienia, mozemy za uktad odniesienia bra¢ uktad, zwigzany z ziemig.

3. MASA

Z zasady bezwladnosci wynika, ze dziatanie sity na ciato
wyraza si¢ zmiang, jego predkosci. Mozemy zatem za miar¢ war-
tosci sity, dzialajacej na dane ciato, wzia¢ przyspieszenie, jakiego
ona cialu udziela, i kierunek przyspieszenia uwaza¢ za kierunek
sity. To zalozenie pozwala nam poréwnywac sily ; dwie sity uwa-
zamy za réowne, gdy dzialajac na to samo ciato, udzielaja mu
tych samych przyspieszen. Do$wiadczenie jednak wskazuje, ze
takie dwie réwne sily, dziatajace kazda na inne cialo, udzielg im
przyspieszen, na ogot, nierbwnych.

Przymocujmy np. do kuli, zrobionej z drzewa, spr¢zyne, kto-
rej drugi koniec bedziemy ciggneli rekg w ten sposob, aby wydtu-
zenie jej przez caly czas doswiadczenia pozostawato niezmienne.
Stwierdzimy, ze gdy podstawa, po ktorej kula si¢ porusza, jest
dostatecznie gladka, ruch kuli jest mniej wigcej jednostajnie
przyspieszony. Powtarzajac kilkakrotnie ten pomiar, przekona-
my sie¢, ze, o ile wydluzenie spre¢zyny bedzie stale to samo, war-
to$¢ przyspieszenia pozostanie we wszystkich pomiarach jedna-
kowa. Mozemy zatem powiedzie¢, ze temu samemu wydtluzeniu
sprezyny odpowiada ta sama sita, dzialajaca na kule. Jezeli teraz
przymocujemy te¢ sprezyn¢ do kuli otowianej o tym samym pro-
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mieniu, co uzyta poprzednio kula drewniana, znajdziemy, ze
przy tym samym wydluzeniu sprezyny przyspieszenie kuli oto-
wianej jest mniejsze.

Oznaczmy te przyspieszenia przez ax i a2. Doswiadczenie po-
zwoli nam stwierdzi¢, ze stosunek tych dwu wielkosci nie zalezy
ani od wartos$ci dziatajacych sit (byleby zawsze byly rowne), ani
tez, przynajmniej w tych granicach predkosci, z jakimi spoty-
kamy si¢ w mechanice, od predkosci, jaka ciata juz posiadaty,
zanim zostaly poddane dzialaniu sit. Wobec tego roznice przy-
spieszen przypisujemy réznicy wlasnosci mechanicznych bada-
nych cial, méwiac, ze r6znig si¢ one masami i zakladajac, ze
masy te sg odwrotnie proporcjonalne do przyspieszen, udzielo-
nych tym cialom przez rowne sity
H

)

t  mx

Stad wynika, ze gdy mase¢ jednego z cial badanych przyj-
mierny za jednostke, pomiar masy dowolnego ciala sprowadzi si¢
do wyznaczenia stosunku przyspieszen, udzielonych przez te sama
site (lub dwie rowne sity) masie jednostkowej i masie badanego
ciala.

?%[:aa% =skad m :;_"\___ 1.

Liczba wigc, otrzymana z pomiaru na mas¢ m, nie zalezy od
wyboru jednostek przyspieszenia. Taki pomiar masy nazywamy
dynamicznym.

Za jednostke masy przyjmujemy mas¢ wzorca, ze stopu pla-
tyny z irydem, przechowywanego podobnie, jak wzorce metra,
w Miedzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sévres. Mase¢ te¢ na-
zywamy kilogramem (kg). W fizyce jednak najczgsciej
uzywamy, jako jednostki, masy tysiac razy mniejsze] — gra-
ma, — ktory oznaczamy przez g.

Kilogram, jako jednostka masy, zostal wprowadzony jednocze-
$nie z metrem, jako jednostka ditugosci. Poczatkowo kilogramem na-
zywano mas¢ jednego decymetra szeSciennego wody chemicznie czy-
stej w temperaturze najwickszej jej gestosci (bardzo malo rézniacej
si¢ od 4° skali gazowej), pod cisnieniem normalnym. PézZniejsze jed-
nak pomiary wykazaty, ze prototyp, ktorego masa miata by¢é rowna
tak okreslonej jednostce, ma w rzeczywisto$ci mas¢ nieco wigksza tak,
ze dla otrzymania masy, rownej masie wzorca kilogramowego, nalezy
wzig¢ nie | dem3 wody, lecz | litr — 1,000027 dem3.

5*
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4. DRUGA ZASADA MECHANIKI. JEDNOSTKA SILY

Z rozwazan ustepu poprzedniego wynika, ze przyspieszenie,
udzielane cialu przez dzialajaca na nie sile, jest odwrotnie pro-
porcjonalne do masy ciala i wprost proporcjonalne do wartosci
dziatajacej sity oraz posiada ten sam, co sita, kierunek. Zwigz-
kowi wiec tych trzech wielkosci (przyspieszenia, sily i masy)
mozemy nadaé posta¢ wzoru

a— kL b /— K ma, (2)
m

ktoéry uwazac bedziemy za wyrazajacy druga zasade mechaniki.

Wzor (2) niezupetlnie odpowiada sformutowaniu, danemu przez
Newtona (ust. 14).

Ktadac A=/, otrzymamy

/= ma, (2a)

w ktorym za jednostke sily bierzemy site, nadajacg masie |1 g
przyspieszenie 1 cm/sek2. Site t¢ nazywamy dyna (gr. dyna-
mis — sita). Réwnanie wymiaru sity wyrazi si¢ wzorem

[/] =MLT-\
skad dla dyny otrzyrnujemy’\g. Bezwzgledny uktad jednostek
se

(Wstep, ust. 8), w ktorym za jednostke dlugosci bierzemy centy-
metr, za jednostke czasu — sekunde, za jednostke masy — gram,
nazywamy ukladem C. G. S. (cm, g, sek). Dyna zatem jest jed-
nostka sily w uktadzie C. G. S.

We wzorze (2 a) masa jest, zgodnie z wywodami ustepu poprzed-
niego, wielkoscig stala, charakterystyczng dla danego ciata, stosunek

zatem £. jest rowniez dla danego ciata staty. Dos$wiadczenie potwier-

dza catkowicie to zatozenie, gdy predkosc, z jaka cialo si¢ porusza, nie
przekracza granic, o jakich byta mowa w ust. 6, rozdz. 1. Przy pred-
kosciach wigkszych, bliskich predkosci §wiatta, tj. 300 000 km/sek, sto-
sunek ten, jak na to zdaja si¢ wskazywa¢ doswiadczenia, wykonane
z elektronami ujemnymi, poruszajagcymi si¢ z bardzo wielka predko-
$cig (Kaufmann 1901, Neuman 1914, Guye i Lavanchy 1916, 1921),
si¢ zwigksza, co by dowodzito wzrostu masy poruszajacego si¢ ciata.
Do tego samego wniosku — zwigkszania si¢ masy w miar¢ wzrostu
predkosci — prowadzi teoria wzglednosci.
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5. NIEZALEZNOSC DZIALANIA SIt.. DODAWANIE I ROZKEA-
DANIE SIt, DZIALAJACYCH NA PUNKT MATERIALNY

Przy wyprowadzeniu wzoru (2 a) zaktadaliSmy, ze na ciato
dziata jedna tylko sila; to ograniczenie jednak nie jest bynaj-
mniej konieczne. Taki sam bowiem zwiazek miedzy sila, masa
1 przyspieszeniem zachodzi i w tym przypadku, gdy na ciato
dziata wigcej sit, niz jedna. Kazda z tych sit udzieli cialu przy-
spieszenia o kierunku zgodnym z jej wlasnym kierunkiem
i o warto$ci wyznaczonej ze wzoru (2 a), a wiec takiego, jakie
by otrzymalo cialo, poddane dziataniu jednej tylko sity. To twier-
dzenie nazywamy twierdzeniem o niezaleznos$ci dzia-
tania sil.

Twierdzenie to zawarte jest w objasnieniu, jakim Newton za-
opatrzyl swoje sformutowanie drugiej zasady mechaniki.

Zatézmy, ze mamy do czynienia z przypadkiem, oméwionym
w ust. 2, rozdz. I, i niech M bedzie punktem materialnym, w kto-
rym wyobrazamy sobie skupiong catag mase ciala, na ktére dzia-

rys. 41

taja dwie sity A i _f2, udzielajgce mu przyspieszen

ial = (rys. 41). Punkt materialny porusza¢ si¢ bedzie z przy-

spieszeniem, rOwnym sumie geometrycznej at i a2, a wigc tak,
jakby dziatala na niego sita f'= ma. Sila ta jest wypadkowa sit

/1 1 /2, Jak to wynika z podobienstwa trojkatow ACB i AFE
(rys. 41). Do sil zatem, dziatajacych na punkt materialny, mo-
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zerny stosowac ustalone wyzej (rozdz. I, ust. 5) reguly dodawa-
nia geometrycznego.

W przypadku szczegélnym, gdy wypadkowa sit rdGwna jest
zeru, punkt materialny M albo jest w spoczynku, albo porusza
si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym. Moéwimy wtedy, ze
sily sie rOwnowazg.

6. TRZECIA ZASADA MECHANIKI

We wszystkich przypadkach, w ktérych obserwujemy dzia-
lanie jakiego$ ciala B na cialo 4, stwierdzamy rowniez dziatanie
ciala 4 na cialo B w kierunku odwrotnym. To przeciwdziata-
nie — reakcja, jak czgsto mowimy — ciata 4 ujawnia si¢, po-
dobnie jak dziatanie — akcja — ciata B, w przyspieszeniu ruchu
ciala B, gdy inne sity, dzialajace na B, nie rownowaza sily re-
akcji, albo tez w odksztatceniu ciala B, zazwyczaj za§ w jednym
i drugim.

Tak np., gdy stojac na gladkiej podlodze, cisniemy r¢ka na

Sciang, jesteSmy od niej odsuwani i to tym bardziej, im silniej na

Sciang ci$niemy.

Rozpatrzenie pewnych prostych przypadkow, o jakich be-
dzie mowa nizej (np. zderzenia si¢ kul) prowadzi do zalozenia, ze
sity dzialania i przeciwdziatania sg sobie réwne. To zalozenie
stanowi tre$¢ trzeciej zasady mechaniki: gdy ciatlo B
dziata pewna sila na cialo 4, cialo 4 dziata na
cialo B sita rowng i przeciwnie skierowang.

Podobnie jak dwie pierwsze, i trzecia zasada Newtona nie
moze by¢ udowodniona bezposrednim doswiadczeniem. O jej

stlusznosci wnosimy ze zgodnosci z do-
$wiadczeniem opartych na niej wnio-
skow.

Newton na poparcie tej zasady dat
miedzy innymi nastepujacy przyktad. Ro-
zetnijmy kule ziemska dowolna plaszczy-
na na dwie nierébwne czesci 4 i B (rys.
42). Gdyby dziatanie jednej z tych czgsci
na druga nie byto rowne przeciwdziataniu
czesci drugiej, ziemia, na ktorg dziatajg
obydwie te sily, poruszalaby si¢ ruchem
przyspieszonym w kierunku wypadkowej,
czego W rzeczywistosci nie obserwujemy,

rys. 42 Zaznaczmy, ze tg zasadg postugiwaliSmy
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si¢ milczaco w przykladzie ust. 3, gdy zakladaliSmy, ze wydiuzenie
sprezyny jest miara dzialajacej na cialo sily; jest to réwnowazne
zatozeniu, ze wydluzenie sprezyny jest spowodowane przez sitg rowng
i przeciwnie skierowang do tej, z jaka sprezyna dziata na ciato.

7. RUCH JEDNOSTAJNY PO KOLE

Rozpatrzmy tytulem przykladu ruch jednostajny punktu
materialnego po kole. Wiemy, ze w takim ruchu przyspieszenie
skierowane jest do $rodka
i rowne (rozdz. I, ust. 10),

Y

a = T-y
a zatem, zgodnie z druga za-
sada mechaniki, ruch taki za-
chodzi¢ moze tylko wtedy, gdy
na punkt materialny M dziata
sita, skierowana do s$rodka
toru kotowego, o stalej war-
tosci

lub, wprowadzajgc predkosé
katowa w promienia wodza-
cego OM i uwzgledniajac, ze v =0 r

/= ma)tr (3a)
Site te nazywamy dosrodkowa. W mysl trzeciej zasady sile
tej odpowiada sita rowna i przeciwnie skierowana, z jaka punkt
materialny M dziata na ciata, ktore powoduja jego ruch po kole;
jest to sita odsrodkowa.

Niech punkt M bedzie np. kamieniem, umocowanym na
sznurku, ktéry trzymamy mocno w reku. W pierwszej chwili ka-
mien, poruszajgc si¢ w kierunku nadanej mu predkosci, dazy do
oddalenia si¢ od punktu O (rys. 43), co powoduje niewielkie wy-
dtuzenie si¢ sznurka i powstania w nim napi¢¢ sprezystych

(rozdz. V, ust. 2). Gdy napigcia te przybiorg WaI"tOS"Cm—Z)\[{, sznu-

rek przestanie si¢ wydtuzac i kamien zacznie opisywac koto o pro-
mieniu 1, poruszajac si¢ ze stalg predkoscig v. Sita dosrodkowa
jest tu napigcie sznurka, dziatajace na kamien w kierunku od
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M do O. Z taka samg silg dziala kamien na sznurek w kierunku
od O do M, usitujac wyrwa¢ nam sznurek z reki.

Gdy sita dosrodkowa z jakichkolwiek powodow przestaje
dziata¢, punkt materialny M, nie poddany dzialaniu zadnej sily,
porusza si¢ dalej ruchem jednostajnym prostoliniowym z tg pred-
koscig, jakg mial w chwili, gdy zostal uwolniony od dziatania
sity dosrodkowej, a wigc w kierunku stycznej do kota.

Tak np., gdy napigcie sznurka przekracza granice wytrzy-
matosci (rozdz. V, ust. 6), sznurek peka i kamien porusza si¢
w kierunku stycznej do opisywanego kota.

Podobnie krople wody lub blota, porwane z kaluzy przez koto
roweru lub samochodu, a ktorych sita przylegania jest mniejsza od

. , oddalaja si¢ wzdhuz stycznych do obwodu kota. Na tej zasadzie

oparta jest budowa wirownic do suszenia bielizny. Do naczynia cylin-
drycznego, zaopatrzonego w liczne otwory, wklada si¢ mokrg bielizng
i wprawia naczynie w ruch obrotowy dookota jego osi. Przy dosta-
tecznej predkosci katowej woda wycieka przez otwory. Te proste przy-

ktady, ktorych liczb¢ moglibySmy bez trudu znacznie pomnozyé, wska-
zujg dowodnie, ze dla utrzymania ciata w ruchu kotowym konieczne
jest dziatanie sily dosrodkowej o wartosci odpowiednio dobranej do
jego masy, predkosci i promienia kota, po ktorym si¢ porusza.

Tym si¢ thumaczy podwyzszanie zewngtrznej szyny toru kolejo-
wego na zakretach; podwyzszenie to dobiera si¢ w ten sposob, aby
oddzialywanie szyny na wagon bylo do powierzchni toru prostopadte.
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Oznaczajac przez a kat, jaki plaszczyzna toru tworzy z poziomem,
znajdujemy, ze podwyzszenie szyny zewngtrznej

h,— la, gdzie | = TTi — TP (rys. 44)

Sita dosrodkowa jest rowna sktadowej poziomej cigzaru Q. tga =
mv!

ktadac tga = a, otrzymujemy A, = A

Podwyzszenie to, §ci§le bioragc, powinno by¢ zatem dla kazdej
predkosci inne; jest to, oczywiscie, warunek niemozliwy do spetnienia,
zazwyczaj przeto oblicza si¢ h dla przecigtnej predkosci pociagow,
poruszajacych si¢ po danym torze; stad konieczno$¢ przebudowywania
tordw przy znaczniejszym zwigkszeniu tej predkospi.

8. PRACA

Wynik dziatania sily mozemy rozpatrywaé albo w zwigzku
z przesuni¢ciem punktu materialnego, na ktory sita dziata, albo
tez uwzgledniajac czas jej dzialania. W pierwszym przypadku
miarg tego wyniku jest praca sily dzialajacej, ktorag przyj-
mujemy za proporcjonalng do wartos$ci sity i do wartosci przesu-
nigcia punktu materialnego w kierunku sity.

Takie okreslenie pracy niezupelie odpowiada temu, co rozu-
miemy przez pracg w zyciu codziennym. Trzymajac np. w rgku przez
czas dluzszy jakie$ cigzkie cialo, odczuwamy zmeczenie, ktore przy-
pisujemy wykonanej przez nas pracy, jakkolwiek przesunig¢cie ciata
réwne jest w tym przypadku zeru. W istocie jednak zmeczenie zjawia
si¢ jako skutek pracy, potrzebnej do utrzymania mig$ni naszej reki
w odpowiednim napigciu.

W przypadku najprostszym, gdy sita dzialajaca jest stala
i gdy punkt materialny przesuwa si¢ w kierunku sity, praca wy-
raza si¢ wzorem

Ne= [ 18,
gdzie x czynnik proporcjonalnosci, zalezny jedynie od wyboru
jednostek. Ktadagc £ = 1, a wigc, piszac

— (4)
za jednostke pracy przyjmujemy prace stalej sily, rownej jed-
nostce, wykonanej przy przesunic¢ciu punktu materialnego w kie-
runku dziatania sity o jednostke dlugosci. W uktadzie C. G. S.
jest to praca | dyny na drodze | cm. Jednostke t¢ nazywamy
ergiem (gr. ergon — praca, dzielo). Wigksza od niej jed-
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nostka tego samego ukladu, d zu!l (od nazwiska fizyka angiel-
skiego Joule’a — 1818—1889), réwna jest 107 ergdw.
Rownanie wymiaru pracy ma postac

NGA= MLZT "\

czemu w uktadzie C. G. S odpowiada “(lip—.
sek?

Terminu praca, w znaczeniu zgodnym z podanym wyzej okre-

$leniem, pierwszy uzyt Poncelet (1826 r.).

Odktadajac na osi odcietych przesunigcia punktu material-
nego, na osi rzednych site, dzialajaca na punkt, znajdziemy, sto-
sujagc rozumowanie analogiczne do tego, jakim postugiwaliSmy
sic w rozdz. I, ust. 2, ze praca réwna jest liczbowo polu prosto-
kata, zbudowanego na odcinku / i s (rys. 45).

Gdy sila dzialajgca, zachowujac stale ten sam kierunek, co
przesuniecie punktu materialnego, nie ma wartosci stalej, mo-
zemy zawsze droge, przez punkt przebyta, rozbi¢ na tak male
odcinki, aby podczas przechodzenia punktu materialnego przez
kazdy z nich warto$¢ sity mozna bylo uwazacé za stala. To zalo-
zenie tym lepiej bedzie odpowiadato warunkom rzeczywistym,
im odcinki te beda krotsze. Oznaczajac przez / chwilowa wartos¢
sity, przez As — dlugo$¢ odpowiedniego odcinka, otrzymamy
na tzw. prace¢ elementarng wzor

limA =1lim £ As.
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Catkowita praca jest sumg tych .prac elementarnych
43 = 2z/~= Hm 2/. zis (4a)
»8-4)

Odktadajgc na osi odcigtych odcinki As, 2 As, ... HAS 1 Wy-
stawiajac w poczatkowych punktach tych odcinkéw prostopadte
o dlugosci odpowiadajacej wartosci sity na danym odcinku, otrzy-
mamy, taczac konce tych prostopadlych, lini¢ tamana, ktéra
W granicy, przy stopniowym zmniejszaniu dlugosci odcinkow
As, przejdzie w pewng lini¢ krzywa (rys. 46). Rozumujgc po-

rys. 46

dobnie, jak w ust. 9, rozdz. I, stwierdzimy, Zze i tym razem
praca sity rowna jest liczbowo polu figury OABC.

Zatozmy teraz, ze kierunek przesuniecia tworzy stale z kie-
runkiem statej sity kat a (rys. 47). (Kat ten w przypadku krzy-
woliniowego toru jest katem migdzy wektorem sily i styczna
do toru w danym punkcie). Roztézmy wektor / na dwie skla-

dowe: styczng f 1 normalng f° do toru. Punkt materialny
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przesuwa si¢ jedynie
w kierunku sktado-
wej stycznej; w kie-
runku sktadowej nor-
malnej  przesunigcie
jego réwne jest zeru.

Praca wigc sily /
sprowadza si¢, zgod-
nie z podanym na poczatku tego ustgpu okresleniem pracy, do

pracy skladowej f~, rOwna jest zatem

% =/ .s COS a (5)

Gdy sita / jest wypadkowa dwu lub wigcej sil, praca jej rowna
jest sumie prac sil sktadowych. Niech A7 (rys. 48) jest kierunkiem

stycznej do toru, sktadowa sity fi w tym kierunku jest 4H; sktadowa
sity fi— HF; suma ich réwna jest AF, sktadowej sily /, ktora jest
wypadkowa sit f7 i ft.

Stosujac ten wzor réwniez wtedy, gdy a > 90°, a wige, gdy
% ma wartos$¢ ujemna, uogdlniamy podane wyzej okreslenie pracy
i na przypadki, gdy punkt materialny przesuwa si¢ w kierunku
przeciwnym do kierunku sktadowej stycznej f/~. Mowimy wtedy
zazwyczaj, ze praca zostala wykonana przeciwko sile /.

Podnoszac jakie$ cialo do gl(')ry ruchem jednostajnym musimy
dziata¢ na nie sila réwna sile cigzkosci (pomijamy tu opdér powietrza
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lub podstawy, po ktorej ciato si¢ porusza, oraz nie uwzgledniamy
chwili poczatkowej, w ktorej sita, z jakg dzialamy, musi by¢ wigksza
od cigzaru Q ciata, aby wypadkowa tych dwu sil mogla nada¢ cialu
te predkosé, z jakg ma si¢ nadal porusza¢). Niech przesunigcie ciata
w kierunku pionowym do gory wynosi h, wtedy praca przez nas wy-
konana

G—Q.h,.

Rownie dobrze mozemy powiedzie¢, ze sita cigzkosci wykonata prace
ujemng
<N——0.h

lub ze praca G zostala wykonana przeciwko sile cigzkosci.

Gdy ciatlo przesuwamy ruchem jednostajnym w kierunku pozio-
mym, praca sity cigzkosci jest zgodnie ze wzorem (5) réwna zeru.
Ten wniosek jest w pozornej sprzeczno$ci z codziennym do§wiadcze-
niem, wiemy bowiem, ze przesuwanie cial w plaszczyZznie poziomej wy-
maga pracy. Sprzeczno$¢ t¢ mozna jednak tatwo usunagé. Praca jest
tym razem wykonana nie przez site ciezkosci, lecz przez sitg, konieczng
do utrzymania ruchu jednostajnego ciala wbrew hamujgcym ten ruch
oporom tarcia. Znamy jednak sposoby zmnigjszenia tych oporow,
i stosujac je, zmniejszamy wykonywang przez nas prace.

W przypadku najogdlniejszym, gdy zaro6wno wartos¢ sity,
jak i kat a sg ré6zne w réznych punktach toru, praca wyraza si¢
sumg prac elementarnych

‘C=2/1%=1im 2f ds cos (/, ds\ (5a)
Ag-¥()
gdzie symbol (7, As) oznacza kat miedzy kierunkiem sity i kie-
runkiem stycznej do toru, zgodnym z kierunkiem nieogranicze-
nie matego odcinka toru w punkcie stycznosci.

Nazwijmy iloczynem skalarowym Ilub wewnetrz-

nym dwu wektorow a i 6 skalar
c=a.b.cos (a,Db).

Wielko$¢ ta ma warto$¢ najwigksza, gdy wektory a 1 b sa
rownolegte (cos (a, b) =1), rébwnag za§ zeru, gdy sa prostopadte
(cos (a, b)=0). Iloczyn skalarowy symbolicznie oznaczamy

c=a.b

Gdy tor punktu jest prostoliniowy, przesuni¢cie punktu mozemy,
jak o tym wiemy z rozwazan ust. 5, rozdz. I, uwaza¢ za wektor, kto-



78

rego kierunek jest kierunkiem ruchu. W przypadku ruchu krzywoli-
niowego krzywa, po ktorej porusza si¢ punkt materialny, mozemy
zastgpi¢ linig lamang (rozdz. I, ust. 3), ktora tym mniej rézni si¢
od danej krzywej, im krotsze sg poszczegodlne jej odcinki; w granicy
réznica ta nieograniczenie zbliza si¢ do zera. Te elementarne odcinki
gé?loAs’ zazwyczaj oznaczane symbolem ds, wyrazajace prostoliniowe
przesunigcia punktu materialnego w danych punktach toru, mozemy

réwniez uwaza¢ za wektory ds = lim As. Wtedy i wzor (5 a) staje si¢
. Js-H)
sumg iloczynoéw skalarowych

([G—lim S/, As.
A8¥()

Uwzgledniajac czas, w ciggu ktérego praca zostata wyko-
nana, dochodzimy do pojecia mocy lub dzielnosci albo
sprawnosci, ktorej miarg jest praca odniesiona do jedno-
stki czasu. Gdy praca wzrasta proporcjonalnie do czasu, moc
wyraza si¢ wzorem

P= (5b)
gdzie ¢ czas trwania pracy, skad

~=P.t

Za jednostke mocy w uktadzie C. G. S. przyjmujemy moc jednego
erga na sekund¢ (erg/sek) lub jednego dzula na sekunde
(dz/sek). Ta ostatnia jednostka ma nazwe¢ wata (w) od na-
zwiska Jamesa Watta (1736—1825), twoércy jednej z pierw-
szych maszyn parowych.

Tysiac razy wigksza jednostka od wata jest kilowat
(kw).

Uzywana czgsto jednostka kilowat-godzina (Kwh) jest jedno-
stkg pracy. Jest to praca wykonana w ciggu jednej godziny mocg
jednego kilowata.

Gdy praca wykonana w poszczegdlnych rownych odstgpach
czasu ma warto$ci rozne, moc chwilowa otrzymujemy ze wzoru
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9. ENERGIA RUCHU PUNKTU MATERIALNEGO

Przypusémy, ze sita /, ktérej prace chcemy obliczy¢, jest
wypadkowa wszystkich sit, dzialajagcych na punkt materialny M
o masie m, i ze jej skladowa styczna do toru ma wartos¢ stalg.
Wtedy ruch punktu materialnego M, poruszajgcego si¢ w kie-
runku tej skladowej, jest jednostajnie przyspieszony. Droga
wigc, przebyta przez punkt materialny M w ciagu czasu ¢, jest
réwna

s = Dot 4~ é ¢

— VO |

J .
] a= otrzymujemy

skad po podstawieniu ¢ = 1)

[ s =c= 7mz’ 2 Z—mv (6)

Wzoér ten obowigzuje, oczywiscie, i w przypadku, gdy s jest bar-
dzo male. Praca zatem elementarna, wykonana na drodze lim As,
wyrazi si¢ wzorem analogicznym

lim =1lim'/ As=1im A 1

Ne-*o 8 2

gdzie symbol A w ostatnim wyrazie oznacza bardzo maty przyrost
wielko$ci ~-mv2 na odcinku lim As. Wobec tego na prace zmien-

2 de-10
nej sktadowej stycznej f5, rowng, jak wiemy, sumie prac elemen-
tarnych, otrzymamy

=1im S/s. As=1lim Sf. As cos (/, As) = lim SA"T =
de-»0 Js»0
= lim XA gg— mvﬂ/—é e -—é— mV0> (63.)

gdzie Dr oznacza predko$¢ punktu materialnego w koncowym
punkcie drogi.

Przypu$émy teraz, ze ten sam punkt materialny poruszajac
si¢ z predko$cia  napotyka opdr, powodujacy zmniejszanie
si¢ jego predkosci az do warto$ci poczatkowej -v0). Obliczajac ele-
mentarne prace, wykonane przeciwko sitom oporu, i sumujac je,
stwierdzimy bez wielkiego trudu, ze calkowita praca wyrazi si¢
WZorem 1 1

2™ ™
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a wigc rozni¢ si¢ bedzie jedynie znakiem od pracy, wykonanej
przy zwigkszaniu predkosci punktu materialnego od -0 do

Praca «G' bgdzie wykonana na drodze s', réznej na ogoét od drogi s,
na ktorej zostala wykonana praca ‘C. W szczegdlnym jedynie przy-

padku, gdy sity oporu sg réwne sile /, drogi s i s' sg rowne.

Mozemy wigc powiedzie¢, ze punkt materialny, zwiek-
szywszy swa predkos¢ do powigkszyl swa zdolnos¢ wy-

konywania pracy o 1 m2vf - L mvly taka bowiem prace
moze wykona¢ przeciwko sitom oporu, wracajac do pred-
kosci poprzedniej. Zmiany zatem wielkosci — mi)2 s miarg

zmian, jakich doznala ta zdolno$¢ punktu materialnego. Tego
rodzaju wielko$¢ nazywamy energig. Poniewaz w tym przy-
padku zmiany energii ujawniaja si¢ w zmianie stanu ruchu,
wielkos$¢ -1- mv2 nazywamy energia ruchu lub energia

kinetyczna punktu materialnego.
Praca zatem sity /

Y —Lx— Lo (6b)

gdzie Lt i Lo oznaczajg koncowe i poczatkowe wartosci energii
ruchu punktu materialnego M.

Ze wzoru (6b) wynika, ze jednostki energii ruchu sa te
same, co pracy, a wiec erg i dzul.

Jest rzecza oczywista, ze energia ta posiada oznaczong war-
to$¢ jedynie w oznaczonym ukladzie odniesienia; przy zmianie
uktadu warto$¢ jej si¢ zmienia.

Gdyby S$ciana pokoju poruszata si¢ z tg sama predkoscia, co
miotek, nie moglibySmy uzy¢ jego energii ruchu do wbicia w $ciang
gwozdzia, w uktadzie bowiem odniesienia, zwigzanym ze $ciang,
energia ruchu mlotka jest rowna zeru; aby gwo6zdz wbi¢, musimy
nada¢ miotkowi pewng predkos¢ wzgledem $ciany. W ukladzie od-
niesienia, zwigzanym z ziemia, energia ruchu ziemi réwna jest zeru;
w planetarnym uktadzie energia ta posiada wartos¢ bardzo wielka.
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10. UKLADY ZACHOWAWCZE. ENERGIA POTENCJALNA

Gdy wypadkowa / sit, dziatajacych na punkt materialny M,

ma skladowa styczng do toru f5 réwnag zeru, energia ruchu
punktu M si¢ nie zmienia i punkt materialny porusza si¢ ruchem
jednostajnym.

Gdy poza tym skladowa normalna do toru jest réwna zeru,

a wigc gdy wypadkowa / jest rowna zeru, torem punktu material-
nego M jest linia prosta i kierunek ruchu jest wyznaczony przez
kierunek predkosci poczatkowej; w przypadku ogolniejszym, przez
nas rozpatrywanym, tor punktu jest dowolna krzywa, ktorej ksztalt

wyznaczaja pr¢dkos¢ poczatkowa i skladowa normalna wypadkowej /.

Oznaczmy wypadkowa wszystkich sit, ktorych sktadowa
styczna ma kierunek zgodny z kierunkiem ruchu, a wigc two-

rzacych z kierunkiem ruchu kgt mniejszy od 90°, przez /z
wypadkowa sil o
sktadowej stycznej
skierowanej prze-
ciwnie do kierunku
ruchu, przez_fiu, i u-
wazajmy wszystkie
ciata, dzialajace na
punkt M silami
oporu (o wypadko-
wej /[i), za tworzace z punktem materialnym wspolny uktad

cial, sily za$, dzialajace w kierunku ruchu (o wypadkowej f7),
za sily zewnetrzne, wywierane przez ciala, nie nalezace do uktadu.

Przy przesunieciu punktu materialnego M z potozenia 4 do
polozenia B wzdhuz drogi s praca sit zewnetrznych wyrazi si¢
wzorem

Uy Z}l% S*/. As,
gdzie J oznacza tu skladowg sit zewnetrznych; praca ta, zgodnie
z zalozeniem, ze w kazdym punkcie toru/ =—— /', jest rowna

ujemnej pracy sit uktadu.
Zaloézmy teraz, ze w rozpatrywanym przez nas ukladzie
praca, wykonana przez sity zewnetrzne przy przesuni¢ciu punktu

Wyklady fizyki, t. 1 6
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materialnego M z potozenia A poprzez po-
lozenie B z powrotem do potozenia poczat-
kowego, rowna jest zeru. Niech «<34B ozna-
cza prace sit zewnetrznych, wykonang na
drodze od A do B, Wer — prace tychze
sit na drodze od B do A. W mysl zatoze-
nia mamy

lub ~“AB = — ~"BA

rys. 50 Jezeli wigc na drodze od 4 do B praca
sit zewnetrznych byta dodatnia, na drodze
od B do A bedzie ona ujemna. Mozemy zatem powiedzie¢, Ze na
tej ostatniej czgsci drogi praca byla wykonana nie przez sily ze-
wnetrzne, lecz przeciwko nim przez sily uktadu. Jest to mozliwe
tylko wtedy, gdy przy zmianie kierunku ruchu punktu material-
nego tak, aby zaczat si¢ on porusza¢ z powrotem od B do A, sity
uktadu zachowujg swoj kierunek poprzedni i stajg si¢ silami
poruszajacymi, rownowazacymi opor stawiany temu przesu-
nieciu przez sily zewnetrzne /. Praca sil uktadu, wykonana przy
przesunigciu punktu materialnego M z potozenia B do A, jest
wtedy, zgodnie z zalozeniem, rowna co do wartos$ci bezwzglednej
pracy, zuzytej poprzednio na przesuni¢cie tegoz punktu z 4 do B.
Rownos¢ ta zachodzi bez wzgledu na ksztalt
drogi, wzdhuz ktorej nastgpito przesunigcie i co
do ktorej nie czyniliSmy zadnych zatozen do-
datkowych; warto$¢ przeto pracy sit zewnetrz-
nych zalezy w tym przypadku jedynie od poto-
zenia poczatkowego i koncowego punktu drogi.
Taki uklad nazywamy ukladem zacho-
wawczym, sily za§ w nim dziatajace, — si-
tami zachowawczymi.
Niech przez doskonale gladki blok, mo-
gacy si¢ obracac bez tarcia koto osi poziomej,
bedzie przerzucona doskonale gietka, nieroz-
ciagliwa ni¢, na ktorej jednym koncu zawie-
szamy kule, uwazang za punkt materialny (rys.
51). W uktadzie — kula, ziemia — ci¢zar kuli
Q jest sitg wewnetrzng uktadu. Nadajmy kuli rys Sl
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niewielka predkos¢ do goéry i utrzymujmy kule w ruchu jedno-
stajnym, ciggnac za drugi swobodny koniec nici sitg £ = Q, lecz
skierowana przeciwnie do kierunku sity cigzkosci. Przy podnie-
sieniu kuli od 4 do A’ na wysoko$¢ /, drugi koniec nici opadnie
na dot o te sama wysokos¢, ni¢ bowiem jest nierozciggliwa;
praca sily /
C~—/.H=--0.}h

Gdy kula znajdzie si¢ na tej wysokos$ci, przysunmy do niej
doskonale gladka réwni¢ pochyla 4’'B i nadajmy kuli niewielka
predkos¢ o kierunku A’B (rys. 52). Aby w tym kierunku poru-

szata si¢ ona ruchem jednostajnym, musimy do swobodnego
konca sznurka przytozy¢ site A réwna sile przyspieszajacej
0Os = Q sina, begdacej sktadowa styczna do drogi cigezaru Q,
dzialajagcego w tym samym kierunku, co przy podnoszeniu kuli.
Praca tej skladowej, rowna pracy, wykonanej przeciwko sile

smg _2h=—h )

Gdy kula dojdzie do potozenia B, przesuwamy ja po doskonale
gladkiej poziomej podstawie do punktu 4. To przesunigcie pro-
stopadte do kierunku sity ciezkosci, nie bedzie wymagato Zzadne;j
pracy. Praca zatem sil zewnetrznych przy przesunieciu kuli
od A do A' iz powrotem do A bgdzie rowna
Sfh—fh=—Q./i+ Q./A=—0.

zewnetrznej JI, wyniesie Qg' I=Qsina

6*
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Z zestawienia za§ wzorow (a) i (b) wynika bezposrednio,
ze wartosci prac, ktore by trzeba bylo wykona¢, azeby kulg pod-
nie$¢ na wysokos¢ H pionowo i wzdhuiz réwni pochylej, sa wza-
jemnie rowne.

Uklad zatem przez nas rozpatrywany — ziemia, kula —
jest uktadem zachowawczym.

Praca sily zewnetrznej, zuzyta na pokonanie oporu sit
uktadu, powoduje zwigkszenie zdolnosci wykonywania pracy
przez uklad, ktorego sity, przywracajac poczatkowe potozenie
punktu materialnego M w ukladzie, wykonywaja prace réwna
zuzytej na przesunigcie. I w tym wigc przypadku mamy do czy-
nienia ze zmiang energii. Nie jest to juz jednak energia punktu
materialnego M, lecz energia uktadu, do ktérego punkt M na-
lezy. Energii tej dajemy nazwe energii potozenia lub tez,
bardziej ogdélng, energii potencjalnej. Ten ostatni
termin podkres$la, nieistotng zreszta, r6znice migdzy widoczng
dla nas energia ruchu poruszajacego si¢ ciala i, jak gdyby ukryta,
ujawniajaca si¢ dopiero przy wykonywaniu pracy, energia
uktadu, zmieniajacg si¢ wraz ze zmiang jego konfiguracj i,
tj. wzajemnego polozenia jego czeSci. Sprezyna napigta, magnes
i znajdujacy si¢ w pewnej od niego odleglosci kawat zelaza, zie-
mia i podniesiony ponad jej powierzchni¢ kamien — oto proste
przyktady uktadow, w ktorych zmiana konfiguracji powoduje
zmiang energii potencjalnej. Miara jej zmiany jest praca, zuzyta
na zmian¢ konfiguracji. Oznaczajac poczatkowag wartos¢ energii
potencjalnej przez Eo, koncowg przez Ex, mamy

(G=EI— Eo (7)

Warto$¢ energii potencjalnej uktadu w danej konfiguracji
bedzie zatem El = EO-V'G

gdzie Eo jest na ogo6t wielko$cig nieoznaczong. Zazwyczaj pewng
konfiguracje przyjmujemy za poczatkowa i warto$¢ odpowiada-
jacej jej energii za Fo. Tak np. w ukladzie — kamien, ziemia —
uwazamy czesto energie potencjalng, ktéra uklad posiada, gdy
kamien lezy na powierzchni ziemi, za Eo; wtedy warto$¢ E, od-
powiadajaca podniesieniu kamienia na wysoko$¢ A, jest rowna

E=FEO0-VQ.h = Q.h,-\- stala.
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11. ZASADA ZACHOWANIA ENERGII MECHANICZNE]

Wréémy teraz znowu do przypadku, rozpatrywanego
w ust. 9, gdy skltadowa styczna wypadkowej sil, dziatajacych na
punkt materialny M, nie jest rowna zeru, i zatézmy, ze punkt M
jest czescia uktadu zachowawczego. Oznaczmy, jak poprzednio,
przez_js sktadowa styczna wypadkowej sit zewnetrznych, przez
/' — skladowa styczng sit ukladu, przy czym, zgodnie z zato-
zeniem / ¢ /".

Praca skladowej stycznej wypadkowej wszystkich sit wy-
razi si¢ wzorem (6)

A==lim £(/ —/") As= —-im)* —"-nwi

X's 2F=2>
lub N = 1limS/eAs— lim X/' As = Lx — Lo,
Js-*0 3-*()

0znaczajac y/'%X/é% As przez *6*Z i 51]m0 5/8' As =<GW, napiszemy

Praca ",,nie jest niczym innym, jak praca sil uktadu, réwna,

co do wartosci bezwzglednej pracy, potrzebnej do zmiany po-

lozenia punktu M w uktadzie, a wigc rOwna zmianie energii po-
tencjalnej uktadu.
Mamy zatem

Gz =FEi--—-EQ -j-Z/1--- Eg. ®)

Wzér ten mozemy bez trudu uog6lni¢ na przypadek, gdy sity
zewnetrzne dzialaja nie na jeden, lecz na n punktéw ukladu. We
wzorze (8)  bedzie wtedy suma prac wszystkich sil zewnetrz-
nych; bedzie ona zawsze réwna sumie zmian energii potencjal-
nej uktadu i energii ruchu punktéw materialnych, stanowiacych
dany uktad. Gdy >0, suma przyrostow obydwu rodzajow
energii jest rowniez dodatnia: calkowita energia me-
chaniczna ukladu wzrasta; gdy 17<0, gdy wiec praca
jest wykonywana przeciwko sitom zewnetrznym, catkowita
energia mechaniczna ukladu maleje. Uklad wtedy nazywamy
motorem lub Zrédlem energii. Gdy wreszcie mamy
do czynienia z ukladem odosobnionym, tzn. takim, ktory nie
podlega dzialaniu cial, nie nalezacych do uktadu, praca sit ze-
wnetrznych jest stale rowna zeru. Wzor (8) wtedy ma postac

E0— Ex'=L~—Lo. 9)
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W takim ukladzie energia ruchu moze wzrasta¢ tylko ko-
sztem energii potencjalnej, energia potencjalna kosztem energii
ruchu; zmniejszenie jednej rowne jest zwigkszeniu drugiej, suma
ich wiec pozostaje stata

E + L = stale;j. (10)

Podanemu wyzej okresleniu uktadu odosobnionego nie czyni
zado$¢ w istocie zaden uklad rzeczywisty. Nie znamy i, by¢é moze,
nigdy nie bedziemy znali sposobu, ktory by pozwolil uchroni¢ pewng
grupe ciatl od dziatania pozostatej czesci wszechswiata. Mozna by na-
wet powiedzie¢, ze coraz dokladniejsza znajomos$é §wiata zewnetrz-
nego prowadzi do ustalenia coraz S$cislejszej wspotzaleznosci wszyst-
kich zjawisk w nim zachodzacych. W wielu jednak przypadkach nie
popeliamy znaczniejszego btedu, uwazajac uklad, podlegajacy pew-
nym oddzialywaniom zewnetrznym, za calkowicie odosobniony. Tak
np. obserwujac spadanie kamienia, mozna czgsto uwaza¢ uklad: ka-
mien, ziemia, za uklad odosobniony, jakkolwiek dziatanie na ten uktad
sit przyciagajacych, wywieranych przez stonce, ksiezyc i inne planety,
nie moze podlega¢ najmniejszej watpliwosci. Dzialanie to jednak
w znikomym jedynie stopniu wplywa na wyniki naszych pomiarow.
Podobnie w praktyce najczes$ciej pomijamy wplyw, jaki na zja-
wiska ziemskie moze wywiera¢ S$wiat gwiazd stalych, jakkolwiek
badania nowsze zdaja si¢ wskazywac, ze wplyw taki w rzeczywisto-
$ci istnieje.

Wzory (8) i (10), stanowigce algebraiczny wyraz zasady
zachowania energii mechanicznej, potwierdzaja
zalozenie, postawione jeszcze przez Galileusza, niemozliwosci
zbudowania mechanicznego perpetuum mobile, tzn. takiego
uktadu ciat, ktory by mogt dostarcza¢ nieograniczonej ilosci
pracy, ktory by wigc byt wiecznie dziatajacym motorem. Istotnie,
ze wzoru (10) wynika, ze kazdy uklad zachowawczy posiada
ograniczong ilo§¢ energii mechanicznej, ze wzoru za§ (8), zZe
praca, przez taki uktad wykonana, zmniejsza ilo§¢ zawartej
w nim energii. W najlepszych przeto nawet warunkach, przy
catkowitym zuzyciu energii ukltadu, praca ukladu bedzie miala
zawsze warto$¢ skonczong. Twierdzenie Galileusza, ktére zwiag-
zaliSmy z rozpatrywaniem ukladow zachowawczych, jest, jak
si¢ 0 tym pdzniej przekonamy, znacznie ogodlniejsze od obowia-
zujacej tylko w uktadach zachowawczych zasady zachowania
energii mechaniczne;j.
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12. UKLADY ROZPRASZAJACE

Warunek bowiem podstawowy, aby praca sit zewngtrznych
byla niezalezna od ksztaltu drogi, wzdluz ktorej przesuwa sie¢
punkt materialny M, w ukladach rzeczywistych nigdy nie jest
catkowicie spetlniony. Tak np. w rozpatrywanym przez nas pro-
stym uktadzie — kula, ziemia — mogliSmy ustali¢ niezalezno$¢
pracy wykonanej od rodzaju drogi tylko przy fikcyjnym zato-
zeniu, ze podstawa AB i rbwnia BA' s doskonale gladkie oraz ze
blok obraca si¢ koto swej osi bez tarcia. W rzeczywisto$ci, naj-
doktadniejsze nawet wypolerowanie tych powierzchni, uzycie
mozliwie najlepszych sposobow umocowania osi bloku nie usunie
nigdy calkowicie tarcia. Sita zewnetrzna bedzie musiata pokonaé
przy przesuwaniu kuli nie tylko opor sily ciezkosci, lecz réwniez
opor sit tarcia, ktorych warto$¢ zalezna jest od predkosci poru-
szanego ciata i od sktadowych normalnych sit dziatajacych,
a wigc od tych wielkosci, ktéreSmy w wywodach ust. 9 pomijali.
Ujemna praca sit tarcia wzrasta, na ogot, wraz z dtugoscia drogi
punktu M, jest wigc wigksza przy przesuwaniu kuli wzdhuz
ABA', niz przy jej podnoszeniu pionowym. Ze zmiang kierunku
ruchu punktu M sity te rowniez zmieniajg swoj kierunek, pozo-
stajgc stale sitami hamujacymi. Sg to wiegc te sity, ktore w ust. |
nazwali§my oporami biernymi. Praca sil uktadu, wykonywana
podczas powrotu uktadu do konfiguracji poprzedniej, nigdy nie
zuzywa si¢ catkowicie na pokonanie oporu sit zewngtrznych,
cze$¢ jej zawsze pochlonigta jest przez opdr tarcia. W naszym
przykladzie praca spadajacego ciezaru Q. x jest zawsze wigksza
od pracy f. h Ubytek wigc energii mechanicznej uktadu prze-
wyzsza pracg, oddang na zewnatrz. Uktad taki, w ktérym nie
wszystkie sily sg zachowawcze, nazywamy ukladem roz-
praszajacym, oporom za§ biernym czgsto daje sie¢ nazwe
sit rozpraszajacych. W takich uktadach obliczenie
zmiany energii potencjalnej mozliwe jest tylko wtedy, gdy
w pracy sil zewnetrznych potrafimy wyodrebni¢ czes¢, wykonang
przeciwko sitom zachowawczym, od cz¢sci, zuzytej na pokonanie
oporéw biernych. Zmiany, jakie wywotuje w uktadach rozpra-
szajacych praca sit zewnetrznych, sa o wiele bardziej ztozone od
rozpatrywanych dotychczas; bedziemy o nich mowili znacznie
pozniej.
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13. ZASTOSOWANIE ZASADY ZACHOWANIA ENERGII ME-
CHANICZNEJ DO ROZPATRZENIA DRGAN HARMONINYCH PRO-
STYCH PUNKTU MATERIALNEGO

Niech na swobodnym koncu sprezyny, ktorej drugi koniec
jest umocowany, wisi cialo M o rozmiarach tak matych, ze mo-
zemy je uwazac za punkt materialny (rys. 53). Zatézmy, ze bar-

dzo matego ci¢zaru punktu ma-
terialnego M mozemy w naszych
rozwazaniach nie uwzgledniac,
wtedy bedziemy mogli przyjaé,
ze zawieszenie punktu material-
nego M na sprezynie nie powo-
duje jej rozciagnigcia i, co za
tym idzie, powstania w niej sit
sprezystych, przeciwdziatajacych
zmianie dlugosci sprezyny. Sily
te powstang dopiero wtedy, gdy
punkt materialny M bedziemy
przesuwali z poczatkowego poto-
zenia Mo do innego polozenia Mv
Wartos$¢ tych sit bedzie wzra-
stala proporcjonalnie do odchy-
lenia X od potozenia Mo, ktore mozemy nazwaé potozeniem réw-
nowagi (rozdz. V, ust. 2), bedziemy wigc mieli

/= kx,

gdzie x czynnik proporcjonalnosci zalezny od dtugosci spre-
zyny w potozeniu Mo i od jej wlasnosci sprezystych, i zachowu-
jacy te samg warto$¢ zaro6wno przy wydtuzaniu, jak i skracaniu
sprezyny. Chcac wige ruchem jednostajnym przesuna¢ punkt ma-
terialny M z Mo do Mv musimy na niego dziala¢ silg zewnetrzna
zr toOwng silom sprezystym, a wigc takze zmieniajgcag si¢ propor-
cjonalnie do odchylenia od potozenia rownowagi.

Prace tej sily mozemy wyznaczyé w sposob nastepujacy.
Odktadajmy na osi odcietych (rys. 54) chwilowe odleglosci
punktu materialnego M od potozenia rownowagi, na osi rzed-
nych odpowiadajace im warto$ci sity /v Zalezno$¢_fi od x wy-
razi sig, jak to tatwo mozna sprawdzi¢, linig prosta OA4,; praca
wykonana jest zatem liczbowo rowna polu trojkata OAB, a wigc
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wobec tego, ze OB =xz; AB = fT = kxI, gdzie xx odleglosc
punktu My od MO!
=1 /.a =—kx"
2 2
Praca ta wyraza przyrost energii potencjalnej sprezyny,
spowodowany przesuni¢ciem punktu materialnego M z M() do Mx
JE = N\ )

Gdy sila zewnetrzna fv rdwnowazaca sily wewnetrzne /,
przestanie dziata¢, punkt materialny M zacznie wracaé¢ do poto-
zenia rownowagi i nabyta energia potencjalna bedzie stopniowo
si¢ zmnigjszala. Zmniejszanie si¢ jej bedzie powodowato, zgodnie
ze wzorem (10), zwigkszanie si¢ energii ruchu punktu material-
nego M (energi¢ ruchu zwojoéw sprezyny pomijamy). Energia ta
osiggnie warto$¢ najwickszg w potozeniu rownowagi, wtedy bo-
wiem 1£7 stanie si¢ rowng zeru. W punkcie Mo energia ruchu
punktu materialnego M

Lyl = Lk
2 2 1

Posiadajac te energi¢ punkt materialny M nie zatrzyma si¢
w potozeniu réwnowagi, lecz porusza¢ si¢ bedzie dalej, powodu-
jac skracanie si¢ sprezyny. Opor sit sprezystych, powstajacych
przy tym odksztalceniu, zmniejsza stopniowo energi¢ ruchu
punktu materialnego M, ktorej warto$¢ staje si¢ réwna zeru
w punkcie M2 znajdujacym si¢ w tej samej odleglosci od Mo,
co Mv

W punkcie M? energia potencjalna wzrosnie znowu o bE
i znowu zacznie si¢ zmniejsza¢, gdy punkt materialny M, wy-



90

czerpawszy swg energie ruchu, zacznie si¢ znoéw poruszac ku po-
lozeniu réwnowagi. Powtérzy si¢ zatem ten sam ruch, co po-
przednio, zmieni si¢ jedynie jego kierunek. Przy dojs$ciu punktu
materialnego M do potozenia Mt otrzymamy doktadne odtworze-
nie warunkoéw poczatkowych, a wigc zné6w ruch punktu material-
nego od My do M2. Punkt M porusza¢ si¢ bedzie tedy periodycz-
nie wzdluz prostej MIM2. W kazdym punkcie tego toru dziataé
na niego bedzie sila, proporcjonalna do odchylenia od polozenia
rownowagi i skierowana ku temu potozeniu. Sila ta, oczywiscie,
udziela¢ mu bedzie przyspieszenia o tym samym kierunku i row-
niez proporcjonalnego do x. Ruch za$§ o takim przyspieszeniu
jest, jak wiemy (rozdz. I, ust. 12), ruchem drgajacym harmonij-
nym prostym. Mozemy zatem napisac

f=kx—ma=m . &,

gdzie m masa punktu materialnego M. Stad

Zalozmy teraz, ze punkt materialny M o ci¢zarze Q wisi na
gietkiej nierozciggliwej nici, dtugosci [ (rys. 55). Jest to tzw.
wahadlo matematyczne. Gdy ni¢ wisi pionowo, punkt
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materialny M jest w rbwnowadze: ci¢zar  rbwnowazony jest
oporem nici. W potozeniu M¢ opér nici rownowazy jedynie skla-
dowa. MTA cigzaru, druga sktadowa MIB| = Qsina powodowac
bedzie ruch jego w kierunku potozenia poczatkowego. Temu ru-
chowi towarzyszy zmniejszanie si¢ nabytej przy przejsciu do My

energii potencjalne;j AET=0Q .1,
Jednoczesnie wzrastaé bedzie energia ruchu punktu mate-
rialnego M, osiagajac warto$¢ najwicksza w potozeniu Mo, gdzie
-Lmv2— Q. h (13)

Dzigki tej energii punkt materialny M nie zatrzyma si¢ w po-
lozeniu rownowagi, lecz bedzie si¢ poruszat dalej, przezwyci¢za-
jac opdr sity ciezkosei, az do punktu M’ w ktérym jego energia
ruchu stanie si¢ rOwng zeru. Jezeli w uktadzie nie ma oporow
biernych, punkt materialny M podniesie si¢ na t¢ samg wyso-
kos¢, z jakiej spadal, i znowu pod dzialaniem skladowej MYB{
zacznie wraca¢ do Mi. Taki ruch od Mv do M’ i z powrotem po-
wtarza¢ si¢ bedzie nieograniczenie dlugo. W kazdym punkcie
toru na punkt materialny M dziata sita Qsina gdzie a jest wiel-
koscig zmienng. Dla katdow a matychl mozemy przyja¢ sina
= a (znak réwnosci z kropka u gory oznacza, ze wielko$ci, zwig-
zane tym znakiem, sg jedynie w przyblizeniu réwne) i zatozyc¢,
ze tuk MtM() = la r6zni si¢ nieograniczenie malo od cieciwy
MTOt = X. Wtedy sita, dziatajaca na punkt materialny M, wy-

razi si¢ wzorem
/= Q.a = Q.y;

bedzie wigc proporcjonalna do odchylenia od potozenia réwno-
wagi i skierowana stale ku niemu. Przy matych odchyleniach mo-
zemy przeto uwazac¢ ruch wahadla za ruch drgajacy harmonijny

prosty. Ze wzoru &
f= O'_E- = M.
otrzymujemy na okres wahan
| I'mi X
T=<Zn\"Q’ (13a)

14. POPED (IMPULS) I ILOSC RUCHU (PED)
W ust. 8 zaznaczyliSmy, ze wynik dziatania sily mozemy
rozpatrywaé roéwniez w zwiagzku z czasem, w ktorego ciagu ta
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sita dziata. Rozpatrzmy to dzialanie na prostym przyktadzie po-
jedynczego punktu materialnego M o masie m, do ktoérego przy-
lozona jest zmienna na ogoét sita /. Przypu$émy, jakesmy to juz
niejednokrotnie czynili, ze w ciggu bardzo krotkiego £zasu
JIf sek site te mozna uwazac za stalg i ze w ciggu tego czasu

predkos¢ punktu materialnego zmienia si¢ od wartosci } do
Ze wiec

WH—v'— TV = ajt = —zH.

v Y aj o

Odtézmy w kierunkach wektorow V' i V' (rys. 56) wektory

m razy wieksze, mV i mv", ktére nazwiemy ilosciami ru-
chu (pe¢dami) punktu mate-
rialnego M. Z podobienstwa troj-
katow OAB 1 OCD wynika, ze
wektor CD jest m razy wiekszy
od wektora AB, ze wigc rowny

jest m/u ==ma [l ==/At Wektor
ten, nazywany impulsem
(p op ¢ d em), jest wiec rdznica
geometryczna wektorow OD i OC

fAt=mi)"—mV"A™mV), (a)

rys. 56 gdzie znak 1 oznacza tym razem
bardzo maly przyrost geome-

tryczny wektora mV, Stad na sile chwilowa / otrzymujemy

z/(wW'
(WY (14
lub, przechodzac do granicy i odrzucajac znaczek przy v,
. d@mv)
lim _ (14a)

Sita réwna jest przyrostowi ilosci ruchu punktu material-
nego, odniesionemu do jednostki czasu, i posiada ten sam, co dany
przyrost, kierunek. Dzialanie sity w ciggu skonczonego czasu ¢
otrzymamy, sumujgc dziatania elementarne /. A¢t. Ze wzoru (a)
otrzymujemy 27.Jt=2dW.
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Oznaczajac sume geometryczng impulsow przez 7 i uwzgled-

niajac, ze, jak to tatwo mozna sprawdzic, —mv0,
gdzie i)) oznacza predkos¢ poczatkowa, = — predkos¢ koncowa
punktu materialnego, mozemy napisaé

I = m-vl—m-v) (14 b)

Suma geometryczna impulséw, udzielonych punktowi mate-
rialnemu M, réwna jest przyrostowi jego ilosci ruchu.

Wyprowadzenie wzoru (14) oparliSmy na wzorze f'=ma, ktéry
w ust. 4 przyjeliSmy za wyraz drugiej zasady mechaniki. Mogli-
bysmy jednak postgpi¢ i odwrotnie i uwazac¢ tak, jak to uczynil New-
ton, za wyraz drugiej zasady wzor (14). Wtedy, zaktadajac, ze
w ciagu czasu ¢ sila / ma warto$¢ i kierunek staty, oraz ze masa
punktu materialnego M nie zalezy od predkosci jego ruchu, otrzy-
mamy ze wzoru (14) wzoér (2 a). Istotnie, mamy wtedy

Y, — D0 >
] = -ma.

_]_‘%. t= m_\j(— mij)t, ska(d_]_‘%—m

"WzOT (14) jest zatem, jak widzimy, ogélniejszy od wzoru (2 a).
Termin ilosci ruchu wprowadzit do fizyki Kartezjusz (Descartes,
1596—1650), impulsu — Belanger (1847 r.).

15. SRODEK MASY UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH
Wzér (14) mozna, oczywiscie, uogolni¢ na uktad, zlozony
z wielu punktow materialnych.
Zanim jednak do tego przysta-
pimy, wprowadzimy pewne -/
nowe wielkosci, ktoére znacz-
nie ulatwig nasze rozwazania.
Przypusémy, ze mamy uklad,
ztozony z dwu punktéw mate-
rialnych, znajdujacych sie w
punktach 4 i B (rys. 57),
i oznaczmy ich masy przez
ma 1 me- Podzielmy odcinek 0
AB na dwa odcinki A4S i SB,
ktoérych dtugosci sa w odwrot-
nym stosunku do mas punktow A4 i B, tak ze

AS  me
SB md’ (15)

rys. 57
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oraz potaczmy punkty A4, B, S z dowolnie wybranym punktem O.

Wektory mAd. OA 1 mf3. OB nazywaé bedziemy momentami
mas mod i mRwzgledem punktu O, punkt za§ S — Srodkiem
masy dwu danych punktéw materialnych.

Zatozmy, ze w punkcie S skupiliSmy sume mas obydwu
punktow, ze wiec ms = md 4- mfl, i wyznaczmy sume¢ momen-
tow obydwu mas. Wektor O4 mozemy uwazaé za sum¢ geome-

tryczng OS 1 SA, wektor OB — za sume wektorow OS i SB.
Suma zatem momentéw mas md 1 mf;

mAOA + mB. OB = mo (OS + 5JI) + mf (OS + SB) =
=m +m)OS+m SA4 m SB.

Wektor SB, ktorego wartos¢, wyznaczona ze wzoru (15), wy-
*

rw -
nosi —- SA4, ma kierunek przeciwny do kierunku wektora S4,

me
a wigc mBSB = — ™ASA.
Wobec czego md . OA 4- m3OB = (md 4- Tn) OS. (15a)

Suma momentéw mas mod i mfi wzgledem dowolnego punktu O

jest rbwna momentowi sumy tych mas, skupionych w $rodku
masy dwu danych punktéw materialnych.

Chcac wyznaczy¢ $rodek masy ukladu, ztozonego z n punk-

tow materialnych, znajdujemy $rodek masy St dwu jakichkol-

wiek punktow uktadu (rys.

58), nastepnie za$, zaktada-

IWTtkl jac, ze w punkcie St skupio-

na jest suma mas tych dwu

punktéw, znajdujemy Srodek

masy punktu materialnego Sx

i innego punktu materialne-

go ukfadu itd. Mozna bez

M/ A5, irridi
L\

\ wielkiego trudu udowodnig,

\C/ n 7£/ Ze 1 tym razem suma momen-

. tow poszczegodlnych mas jest
]D Im-J roéwna momentowi ich sumy,

rys. 58 skupionej w ich srodku masy.
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Niech punkt O bedzie poczatkiem uktadu spoétrzednych; skta-

dowe wektora O4 = ri, w kierunku osi spotrzednych réowne sa NA',
ONiA'A (rys. 59). Odcinek N4’ rowny jest odcinkowi 4"'4, wyzna-
czajagcemu odlegtos¢ punktu 4 od plaszczyzny ZOY, jest to wigc spot-
rzedna punktu A (rozdz. I, ust. 2), podobnie odcinek ON réwny

jest odcinkowi A4"A, wyznaczajacemu spotrzedng yi punktu 4 i wre-
szcie A'’A =zi. Mamy wigc xi =72 cosa, yi=mn cos 3, zi=rcosy,
gdzie a, 3, y sa katami, jakie wektor 72 tworzy z osiami Ox, Oy, Oz
Zgodnie ze wzorem (15 a) mamy mi 2 + mi r-i 4 mzmz + . ... —
=(tni + mi 4- m3...) r—m .1, gdzie przez r oznaczamy wektor OS
przez ri, ts ... wektory OB, OC . ... Stosujac tatwe do udowodnienia
twierdzenie, Zze rzut wypadkowej na oznaczony kierunek réowny jest

sumie rzutow skladowych na tenze kierunek (por. ust. 8, rozdz. II),
otrzymamy, rzutujac kolejno na kierunki Ox, Oy, Oz

mixi + maxi + .... —mx
miyi + miyi + ... . =my
mizi + miyi 4 ....=mz

zastgpujac w ten sposob sume¢ geometryczng przez sumy algebraiczne
sktadowych o tym samym kierunku.

v fomy X, +... 2mixt 2mty. m. z.
Stad X = mox f-my X, ... <mIxt T 2:Z/\I‘—<16b>

m e m
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~16. RUCH SRODKA MASY UKEADU. ZASADA ZACHOWANIA
ILOSCI RUCHU

Przypusémy, ze mamy uktad z n punktéw materialnych, po-
ruszajacych si¢ z predkosciami odpowiednio réwnymi v2 ... iln
(rys. 60). Po uplywie

At sek punkt materialny,

ktéry poprzednio znaj-

dowat si¢ w punkcie 4

uktadu, po przejsciu drogi

i?! At znajduje si¢ w punk-
cie A, punkt materialny,
ktory znajdowal si¢ w B,

przejdzie droge BB'=:v2At
i znajdzie si¢ w B’ itd.,
wreszcie $rodek masy S,
poruszajacy si¢ z predko-
scig V, przejdzie droge

SS'=wvni i1 znajdzie si¢
wS'
zerny napisac

mt OA -|- m2 OB -j- m3 OC 4- .... =
=(tu-1 - m2 4~ Ug -j- ...) OS=w . OS
jak rowniez mt OA* 4- m2 OB 4- m2 OC + ... = m. OS'. (a)
Uwzgledniajac, ze
OA'= 0OA 4-AA' = OA + At; OB'— OB 4-v] At
mozemy drugi z wzoréow (a) przepisa¢ w postaci
Iy (OA -~ AY)—ID{OB v At)-|- ... = w {OS 4~ VAY).
Odejmujac wzoér pierwszy i dzielac przez At
ml  A~m] A+ mIVi4 = (16)

Jezeli wigc przeniesiemy wektory ilosci ruchow wszystkich
punktéw materialnych, stanowiacych dany uktad, do s$rodka
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masy i zatozymy, ze w $rodku tym skupiona jest cala masa uktadu
m, roOwna sumie mas punktow materialnych, ilos¢ ruchu srodka
masy bedzie sumg geometryczng ilosci ruchu punktow uktadu.
Gdy wiec np. uktad sktada si¢ z dwu punktow materialnych, po-
ruszajacych si¢ w kierunkach przeciwnych z predkosciami, od-
wrotnie proporcjonalnymi do ich mas, $rodek ich masy pozo-
staje w spoczynku.

Przypusémy teraz, ze na punkty materialne uktadu dzialajg

w przeciggu Il sek sity /n /2+++ Predkosci punktow material-

7

nych zwigksza si¢ odpowiednio 0 ~— =z/z itd. Stosu-
jac wzor (16) do tego przypadku, otrzymamy
oot ol cat =
Odejmujac (16)
/TAL+ /2 —+vve=mvi— U, (17)

Zmiang zatem ilosci ruchu srodka masy mozemy wyznaczy¢,
przenoszac do $rodka masy wszystkie impulsy, dzialajace na
punkty uktadu, i znajdujac ich wypadkowa ; wypadkowa ta rowna
jest zmianie ilo$ci ruchu $rodka masy, w ktorym wyobrazamy
sobie skupiong catag masg uktadu.

W przypadku szczegolnym, gdy uklad jest odosobniony,

/14 /2... sg sitami wewngtrznymi, jakimi dzialaja wzajemnie
na siebie punkty materialne stanowigce dany uklad; sitom, wy-
wieranym przez punkty materialne 4z 42... An 1uktadu na
punkt materialny A4n , odpowiadaja w mys$l trzeciej zasady me-
chaniki sity réwne i przeciwnie skierowane, jakimi punkt ma-
terialny An dziala na punkty materialne Av A2...Ao_,. Po-
dobnie sitom, wywieranym na punkt materialny An | przez
punkty materialne Au A2...An 2, An, odpowiadajg sity rowne
i przeciwnie skierowane, jakimi punkt materialny An-1 dziata
na punkty Az, A2... An2, An itd. Jezeli wszystkie te sity prze-
niesiemy do $rodka, wypadkowa ich zawsze bedzie rowna zeru.
W ukltadzie wigc odosobnionym ilo$¢ ruchu

Wyklady fizyki, t. 1 7
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srodka masy jest stalta; Srodek masy albo jest w spo-
czynku, albo porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Wazne to twierdzenie, ktére nazywamy zasadag zachowa-
nia ilosci ruchu srodka masy, stosuje si¢ zarOwno
do uktadéw zachowawczych, jak i rozpraszajacych; w przyto-
czonym bowiem wyzej rozumowaniu nie uczyniliSmy zadnych
zatozen co do rodzaju sit dziatajacych.

Oto pare przyktadéw, wyjasniajacych stosowanie tej zasady

Na pocisk, wylatujacy z lufy karabinowej lub armatniej,
dziata ci$nienie gazow, ktére wywiazaly si¢ przy wybuchu na-
boju w lufie. Uwazajgc pocisk, naboj i lufe za jeden uktad, mu-
simy rowniez uwazac to ci$nienie za przejaw sil wewnetrznych,
nie zmieniajgcych ilosci ruchu srodka masy uktadu. Wobec tego
wzrost ilosci ruchu pocisku o musi pociaggnac za sobg rOwna
i przeciwnie skierowang zmian¢ ilo$ci ruchu pozostatej czgsci
uktadu, w danym przypadku lufy (mas¢ gazéw pomijamy) tak,

ze mamy m? =—mAi)li+v2=———  Lufa zatem przy wy-

strzale si¢ cofa. T¢ sama rolg, co pocisk w lufach, odgrywajg
gazy wybuchowe w rakietach: ich ruch wsteczny powoduje ruch
naprzod calej rakiety.

Podobnie, umieszczajgc wahadlo na lekkim wozku, porusza-
jacym si¢ po podstawie ze znikomo matym tarciem, stwierdzimy,
7ze kazdemu wahnigciu wahadla odpowiada przesunigcie si¢
wozka w przeciwnym kierunku. Cztowiek, stojacy na doskonale
gladkiej poziomej powierzchni, nie moze mimo wszelkich wysil-
kow posungé si¢ naprzdd, chyba ze np. wyjmie z kieszeni jakis
przedmiot i rzuci go w kierunku przeciwnym do tego, w jakim
zamierza si¢ poruszyc¢,; nabytej przez ten przedmiot, stanowigcy
czes¢ tego samego uktadu, ilosci ruchu towarzyszy¢ bedzie po-
wstanie rownej i przeciwnie skierowanej ilosci ruchu cztowieka ;
srodek bowiem masy cztowieka i rzuconego przedmiotu zachowa
polozenie poprzednie, a wigc takie, jakie mial wtedy, gdy przed-
miot znajdowat si¢ w kieszeni.

W pozornej sprzecznosci z zasada zachowania ilo$ci ruchu
srodka masy znajduja si¢ znane z codziennego doswiadczenia
fakty, zdajace si¢ stwierdza¢ w pewnych przypadkach caltkowite
znikanie ilosci ruchu. Tak np. gdy kamien, spadajac na blotni-
sty grunt, zaglebia si¢ w nim i zatrzymuje, sklonni jeste$my przy-
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puszczaé, ze ilos¢ ruchu, istniejaca poprzednio w uktadzie — ka-
mien, ziemia, — bezpowrotnie zostala zniszczona; tak jednak
nie jest: stracong przez kamien ilo$¢ ruchu zyskata ziemia, wo-
bec jednak olbrzymiej roznicy mas kamienia i ziemi predkosc,
nabyta przez ziemig, jest tak mata, ze nie mozemy jej zmierzy¢
najczulszymi nawet przyrzadami. Podobnie zahamowaniu ruchu
pociggu towarzyszy wzrost ilosci ruchu ziemi.

17. ZDERZENIA PUNKTOW MATERIALNYCH

Zasady zachowania energii i zachowania ilo$ci ruchu $rodka
masy zastosujemy do rozpatrzenia zjawiska zderzania si¢ cial.
Gdy poruszajace si¢ cialo spotyka
na swej drodze inne ciato, wtedy
nastepuje zderzenie, ktorego kie-
runek wyznacza normalna NN’ do
powierzchni obydwu zderzajacych
si¢ cial, wystawiona w punkcie
ich zetkniecia. Gdy normalna ta
przechodzi przez $rodek masy
danego ciala, zderzenie nazywa-
my sSrodkowym (central-
nym); na rys. 61 zderzenie jest
srodkowe dla ciata 4, dla ciata
B — ekscentryczne. Roz-
rozniamy poza tym zderzenia
proste, gdy normalna NN' ma
kierunek predkosci, z jaka ciato
si¢ porusza, i zderzenia sko-
$ne, gdy kierunki normalnej i predkosci sa rozne. Zderzenie
powoduje na ogét nie tylko zmian¢ predkosci zderzajacych sie
cial, ale rowniez i ich odksztalcenie, ktore, zaleznie od rodzaju
zderzajacych si¢ cial, moze pozosta¢ trwatym albo tez zniknac,
gdy ciata przestang si¢ styka¢ ze sobg. Tak np. kula otowiana,
opuszczona z pewnej wysoko$ci na nieruchoma ptyte stalowa,
odbije sie od niej nieco splaszczona, kula z ko$ci stoniowej za-
chowa po odbiciu swdj ksztalt kulisty tak, ze o jej odksztalceniu
podczas zderzenia mozemy wnioskowaé tylko posrednio, na
mocy np. nastepujacego doswiadczenia. Posmarujmy plyte, na
ktora spada kula, sadzg; po odbiciu zobaczymy na kuli czarng



100

plame, tym wigksza z im wicksze] wysokosci kula spadata.
Zetknigcie zatem nastgpito nie w jednym punkcie, lecz na pewnej
powierzchni kuli, co jest niewatpliwym dowodem splaszczenia sig
jej podczas zderzenia. Przebieg zjawiska mozemy z gruba przed-
stawi¢ sobie w sposob nastgpujacy. Odksztalceniu ciata, spowo-
dowanemu przez opdr, jaki ptyta stawia ruchowi kuli, towarzyszy
powstanie sit wewngtrznych — sprezystosci — w kuli, przeciw-
dziatajacych odksztalceniu. Gdy predkosci kuli i plyty si¢ zroéw-
naja (w danym przyktadzie, gdy predkos¢ kuli stanie si¢ rOwna
zeru), odksztalcenie przestanie wzrasta¢; wtedy sity sprezysto-
$ci, dziatajac w dalszym ciagu i przywracajac poprzedni ksztatt
kuli, odpychajg kule i wykonywaja pracg, réwna tej, jaka
byta uzyta na odksztalcenie. W tego rodzaju zderzeniu, ktore
nazwiemy sprezystym, mozemy, zgodnie z okresleniem,
danym w ust. 10, sity, dziatajgce w uktadzie, uwazaé za zacho-
wawcze. Biegunowo przeciwny przypadek zajdzie wtedy, gdy
cialo nie stawia zadnego oporu odksztalceniu; mamy wtedy do
czynienia ze zderzeniem niesprezystym. Zazwyczaj jed-
nak zachodzi przypadek posredni: czes¢ tylko odksztalcenia po-
zostaje po zderzeniu, jako odksztalcenie trwate; praca sil spre-
zystych, nie bedac rowna zeru, jest jednak mniejsza od pracy zu-
zytej przy odksztatceniu.

Rozpatrujac te trzy rodzaje zderzen, ograniczymy si¢ do
zderzen $rodkowych i prostych, zachodzacych miedzy cialami
o ksztalcie kulistym, tylko wtedy bowiem bedziemy mogli uwa-
za¢ zderzajace si¢ ciala za punkty materialne.

18. ZDERZENIA NIESPREZYSTE

Przypusémy, ze dwie doskonale niesprezyste kule poruszaja
si¢ w tym samym kierunku z niejednakowymi predkosciami, przy

rys. 62
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czym predkos¢ kuli tylnej jest wigksza; wobec tego w pewnej

 chwili kule te si¢ zderza (rys. 62). Ilo$¢ ruchu $srodka masy tych
kul byta przed zderzeniem wyznaczona, zgodnie ze wzorem (16),
rownaniem

my vi +ml] = (mm 4% v

Po zderzeniu ta ilo$¢ ruchu pozostata bez zmiany, uklad bo-
wiem dwu kul mozemy uwaza¢ za odosobniony, i sity, dziatajace
podczas zderzenia, za wewnetrzne; oznaczajac wiec przez b
wspolng predkos¢ obydwu kul po zderzeniu i stosujac jeszcze
raz wzor (16), bedziemy mieli

(7nt 4- Tn2) = (mv -|- m2) a przeto
vi=0D.

Predkos¢ zatem v kul po zderzeniu bgdzie rowna

) s~
= )
Gdy kule poruszaja si¢ w kierunkach przeciwnych, otrzy-
mamy, uwazajac jedng z predkosci, np.  za dodatnig, drugg za
ujemng
_mtvi—ml v
7 4 T2

(18 a)

Zderzenie kul niesprezystych, ktérych ilosci ruchu sa przed
zderzeniem roéwne i przeciwnie skierowane, powoduje catkowite
ich zatrzymanie.

B T D
Gdy v2 =0 D= (18 b)

Zastosujmy ten wzor do omawianego w poprzednim ustgpie
przyktadu ciata, spadajacego na ziemig, i zatldézmy, ze cialem tym jest
meteor. Niech masa jego wynosi | tonng = 103 kg — 106 g, pred-
ko$¢, z jaka dobiega do ziemi, 100 km/sek = 107 cm/sek (pr¢dkosé
meteorow na granicy atmosfery waha si¢ w granicach od 10 km/sek
do 100 km/sek, w przyktadzie naszym bierzemy zatem goérng granice
predkosci). Masa ziemi rowna jest mniej wiecej 6.1027 g (rozdz. 1V,
ust. 5). Podstawiajac te dane do wzoru (18b), otrzymamy na wspolng
predkos¢ ziemi i meteoru w kierunku poczatkowej predkosci meteoru

10ti. 10’
""loe 4-6.10)7
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i, odrzucajagc w mianowniku liczb¢ 10e jako bardzo malg w porow-
naniu z nastepna,

)= loé(%ﬁ = 1,3.10~15 cm/sek = 1,3.10~7 A/sek
a wigc wartosé, ktorej najczulsze przyrzady nie moglyby zmierzy¢.
W przeciwienstwie do ilosci ruchu energia mechaniczna
tego ukladu rozpraszajacego, wystepujaca tutaj jako energia

ruchu, nie zachowuje wartosci statej. Zmniejszenie jej wyznacza
wzOr

L)) - L; + m))aai =

=4 ("T—17)+ 50T, — syl o~ 19

Niech np. 4 i B beda kulami z wilgotnej gliny, zawieszo-
nymi na niciach jednakowej dhugosci (rys. 63). Kula 4, spada-

jac z wysokosci £, posiada, zderzajac si¢ z kulg B, predkos¢
(wzér (13), ust. 13). Energia ruchu obydwu kul

po zderzeniu o
Lz—= 7 (mt 4-m2)v2—=1. MVt  v2)l
a1 —+ w2
1 m\v

gdy v2=0 2 my+ mi!
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Jezeli masy obydwu kul sg rowne

Kule po zderzeniu podniosg si¢ na wysoko$¢

Czesto dogodniej jest uzywacé zamiast predkosci vi i V2, wyzna-
czanych wzgledem jakiego$ uktadu dowolnego (np. ziemi), predkosci
<Pi i Y2, wyznaczanych wzgledem $rodka masy uktadu, a raczej wzgle-
dem osi spolrzednych, zwigzanych ze Srodkiem masy.

Przed zderzeniem

7711 V1 ~+ 7712 172 2 Vili--- Va)

Pi—Vi V—V : -
7711+ 7712 7711 4% TM2

<Pz =—= V2 V=V2 B S — (18c¢)
7711 4- 7712 7711 4" 7712

Po zderzeniu ¢ = ¢’ = 0.
~Ubytek zatem energii ruchu, zachodzacy podczas zderzenia,
wyniesie
Lo —L\=ynm + . (19a)

Podstawiajgc zamiast ¢» i @a znaczenia ich ze wzoru (18 c),
otrzymamy wzor (19).

Suma iloéci ruchu kul wzgledem ich $rodka masy jest zaréwno
przed zderzeniem, jak i po nim réwna zeru, $rodek bowiem masy ma
w tym nowym ukltadzie zawsze prgdkos¢ zero.

19. ZDERZENIE SPREZYSTE

Gdy zderzajace si¢ kule sa doskonale sprezyste, predkosci
ich po zderzeniu nie sg réwne. Stosujac i tym razem zasade¢ za-
chowania ilo$ci ruchu $rodka masy, otrzymamy rownanie

m Vi + vyl = nmx*\ +nmy ]

gdzie DY i D) oznaczaja predkosci kul przed zderzeniem, w\
i vl — predkosci kul po zderzeniu. To rébwnanie nie wystarcza
do wyznaczenia dwu wielkosci niewiadomych D! 1 w2. W tym
jednak przypadku mozemy zastosowac réwniez i zasade zacho-
wania energii mechanicznej, ten bowiem uktad jest, jak o tym
byta mowa w ust. 17, ukladem zachowawczym. Mamy zatem

yIMiVI + == -~rmxvil + ~-rnt v?-
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Przepiszmy te rownania w postaci
MVI—O = m/Ivl —
y o == — V) @®)

stad po podzieleniu drugiego rdéwnania przez pierwsze i po
skréceniu przez 1
jzX =vi + Vv

Z tego réwnania i z pierwszego z rOwnan (a) otrzymujemy

, (mv—w+ 2 V)

[ ~ my + me
, _ 2mivi4- (ma—m,)y, (20)

] my + mi
W przypadku, gdy kierunki predkosci kul sa przeciwne, we
wzorach (20) zmieniamy na przeciwny znak tej predkosci, ktora
uwazamy za ujemna.

Gdy 11 = m?
Pl=v] 1 = I (20 a)
kule zamieniaja si¢ predkosciami.
Gdy p2 =0
m. — m- , 2m. v.
[ BT (20b)

Niech m! <"m2. (Znak podwojnej nierownos$ci oznacza, Ze
my jest znacznie mniejsze od m2). Dzielac licznik i mianownik

(20 b) przez m2 i przyjmujac, ze m 0, otrzymujemy

vl = — vl =0. (20c¢)
Kula o masie mniejszej odskakuje z tg samg predkoscia, jaka
miata przed zderzeniem, zmienia si¢ jedynie kierunek predkosci
na odwrotny; masa wigksza pozostaje w spoczynku.

Jest to przypadek, rozpatrywany w ust. 17: kula z kosci sto-
niowej, spadajac na ptyte stalowa, odbija si¢ od niej, i gdyby istotnie
obydwa ciata byly doskonale spr¢zyste, podniostaby si¢ na t¢ sama
wysokos¢, z jakiej spadta. W rzeczywistoSci podnosi si¢ na wyso-
ko§¢ mniejsza. Gdy cialem, na ktoére spada, jest plyta marmurowa,
wysoko$¢ po odbiciu jest, jak to stwierdzit do$wiadczalnie Dupr¢, dla
niewielkich wartoéci 4 (do 20 cm) réwna 0,8 .
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Gdy odwrotnie » m2, otrzymujemy, dzielac (20 b)
przez wu i przyjmujac, ze 0
wi
V=V v\ = 2<)\, (20 d)

Najwicksza zatem predko$¢, jaka moze ciato o wielkiej
masie udzieli¢ przez zderzenie cialu o masie malej, rowna jest
podwojnej predkosci ciata uderzajacego.

Biorgc za uktad odniesienia uktad, zwigzany ze Srodkiem masy,
i oznaczajac przez iq predkosci kul wzgledem $rodka masy przed

zderzeniem, przez <’ i ¢p — po zderzeniu, mamy (patrz, ust. 18)
my 4\-VmiS4 —ti (a)
g+ pt=0 (b)

i wobec tego, ze uklad jest zachowawczy

Podstawiajac do réwnania (c) wartosci ¢pj i ¢ z réwnan (a)
i (b), znajdujemy, ze y' =+ . Znak + odpowiada przypadkowi,
gdy kule poruszaja si¢ stale z ta samg predkoscia, gdy wige nie ma
zderzenia; gdy zderzenie zachodzi, mamy ¢* = — ¢v Podobnie znaj-
dziemy < = — ¢k

20. ZDERZENIA NIEDOSKONALE SPREZYSTE

Rozpatrywane przez nas przypadki sa przypadkami gra-
nicznymi. Jak o tym byta juz mowa w ust. 17, pospolicie nie
mamy do czynienia ani z cialtami doskonale sprezystymi, ani
z cialami doskonale niesprezystymi. Predkos$¢ wzgledna jedne;j
kuli wzgledem drugiej, ktéra w przypadku zderzenia niesprezy-
stego staje si¢ po zderzeniu rowng zeru (kule poruszaja si¢
z jednakowa predkoscig), w przypadku za§ zderzenia sprezy-
stego zachowuje t¢ sama wartos$¢, co poprzednio, zmieniajac jedy-
nie swoj kierunek (przed zderzeniem zp— — -2, P°® zderzeniu

a1, = v —v' = Hi-wy)yi+2m»y>»>-2yniyi - (»1,-wlv, =
w przypadkach, z jakimi si¢ spotykamy w rzeczywisto$ci,

zachowuje po zderzeniu pewien ulamek poprzedniej wartosci.
Mamy zatem

Vv =vyi

—_ S(W, J—
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gdzie 0 <« < 1. Z zasady zachowania ilo$ci ruchu wynika
miwvid-mz = nmuv\ + vl
7» tych dwu rownan znajdujemy

. (mr— vi + (1 + e)mhvé

I m. + mJ

, _ (m8—emt) Vi + (1 4- e)mx v 1)
) my 4- ma

ktadac « =0, otrzymujemy wzory (18), kladac e =1, wzory
(20). Strate energii ruchu znajdziemy, obliczajac réznice

Ll— Ly = y™, —yT™, %

Po podstawieniu zamiast Vi i v§ wartosci, wyznaczonych
przez wzory (21), i po dokonaniu odpowiednich przerobek, otrzy-
mamy

1 mn m.
U-1.1=-K VP vrre(l *é)) i 22D

Oznaczajac strat¢ energii w zderzeniu niesprezystym przez
zILnX mozemy napisa¢ na mocy wzoru (19)

U—Lx=(01—f/"JLn b £Z — (t» —LI) = e»"Ln.

Te same wzory mozemy réwniez stosowac, jak to wykazat Voigt,
i w przypadku, gdy cialami zderzajacymi si¢ sa walce z jednakowego
materiatu, o jednakowej dlugosci i jednakowym przekroju, oczywiscie,
przy zachowaniu podstawowego warunku, aby zderzenia byly s$rod-
kowe i proste. Gdy rozmiary walcow sa rozne, zjawisko staje sig
o wiele bardziej zawite, predkos$¢ ciata uderzonego zalezy wtedy od
stosunku dlugosci tego ciata do dlugosci ciata uderzajacego.

20a) PRZYPADKI SZCZEGOLNE

1. Przypus$émy, ze kula druga, bedaca poczatkowo w spoczynku,
po wprawieniu jej w ruch przez kule pierwsza, zderza si¢ nast¢pnie
z nieruchoma poczatkowo kula trzecia, ktoéra znéw zderza si¢ z kula
czwartg itd. Zaktadajac, ze kule sg doskonale spr¢zyste i ze posia-
daja jednakowe masy, znajdujemy, stosujac kolejno do wszystkich
kul wzor (20b), w ktorym predkosé kuli uderzonej stale przyjmu-
jemy za réowng zeru, ze predkos¢ ostatniej z uderzonych kul réwna
jest predkosci pierwszej kuli uderzajacej i ze wszystkie kule z wy-
jatkiem ostatniej pozostang po zderzeniu w spoczynku.

Ten wniosek mozna sprawdzi¢ przy pomocy przyrzadu Mariotte'a
(rys. 64). Gdy kula 4, spadajac z wysokosci 4, uderzy kule B, ta za$
kule C, ktéra znow zderzy si¢ z kula D itd., ostatnia kula G odskoczy
na wysoko$¢ roéwng mniej wigcej h, wszystkie za$ pozostate kule, nie
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wylaczajac pierwszej, pozostang bez ruchu. Gdy spadng dwie kule A
i B, odskocza dwie ostatnie kule F i G itd.

2. Przypusémy teraz, ze mamy trzy kule o masach niejednako-
wych 1 niech np. masa kuli pierwszej mi jest wigksza od masy kuli
ostatniej tm3. Gdy masa kuli $rodkowej 112, znajdujacej si¢ przed zde-
rzeniem, podobnie jak i kula trzecia, w spoczynku, zawarta jest w gra-
nicach mi i ma tak, ze mamy

my > ma > ma,
predko$¢, jaka otrzymuje po zderzeniu kula trzecia, jest wigksza od
tej, jaka by jej nadata kula pierwsza, uderzajac ja bezposrednio z tg
samg predkoscig. Oznaczmy przez vi predkos¢ kuli pierwszej przed

zderzeniem, przez — predkos$¢ kuli drugiej po zderzeniu, przez
t/ — predko$é, jakiej nabywa kula trzecia, uderzona bezposrednio
przez kule pierwsza, przez v"' — predkos¢, jakiej nabywa za posred-
nictwem kuli drugiej. Ze wzoréw (20 b) otrzymujemy:
y' = 2wiyi = 2wiyi = 2[12Y1 = 4dmxma->xc__
3 mx-Vma » o mx-\-mx »y  me-\-mu (my + mt) (me+m,)
skad otrzymujemy

Py = 4dmxm. v 2m.y. _

s Vs T W - o

2m, (r,-)(?,-m§) v >0

(mt 4- m,) (m, + ma@> (ma—+m,) | '
gdyz mianownik jest wielkoscia zawsze dodatnia, w liczniku zas wo-
bec zatozenia, Zze mu < my i ma < wszystkie trzy czynniki sa dodat-
nie. Mozna dowies$¢, ze najwigksza roznice predkosci otrzymamy, gdy

= —— Niech np. mi=8 g, m2=4 g, T3=2 g, vi = 10 cm/sek,

me
r/ = 16.10 _ 16 cm/sek i v§ = 128.10 _ 160 . 18 cm/sek.

3. Odwrotny przypadek zachodzi, gdy masa m-z jest wigksza od
mi 1 ma. Przyjmijmy, ze mi —1 g, m»y =100 g, ma=20 g, vi=20

cm/sek. Mamy wtedy 220 _ 1,9 cm/sek ; v"'= 0,67 cm/sek. Tym
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si¢ czgsciowo thumaczy znana sztuka cyrkowa: atleta dzwiga na sobie
kowadlo o bardzo duzej masie, — uderzenia mlota, ktérego masa nie
jest zbyt wielka, sg prawie nie odczuwane przez atlete.

4. Niech na kul¢ uderzajaca dziata stata sita, np. sita cig¢zko-
sci, o kierunku zgodnym z kierunkiem prgdkosci uderzajacego ciata,
ktore oznaczymy przez A. Predko$¢ doskonale sprezystej kuli A wzgle-
dem uderzanego ciala B zachowa po zderzeniu swa warto$¢ poprzed-
nig, zmieni jedynie kierunek na odwrotny (ust. 20). Jezeli wiec przed
zderzeniem kula przyblizata si¢ do B z predkoscig mp, po zderzeniu od-
dala¢ si¢ bedzie z tg samg predkoscig. Temu oddaleniu przeciwdziata
sita F, powodujaca opdznienie a =-€-.W chwili, gdy predkos¢ A sta-
wac si¢ bedzie rowna zeru, co nastrgpi, egdy ip — ati=0, a wigc, gdy

ti= oddalenie bedzie najwicksze i wyniesie si= iptz----—at’'=

é 1/;2* Sita F' zacznie wtedy przybliza¢ ruchem jednostajnié przy-
spieszonym kul¢ 4 do B; zderzenie nastapi, gdy droga przebyta rowna
bedzie si. Jak fatwo si¢ przekonac, nastapi to po uptywie tz—#i sek.
Predkos¢ wzgledna ciata 4 bedzie w chwili tego drugiego zderzenia
taka sama, jak w chwili zderzenia pierwszego, zjawisko zatem si¢ po-

wtorzy 1 powltarza(’f bedzie periodycznie co T = #i + ts= —sek.

W przypadku ciat niedoskonale sprezystych predkos¢ wzgledna kuli 4
bedzie po zderzeniu rowna — eip, gdzie 0 <e < 1. Najwicksze oddalg-

nie kuli A do B po pierwszym odbiciu réwne bgdzie ——— czas mig-
dzy pierwszym i drugim zderzeniem , po drugim odbiciu — 82 =

———, czas migdzy drugim i trzecim zderzeniem---- — zderzenia
2 a a

wigc bedg coraz czgstsze, kula 4 bedzie coraz to mniej oddalata si¢ od B.

5. Z zagadnieniami, rozpatrywanymi w ustgpach poprzednich,
wigze si¢ rowniez i zagadnienie nastepujace.

Do zwinigtej liny, w jednym koncu przymocowanej, przywia-
zane jest na drugim koncu ciato o cigzarze Q. Cialo to i lina lezg na
podstawie, znajdujacej si¢ na pewnej wysokosci 4 nad ziemig. W pew-
nej chwili podstawe usuwamy i cialo zaczyna spadaé, pociagajac za
soba ling, ktorej cigzar uwazamy za maly w porOwnaniu z ci¢za-
rem (. Dopoki lina si¢ nie wyprostuje, cialo spada tak, jak gdyby
byto catkowicie swobodne. Od chwili jednak wyprostowania si¢ liny
dalsze jego spadanie mozliwe jest tylko przy rozcigganiu si¢ liny,
powodujagcym powstawanie w linie sit sprezystych, przeciwdziataja-
cych dalszemu ruchowi. Gdy nabyta wskutek spadania energia ruchu
ciala zuzyje si¢ calkowicie na pokonanie oporu sit sprezystosci, wzra-
stajgcych proporcjonalnie do wzrostu dlugosci liny, wtedy, o ile na-
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piecie liny nie bedzie tak wielkie, ze spowoduje jej odksztalcenie
trwate (rozdz. V, ust. 6), nastapi, na ogél, odwrdcenie kierunku
ruchu; cialo pod dziataniem sit sprezystych, wiekszych, jak si¢ o tym
zaraz przekonamy, od ciezaru Q, zacznie podnosi¢ si¢ do gory do-
poty, dopoki ciezar Q sit tych nie zrownowazy. Najwigkszy zatem
wzrost dilugosci liny s bedzie zwigzany z energia spadajacego ciala
wzorem

LmVl = Q(h +s) = ~ ks

gdzie h droga, przebyta pionowo przez cialo podczas spadania do
chwili wyprostowania si¢ liny; -i- fes2 — praca przeciwko oporowi sit

sprezystych (patrz ust. 13).
Wtedy sity sprezyste /' osiggng warto$¢ najwicksza

Q(*4-s)—1-As. s = yF.s i stad I'=20"-=JI

Im bardziej zatem wzrasta dlugo$¢ liny w pordéwnaniu z wyso-
koscig A, tym F, rowne napigciu liny, jest mniejsze. Mozna to osiagnac,
albo uzywajac liny o mozliwie malym spolczynniku x (np. kauczuko-
wej), albo biorgc liny dostatecznie dlugie, wzrost bowiem dlugosci
jest, jak o tym pdzniej bedzie mowa (rozdz. V, ust. 2), proporcjonalny
do dtugosci poczatkowej. Najmniejsze napigcie otrzymamy, gdy /i =0,
tzn. gdy lina od poczatku jest wyprostowana i tylko cialo Q umie-
szczone jest na podstawie; wtedy F=2Q.

21. RUCH PUNKTU MATERIALNEGO WZGLEDEM PORUSZA-
JACEGO SIE UKLADU
a) RUCH UKLADU JEDNOSTAJNY PROSTOLINIOWY

Z wywodow ust. 6, rozdz. I wynika, ze punkt materialny, po-
ruszajacy si¢ ze stala predkoscia wzgledem pewnego uktadu od-
niesienia A4, porusza¢ si¢ bedzie rowniez ruchem prostoliniowym
jednostajnym (z inna, oczywiscie, predkoscig) wzgledem uktadu
B, wzgledem ktérego A porusza si¢ z predkoscia niezmienng co
do kierunku i warto$ci. Uktady A4 i B bgdg zatem mechanicznie
rownowazne. Przyspieszenie, jakie dowolna sita udzieli danemu
punktowi, bedzie miato t¢ samg warto$¢ zarbwno w jednym, jak
i drugim ukladzie odniesienia. Istotnie, niech stala predkosé

uktadu 4 wzgledem B bedzie réwna 1’19 predkosé poczatkowa

punktu materialnego wzgledem A — v0! predko$¢ poczatkowag v
wzgledem uktadu B, znajdziemy ze wzoru (rozdz. I, ust. 6)

Vo =+ wx (a)
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Sita / udziela punktowi materialnemu przyspieszenia wzgle-

dem A rownego a=—— po uptywie wiec kz sek predkos¢ jego

wzrosnie 0 a Az =-A¢. Predkos¢ jego wzgledem uktadu B bedzie

4-
0 0 m

stad przyrost predkosci wzgledem uktadu B wyniesie

Jt -1 V.1

V= = ozt

a wigc rdwny bedzie przyrostowi predkosci wzgledem uktadu A.
Obserwator przeto, zwiazany stale z ukladem A4, otrzyma z po-
miaru przyspieszenia t¢ sama warto$¢ sily dzialajacej na dany
punkt materialny, co obserwator, zwigzany stale z uktadem B.

Ten wniosek jest stuszny o tyle, o ile stuszny jest wzor (a),

a wiec o ile predkosci nie przekraczajg granic, o ktérych byla mowa
w ust. 6, rozdz. 1.

b) RUCH UKEADU PROSTOLINIOWY NIEJEDNOSTAJNY

Inaczej jednak bedzie, gdy uklad 4 porusza si¢ wzgledem
uktadu B ruchem niejednostajnym. Przypusémy, ze na wozku
o doskonale gtadkiej powierzchni lezy kula, bgdaca wzglgdem
wozka w spoczynku. Nadajmy wozkowi (uktad A) przyspiesze-
nie a wzglgdem ziemi (uktad B), dzialajac na niego pewng sila.
Kula, lezaca na wozku, zadnego przyspieszenia nie dozna, gdyz
wobec tego, ze sily tarcia s3, zgodnie z zalozeniem, réwne zeru,
dziatanie sit zewngtrznych nie bedzie moglto by¢ na nig przenie-

rys. 65

sione, zachowa wiec wzgledem ziemi to samo potozenie, co po-
przednio, wzgledem wozka jednak poruszy sie z przyspiesze-

niem —a (rys. 65). Dla obserwatora, zwigzanego z wozkiem
(uktadem A), kula bedzie si¢ tak poruszata, jak gdyby dziatata na
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nig sita 7= —m<, gdzie m — masa kuli, o kierunku przeciwnym

do kierunku sity zewnetrznej, dziatajacej na wozek. Sile te, ktorg

nazwiemy sita bezwladnosci, bedzie mogt obserwator 4

zmierzy¢ w ten sam sposob, w jaki zazwyczaj mierzy si¢ site.

Nazwa sily bezwtadnosci, jakg nadaliSmy tej sile, nie jest ogol-

nie przyjeta; w roéznych podrgcznikach fizyki termin: ,.sita bezwtad-
nos$ci“ posiada roézne na ogét znaczenia.

A wigc obserwator chegc sile te zrownowazy¢, tzn. utrzymac
kule w spoczynku wzgledem woézka, bedzie musial dziata¢ na nia
sitg ro6wng i1 przeciwnie skierowana, co z punktu widzenia obser-
watora, stojacego na ziemi (uklad B), nie bedzie bynajmniej
zroOwnowazeniem nieistniejagcej wedlug niego sity, lecz nadaniem
kuli tego samego przyspieszenia, jakie ma wozek. Podobnie
ci$nienie, jakie kula bgdzie wywierata na umocowang na wozku
scianke C, bedzie dla obserwatora 4 dowodem istnienia sity,
z jaka kula ci$nie na C, dla obserwatora za$ B stwierdza¢ bedzie
przenoszenie na kule przez t¢ Scianke dziatania sity zewngtrzne;.
Gdy na wozku lezy wiecej kul o masach mx, m2,..., kazda

z nich dozna wzgledem woézka tego samego przyspieszenia — a,
ruch zatem tych kul wzgledem ukladu A4 zachodzi¢ bedzie tak,
jak gdyby na nie dzialaly sily proporcjonalne do ich mas.

Tym si¢ thumacza zjawiska takie np., jak wzrost ci$nienia, wy-
wieranego na podloge windy przez znajdujace si¢ w niej ciala, przy
ruszaniu windy w gore. Wtedy bowiem procz cigzaru dziata na
podloge windy sita bezwladno$ci /==—ma, gdzie a przyspieszenie
windy, skierowane do gory. Odwrotnie, gdy winda rusza na dot, ci-
$nienie na podloge zmniejsza si¢ o wielkos¢ ma, jak gdyby cigzar
ciala ulegt zmniejszeniu. Gdyby winda spadata z przyspieszeniem g
(rozdz. 1V, ust. 4), ciala w niej si¢ znajdujace nie cisngltyby wecale
na podloge tak, ze obserwator A, znajdujacy si¢ w windzie, mogltby
stad wnioskowa¢ o chwilowym zniknigciu sity cigzkosci. Obserwator
B, wzgledem ktérego winda posiada przyspieszenie g, wyciagnie stad
wazny wniosek, o ktérym bedzie mowa w rozdz. IV, ze zaréwno winda,
jak i znajdujace si¢ w niej ciata, spadaja pod dziataniem sity cigz-
kosci z jednakowym przyspieszeniem.

Potwierdzeniem tych wnioskow moga by¢ dwa nastgpujace do-
swiadczenia. W duzej, hermetycznie zamknigtej skrzyni umieszczamy
zapalong $wiecg; podczas swobodnego spadku z pewnej wysokosci na
migkka podstawe $wieca gasnie; ustaje bowiem podczas spadania
krazenie powietrza w skrzyni, konieczne dla odnowienia zapasu tlenu
w warstwie, bezposrednio otaczajacej §wiecg.
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Gdy rurke ksztattu litery U napelnimy woda tak, aby poziom
jej w obydwu ramionach nie byt jednakowy (co mozna osiagnaé, za-
tykajqc palcem podczas nalewania jeden z gérnych otworéw rurki),
1 pozwolimy jej swobodnie spadac (odkrywajac jednoczesnie przykryty
poprzednio otwor), réznica pozioméw pozostanie podczas spadania
bez zmiany (Diesselhorst).

¢) RUCH OBROTOWY UKLADU: 1. PUNKT MATERIALNY W SPOCZYNKU
WZGLEDEM DANEGO UKLADU

W przypadku, gdy uktad znajduje si¢ w jednostajnym ruchu
obrotowym, przyspieszenia roznych jego punktow sg na ogét
rozne. Warto$¢ i kierunek sity bezwladnos$ci zalezne bgdg zatem
od chwilowego polozenia ciata w uktadzie. W punkcie, odlegtym
o 7 od osi obrotu i poruszajacym si¢ wzgledem uktadu nierucho-

mi
mego z przyspieszeniem dosrodkowym = (o2r, sila bezwlad-

nosci, dziatajaca na umieszczong tam kule, rowna bedzie mco'r
i skierowana od osi ku zewnatrz ; stad nazwa odsrodkowej
sily bezwladnosci, jaka jej nadajemy. Obserwator zwia-
zany z obracajacym si¢ ukladem i chcacy utrzymacé dane ciato
w spoczynku wzgledem uktadu, bgdzie musiat dziata¢ na nie sila
rowng i przeciwnie skierowang.

2. PUNKT MATERIALNY, PORUSZAJACY SIE WZGLEDEM UKLADU
Gdy ciato porusza si¢ wzgledem uktadu, oprocz sily odsrod-
kowej nalezy uwzgledni¢ jeszcze jedna site bezwladnosci, ktorej
wielko$¢ otrzymujemy z nastepujacych rozwazan. Przypusémy,
Ze na tarczy, obracajacej si¢ ruchem jednostajnym, znajduje si¢
kula, poruszajaca si¢ ze statg predko-
$cig V, prostopadta do osi obrotu. Gdy-
by tarcza byla nieruchoma, kula po

uplywie At sek =  doszlaby z punk-

tu O do punktu A4 tarczy, odleglego
orod osi (rys. 66). Na skutek jednak
ruchu obrotowego punkt 4 przeszedt
do Alt przebywajac droge

V8- 66 rto. At=vwAtl

kula wiec, dochodzac do miejsca, gdzie poczatkowo znajdowat si¢
punkt A, pozornie odchyla si¢ od poczatkowego kierunku swego
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ruchu. W odniesieniu wigc do tarczy ruch kuli zachodzi tak, jak
gdyby na kule dziatata sita, skierowana przeciwnie do kierunku

ruchu obrotowego tarczy i prostopadta do wektora p. Poniewaz
droga, przebyta pod dziataniem tej sily, wynosi v.co. At2, przy-
spieszenie udzielone przez nig kuli, rowne jest

2s
= = (23)

Przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem Corio-
lisa, sile za$ bezwladnosci / = mac = 2 silg Corio-
l'isa od nazwiska fizyka, ktory pierwszy wyprowadzil (1835 r.)
wzor (23).

Gdybysmy chcieli, aby predkos$¢ -u poruszajacej sie kuli za-
chowata stale ten sam kierunek w poruszajacym si¢ ukladzie,
musielibySmy dzialaé na nig silg, rowng i przeciwnie skiero-
wang do sity /c¢. Przypusémy np., ze kula porusza si¢ wzdhiz
deseczki, majacej kierunek OA i obracajacej si¢ razem z tarczg.
Deseczka podlega ze strony kuli dziataniu sity /1 skierowanej
w strong przeciwng do obrotu tarczy ; dla obserwatora nierucho-
mego dzialanie to jest przeciwdzialaniem ze strony kuli, ktorej
obracajgca si¢ deseczka udziela przyspieszenia 2vw w tym sa-
mym kierunku, w jakim obraca si¢ tarcza.

Gdy predkos$¢ punktu materialnego tworzy z osig obrotu
nie kat prosty, lecz jakikolwiek dowolny kat a, przyspieszenie
Coriolisa wyraza si¢ wzorem 2vw sina. Przyspieszenie to jest
prostopadle do plaszczyzny, rownoleglej do osi obrotu i przecho-

dzacej przez wektor predkosci v, i skierowane tak, aby $ruba,
wkrecana w tym samym kierunku i zlgczona sztywnie z wekto-

rem V, doprowadzala go przy obrocie o kgt mniejszy (lub réwny)

od 180° do zetknigcia si¢ z wektorem w, odlozonym (rozdz. I,
ust. 14) na osi obrotu.

Uzywajac znakowania rachunku wektorowego, mozemy na-
pisaé, ze

Z rozwazan powyzszych wynika, ze przy wyznaczaniu ruchow
punktéw materialnych wzglgdem uktadow, poruszajacych si¢ ruchem
niejednostajnym wzgledem innego ukladu B (ktérym jest zazwyczaj
uktad inercyjny), musimy do wzoréw wprowadzi¢ oprocz tych sit,

Wyklady fizyki, t. I 8
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ktére wyznaczaly ruch danego punktu wzgledem uktadu B, jeszcze
sity dodatkowe, nazwane przez nas sitami bezwtadnosci. Sity te w przy-
padku uktadu, poruszajgcego si¢ przyspieszonym ruchem prostolinio-
wym, sg proporcjonalne do mas cial, na ktére wedlug zatozenia dzia-
taja i ktorym udzielajq przyspieszenia rébwnego i przeciwnie skiero-
wanego do przyspieszenia uktadu; w przypadku ruchu obrotowego
wyrazaja si¢ wyprowadzonymi wyzej wzorami i nosza nazwy sity
odsrodkowej 1 sity Coriolisa.
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DYNAMIKA BRYLY SZTYWNEJ

1. SKEADANIE SIt, DZIALAJACYCH NA BRYLE SZTYWNA.
MOMENT SILY

Twierdzenia dotyczace ruchu uktadu punktow materialnych,
stosuja si¢ rowniez i do ruchu dowolnej bryty, ktorag wyobrazamy
sobie wtedy podzielong na tak mate elementy objetosci, aby
mozna je bylo uwaza¢ za punkty materialne. W przypadku jed-
nak, gdy otrzymany w ten sposob uktad punktow materialnych
poddamy warunkowi dodatkowemu, aby odlegtos¢ migdzy punk-
tami uktadu byla, bez wzgledu na wielko$¢ dziatajacych sit, stala,
gdy wiec zatozymy, podobnie jak w ostatnich ustepach roz-
dzialu I, ze bryla jest sztywna, twierdzenia powyzsze mozna
znacznie uproscic.

Niech do punktu A takiej bryly bedzie przylozona sita /
(rys. 67). Przytozmy do punktu C, lezagcego na prostej 4B, wy-

rys. 67

znaczajacej kierunek dziatania tej sily, dwie sity rowne /, o kie-
runkach wzajemnie przeciwnych. Wypadkowa tych sil, dziata-
jacych na ten sam punkt materialny, jest, oczywiscie, rowna

8*
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zeru, wobec czego przytozenie ich do bryly w niczym nie zmienia
stanu jej ruchu. Z trzech sit AB, CD i CE, dzialajacych obecnie
na bryle, sity AB i CE wzajemnie si¢ rownowaza, gdyz wobec
sztywnosci bryty odleglosci punktéw A4 i C nie moga ulec zmianie ;
nie zréwnowazong pozostaje jedynie sita CD i jej dziatanie wy-
znacza ruch bryty, ktéry, w mysl wywodow poprzednich, jest
taki sam, jak pod dziataniem sily 4AB. Przeniesienie wigc sity,
dzialajacej na bryle sztywna, do dowolnego punktu, lezacego na
prostej, wyznaczajacej jej kierunek, nie zmienia w niczym jej
dziatania. To twierdzenie podstawowe pozwala rozwigzac bar-
dziej zlozone zagadnienie, a mianowicie wyznaczy¢ ruch bryly,
na ktorg dziataja dwie lub wigcej sil.

Przypus¢émy, ze do punktow A4 i B bryly przytozone sa
sity 71 1 7r (rys. 68), lezace w jednej plaszczyznie, ktérych kie-
runki przecinaja si¢ w punkcie C, lezacym w skonczonej odle-
gloéci od punktow przylozenia sit. Przeniesmy obydwie sity do
punktu C i zastosujmy do nich regule dodawania geometrycz-
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nego sit, dzialajacych na ten sam punkt materialny; otrzymamy
wypadkowa /= CO.

Gdy punkt przecigcia lezy poza brylg, mozemy przyjac, ze jest
on w jakikolwiek sposob sztywnie zwigzany z bryla; takie zatozenie
nie ostabi w niczym ogo6lnosci wywodow; z poprzedniego bowiem
twierdzenia wynika, ze punkt przylozenia wypadkowej mozemy wy-
bra¢ gdziekolwiek na prostej, wyznaczajacej kierunek jej dziatania,
a wigc z punktu C przenies¢ do dowolnego punktu bryly, lezacego na
odcinku CO lub jego przedtuzeniu.

ICA'O jest rowny 0CB'O; jezeli z punktu O opuscimy pro-
stopadte na CA' i CB’, iloczyny EO X CA' i OF X CB’', wyraza-
jace podwojone pola tych trojkatow, tez bedg rowne. Bedziemy
mieli zatem

EO X A= OF X 12 (1)

Wybierzmy na odcinku CO Iub na jego przedluzeniu do-
wolny punkt G i opus¢my z niego prostopadte GH i GI na kie-
runki sit 7v i f2. ZXCGIx COE oraz ZiCGH i ZXCOFsa podobne

OE CO . OF cCO ., OF  OF . OE
GI CG | GH CG Stgd GI GH!| °P GH' GI

Po podstawieniu do wzoru (1) otrzymujemy

EO.L%E;GHJ,

1 ostatecznie
Gz./| = GH./2.

Wzor (1) spelnia si¢ zatem dla kazdego punktu, lezacego na pro-

stej, wyznaczajacej kierunek wypadkowej /.
Zatdozmy, ze przez punkt O (lub G) przechodzi nieruchoma

oS, prostopadta do plaszczyzny, wyznaczonej przez wektor £
i prostopadta (OE lub GI), opuszczong z punktu O (lub G) na
kierunek sily i nazywang ramieniem sily. Dzialanie sa-

mej tylko sity A wprawiloby bryl¢ w ruch obrotowy dookota tej
osi w pewnym oznaczonym kierunku, zaleznym od kierunku dzia-
lania sity. Nazwiemy momentem silty wzgledem
punktu O (lub G) wektor, ktorego warto$¢ liczbowa przyj-
miemy za réwna iloczynowi z wartosci tej sity i dlugosci jej ra-
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mienia, kierunek za§ za zgodny z kierunkiem, w ktérym patrzac,
widzimy ruch obrotowy bryty spowodowany dziataniem sity /n
jako zachodzacy w kierunku ruchu wskazowek zegara. W przy-
padku zatem, przedstawionym na rysunku, moment M¢ sity A
wzgledem dowolnego punktu, wzietego na prostej CO, jest skie-
rowany przed plaszczyzne rysunku, moment zas M2 sity ——
za plaszczyzne rysunku. Momenty te sg wiec skierowane przeciw-
nie, wobec czego wzor (1) przybiera postaé

M14-M2=0 (la)

(Wzgledem punktu C kazdy z tych momentéw rowny jest zeru,
wobec czego wzor (1 a) spelnia si¢ i dla tego punktu).

Niech O (rys. 69) jest punktem, wzgledem ktérego wyznaczamy
moment sily /, przylozonej w punkcie 4. Moment
Ar* M mozemy wyrazi¢ wzorem (rozdz. I, ust. 14)
> M=[r/] ’(Ib)
. gdzie za dodatni kierunek r bierzemy tym razem
X* kierunek OA. Istotnie: warto$¢ liczbowa tego ilo-
| czynu wektorowego rowna jest r/sin
X I Opusémy z O prostopadla na kierunek sity /; od-
"p cinek OC — ramie sily — jest réwny
I—Tsina=.rsin (1, /),
rys. 69. a zatem Tfsjn (> /) =1I=M.

Kierunek za$ tego iloczynu wektorowego jest, jak latwo si¢
o tym mozna przekona¢, zgodny z wyzej okre§lonym kierunkiem M.

Wzor (la) odpowiada szczegdlnemu przypadkowi twierdze-
nia ogolniejszego: moment sity wypadkowej wzgledem dowol-
nego punktu jest sumg momentow sit sktadowych wzgledem tego
samego punktu. W przypadku przez nas rozpatrywanym punkt,
wzgledem ktorego obliczamy momenty sit sktadowych, lezy na
prostej, wyznaczajacej kierunek wypadkowej, wobec czego mo-
ment wypadkowej wzgledem tego punktu jest rowny zeru.

Twierdzenie to mozna udowodnié, podstawiajac do wzoru (Ib)

zamiast / sum¢ sktadowych /1 i /), tak, ze

A—[r(JI+JD)b
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Nie wchodzac w szczegoly rachunku, ktore wymagatyby uzupet-
nienia podanych wyzej twierdzen rachunku wektorowego, poprzesta-
niemy jedynie na stwierdzeniu, ze wyznaczenie skladowych mo-

mentu M w kierunku osi spotrzgdnych doprowadza do nastgpujacych
réwnosci

».~-frZb+F/J,; A-[7.Zj,+frAl,, | +

gdzie [r /1]r oznacza skladowa w kierunku osi x momentu sity

JI» Er /i]y — w kierunku osi y itd. Stad wynika
M=[r A] + [r A] =Mi + Me

Pod dziataniem wypadkowej / bryta porusza si¢ ruchem po-
stepowym, 0 przyspieszeniu roOwnym a=— o gdzie m — masa
bryly. Dla zrownowazenia wigc sit, dzialajacych na bryle, nale-
zatoby do bryty przylozy¢ sitle  rowng i przeciwnie skierowana
do wypadkowej / i dzialajacg wzdhuz prostej, ktorej wszystkie
punkty czynig zado§¢ rownaniu (la), a wigc majacg moment M’
wzgledem dowolnego punktu réwny i przeciwnie skierowany do

momentu M wypadkowej f. Sily zatem wtedy tylko bedg sig
rownowazyly, gdy spetnione beda dwa warunki

Z+7.+/=0 i +AM = 0. (2)

Spehienie pierwszego tylko warunku spowoduje spoczynek
lub ruch jednostajny $rodka masy bryly (patrz, ust 16,
rozdz. II), nie bedzie moglo jednak zapobiec powstaniu ruchu
punktow bryly wzgledem ukladu odniesienia, zwigzanego ze
srodkiem masy.

Do podobnych wnioskow dojdziemy, rozpatrujac przypadki,
gdy sily, dziatajace na bryle, sa rownolegle i skierowane w tg
samg stron¢. Punkt przecigcia kierunkéw tych sit znajduje sie
w nieskonczonosci; wypadkowa ich jest zatem rowna ich sumie
arytmetycznej. Punkty prostej, wyznaczajacej jej kierunek,
1 tym razem czynig zado§¢ réwnaniu (la).

PrzenieSmy punkt przylozenia wypadkowej do punktu O, leza-

cego na prostej AB, taczacej punkty przylozenia sit f7 i fi (rys. 70).

Zgodnie ze wzorem (1) mamy

lub
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rys. 70

Podobne tréjkaty 40C
i DOB daja nam proporcje

1m0 =A=A

OB it L'

Punkt O dzieli wigc
odcineck 4B na czegéci od-
wrotnie proporcjonalne do
wartosci  sit, przytozonych
w koficowych punktach od-
cinka; nie zmieni on swego
potozenia na prostej AB, gdy
bedziemy zmieniali kierunek
sit dziatajacych, tak jednak,
aby sily te pozostawatly stale

rownolegltymi. Dlatego punkt O bywa czesto nazywany Srodkiem

sit rownolegtych.

Wywody nasze niewielkiej ulegng zmianie, gdy jedna z sit
dzialajgcych zmieni swoj kierunek na przeciwny, pozostajac
jednak mniejsza lub wicksza od drugiej sily dziatajgcej. Jak
i w dwu przypadkach poprzednich, ruch bryly bedzie ruchem

postepowym, ktorego przyspieszenie wyznaczy wypadkowa /,
skierowana w strong sily wigkszej i rbwna rdéznicy arytmetycz-
nej sit fx 1 /2- Przenoszac punkt przylozenia wypadkowej do
punktu O, lezacego na prostej AB (rys. 71), przekonamy sig,
ze punkt ten musi leze¢ nie na odcinku 4B, lecz na jego przediu-

zeniu, momenty bowiem sit /7 i- fa wzgledem dowolnego punktu,

lezacego na pro-
stej AB miedzy
punktami 4 i B,
maja zawsze kie-
runki zgodne, su-
ma wigc ich nie
moglaby  nigdy
by¢ rOwna zeru.
Gdy wreszcie
sity /1 1 Z2 maja
kierunki przeciw-
ne i wartosci roOw-

J-

rys. 71
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ne, wypadkowa ich jest rowna zeru, punkt za$ jej przylozenia
oddala si¢ do nieskonczonosci.

Dziatania takich dwu sil, nazywanych parg sil, nie mo-
zemy wiec zastgpi¢ jedng wypadkowa; spowodujag one ruch
obrotowy bryly dookota osi prostopadiej do ptaszczyzny, wy-
znaczonej przez kierunki obydwu sit.

Pojecie pary sil wprowadzil do fizyki Poinsot (1808 r.). Parg
sit oznaczamy czgsto symbolem (/,—/).

Suma momentow sil, stanowiacych parg, jest niezalezna od
wyboru punktu, wzgledem ktorego je wyznaczamy. Zatézmy
dla uproszczenia, ze
punkt O lezy w tej
samej  plaszczyznie,
co dana para sit {rys.

72). Dlugosci prosto-
padtych, opuszczo-
nych z punktu O na
kierunki sit /, niech
beda odpowiednio ro-
wne v i /2, przy czym
[2 jest w przypadku,
przedstawionym na
rysunku, suma i/ gdzie/ — ramie pary sit— wyznacza
najkrétszg wzajemng ich odleglo§é. Moment My sily, przylozo-
nej w. A, rowny fIt jest skierowany przeciwnie do momentu M?

silty £, przylozonej w B, réwnego fI) = f'(Zj. + Z). Moment wigc
wypadkowy
M=M)—Mx =f.1

Moment ten ma kierunek taki, jak moment sity, przytozonej
do punktu bardziej odlegtego od O, jest wiec w danym przy-
padku skierowany przed ptaszczyzng rysunku; wartos$¢ jego jest
catkowicie wyznaczona przez wartos¢ jednej z sil pary i ich
wzajemng odlegto$¢. Obliczajagc w ten sam sposob sume¢ mo-
mentow sit pary wzgledem punktu Ox, lezacego migdzy punktami
A i B, sprawdzimy bez trudu, ze moment wypadkowy bedzie
mial wzgledem tego punktu te samag wartos¢ i ten sam kierunek,
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co wzgledem punktu O. Ten staly moment nazywamy momen-
tem pary sil.

Pare sit mozna zréwnowazy¢ jedynie inng parg o momen-
cie rownym i przeciwnie skierowanym, tylko wtedy bowiem
suma momentow wzgledem dowolnego punktu sit dziatajacych
na ciato bedzie rowna zeru.

Do tych prostych przypadkéw mozna sprowadzi¢ wszelkie
inne. Jakiekolwiek sity dziatalyby na bryle, zawsze mozemy je
zastapi¢ ukladem sil, ztozonym z jednej wypadkowej i z jednej
pary sil. Dla zrownowazenia tych sit nalezy przylozy¢ do bryty
site robwna i przeciwnie skierowang do wypadkowej i przy tym
dziatajaca wzdluz tej samej prostej, oraz par¢ sit o momencie
rownym i skierowanym przeciwnie do momentu pary dziataja-
cej. Wtedy bedziemy mieli spelnione obydwa warunki réwno-
wagi, wyznaczone wzorem (2)

Sf=0 i SM=0. (2a)

2. ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU ILOSCI RUCHU
Zwigzek pomigdzy momentem sily a predkoscia punktu
materialnego, na ktéry silta dziata, mozemy wyprowadzi¢ w spo-
sob nastepujacy. Niech A4 (rys. 73) jest jednym z punktéw ma-
terialnych uktadu, o masie m4, poruszajacym si¢ z predkoscig v ;
nazwijmy momentem ilosci ruchu

H4 punktu materialnego 4 wzgle-
dem. punktu O wektor, ktorego

warto$¢ otrzymamy, mnozac moy
przez dhugos¢ prostopadlej, opu-
szczonej z punktu O na kierunek
| wektora mv, kierunek za§ wyzna-
I czymy w sposob analogiczny do
¥ tego, w jaki wyznaczaliSmy kieru-
,,J"-nek momentu sily, a mianowicie,
odktadajac na prostopadtej do pta-
SzZczyzny, przesunigtej przez pro-

rys. 73 sta OC i wektor mv, odcinek
rowny H i skierowany w t¢ strong, w ktorg patrzac, widzimy
punkt materialny 4, poruszajacy si¢ przy obrocie dookota osi
przechodzacej przez O w kierunku ruchu wskazoéwek zegara.
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Sity, dzialajgce na punkt materialny 4, ktéorych wypad-
kowa niech bedzie rowna / spowoduja w ciaggu M sek zmiang

ilo$ci ruchu mV —mv = A(mv) tak, ze bedziemy mieli
/g = A(mv)

Moment wzgledem punktu O wektora s7kt réwny jest mo-
mentowi wzglgdem tego samego punktu przyrostu iloSci ruchu
punktu materialnego 4. Mamy zatem

z/H.
Mgz = JHI lub M = —gp-

1 W granicy M/.1 = c}tng}) th4‘. W

Wypadkowa f4I ktéorej moment wyznacza wzor (3), otrzy-
maliSmy, dodajac geometrycznie wszystkie sily, dziatajagce na
punkt materialny 4, nie odrdézniajac sit zewnetrznych, wywie-
ranych przez ciata, do ukladu nie nalezgce, od sil wewnetrz-
nych, jakimi na punkt materialny 4 dzialajg pozostale punkty

materialne tego samego ukladu. Oznaczajac przez /= wypadkowa

sit zewngtrznych i przez fii wypadkows sit wewnetrznych, mamy

7A=7JIn oraz M4 = M: + M.

Wykonywajac ten rachunek dla wszystkich punktow ma-
terialnych uktadu i dodajgc geometrycznie zaréwno momenty
sit dziatajacych na poszczegdlne punkty, jak i momenty ich ilo-
$ci ruchu, ktore wyobrazimy sobie przeniesione do jednego pun-
ktu (np. punktu O), otrzymamy

zI1HA zl v -*

M= 2Mi = SM, + 2Mn = lim 5 -4 = lim 2y~

Sity wewnetrzne, ktoérych sume¢ momentow oznaczyliSmy

przez SM , wystepuja zawsze, zgodnie z trzecia zasada mecha-
niki, parami. Gdy sity te dziatajg wzdluz prostych, taczacych
dane punkty materialne, gdy wiec sg to tzw. sity $rod-
kowe, suma geometryczna ich momentow wzgledem dowol-
nego punktu O jest zawsze rowna zeru (rys. 74), wobec czego
1 SMui tez jest zerem. Temu warunkowi czyni zado$¢ brylta
sztywna, z warunku bowiem niezmiennej odleglosci migdzy po-
szczegolnymi elementami jej objetosci wynika, czego tu dowo-
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dzi¢ nie bedziemy, ze sily, z ja-
kimi te elementy wzajemnie na
siebie dzialajg, sg sitami $rod-
kowymi. Mamy zatem

M=2:M = lim @)

Suma momentoéw wzgledem
danego punktu O sit zewngtrz-
nych, dzialajacych na bryle
sztywng (lub na uklad, w kto-
rym sily wewnetrzne sa sitami
srodkowymi), rOwna jest zmianie
sumy geometrycznej momentow

ilosci ruchu wzgledem tego samego punktu elementéw objetosci
bryty (lub punktéw uktadu), odniesionej do jednostki czasu.
Gdy M = 0, a wigc gdy na bryle (lub uktad) dzialajg tylko sity
wewnetrzne, albo oprocz nich, takie sily zewnetrzne, ktorych
kierunki przecinajg si¢ w punkcie O, wzgledem ktéorego wyzna-
czamy momenty, suma momentow ilosci ruchu elementow obje-
tosci bryly (lub punktéw uktadu) jest stata. Twierdzenie to na-
zwiemy zasadg zachowania momentu ilosci
ruchu.

Moment wypadkowy M, a co za tym idzie, i zmiana wypad-
kowego momentu ilosci ruchu, sg na ogét zalezne od wyboru
punktu O. Jedynie w przypadku szczegdlnym, gdy wypadkowa

wszystkich sil zewnetrznych Xfz rowna jest zeru, gdy wigc $ro-
dek masy bryty (lub uktadu) jest w spoczynku (albo porusza

sie jednostajnym ruchem prostoliniowym), moment M nie zalezy
od wyboru punktu odniesienia, wtedy bowiem sity zewnetrzne
sprowadzaja si¢. jak wiemy, do pary sil, ktorych moment ma
wartos$¢ stala, niezalezng od polozenia punktu, wzgledem ktorego
g0 wyznaczamy.

3. MOMENT ILOSCI RUCHU BRYLY OBRACAJACEJ SIE DO-
OKOLA STALEJ OSI

Przypusémy,, ze bryla obraca si¢ z predkoscia katowa
okoto statej osi ZZ\ lezacej w plaszczyznie rysunku (rys. 75).
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Przetnijmy bryle plaszczyzng, prostopadia
do osi i przechodzaca przez punkt 4 bryly
(a wlasciwie przez element objetosci bryty,
ktéry przyjmujemy za punkt materialny),
ktorego moment ilosci ruchu chcemy wy-
znaczy¢. Niech punkt O bedzie punktem
przecigcia tej plaszczyzny z osia ZZ* Pro-
sta O4 = jest prostopadla zarowno do

osi ZZ', jak i do wektora (gdzie /xmvy
oznacza bardzo mata mas¢ elementu A4),
jest bowiem promieniem kota, opisywanego
przez punkt A w jego ruchu obrotowym
dookota osi ZZ' Moment ilo$ci ruchu punk-
tu materialnego wzgledem tak wybranego z
punktu O na osi nazwiemy momentem rys. 75
ilosci ruchu wzgledem osi ZZ*
Wartos¢ liczbowa ilosci ruchu punktu materialnego 4 réwna
jest, jak wiadomo,

ar. V] — ATnrt co,
skad warto§¢ momentu ilosci ruchu
5l == nrr’co.
Momenty ilosci ruchu wszystkich punktow (elementow ob-
jetosci bryty) maja kierunki zgodne, takie, jak wektor predkosci

katowej w (rozdz. I, ust. 14), (w przypadku, przedstawionym na
rysunku, lezg w plaszczyznie rysunku i sg skierowane ku gorze),
wobec czego wypadkowa ich jest ich sumg arytmetyczng

H=XAH— u) = co SAmr*
lub, uwzgledniajac kierunek wektorow H i
= coAmr”™ (5)

Wielko$¢ skalarowa SAmr’, wyrazajacg sume iloczynow
z mas nieograniczenie maltych elementow objetosci bryly przez
kwadrat ich odlegloéci od osi, nazywamy momentem bez-
wladnosci bryly wzgledem danej osi. W bryle sztywnej war-
tos¢ momentu bezwladnosci zalezy jedynie od wyboru osi odnie-
sienia i nie zmienia swej wartosci na skutek ruchu. Oznaczajac
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moment bezwtadnosci przez B, otrzymujemy wzor (5) w postaci

H = Btro. (5a)
Gdy na bryle dziataja, wzdhuz prostych, nie przecinajacych osi
obrotu, sily zewnetrzne, moment ich wzgledem danej statej osi
jest rowny

M= lim =B 1lirnm= By. (6)

Przyspieszenie katowe ma, wobec statego kierunku osi, kie-
runek zawsze ten sam, co predkos¢ katowa; moment wiec sit ze-

wnetrznych zmienia jedynie warto$¢ wektora w, pozostawiajac
bez zmiany jego kierunek. Gdy M—0, »» zachowuje warto$¢
stala.

Zatozmy, ze mamy uktad, zlozony z pewnej ilosci bryl sztyw-
nych, zwigzanych ze sobg sitami wewnetrznymi uktadu. Niech to beda
np. dwie tarcze metalowe (rys. 76), zawieszone na niesprezystej nici

04 1 polaczone ze sobg drutem AB. Skrecajac
ten drut, odchylmy jedng z tarcz, np. 77 o kat «
1 pozostawmy uktad samemu sobie. Pod dziata-
niem sit sprezystosci drutu, bedacych w tym
przypadku sitami wewnetrznymi ukladu, tar-
cza Ti zacznie si¢ waha¢ okoto osi 4B, jako osi
obrotu. Sily zewnetrzne, dziatajagce na uklad,
sprowadzajg si¢ do sity cigzkosci, ktorej mo-
ment wzglgdem osi obrotu rowny jest zeru, je-
zeli tylko ni¢ OA i drut AB maja kierunek pio-
nowy i przechodza przez $rodek masy kazdej
z tarcz (ust. 7). Zatézmy, ze w chwili, gdy od-
chylona tarcza zaczgta si¢ wahaé, predkosc jej
byla rowna zeru, a wigc, ze suma momentow ilosci ruchu byla poczat-
kowo rowna zeru. Wobec Af=0O t¢ samg warto$¢ musi suma ta za-
chowa¢ i podczas wahania si¢ tarczy 7i. Jest to mozliwe tylko wtedy,
gdy jednoczes$nie druga tarcza wahac si¢ bedzie w strone przeciwng
z predkoscig katowa taka, abySmy w kazdej chwili mieli
B +B,to,= 0,
gdzie Bi i B» momenty bezwladnosci tarcz wzgledem osi obrotu.

Katy, na jakie tarcze te si¢ odchyla w przeciggu czasu t, beda,

jak latwo si¢ o tym mozna przekona¢, zwigzane wzorem analogicznym
Brat+ B, u,= 0.

Odchylenie zatem kazdej z tarcz begdzie zalezne od stosunku ich mo-

mentéw bezwladnosci (Bruhat).

Podobnie, gdyby w pewnej chwili cala ludnos$¢ ziemi zaczgta si¢
porusza¢ w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu obrotowego ziemi
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a wigc np. wzdhuz réwnika z zachodu na wschod, predko$¢ katowa
ziemi musiataby ulec zmniejszeniu. (Zaktadamy tutaj, ze ziemia nie
podlega dziataniu zadnych sit zewnetrznych i ze o$ jej obrotu jest
stata (por. ust. 8)).

W analogiczny sposob mozna wyjasni¢ znane do$wiadczenie z tzw.

mlynkiem Segnera, ktory w najprostszym przypadku sktada si¢ z pio-
nowego walca, mogacego obraca¢ si¢ dookota swej osi, i dwu pozio-
mych, polaczonych z nim rur, zaopa-
trzonych w boczne otwory (rys. 77).
Gdy woda, ktora napelniamy walec,
zacznie wyplywaé przez otwory, rury
zaczynaja si¢ obraca¢ w kierunku
przeciwnym.

Gdy ukfad jest tego rodzaju,
ze jego moment bezwladnosci mo-
zemy dowolnie zmienia¢, zwigkszeniu
momentu  bezwladnosci  towarzyszy
zmniejszenie predkosci katowej ukta-
du, na ktory dzialajg sily zewngtrz-
ne o lacznym momencie M=10. Tak
np. czlowiek, siedzacy na stotku,
umieszczonym na obracajacej si¢ tar-
czy, moze do pewnego stopnia regu-
lowa¢ predkos¢ katowa obrotu, wy-
ciggajac rece w ten sposob, aby zwiek-
szy¢ swoOj moment bezwladnosci, lub
przeciwnie, przyciskajac je do ciala
i zmniejszajagc moment bezwladnosci.
Dziatanie to bedzie tym wydatniejsze,
im wigksze bedg zmiany momentu bez-
wladnos$ci, a wiec np., gdy cztowiek bedzie trzymat w reku znaczne
masy.

Energie ruchu obrotowego bryly dookota danej osi otrzy-

mamy, wyznaczajac energi¢ ruchu poszczegdlnych elementow
bryly i sumujac otrzymane wartosci

Zob = = A 2zIm.rW = ~~w25z/m.ri =-LBa)2. ()

Z poréwnania tych wzoréw z odpowiednimi wzorami, jakie
uprzednio otrzymaliSmy dla ruchu postgpowego bryt (lub, co na
jedno wychodzi, dla ruchu punktu materialnego) wynika, ze t¢
samg rolg, jaka w ruchu postepowym odgrywaja sita, masa, pred-
ko$¢ i1 przyspieszenie liniowe, w ruchu obrotowym spelniaja mo-
ment sity, moment bezwladnosci, predkos¢ i przyspieszenie
katowe.
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4. WYZNACZENIE MOMENTU BEZWLADNOSCL MOMENT
BEZWLADNOSCI WZGLEDEM OSI, PRZECHODZACEJ PRZEZ SRO-
DEK MASY

Gdy chodzi o bryly prawidlowe, mozemy wyznaczy¢ ich mo-
ment bezwladno$ci, postugujac si¢ metodami rachunku nieskon-
czonosciowego.

Zagadnienie sprowadza si¢ wtedy do wyznaczenia masy nieskon-
czenie wielu nieograniczenie matych wyrazow rpd-v, gdzie p oznacza
gesto$¢ danego elementu o objetosci dv, m — najmniejszg odleglosé
tego elementu od osi, wzglgdem ktorej wyznaczamy moment bezwtad-
nosci. Stosujac znakowanie rachunku calkowego, mozemy napisaé, ze

B = _J rlpdv;
sumowanie obejmuje wszystkie elementy d-u danej bryty.

Najczesciej jednak moment bezwladno$ci wyznaczany jest
doswiadczalnie (ust. 5).

Przypusémy np., ze mamy dwa walce o jednakowej masie i jed-

nakowym promieniu: jeden z nich — drewniany — jest pelny, drugi —

metalowy — jest wy-

drazony, i ze walce te

staczaja si¢  wzdluz

rowni pochylej (rys.

78). Z gruba ujmujac

zjawisko, mozemy po-

wiedzie¢, ze w pewnych

warunkach ruch stacza-

jacych si¢ walcow mo-

zemy rozpatrywac jako

szereg ruchow obroto-

wych dookota tych two-

rzacych walca, wzdluz

rys. 78 ktorych walec styka si¢

w danej chwili z po-

wierzchnig rowni. Momenty bezwladnosci walcow wzgledem tych osi

chwilowych sa stale te same; rozmieszczenie bowiem mas wzgledem

kazdej tworzacej walca jest identyczne; podobnie moment sily ze-

wnetrznej, ktéra w danym przypadku jest sita ci¢zkodci, rOwniez za-

chowuje warto$¢ stata O .m— Q. R sina, gdzie R jest promieniem

walca, a— nachyleniem réwni do poziomu. Stosujac wzor (6), otrzy-
mamy

6 Rsina—2B y, si(q& y —QAsina

Przyspieszenie katowe bedzie wigc tym mniejsze, im wickszy jest
moment bezwladno$ci walca. Walec zatem pelny — drewniany —
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0 mniejszym momencie bezwladnodci predzej stoczy si¢ z rdwni, niz
wydrazony walec metalowy. Gdyby walce te spadaty, slizgajac si¢ po
réwni, dosztyby do podstawy réwni w tym samym czasie (Pohl).
Warto$¢ momentu bezwladnosci zalezy, jak o tym byla juz

wyzej mowa, od wyboru osi, wzgledem ktérej go wyznaczamy.

Tak np. moment bezwladnosci

walca jest mniejszy wzgledem osi,

bedacej jego osig geometryczna,

niz wzgledem osi prostopadtej do

osi geometrycznej (rys. 79). Na

ogot jednak wystarcza wyznacze-

nie momentu bezwladnosci wzgle-

dem osi, przechodzacej przez $ro-

dek masy bryty; znajac go, mo-

zemy obliczy¢ moment bezwlad-

nosci wzgledem kazdej osi rowno-

legtej i przechodzacej przez do-

wolny punkt bryly, ze wzoru, wy-

razajgcego tzw. twierdzenie

Steinera

B = Bs + mdi, (8)

gdzie B oznacza moment bezwltadnosci wzgledem osi 00', prze-
chodzacej przez dany punkt bryly, Bs — moment bezwladnosci
wzgledem osi, przechodzacej przez srodek masy i roéwnolegtej do
osi 00', m — masg bryly, d — najkrotsza odlegltos$¢ miedzy tymi
osiami.

rys. 80

Niech 0§ 00’ bedzie prostopadta do plaszczyzny rysunku (rys.

80) i niech S bedzie $rodkiem masy bryly. OS—d jest wtedy najkrot-

sza odleglosciag miedzy osig 00’ i rownolegla do niej osig przechodzaca
przez S. B = SAtn.r2, gdzie r odleglos¢ osi przechodzacej przez $rodek
masy od poszczegélnych elementow A objetosci bryty; B —""wi.T*t
Wyklady fizyki. t. 1 9
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gdzie Ti odleglos¢ osi 00’ od elementéw 4. Miedzy r i n istnieje na-
stepujacy zwigzek
rl =rl--dl— 2rdcosa
Mamy zatem
B =SUm.ri4-Urrn. d: — SJTm. rd cos a. 8a)
Wezmy $rodek masy za poczatek uktadu spotrzgdnych i 0§ x po-
prowadzmy w kierunku prostej SO. Wtedy 7 cos a = x. Ostatni wyraz
mozemy zatem przepisa¢ w postaci

d2)m. x.
W ust. 15, rozdz. II ustaliliémy, ze

2Jm.x

gdzie x8 jest spotrzedng Srodka masy.
W danym przypadku x§ jest rowne zeru, gdyz $rodek masy jest
poczatkiem uktadu spotrzednych. Mamy wigc

SAm.x =0.
Wzor zatem (8 a) przechodzi w nastgpujacy
B=SAm.r) + c?SAtn
i ostatecznie B=B8 + md?
Poniewaz md? jest zawsze wielkoScia dodatnig, B jest zawsze
wigksze od B8 Moment bezwladnosci wzgledem osi, przechodzacej

przez srodek masy, jest najmniejszy ze wszystkich momentéw bezwtad-
nosci bryly wzgledem prostych, réwnolegtych do danej osi.

5. WAHADLO FIZYCZNE. DOSWIADCZALNE WYZNACZENIE

MOMENTU BEZWLADNOSCI ] ) )
Zastosujemy twierdzenia ustg-

poéw poprzednich do wyznaczenia
ruchu tzw. wahadta fizycz-
nego (rys. 81). Nazwa ta ozna-
czamy bryle, wahajaca si¢ pod
dziataniem sily ciezkosci dookota
osi poziomej, nie przechodzacej
przez $rodek masy bryty. Wypad-
kowa sit ciezkosci, dzialajacych na
poszczegbélne elementarne masy,
z ktorych bryla sie sktada, jest,
jak o tym bedzie mowa nizej
(rozdz. 1V, wust. 9), przylozona
w srodku masy bryly, skierowana
rys. 81 pionowo na dot i rGwna ich sumie Q.
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Bryta jest w rownowadze, gdy moment sily cigzkosci wzglgdem
osi obrotu rowny jest zeru, a wigc gdy prosta, wyznaczajaca
kierunek sity cigzko$ci, przecina o§ O. Gdy wahadlto odchylimy
o kata, moment ci¢zaru staje si¢ rowny Od' = Q . d sina. Rozu-
mowanie identyczne z tym, jakim poshugiwalismy si¢ przy roz-
patrywaniu wahan wahadla matematycznego (rozdz. II, ust. 13),
doprowadzi nas do wniosku, ze wahadlo fizyczne, wytracone
z potozenia rownowagi, waha¢ si¢ bedzie, o ile sily tarcia begda
znikomo mate, nieograniczenie dlugo, odchylajac si¢ za kazdym
wahnigciem o ten sam kata.

Stosujac wzor (6) otrzymujemy

0 dsina= 1Sy, (a)

gdzie B moment bezwladnos$ci wahadta wzgledem osi O.

Wartos¢ chwilowej predkosci katowej wahadla otrzymujemy
ze wzoru 0
to = "dli
gdzie d jest wartos$cig stala, w— predkoscia liniowa srodka masy,
wobec czego

zZito 1 .. dv a
7= i A T

Zatozmy, ze podobnie, jak w przypadku wahadla matema-
tycznego, kat a jest dostatecznie maly, abySmy mogli przyjac
sin a za réwne a. Wtedy, jak wiemy, sktadowa sity ciezkosci,
dziatajacg w kierunku ruchu, mozemy uwaza¢ za proporcjonalng
do odchylenia s od potozenia rOwnowagi, przyspieszenie wiec

przez nig udzielane — za identyczne z przyspieszeniem ruchu
drgajacego punktu. Bedziemy mieli zatem
a 477 s
770K "dt

Podstawiajac to wyrazenie do wzoru (a), gdzie sina zastg-
pujemy przez a, otrzymamy

Oda=By=8 "

i z uwagi, ze d

N
0.S— Z=d)
9*



132

skad
/Qd

Przypusémy, ze cala masa bryly skupiona jest w jednym
punkcie ; moment bezwtadnosci wzgledem osi O zachowa t¢ sama
warto$¢, co poprzednio, gdy masa ta znajdzie si¢ w takiej odle-
glosci x od osi O, ze mk? =B, a wiqcfc:l‘;JL ; K nazywamy

m

ramieniem bezwladnosci bryly wzgledem danej osi.
Wzor (9) mozemy zatem przepisaé w postaci

mki
Q2d,

Wahadto matematyczne o tym samym okresie wahania mia-
loby dlugos$¢ (rozdz. II, ust. 13)

K»

y (10)

Dhlugos$¢ ta nosi nazwg dlugosci zredukowanej
wahadta. Odt6zmy na pionie, przechodzacym przez o$ O, odcinek
rowny i; koncowy punkt O tego odcinka jest sSrodkiem
wahan wahadla.

Moment bezwladnosci B wzgledem osi O mozemy wyrazic,
zgodnie ze wzorem (8), w sposob nastgpujacy

B =Bs md
lub, oznaczajac przez k) rami¢ bezwtadnosci brylty wzgledem po-

ziomej osi, rownolegtej do osi O i przechodzacej przez srodek
masy

T= 2zr (9 a)

B = -mkl = mkl 4- md], (b)
skad dlugos¢ zredukowana wahadta
kIl K

dl)

Dhugos¢ ta jest jednakowa dla wszystkich osi poziomych,
rownoleglych do osi O i przechodzacych przez punkty bryty,
lezace w tej samej odlegtosci d od $rodka masy, a wigc leza-
cych na obwodzie kota, opisanego ze $rodka masy promieniem
rownym d.
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Okresy wigc wahan okolo osi poziomych, prostopadtych do
ptaszczyzny rysunku i przechodzacych przez punkty O, O', O "...
beda mialy wartosci jednakowe (rys. 80).

Okres ten nie zmieni si¢ roéwniez i wtedy, gdy pozioma
i rownolegta do osi O 0$ obrotu przechodzi¢ bedzie przez srodek
wahan Ov Istotnie, oznaczmy rami¢ bezwladno$ci bryly wzgle-
dem tej osi przez kv Mamy wtedy

mk\

=2
T notar

gdzie dr odlegtos¢ SOV
Ze wzoru (b) otrzymujemy

skad dlugos$¢ zredukowana, odpowiadajaca wahaniu kolo tej osi

] Kt
| d @
*
lubzuwagi,Zel=d4—dxidx=l—d=Kd ©
. Kid Kt k*
k* +d d (d)

A wigc okres wahan bedzie ten sam. Rownolegte osi O 1 Ox sg
osiami sprzezonymi.

Na tej wlasnosci wahadla fizycznego oparta jest budowa
wahadla rewersyjnego (Kater 1818).

Wahadlo to stanowi sztaba metalowa, zaopatrzona w dwa
ostrza, umieszczone w stalej odleglosci jedno od drugiego. Nad
jednym z ostrzy umieszczona jest masa m> ktorej potozenie
podczas pomiaru jest na ogoét state, miedzy ostrzami znajduje si¢
druga masa m2! ktoérej odleglo$¢ od ostrzy tak zmieniamy, aby
okres wahania okolo obydwu ostrzy byt jednakowy. Wtedy od-
leglos¢ wzajemna ostrzy s = d 4- dx roOwna jest dtugos$ci zredu-
kowanej wahadla.

Na osi odcietych odktadajmy od poczatku spohrzgdnych odleglosci
masy tno od osi O, na osi rzgdnych odpowiednie okresy wahan. Otrzy-
mamy w ten sposob krzywa AB.

Odwr6éémy wahadlo i wyznaczajmy okresy wahan okoto osi Oi,
zmieniajac stopniowo odleglos¢ masy m2. Od punktu Oi, na osi odcig-
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tych, odlegtego o s od punk-
tu O, odkladajmy w strong
X ujemnych odlegloéci ma
od Oi i w kierunku osi rzed-
nych odpowiednie okresy wa-
han. Odci¢ta punktu przecig-
cia si¢ D krzywych AB i CD
wyznaczy to polozenie masy
ma, przy ktéorym odlegtos¢
ostrzy rowna jest dhugosci
zredukowanej wahadta (Bou-
asse).

Wzér (9) stosuje si¢

rowniez i do przypad-

0, kow, gdy sita dzialajaca

jest nie cigzar, lecz jaka-

kolwiek inna sita, byleby

spetniajaca warunek zasadniczy, ze warto$¢ jej jest proporcjo-

nalna do odchylenia od potozenia rownowagi. Temu warunkowi

czynig zado$¢ wahania, zachodzace pod dziataniem sit sprezysto-

$ci (rozdz. V, ust. 4), gdy bryla zawieszona jest na drucie spre-

zystym, ktory skrecamy o pewien kat tak, aby nie przekroczy¢

granicy sprezystosci drutu, i nastgpnie pozostawiamy samemu

sobie, lub, gdy na nici zawieszamy magnes, ktory odchylamy

o niewielki kat od polozenia rownowagi, jakie przybiera pod

dzialaniem magnetyzmu ziemskiego. W obydwu przypadkach tak

zawieszamy cialo, aby pionowa 0§ obrotu przechodzita przez $ro-

dek masy bryty i byla jedna z glownych osi jej obrotu (ust. 7),

wtedy bowiem moment ci¢zaru bryly réwny jest zeru i wahania

zachodza w ptaszczyznie poziomej koto statej osi. W tych przy-

padkach stosujemy ogolniejsza posta¢ wzoru (9); oznaczajac
przez D tzw. moment kierujacy, otrzymujemy

r- 204 )

Znajac D i mierzac okres wahan, mozemy wyznaczy¢ B mo-
ment bezwladnosci bryly wzgledem osi obrotu. Gdy wartosci mo-
mentu kierujagcego nie znamy, mozemy go wyrugowac ze wzoru,
mierzac dwa razy okres wahan 7': raz, gdy waha si¢ sama tylko
bryta, drugi raz, gdy na bryle umocujemy dodatkowe masy, kto-
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rych moment bezwladnosci wzgledem danej osi umiemy obliczy¢
i ktérych dotaczenie nie zmienia warto$ci momentu kierujacego.
(W przypadku zatem magnesu masy dodatkowe sg z mosiadzu
lub z innego metalu, co do ktorego mozemy zatozyé, ze prawie
nie podlega dziataniom magnetyzmu ziemskiego). Niech ten do-
datkowy moment bezwladnosci wynosi Bz. Okres wahan bryly
z dodatkowymi masami

Ty =

/' D
stad
71 B
7\ B+ B
. 71 .,..
1 B»B, T~ Ti (12a)

6. SRODEK UDERZEN. WAHADLO BALISTYCZNE

Rozwazania ustepu poprzedniego pozwola nam ustali¢
jeszcze jedna wazna wiasnos$¢ srodka wahan, te mianowicie, ze
sity chwilowe, przylozone w tym punkcie i dzialajace prostopadle
do ptaszczyzny, przechodzacej przez o$ i srodek masy, nie wy-
wieraja zadnego dziatania na o$§ obrotu.

Zat6zmy, ze na punkt Ov dzialajg w przeciagu czasu A¢ sily

JI stanowigce impuls 5/At=1. Jezeli dziatanie tych sit nie prze-
nosi si¢ na oS, o ktorej zakladamy w dalszym ciagu, ze jest stata,
0§ nie wywiera rowniez zadnej sily reakcji na bryle; na $rodek
masy dziatajg wtedy jedynie sity impulsu Z. Stad przyrost jego
ilosci ruchu, w przypuszczeniu, ze bryta poczatkowo byta w spo-
czynku
mi) =1

gdzie m — masa bryly, v — predkos¢ $rodka masy, nabyta na
skutek uderzenia. Predko$¢ ta zwigzana jest z predkoscia ka-
towa obrotu $rodka masy okolo osi O wzorem

D—cod, a wigc Z=— mcud (e)
skadinagd jednak wiemy (wzor 6)
MM =1,r =By. At = Beo ()

gdzie r oznacza odleglo$¢ prostej, wzdtuz ktorej dziala impuls
od osi obrotu, tu— predkos$¢ katowa, nabyta wskutek uderzenia.
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Podstawiajac wyznaczong przez wzor (f) warto$¢ w do wzoru

(e), otrzymujemy

lub, zgodnie ze wzorem (8)

oraz z uwagi, ze Bs = mki

r=-L™-d

Li
r=-4-4-d =1

Taki wiec ruch $rodka masy mozliwy jest tylko wtedy, gdy
uderzenie przechodzi przez S$rodek wahan. Z tego tez powodu
nazywamy ten punkt bryly srodkiem uderzen.

Przypusémy, ze gruby i sztywny drut O (rys. 83), wbity w drew-
niany walec, wspiera si¢ na dwu poziomych klockach tak, ze

rys. 83

walec moze si¢ waha¢ okoto osi
poziomej. Uderzajac lekko walec
w punkcie B prostopadle do pta-
szczyzny, przechodzacej przez o
i $rodek masy walca, w danym
wiec przypadku poziomo, spowodu-
jemy przesunigcie si¢ osi w kie-
runku b, uderzajac w punkcie E,
przesuniemy o§ O w kierunku e.
Mozemy jednak zawsze znalez¢
taki punkt Oi, w ktérym uderzenie
nie zmieni potozenia osi O (Bou-
asse). Rachunek, ktérego tu nie
bedziemy przytaczali, wykaze, ze
punkt Oi jest istotnie S$rodkiem
wahan.

Podobnie, uderzajac drazkiem
w jaki$ twardy przedmiot, prze-
konamy si¢, ze zaleznie od tego,
w  ktorym miejscu trzymamy
reka drazek, odczujemy uderzenie
dragzka albo w tej czgsci dloni,

ktéra obejmuje drazek od spodu, albo w tej, ktora go obejmuje
od gory, albo wreszcie nie odczujemy go wcale.

Na tej zasadzie oparta jest budowa tzw. wahadla ba-
listycznego, przyrzadu, ktéry dawniej byl w powszech-



nym uzyciu przy wyznaczaniu pred-
kosci pociskow. Nie wdajac sig
w szczegOtowy opis tego wahadila,
zaznaczmy, ze glowng jego czesé
stanowi walec (rys. 84), napel-
niony piaskiem 1 zawieszony na
mocnych sztabach metalowych, po-
zwalajacych mu waha¢ sie¢ w ptla-
szczyznie pionowej dookota po-
ziomej osi. O$ walca znajduje si¢
w odleglosci [, wyznaczonej wzorem
(11), od osi obrotu. Kierunek ruchu
pocisku jest tak dobrany, aby pocisk
trafial walec wzdhuz jego osi. Ude-
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rys. 84

rzenie jest w tym przypadku calkowicie niesprezyste : pocisk, za-
nurzony w piasku, porusza si¢ nadal z tg sama predkoscia, jaka

nadal wahadtu.

Niech vo bedzie predkosciag poczatkowa pocisku, m jego masa.

Strata momentu ilo$ci ruchu, jakiej doznal podczas zderzenia, rowna
jest przyrostowi momentu ilosci ruchu wahadta. Mamy zatem, ktadac,
jak poprzednio, mo =10

(vo—i>0f
tul jest predkoscig pocisku po zderzeniu. Stad

_ mvitl
= B4-mP*
Energia wigc ruchu wahadla i pocisku po zderzeniu
1 m2v§22
2 B-Vmll'

Na skutek nabytej w ten sposob energii wahadlo wraz z poci-
skiem odchyli si¢ o kat a, wykonywajac przeciwko sile cie¢zkosci prace,
rowng L. Praca ta wynosi

(Qd + g0 (1 — cos«),

gdzie Q ciezar wahadla, ¢ cigzar pocisku, d (1 — cosa) — wysokos¢,
na jaka zostal podniesiony $rodek cigzkosci wahadta, / (1 — cosa) —
wysokos$¢, na jaka zostal podniesiony pocisk. Mamy zatem

Qd+¢q) (1—cosa)=(QUZ + q)) 2sinly =y >

z ktérego mozna wyznaczy¢ vo.

L =" Bti?"Am<i)4l
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7. SILY DZIALAJACE NA 0S OBROTU OSI SWOBODNE

Rozpatrzmy prosty przypadek, gdy dwie kule 4 i B o znacz-
nych masach, umocowane na koncach sztywnego preta, ktorego
mase, jako mala, w po-
réwnaniu z masami kul,
w rachunku pominiemy,
obracajg si¢ ruchem jed-
nostajnym koto piono-
wej osi OF, tworzacej
dowolny kat a z pretem
AB i przechodzacej przez
srodek masy kul 4 i B
(rys. 85). Przyjmujac
kule za punkty material-
ne, znajdziemy, ze sity
odsrodkowe, ktorymi ku-
le A i B dzialaja podczas
ruchu na o§ OFE, row-
najg si¢ odpowiednio

mla)2rl = mt co2” sin «
1 ma)lrl=
=m 2 [2 sin a.

Wobec tego, ze, zgodnie

z okresleniem $rodka

masy, mt [t = m? I2, sity

te sa rowne; tworza one
pare sit, powodujaca obrot osi OF dookota osi poziomej. Jezeli
momentu tego nie zréwnowazy para 0 momencie rownym
i przeciwnie skierowanym, powstajaca na skutek oporu,
jaki tozyska stawiaja obrotowi osi, 0§ nie zachowa statego kie-
runku.

Ten nacisk, jakiemu podlega o0$, przenoszaca go na podtrzy-
mujace ja tozyska, zniknie dopiero wtedy, gdy o$, przechodzac
przez $rodek masy, bedzie prostopadia do sztaby AB (rys. 86).
Sity odsrodkowe réwne i przeciwnie skierowane, przylozone do
tego samego punktu S, wzajemnie si¢ wtedy rownowazg. O$ OtS
w tym przypadku nie wywiera na tozyska zadnego dzialania,
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ktore by byto wywotane przez ruch obracajacych si¢ kul. Te
wlasno$¢ posiada, oczywiscie, kazda o$ prostopadta do 4B i prze-
chodzaca przez S, jak np. 0§ O\S.

Podobnie i w przypadku, gdy kule obracajg si¢ kolo preta
AB, nacisk osi na tozyska réwny jest zeru (rys. 87).

rys. 87

Obliczmy momenty bezwtadnosci kul: B wzgledem osi OF
(rys. 85), Bt wzgledem osi OtS (rys. 86), B2 wzglgdem osi O2S
(rys. 87).

B=mrl+mlr]l =TI Vsinla + mll\sinla

i, przyjmujac dla uproszczenia rachunku, ze mx =m2, a wigc
Y
B =2mlPsinla
Bv—2ml i B2=0.
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Kule zatem, obracajac si¢ koto osi OXS posiadaja wigkszy mo-
ment bezwladnosci,, niz przy obrocie koto jakiejkolwiek innej
osi, przechodzacej przez srodek masy, obracajac si¢ za$ koto osi
01S, maja moment najmniejszy.

W podobny sposob, ale przy uzyciu o wiele bardziej ztozo-
nego rachunku, mogliby$my stwierdzi¢ istnienie w kazdej bryle
tzw. glownych osi bezwladnosci o wlasnosciach
takich, jak osie OtS i O2S rozpatrywanego przez nas uktadu kul.

Tego rodzaju osi, ktore nazywaé¢ bedziemy osiami swo-
bodnymi lub trwatymi, jest w kazdej bryle na ogét trzy ;
sa one wzajemnie prostopadle i przecinajg si¢ w Srodku masy
bryly. Momenty bezwtadnosci bryty wzgledem tych osi zazwyczaj
nie sg rowne. Oznaczajac je przez A, Bbl Bcdl mamy

Ba> Bb> Bc.

W przypadkach szczegdlnych dwa z nich moga by¢ réowne,
np.A = Alub Bb = Bc. Wtedy wyznaczone jest doktadnie poto-
zenie jednej tylko osi glownej (osi ¢, gdy Ba = Bb, osi a, gdy
Bb = BCY Kazda prosta, do niej prostopadta i przechodzaca
przez $rodek masy bryly, bedzie miala wlasnosci osi gldwne;.
Ta wyrdézniona 0§ czesto nazywana jest osia bryty. Tak
np. w rozpatrywanym przez nas
przyktadzie osig bryly jest o$ c
(O2S na rys. 87), dla ktorej
Bc =0; za o$ a lub b mozemy
wzig¢ dowolng prostg OzS lub 0'JS.
Gdy Bua = Bb = Bel gdy np. bryla
jest jednorodna kulg, wlasnosci osi
gtownej posiada kazda prosta,
przechodzgca przez $rodek masy;
kazdy wiec uktad trzech wzajemnie
prostopadtych prostych, przecina-
jacych si¢ w s$rodku masy, jest
uktadem osi gtownych.

Ta rbéznicg warto$ci momen-
tow bezwladnosci thumaczy si¢
fakt, ze bryta wprawiona w ruch
obrotowy i mogaca zmienia¢ kie-

/i/ ..
rys. 88 runek swej osi obrotu, przechodza-
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cej przez jej Srodek masy, ustawia si¢ na skutek chwilowych
stabych oddziatywan zewnetrznych tak, aby osi jej obrotu od-
powiadal najwickszy moment bezwladnosci.

Niech AB begdzie walcem drewnianym, umocowanym na cienkim
drucie metalowym, zawieszonym na haczyku wirownicy (rys. 88).
Walec, wprawiony w szybki ruch obro-
towy. ustawi si¢ prawie dokladnie po-
ziomo tak, ze o$ jego obrotu (rys. 88)
bedzie prostopadta wzgledem jego osi
geometrycznej, tej bowiem osi obrotu od-
powiada najwigkszy ze wszystkich mo-
mentoéw bezwladnosci, obliczanych wzgle-
dem osi, przechodzacych przez S$rodek
masy. Podobnie tarcza kotowa ustawi si¢
ostatecznie tak, ze o§ obrotu bedzie pro-
stopadta do jej powierzchni (rys. 89).
Gdy na wirownicy zawiesimy tancuch,
zacznie on w miar¢ wzrostu predkosci
katowej rozciggac si¢, przybierajac osta-
tecznie posta¢ kota (wtedy tylko bowiem
sity, z jakimi dzialaja wzajemnie na sie-
bie ogniwa, beda dostatecznie wielkie, aby
wytworzy¢ sity dosrodkowe, potrzebne do
utrzymania poszczegolnych ogniw w nie- rys. 89
zmiennej odleglosci od osi obrotu) i réw-
niez ustawi si¢ tak, aby jego plaszczyzna
byta plaszczyzng pozioma.
Gdy na brytg, wprawiong w ruch
obrotowy koto ktorejkolwiek z osi swo-
bodnych, nie dziatajg zadne sily ze-
wnetrzne (lub tez takie jedynie, ktérych
wypadkowa przechodzi przez $rodek
masy), bryla trwac¢ bedzie w tym ruchu
nieograniczenie dlugo. Te wilasno$¢ po-
siadajg jedynie osi swobodne; ruch
obrotowy bowiem kolo jakiejkolwiek
innej osi powoduje, jak o tym wyzej
byta mowa, powstanie sil, dziatajacych
na o$ i zmieniajacych jej potozenie, wo-
bec czego dla zachowania niezmiennego
kierunku ruchu obrotowego musza na o$
dziata¢ roéwnoczeé$nie sity zewnetrzne, /n/
wywierane przez tozyska. rys. 90
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B O tych wilasno$ciach osi swobodnych
mozemy si¢ przekonaé przy pomocy przy-
rzadu, zbudowanego przez Bohnbergera
(1817 r.). Jednorodna metalowa kula D
(rys. 91) moze si¢ obraca¢ koto osi CC,
przechodzacej przez jej srodek geometrycz-
ny i opartej na pierscieniu C, mogacym si¢
obraca¢ koto osi poziomej CC"”. 0§ ta
oparta jest na pionowym pierScieniu B,
obracajacym si¢ w plaszczyznie pionowej
koto osi B’'B", ktéora umocowana jest
w pierscieniu 4, mogacym réwniez si¢ obra-
ca¢ koto osi pionowej. W ten sposdb 0§
obrotu kuli, bedaca, jak wynika z rozwa-
zan poprzednich, jej osig swobodna, moze
przyjmowac¢ dowolne potozenie w prze-
strzeni (tzw. zawieszenie Cardana). Gdy
wprawimy kul¢ w szybki ruch obrotowy
(np. przez nagle odwinigcie sznurka, nawi-
nigtego wielokrotnie na osi) przy oznaczo-
nym, dowolnym zreszta polozeniu osi CC,
kula, jakkolwiek przesuwaliby$my przyrzad,
zachowa stale niezmienny kierunek obrotu.

rys. 91 Nawet jezeli zaczniemy obraca¢ pierscien

zewnetrzny, o8 CC nie zmieni swego kie-

runku. Sily bowiem zewngtrzne, dziatajace na kule, sprowadzaja

si¢ w tym przypadku do sily cigezkos$ci, ktorej moment wzgledem
srodka masy roéwny jest zeru.

8. RUCHY PRECESYJNE. GIROSKOP

Rozpatrujgc dzialanie sit zewnetrznych na brylg, mogaca
si¢ obraca¢ dookota dowolnej osi, postlugujemy si¢ tymi samymi
wzorami, co w ustepie 3, wyprowadzonymi w zatozeniu, ze bryta
obraca si¢ dookota stalej osi. Roznica polega¢ bedzie jedynie na
tym, ze obecnie musirny uwzglednia¢ mozno$¢ zmiany nie tylko
predkosci katowej bryly, lecz rowniez i kierunku osi obrotu.

Przyktadem takiego ruchu moze by¢ ruch obracajacego si¢
baka (rys. 92). Gdy ostrze bgka umiescimy w odpowiedniej pod-
stawce tak, aby 0§ jego obrotu 00', tworzaca z pionem kat a0,
przechodzita stale przez punkt O, drugi koniec osi 0’ opisze do-
okota osi pionowej OZ koto, poruszajac sic w tym kierunku,
w jakim zachodzi ruch obrotowy dookotla osi 00'. Tego rodzaju
ruchy nazywamy precesyjnymi, zapozyczajac termin ten
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z astronomii, ktéra uzywa go przy opisywaniu ruchu ziemi (ac.

praecedere — wyprzedzaé, i§¢ naprzéd).

Momentem zewnetrznym, powodujacym obrot baka koto
osi OZ, jest moment ci¢zaru baka wzgledem statego punktu O

Moment ten jest w danym
przypadku prostopadly do
ptaszczyzny rysunku i skiero-
wany poza nig. Zaléozmy, ze
0$ obrotu 00’ jest jedng z osi
swobodnych baka i ze pred-
kos¢ katowa ruchu obroto-
wego bagka dookota tej osi jest
bardzo wielka w porownaniu
z predkoscig katowa jego ru-
chu precesyjnego. Wtedy be-
dziemy mogli uwazac¢, ze kie-
runek momentu iloéci ruchu

rys. 93

baka jest zgodny z kierunkiem osi obrotu OOQ'; przyrost wigc
wektora H o kierunku zgodnym z kierunkiem momentu sity ze-
wnetrznej bedzie powodowal przesuwanie si¢ osi w kierunku
prostopadtym do plaszczyzny, przechodzacej przez wektor sity
ciezkosci i chwilowg 0§ obrotu, a wigc obrot dookota osi OZ.
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W ostatecznym wigc wyniku otrzymamy przesuwanie si¢ Srodka
masy w kierunku prostopadtym do dzialajacej na niego sity.

Zazwyczaj przebieg zjawiska jest bardziej ztozony. Oprécz wy-
zej opisanego ruchu precesyjnego osi 00’ obserwujemy jeszcze tzw.
nutacje osi, polegajaca na tym, ze kat odchylenia a osi OO'od
pionowej osi OZ waha si¢ periodycznie mig¢dzy dwiema granicznymi
wartosciami «o i « (rys. 88); nutacje t¢ mozna zmniejszy¢, zwigk-
szajac predko$¢ katowa ruchu bagka dookota osi 00* a nawet usungé
catkowicie, wybierajagc za o$ obrotu jedng z glownych osi bezwlad-
nosci bgka. Termin nutacja (fac. nutare — chwia¢ si¢) jest, po-
dobnie jak precesja, wzigty z astronomii, gdzie jednak jest uzywany
w nieco odmiennym znaczeniu.

Zjawisko precesji mozna o wiele dogodniej bada¢ przy po-
mocy giroskopu Fessela (gyros — kolo). Zasadnicza cze-
Scig tego przyrzadu (rys. 94) jest dos¢ cigzki krgzek meta-

rys. 94

lowy, mogacy si¢ obraca¢ dookota osi, prostopadtej do jego pta-
szczyzny i przechodzacej przez $rodek masy; o$ ta jest jedna
z osi swobodnych krazka. O$§ umocowana jest w pierscieniu,
osadzonym na drazku metalowym, mogacym si¢ obracal za-
rowno kolo osi pionowej, jak i poziomej. Drazek zaopatrzony
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jest w przeciwwage, ktorg mozna przesuwa¢ wzdhuz drazka.
W przypadku, gdy punkt podparcia drazka przypada na Srodek
masy ukladu (co mozna osiagnaé, przesuwajac odpowiednio
przeciwwage), drazek ustawia si¢ poziomo. Wprawienie krazka
w szybki ruch obrotowy nie naruszy tego potozenia. Jezeli jed-
nak obcigzymy drazek po stronie przeciwwagi dodatkowym cig-
zarem (lub, co na jedno wychodzi, przesuniemy przeciwwage
ku koncowi drgzka), drazek zacznie opisywaé¢ w plaszczyznie
poziomej koto, poruszajac si¢ z predkoscig tym wigksza, im
wickszy jest moment wzglegdem punktu podparcia przywieszo-
nego ci¢zaru (lub roznica momentdéw ciczarow obydwu czgsci
drazka).

Poprzestajac na przyblizonej teorii zjawiska, mozemy pred-
kos¢ katowa wp ruchu precesyjnego wyznaczy¢ w sposob naste-
pujacy.

Niech M jest momentem ci¢zaru dodatkowego, wektor /7,
majacy kierunek ten sam, co o§ obrotu krazka, doznaje przy-

rostu JI5I, wobec czego przybiera on warto§¢ Hv Mamy
M= hm lI&)I (a)

Przypuszczajac, ze na skutek dzialania momentu zewngtrz-
nego zmienit si¢ jedynie kierunek momentu ilosci ruchu, nie za$
jego wartos¢ liczbowa (co jest rownowazne z zalozeniem, ze
predkos¢ katowa w ruchu obrotowego krazka jest o wiele wigk-
sza od predkosci katowej up ruchu precesyjnego), mozemy
wzor (a) przepisa¢ w postaci

M= H\hn™ = H. ce,
dtH) P
gdyz nfl = H . Jla, gdzie a kat miedzy A i Hv skad

M M
“p = F T Beo: (13)

Im wiekszy jest moment bezwtadnosci krazka wzgledem jego osi
obrotu i im wicksza jest jego predkos¢ katowa, tym mniejsza
jest predkos¢ katowa precesji.

Wyklady fizyki, t. I 10
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Podobnie mozna wyjasni¢, dlaczego szybki ruch obrotowy
kot roweru uniemozliwia przewrdcenie si¢ cyklisty, ktéry by
na nieruchomym rowerze nie mogl nawet na chwilg utrzymacé
rownowagi. Sita cigzkosci powoduje precesyjny ruch kot rowe-
rowych tak, ze S$rodek masy ukladu porusza si¢ i w tym
przypadku prostopadle do kierunku dziatajacej sily, nie za$
w kierunku tej sily, jakby to bylo przy nieobracajacych si¢
kotach.

Teoria ruchow precesyjnych pozwala wyjasni¢ wazne zjawisko
astronomiczne, o ktorym byla mowa wyzej. Tym zjawiskiem jest co-
fanie si¢ punktow rownonocnych, to znaczy punktéw przeciecia si¢
pozornej drogi stonica po sklepieniu niebieskim (ekliptyki) z roéwni-
kiem niebieskim. Zalézmy dla uproszczenia, ze ziemia jest bryla
sztywng, obracajacg si¢ dookola jednej ze swoich osi gléwnych, tej
mianowicie, ktérej odpowiada najwigkszy moment bezwladnosci Ba.
Gdyby moment wzgledem S$rodka masy sil przyciagajacych, jakimi

stonce dziata na ziemig,

byt réwny zeru, o$§ ziemi

zachowywalaby niezmien-

ny kierunek w przestrze-

ni. W rzeczywistosci jed-

nak tak nie jest. Ziemi¢

bowiem mozemy sobie wy-

obrazi¢ jako kule, na kto-

ra natozona jest powloka

o grubo$ci, wzrastajacej

od bieguna do réwnika

(rys. 95). Natgzenie pola

grawitacyjnego stonca

(patrz, rozdz. IV) ma

w punktach czesci powto-

rys. 95 ki, zwréconej do stonca,

warto$¢  wigksza, niz

w $rodku ziemi, wobec czego punkty materialne, stanowigce t¢ po-

wloke, doznajg wzgledem $rodka =ziemi przyspieszen w kierunku

stofica, wyznaczonych przez réznice natezen w $rodku ziemi i w danych

punktach powloki. Wypadkowa wzbudzonych w ten sposob sit przyto-

zona jest do $rodka masy tej czgsci powloki, a poniewaz ten Srodek

masy nie lezy na ogét na prostej taczacej $rodek ziemi ze Srodkiem

stonca, moment tej wypadkowej wzgledem $rodka masy ziemi nie jest

réwny zeru. Analogiczne rozwazanie zastosowane do tej czesci powtloki,

ktora jest odwrocona od stonca, doprowadzi nas do wniosku, ze do

jej Srodka masy przylozona jest sila, skierowana w stron¢ prze-
ciwna.
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Wobec tego dzialanie stofica na pier§cien rownowazne jest parze
sil, ktorej moment jest prostopadly do ptaszczyzny, przechodzacej
przez $rodek masy slonca i chwilowa o$ obrotu ziemi, co powoduje
ruch precesyjny osi obrotu ziemi dookota osi prostopadiej do pta-
szczyzny ekliptyki. Punkt przecigcia osi ziemskiej ze sklepieniem nie-
bios, tzw. biegun niebieski B, opisuje dookota bieguna ekliptyki EFE,
znajdujagcego si¢ w gwiazdozbiorze Smoka, kolto B (rys. 96).
Predkos¢ tej precesji
nie jest stata, gdyz mo-
ment sily zewnetrznej
zmienia si¢ od wartosci
najwigkszej, jaka ma
w chwilach letniego
i zimowego przesilenia,
do wartosci zero w cza-
sie wiosennego i jesien-
nego porownania dnia
z noca, gdy para sit
przechodzi w dwie sity
réwne, przeciwnie skie-
rowane 1 dzialajace
wzdluz tej samej pro-
stej. Wahania wigc
predkosci ruchu proce-
syjnego, wywotanego
przez dziatanie stonca,
maja okres potroczny.

W tym samym kie-
runku, lecz o wiele silniej, dziala ksiezyc. (Precesja wywotana przez
stonce, wynosi w ciggu roku okoto 16", przez ksiezyc — 34"). Po-
dobnie jak dziatanie stonca, i to dzialanie podlega okresowym waha-
niom, a to na skutek przesuwania si¢ punktow przecigcia drogi ksig-
zyca z ekliptyka (tzw. weztow ksigzyca), spowodowanego ruchem pre-
cesyjnym osi obrotu ksi¢zyca. Okres tych wahan wynosi okoto 18,6 lat,
jest wigc bardzo maty w poréwnaniu z okresem 25700 lat, w ciagu
ktorego biegun ziemski opisuje koto precesyjne. Wahania te sprawiaja,
ze droga, opisywana przez biegun, nie jest doktadnie kotowa, lecz przy-
pomina raczej zamknieta i mato od kota si¢ r6znigca lini¢ wezykowata
(rys. 97). Te odchylenia, nazywane przez astronomow nutacjami
(w znaczeniu odmiennym od tego, jakie nadawaliémy temu stowu na
str. 144), s3 w poréwnaniu z promieniem kota precesyjnego bardzo
mate, kat bowiem, jaki o§ ziemska tworzy z osig ekliptyki, jest rowny
23° 27', odchylenia za$ nutacyjne osi ziemskiej nie przekraczajg 10".

Poza tym o$ ziemska podlega jeszcze nutacjom wilasciwym, zmie-
niajacym potozenie bieguna na powierzchni ziemi i powstajacym stad,
ze ziemia nie jest bryla sztywng i ze o$ jej obrotu nie jest, $cisle

10*
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biorac, jej osia swobodng. Wa-
hania stad powstajace, zaobser-
wowane po raz pierwszy przez
Chandlera, wynosza =+ 0,3",
okres za$§ ich przeszto 400 dni.
Wahania te powoduja zmiany
szerokosci geograficzne;.
GdybySmy podobnie, jak
to zrobit Gauss (1777—1855)
przy wyznaczaniu ruchu ksig-
zyca, zastgpili kazda z planet
pierscieniem sztywnym o tej sa-
mej masie, co dana planeta,
i 0 promieniu rdwnym promie-
niowi jej orbity, oraz zatozyli,
ze pierScien ten wykonywa je-
den catkowity obrot w ciggu
czasu, jaki zuzywa planeta na
obieg dookota stonca, mogliby-
$my zastosowaé prawa ruchu obrotowego do uktadu planetarnego i wy-
znaczy¢ moment jego iloci ruchu. Uktad ten mozna uwazaé za cal-

kowicie odosobniony, moment wigc jego H zachowuje stale niezmienny
kierunek i warto$¢. Niezmienne wigc bedzie, jak to pierwszy stwier-
dzil Laplace (1749—1827), i polozenie prostopadlej do niego pta-
szczyzny, tzw. plaszczyzny niezmiennej.



ROZDZIAL 1V

GRAWITACJA — POLE SILY CIEZKOSCI
W POBLIZU ZIEMI

1. PRAWA KEPLERA. TEORIA CIAZENIA POWSZECHNEGO

Newton zasady mechaniki zastosowatl do wyznaczenia sil,
utrzymujacych planety w ruchu dookota stonca, dochodzac
(1687 r.) w wyniku swoich rozwazan do prawa cigzenia po-
wszechnego, jednego z najwigkszych odkry¢, jakie zna historia
nauki.

Wedtug Keplera (1570—1630), opierajacego si¢ czeSciowo
na wiasnych obserwacjach, glownie jednak na obserwacjach
Tychona de Brahe (1546—1601), ruchy planet podlegaja na-
stepujacym prawom.

Prawo pierwsze: wszystkie planety poruszaja si¢ po
elipsach, w ktorych wspolnym ognisku znajduje si¢ stonce.

Prawo drugie: promien wodzacy planety (tzn. prosta, 1a-
czaca planete ze sloncem) zakresla w ciggu réwnych odstgpow
czasu rowne pola (innymi stowy, pole to wzrasta proporcjonalnie
do czasu).

Prawo trzecie: kwadraty czaséw obiegu dookota stonica dwu
jakichkolwiek planet majg si¢ do siebie, jak trzecie potegi Sred-
nich odleglosci tych planet od stonca.

Przypusémy, ze w ciggu czasu At planeta przebyla droge
AB = vAt (rys. 98). Pole, opisane w ciagu tego czasu przez pro-

mien wodzacy SA, rowne jest ABXSC, gdzie SC jest prosto-

padla, opuszczong z S na kierunek predkosci (wobec tego, ze At
jest bardzo mate, uwazamy odcinek AB za prostoliniowy).

Mamy zatem pole SAB =  v.SC. At.
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Wedhig prawa drugiego
stosunek pola SAB do czasu,
w ciagu ktorego pole to zo-
stalo opisane, jest staly,
a wigc

4. SC = statej.

Wtedy jednak staly jest row-

niez iloczyn mv.SC, (tzn.

moment ilosci ruchu planety

wzgledem stonca), moment

rys. 98 zatem wzgledem slofca sily,

dziatajacej na planete, row-

ny jest zeru (rozdz. III, ust. 3). A poniewaz sila ta nie jest

réwna zeru, planeta bowiem porusza si¢ po torze krzywolinio-

wym, prosta, wyznaczajaca jej kierunek, musi przechodzi¢ przez

stonce. Dla wyznaczenia wartosci sity zatézmy, ze tor planety

jest kotem, w ktorego Srodku znajduje si¢ stonce. To zatozenie

nie bedzie zbyt odbiegalo od rzeczywistosci, gdyz eliptyczne tory

planet sg na ogdét mato sptaszczone, tak np. dla ziemi stosunek

wielkiej osi elipsy do malej réwny jest mniej wigcej stosunkowi

1 do 0,9998. (Dla innych planet, z wyjatkiem Wenus i Neptuna,
stosunek ten jest wickszy).

Ruch planety bedzie wtedy ruchem jednostajnym, gdyz pro-
mienie wodzace beda mialy t¢ samag dlugo$¢ we wszystkich
punktach toru. Niech r bedzie promieniem toru planety P. Sila
dosrodkowa, utrzymujgca planete w ruchu kotowym, rowna jest

— m :4H2rm
=™ n e (@)

gdzie T — czas obiegu planety dookota stonca, mp — jej masa.
Z trzeciego prawa Keplera wynika, ze

ry _ rjr*

I

= e

gdzie C ma te samg wartos¢ dla wszystkich planet. Stad mamy

[ ¢
7 T
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i po podstawieniu do wzoru (a)
/=4n..C"N =<2, (1)

Sita zatem, dzialajaca na planete, jest wprost proporcjonalna
do jej masy, odwrotnie za$ proporcjonalna do kwadratu jej od-
leglosci od stonca.

Niech O bedzie $rodkiem geometrycznym toru planety, S 1 S' —
jej ogniskami i niech w S znajduje si¢ stonce (rys. 99).

Przyspieszenie normalne w punkcie P toru jest rowne, jak wia-
domo (rozdz. I, ust. 10),

gdzie p jest promieniem krzywizny w danym punkcie toru. To przy-
spieszenie jest skladowag w kierunku promienia krzywizny przyspie-
szenia w kierunku prostej PS, mamy zatem

an ve
cos¢p Qcosg'
Promien krzywizny elipsy jest rowny, czego tu dowodzi¢ nie bedziemy,

° = Ytrosba
gdzie B — mata, 4 — wielka o$ elipsy. Stad
72 [

a——s— cos2(p (a)
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Oznaczmy przez o warto$¢ pola, opisanego w ciagu jednostki
czasu przez promien wodzgcy SP=r. Zgodnie z drugim prawem
Keplera c¢ jest wielkoScig dla danej planety stalg.

Ze wzoru

cdi= V.SA.dt=y V.rcos <pdt

znajdujemy
2c
vl" cos ¢ (b)
W ciggu czasu T promien opisuje pole elipsy rowne 1. A . B, wobec
~1.4.B
CZego O——="—"—

Podstawiajac do wzeru (a) v ze wzoru (b), otrzymujemy

a—"cl. A Al
— 1 B-~r*t TI
i wobec tego, ze wedlug trzeciego prawa Keplera, ‘;{3
a=4s».C-4-=C .-4,
1l [ VA
skad sita, dzialajaca na planete,
m,
Jf=mp.a=Cx-"\ (1a)

Przyjmijmy za Newtonem, ze zrodlem sily, utrzymujacej
planete w ruchu krzywoliniowym, jest slonce; wtedy, w mysl
trzeciej zasady Newtona, sile tej towarzyszy sita réwna i prze-
ciwnie skierowana, z jaka planeta dziata na stonce. Zaktadajac,
ze 1 ona réwniez jest proporcjonalna do masy ciala, podlegaja-
cego jej dzialaniu, otrzymamy

= odg,

gdzie m8 jest masg stonca. Ta rowno$¢ moze by¢ speiniona tylko
wtedy, gdy C2= Cmp 1 Cx = Cmg, gdy wigc mamy

, Mp
- )
Z wzajemnos$ci dzialan stonca i planety wynika, ze w ukladzie
odosobnionym, zlozonym z planety i stonca, zaréwno jedno, jak
i drugie cialo porusza si¢ wzgledem wspolnego $rodka masy, ktory
zgodnie z zasada zachowania ilosci ruchu (rozdz. II, ust. 16) jest albo
w spoczynku, albo w prostoliniowym ruchu jednostajnym. Niech
P i SI oznaczaja chwilowe potozenia planety i stonca (rys. 100).
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Z warunku, ze $rodek masy musi zawsze leze¢ na prostej, taczacej
dwa dane punkty materialne, dzielac ja na odcinki, odwrotnie propor-
cjonalne do mas, wynika, ze kat, o jaki w ciggu dowolnego czasu
odchyli si¢ od pierwotnego polozenia prosta SP, jest rowny katowi,
o jaki w tym samym czasie odchyli si¢ w kierunku przeciwnym pro-
sta S/S tak, ze gdy planeta

porusza si¢ dookota §rodka

masy S po torze kotowym,

a wigc gdy odcinek SP ma

dlugosé¢ stalg, stonce row-

niez opisze koto, przebiega-

jac je w ciggu tego samego

czasu. (Jest to oczywiste

w przypadku, gdy S$rodek

masy jest w spoczynku,

gdy za$ porusza si¢ ruchem

prostoliniowym  jednostaj-

nym, kazdy z punktow

uktadu posiada oprocz pred-

kosci wzgledem srodka ma-

sy jeszcze predkos¢ ruchu

prostoliniowego t¢ samg, co

srodek masy; warto$¢ wiec

i kierunek tej predkosci sa

dla  wszystkich punktow

uktadu jednakowe; ten wspolny ruch prostoliniowy jednostajny w ni-
czym nie zmienia polozenia punktow uktadu wzgledem srodka masy).

Promien toréw planety i stonica wyznaczymy ze wzordw

re-l-r'=r,

" s

" — mp
skad mamy
m84-m
m oy m) 4-mp
7‘2fo}7 ) m8A-mp m8
Wzoér (2) mozemy zatem przepisa¢ w postaci
| Mg -
—c c U8 (L] 2 a)
m8-Vmp
Planeta wigc porusza si¢ tak, jak gdyby dzialal na nig silg przycia
gajacag Srodek masy, w ktorym bytaby skupiona masa

f m, l«
m— _——

ﬁgfmp] 8

Masa m mato na ogoét rdzni si¢ od mg, masa bowiem stonca jest wiele-
kro¢ wigksza od masy poszczegdlnej planety. Kladagc mas¢ ziemi roéwng
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jednostce, otrzymujemy na mase stonca liczbe 333432. Dla tych wiec
dwu ciat niebieskich mamy

Obserwowany przez nas ruch planety jest jednak ruchem nie wzgle-
dem $rodka masy uktadu, lecz wzgledem stonca. Niech i beda

predkosciami ziemi i stonca wzgledem srodka masy, predkos¢ w ziemi
wzgledem slonca jest wtedy

V=1i),—v8
i przyspieszenie wzgledne

o lim e Tim
A g = im w4
lub, uzywajac znakowania rachunku nieskonczonosciowego

dv __dvz dvg

dt — dt  "dt*
Przyspieszenia ruchu ziemi i stonca sg spowodowane przez sily
(patrz wzdr 2 a) réwne i przeciwnie skierowane. Mamy zatem

dv 7 1 m8J1-me
dt mz ms

Mo v 7
Napiszmy, ze -=r-= )

m8mz

oraz z uwagi, ze_ f—C

(m,+mz) m

(2b)

Ruch ziemi wzgledem slonca zachodzi zatem tak, jak gdyby na ziemig
dziatata nie masa ms , lecz masa m8 + mz. We wzorze (1) i (1a)
wielko$¢ Ci jest rowna nie Cm8, lecz C (tme + mz\ jest wigc zalezna

od masy przyciaganej planety. Stad wynika, ze i stosunek L nie

jest doktadnie ten sam dla wszystkich planet i ze przeto trzecie prawo
Keplera jedynie w przyblizeniu wyraza istotne ruchy planet i obowia-
zywatoby Scisle tylko wtedy, gdyby masa stonca byla nieskonczenie
wielka w porownaniu z masami planet.



155

Wzor (2) jest, wedlug Newtona, szczegolnym przypadkiem
prawa ogdlniejszego, wedtug ktorego wszystkie ciata przyciagaja
si¢ wzajemnie sitami, ktore dla punktéw materialnych o masach
mt i m2 mozna wyrazi¢ wzorem

gdzie x — spolczynnik staly, nazywamy stala grawitacji
(fac. gravitas — ciezkos$¢), roéwny liczbowo sile, z jaka przycia-
gaja si¢ dwa punkty materialne o masach réwnych jednostce
z odleglosci rownej jednostce. Wymiar staly grawitacji réwny
jest, wedtug wzoru (3)
[&] = M-y 78§ T—\
czemu w uktadzie C. G. S. odpowiada cmj1 .
g seks

Temu powszechnemu cigzeniu nalezy przypisac,
wedhug Newtona, nie tylko istnienie sit, utrzymujacych planety
w ruchu dookota stonca, lecz rowniez silg, powodujaca ruch
krzywoliniowy ksiezyca dookola ziemi, oraz sily ciezkosci, dzia-
lajace na ciala znajdujace si¢ w poblizu ziemi.

2. PRZYCIAGANIE, WYWIERANE NA PUNKT MATERIALNY
PRZEZ WARSTWE KULISTA I KULE

We wszystkich tych przypadkach obserwowana przez nas
sita jest wypadkows sit, z jakimi dziatajg na siebie wzajemnie
elementarne masy, na ktore moglibySmy podzieli¢ przyciagajace
si¢ ciala.

Niech m bedzie niewielka masa, skupiong, w punkcie material-
nym, na ktéry dziata dane ciata. Rozbijmy cialo na tak male elementy
objetosci di), abysSmy kazdy z nich mogli uwaza¢ za punkt materialny,
i oznaczmy gesto$¢ ich przez p, wtedy masa kazdego z nich wynosi
pdu i sita przyciagajaca, jaka dziala na punkt materialny m, jest,

zgodnie ze wzorem (3), robwna k W ~“— 1 skierowana wzdhiz prostej,

taczacej dany element objetosci z punktem materialnym. Oznaczmy
katy, jakie ta prosta tworzy z osiami spotrzednych, przez a, 3, y. Na
warto$ci sktadowych w kierunku osi otrzymamy wtedy wzory

m.odv

djx = krﬁﬂd—vcosa; dfg =k COBﬁ; dfz=km cosy.
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Sumujgc sktadowe o tym samym kierunku, otrzymamy na wartosci
sktadowych sity /, z jaka ciatlo dziata na punkt materialny, wzory

fx=kmi cosa; fg =kmdJ cosf3; /2 =kmJ cosT,
skad

i katy a, b, ¢, jakie tworzy z osiami spoirzednych

cosa =—; cos6=-f-: cosc=-4-.
«

W przypadku, gdy cialo ma ksztalt kulisty, wyznaczenie
wypadkowe] elementarnych sil przyciggania nie przedstawia
szczegolnych trudnosci. Podzielmy ciato to kulami, opisanymi ze
srodka, na wspolsrodkowe warstwy o bardzo matej grubosci AR

(rys. 101} 1 wyznaczmy sity, jakimi kazda z tych warstw przy-

rys. 101

cigga zewnetrzny punkt materialny 4, odlegty o r od $rodka kuli.
Na prostej OA4, taczacej srodek kuli z punktem A, obierzmy taki
punkt C, aby$my mieli
04 R
R OC @)

gdzie R promien kuli. Przez punkt C przeprowadzmy w dowol-
nym kierunku bardzo cienki stozek BCD, ktéry wytnie w roz-
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patrywanej przez nas warstwie (niech nig bedzie np. zewngtrzna
warstwa kuli) bardzo mate elementy objetosci VI = JI81.12?
ia-v2=n82. 177, gdzie 4S¥ i [A82 sa elementami powierzchni
warstwy, wycigtymi przez stozek. Masy tych elementéw sg od-
powiednio rowne CASYAR 1 04S24R, gdzie 0 — gestos¢ warstwy,
sily zatem, jakimi dzialajg na mase¢ m punktu materialnego 4

'R . ~“dR
—k Qd;’ff{--- m i 47 =k fiixsd (b)
Opiszmy z punktu C, jako ze $rodka kule o promieniach
I =CBi = CD. Stozek BCD wytnie z tych kul powierzchnie

Aar i a,. Jezeli przez Aw oznaczymy powierzchnig, ktorg stozek
wycina w kuli, opisanej z C promieniem réwnym jednosci —
powierzchnia ta jest miarg tzw. kagta brytowego, odpo-
wiadajacego danemu stozkowi — powierzchnie 4ar i [lal beda
odpowiednio réwne

dor = \dto 1 z/al = I\dw.

Powierzchnie te tworza z elementarnymi powierzchniami
warstwy I$1 1 JI82 katy jednakowe. Tréjkat bowiem BOD\jest
réwnoramienny, kat zatem OBD —a rowny jest katowi ODB,
a poniewaz BD jest prostopadte do JLi 40~OB za$§ — do [I<5)
OD — do /182, katy miedzy [l ar i [I8\ oraz migdzy [la, i 4S? sa
rowne katom OBD i ODB, a wigc kazdy z nich réwny jest a.
Mozemy przeto napisac

zh$y = dSy cos a 1 da, = d8, cos a
stad

asi < Mo 4o _Ndw
coSsa coSsa

Podstawiajac te wartosci do wzoréw (b), otrzymamy

_j SAR.[ dio i o= Jooe ity S0 1
dfx k 7 0065 a "ot djj» k *cosa QIC)'
Z podobienstwa trojkatow OBC i OBA, posiadajacych
wspolny kat BOA i1 boki (wzor a) wzajemnie proporcjonalne,
wynika, ze
CB OB R
BA~04 U0 rt * r (d)
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Podobnie z podobienstwa trojkatow ODC - ODA otrzymamy
) R

Wzory (c) bedziemy mogli zatem przepisa¢ w postaci

Jf. = wo §LE AN, m i z/f= iZ-S-/z-CZB'-Ei\-Z-J}-?-m

Sily te sa wiec réwne i kierunki ich tworza z prosta OA4 jedna-
kowe katy a, jak to wynika bezposrednio z réwnosci stosunkow

oC OB
OB 0A

Wypadkowa ich zatem ma kierunek prostej O4 i rowna jest
sumie rzutow sit A4 i1 JI/2 na t¢ prosta

0)
Jj =zljicosa—+ z//, cosa =« ozIR.Ri .2 Ja) m.

Wartos¢ i kierunek tej wypadkowej nie zalezy zupeiie od
kierunku stozka, przeprowadzonego przez punkt C. Jezeli wigc
w podobny sposob podzielimy calag warstwe kulistg na elementy
objetosci, kazda ich para dziala¢ bedzie na mase m silg o tej
samej wartos$ci i tak samo skierowang. Dzialanie wigc warstwy
wyrazi si¢ ich sumg arytmetyczng

/= K0OR».JR22z4a).

2 2Jlm jest sumg wszystkich katow brylowych, jakie mozemy
przeprowadzi¢ z punktu C. Suma ta réwna jest 4., taka bo-
wiem warto$¢ ma powierzchnia kuli, opisana z C promieniem
rownym jednostce. Mamy przeto

f=k—4nRIJR.O

i wobec tego, ze 41 R2 A R jest objgtoscia V warstwy, o' — jej
masg
mJm

©)

r
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Warstwa zatem przycigga punkt materialny 4 tak, jak
gdyby cala jej masa skupiona byta w jej srodku geometrycznym.
Stosujac analogiczne rozumowanie do wszystkich warstw, na
jakie podzielilismy kule, znajdziemy, ze sita, z jaka kula dziata
na punkt materialny A4, jest skierowana wzdliz prostej OA
i rOwna

m w-T™
F= Sf= k—TfSJmC =k—9_§— (I

a wigc rowna sile, z jakg by dzialala masa mc, skupiona
w $rodku geometrycznym kuli.

Z taka samg sila, lecz przeciwnie skierowana, dziala punkt
materialny 4 na kulg. Sita ta przylozona jest do srodka geome-
trycznego kuli. Stad wynika, ze gdy punkt ten stanowi¢ bedzie
elementarng czg$¢ drugiego ciata kulistego, wypadkowa wszyst-
kich sil, jakimi druga kula dziata na pierwsza, bedzie miata
kierunek prostej, taczacej ich srodki, i bedzie rowna

L mr -y
Fe=k &)

gdzie mt i sg masami kul.

Whiosek ten obowigzywaé¢ bedzie zarowno w przypadku kul
jednorodnych o gestosci stalej, jak i w przypadku, gdy gestosé
ich zmienia si¢ wraz z odle-
gloscia od srodka, a wigc, gdy
ma warto$¢ stalg w kazdej
z warstw wspolsrodkowych,
na ktére dzielimy kule.

Zatézmy teraz, ze punkt
materialny 4 znajduje si¢
gdziekolwiek wewnatrz war-
stwy kulistej. Podobnie jak
poprzednio, przeprowadzmy
przez punkt A stozek, ktory
wytnie z warstwy elementy
powierzchni 1 AS2 o obje-
tosciach

CAT? 1 4850 , rys. 102
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gdzie AR grubo$¢ warstwy (nie oznaczona na rys. 102). Rozu-
mowanie identyczne z tym, jakim postugiwaliSmy si¢ wyzej, po-
zwoli nam stwierdzi¢, ze powierzchnie Aa, i Aaa, jakie w kulach,
opisanych z 4 promieniami /¢t i I2, wytnie stozek, przechodzacy
przez A, sa odpowiednio rowne

Affi= Ascosa i1 A(7g=Asa . COSa.

Sity, wywierane na mase m, umieszczong w punkcie 4, przez
te dwa elementy warstwy, sg skierowane w strony przeciwne,
przy czym

_o OFIEIR i e = aRISELR

) . /0iz/R
Wbk e bk POR,

oraz z uwagi, ze Jor = [\Jot 1 z/u, = zlw

Ai{;g = ko /llp'{!—z-{{-om = /{70_5‘_1_@4‘_1?_”,1 i z//l= /é%——{l-gé—v-v—-m

Sity te sg rowne, wypadkowa wigc ich rowna jest zeru.
A poniewaz calg warstwe kulista mozemy podzieli¢ na pary
takich elementarnych objetosci, ktorych
dziatania na mas¢ m wzajemnie si¢ TOW-
nowazg, stwierdzamy, ze warstwa kuli-
sta nie wywiera zadnego dzialania na
mase, znajdujaca si¢ wewnatrz niej.
Jezeli wigc punkt materialny 4
umiescimy wewnatrz kuli, dzialanie jej
sprowadzi si¢ do dziatania tych jej
warstw, wzgledem ktorych punkt A4 jest
rys. 103 punktem zewne¢trznym. Niech r jest od-
legtoscia A od O (rys. 103). Dzialanie
przyciagajace wywiera jedynie masa, skupiona w kuli, opisanej
z O promieniem réwnym r. Zakladajgc, ze mamy do czynienia
z kula jednorodng o gestosci statej ¢, mozemy napisaé, ze masa

przyciagajaca mc = 4 nry.
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skad

4 3
e m.m o1 Y ¥ N
S K S R — 3/7Jlom s (h)

Sila przyciagania bedzie w tym przypadku proporcjonalna do
odleglo$ci przycigganej masy od geometrycznego $rodka kuli.

3. POLE GRAWITACYJINE. NATEZENIE POLA. POTENCJAL
GRAWITACYINY

Jak wynika z zalozen teorii cigzenia powszechnego, dziata-
nie przyciagajace, wywierane przez dany uktad punktéw mate-
rialnych na niewielka w poréwnaniu z masg uktadu przyciaga-
jacego mase¢ m punktu materialnego, ktérego dziatanie na przy-
ciggajacy uklad mozna pomingé, wyraza si¢ zawsze w postaci
iloczynu

JS=Gm, 4

gdzie G jest wielkoscig, zalezng jedynie od konfiguracji przy-
ciggajacego uktadu i od polozenia punktu przycigganego wzgle-
dem danego uktadu, niezalezng za$ od wartosci masy m. Przy
niezmiennej konfiguracji uktadu wektor G ma w kazdym punk-
cie otaczajacej uktad przestrzeni oznaczong niezmienng wartos¢.

Tak np. w przypadku poprzednio przez nas rozpatrywanym, gdy

uktadem przyciggajacym jest jednorodna kula, wektor G ma w punk-
cie 4, odleglym o r od $rodka kuli, warto$¢

m,

G=hk-H

(patrz, wzor / ust. 2). Oznaczmy przez ri wektor o dlugosci rownej
jednostce, skierowany ku $rodkowi kuli wzdhiz prostej, taczacej
punkt A z O. Tego rodzaju wektory, o wartosci rownej jednostce,

%
nazywamy wektorami jednostkowymi. Mnozac k-— przez n,

otrzymamy wektor o wartosci takiej, jaka ma skalarowy czynnik ilo-
czynu, i o kierunku zgodnym z kierunkiem wektora jednostkowego,
a wige z kierunkiem sily przyciagajacej. Mozemy zatem napisaé

% "
G =k (42)

Wyklady fizyki, t. I 11
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Gdy znamy warto$¢ i kierunek G we wszystkich punktach
otaczajacej uktad przyciagajacy przestrzeni, sile, z jaka uktad
przyciaga mase¢ m punktu materialnego, umieszczonego w do-
wolnym punkcie tej przestrzeni, znajdziemy bezposrednio ze

wzoru (4). Przestrzen, w ktorej wektor G posiada warto$¢ r6zna
od zera, nazywamy polem sit grawitacyjnych lub

prosciej polem grawitacyjnym, wektor zaS§ G — na-
tezeniem pola.

Temu wylacznie formalnemu pojeciu pola, wprowadzonemu jedy-
nie dla ulatwienia rachunku, mozna by przeciwstawi¢ inne, zaklada-

jac, ze wektor G charakteryzuje te zmiany fizycznych wilasnosci prze-
strzeni, jakie spowodowato umieszczenie w niej uktadu przyciagaja-
cego. Masa m shuzytaby jedynie do ujawnienia, pod postacig dziatan
mechanicznych, doznawanych przez mas¢ m, tych zmian wlasno$ci
fizycznych, jakich doznato pole i jakie istniejg niezaleznie od tego,
czy masa m znajduje sig, czy tez nie znajduje si¢ w polu. Wprowa-
dzenie tej masy do pola moze, co najwyzej, utrudni¢ nieco badanie
pola poczatkowego. Masa ta bowiem, dziatajac rodwniez sitami przy-
ciggajacymi, wytwarza wlasne pole grawitacyjne, a wigc, zgodnie
z zalozeniem, na swoj sposob zmienia wilasnosci fizyczne otaczajacej
ja przestrzeni. Tej trudnoéci mozna uniknaé, uzywajac tak, jak uczy-
niliSmy wyzej, do badania pola masy dostatecznie malej, aby$Smy
mogli pomina¢ jej dzialanie grawitacyjne. Przy takim rozumieniu
pola sity grawitacyjne staja si¢ funkcjami zmian jego wlasnosci
fizycznych; masy za§ przyciagajace jedynie czynnikami, powoduja-
cymi te zmiany. Zalozenia Newtona, dotyczace cigzenia powszechnego,
nie usprawiedliwiaja jednak takiej interpretacji, dlatego tez w dal-
szym rozumowaniu poprzestaniemy na tym okresleniu pola, jakie po-
dane zostato w tekscie.

Wymiar nat¢zenia znajdziemy ze wzoru (4)
[G] = [fIM-1=LIT-2 5
jako rOwny wymiarowi przyspieszenia.
Niech x, -y, z oznaczajg spotrzgdne punktu przestrzeni, dla kto-
rego wyznaczamy G. Przy niezmiennej konfiguracji uktadu warto$é

i kierunek G sa zalezne jedynie od spotrzgdnych punktu tak, ze skta-

dowe wektora G w kierunku osi spotrzgdnych mozna przedstawic
W postaci

ox=Jl y,2); ov=—2zvy G=/(Y,12)

Tego rodzaju wielkosci nazywamy funkcjami punktu.
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Przypu$émy, ze punkt materialny, umieszczony w polu gra-
witacyjnym, jest catkowicie swobodny, tzn. nie podlega dziata-
niu zadnych innych sit poza sitami pola i ze poczatkowa jego
predkos¢ rowna jest zeru. Punkt ten, poruszajac si¢ pod dzia-
faniem sit grawitacyjnych, opisze drogeg, ktorej kierunek bedzie
zawsze zgodny z kierunkiem natg¢zenia pola. Tor takiego punktu
wyznacza nam tzw. lini¢ sit. W przypadku, gdy pole jest
wytworzone przez punkt materialny (lub jednorodng kule, lub
wreszcie kule, ktérej gesto§¢ zmienia sie z odlegloscia od
srodka — patrz, ust. 2), linie sil sg liniami prostymi tak, ze na-
tezenie we wszystkich punktach pola, lezacych na ktorejkolwiek
z tych prostych, ma ten sam kierunek. W przypadku ogdlniej-
szym, gdy linia sit jest linig krzywa, kierunek natezenia w do-
wolnym punkcie pola wyznaczony jest przez kierunek stycznej
w tym punkcie do linii sil, przechodzacej przez punkt. Kierunek
nat¢zenia jest w ten sposob Sci§le oznaczony, gdyz przez dany
punkt pola moze przechodzi¢ tylko jedna linia sil, w przeciw-
nym bowiem razie masa m, umieszczona w punkcie przeciecia
si¢ linij sit, moglaby si¢ porusza¢ pod dziataniem sit grawita-
cyjnych w roéznych kierunkach, co jest, oczywiscie, niemozliwe.

Gdy predkos¢ poczatkowa punktu materialnego nie jest rowna
zeru, tor punktu w najprostszym przypadku pola, wytworzonego przez
jednorodng kulg, jest jednym z przecig¢ stozkowych. Torem tym jest
elipsa, gdy poczatkowa energia ruchu punktu ma warto$¢ mniejszg
od pracy, potrzebnej do przesunig¢cia punktu poza granice pola (patrz,
nizej), — parabola, gdy energia rdwna jest tej pracy, hiperbola, gdy
jest od tej pracy wigksza.

Niech ABO bedzie jedna z linij sit pola, wytworzonego przez
punkt materialny o ma-
sie mc (rys. 104) i niech
sity pola przesuwaja
mase m wzdtuz dowolnej
drogi APB z punktu 4,
odlegtego o ' od O, do
punktu B, odleglego od
O o r". Wobec tego, ze
sita grawitacyjna posia-
da w roznych punktach
tej drogi rézne wartosci,
praca jej jest suma prac

11*
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elementarnych, wykonanych na bardzo malych odcinkach As,
na jakie te droge dzielimy. Niech jednym z tych odcinkow jest
odcinek Pq = 03. Opiszmy z punktu O kota promieniami OP i Oq
i niech a, b beda, punktami przecigcia si¢ tych kot z prosta. AB.
Promien OP przetnie koto, przechodzace przez ¢, w punkcie P\
odlegtym 0 OP — OP' = Oa — Ob = ab od punktu P. Przyjmu-
jac, ze element drogi As jest dostatecznie maly, aby$Smy mogli
go uwazac¢ za odcinek linii prostej, znajdziemy, ze

=/.z/s.cos (/, z/s)

lub z uwagi, ze sita grawitacyjna w punkcie P ma kierunek pro-
stej PO, bedacej linig sit, przechodzaca, przez dany punkt drogi

%% —f.PP'=fab. (a)

Warto$¢ sily, zalezna od odleglosci danego punktu od punktu O,
jest ta sama w punkcie P, co w punkcie @, i w punkcie P’, co
w punkcie b, praca zatem elementarna, wykonana wzdluz ele-
mentu krzywej as, jest rOwna pracy, wykonanej na odcinku
linii sit migdzy punktami, lezagcymi w tej samej odlegtosci od O,
co poczatkowy i koncowy punkt elementu As. Prace te wyzna-
czymy, zakladajgc, ze sita dzialajaca ma na odcinku ab wartos¢
stalg, rOwna $redniej geometrycznej warto$ci w punktach a i b,
ktérych odlegtosci od punktu O niech bedg réwner 1 7z~

2% =k 2 =1 = km /11)
c T T .
P-1"p p pl

Postepujac w ten sam sposob z pozostalymi elementami
drogi, znajdziemy, ze praca, wykonana przez sily grawitacyjne
przy przesuni¢ciu wzdhuz dowolnej drogi APB, rOwna jest pracy,
wykonanej przez te sity wzdluz prostoliniowej drogi AB. Jezeli
przez rt, r2, ... rn oznaczymy odleglosci od O poszczegdlnych ele-
mentow drogi, na jakie rozbiliSmy prostoliniowy odcinek 4B,

J [ A—— [ - —(—— _ R =
.\/f 5J%= kmcm {] r,)+y( : 7:111_4 .4 (\r" T %
— km m 1 ]1-- *-1. (6)
¢ \tm T 4 X z

Praca zatem zalezy jedynie od odleglosci od punktu O kon-
cowego i poczatkowego punktu drogi, nie zalezy za$ od ksztaltu
drogi, wzdtuz ktorej przesuwala si¢ masa m.
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To rozumowanie wtedy tylko jest catkowicie Sciste, gdy ele-
menty drogi dr s3 nieograniczenie male. Dzialanie sily przyciagajacej
powoduje zmniejszanie si¢ odleglosci r masy m od punktu O. Pracy
dodatniej, wykonanej przez sile¢ grawitacyjna, odpowiada ujemna war-
to§¢ dr. Nieograniczenie mata praca, wykonana na tym odcinku,
roOwna jest zatem

m.m

rt dr,

praca za$§ catkowita
<G=_Rmcm j;‘\'dr:kincm \/- &Z— } 7>\.

W przypadku, gdy uktad przyciagajacy sktada si¢ z n punk-
tow materialnych, prace, wykonang przez wypadkowsg sit grawi-
tacyjnych przy przesunigciu punktu materialnego m z punktu
pola, odleglego odpowiednio o 74X r2,... rn od poszczegdlnych
mas, wytwarzajgcych pole, do punktu, dla ktorego analogiczne
odleglosci sa r', r', . ,77, wyznaczymy, biorac, zgodnie z twier-
dzeniem ust. 8 rozdz. I, sume¢ prac sit sktadowych

Y =2@G. = kmlim, -y a-

z1 ' I 1\r, 7y

/1 1) ‘ /1 I D
gdzie mX) m2, ... mn sqg masami poszczegélnych punktéw uktadu.
I w tym wiec przypadku praca zalezy jedynie od konicowego i po-
czatkowego potozenia masy przyciaganej wzgledem mas przycia-
gajacych. Tak bedzie rowniez i wtedy, gdy uklad przyciagajacy
sktada¢ si¢ bedzie z nicograniczenie wielu punktéw materialnych,
gdy wigc jest np. bryla; sity pola grawitacyjnego sg zatem sitami
zachowawczymi (rozdz. II, ust. 10), uklad za§ grawitacyjny —
uktadem zachowawczym.

Wzor (6 a) przepiszmy w nieco odmiennej postaci

oG = m{ k \/1;?1-;, %-4,- 4-—%1 —

Praca ta zachodzi kosztem energii potencjalnej uktadu, ktorej
zmniejszenie roOwne jest co do wartosci bezwzglednej pracy sit
pola. Oznaczajac przez £ energi¢ potencjalng uktadu, gdy masa
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m zajmowala potozenie poczatkowe, przez E) — energi¢ poten-
cjalng, gdy masa m znalazla si¢ w polozeniu koncowym, otrzy-
mujemy

lub ktadac

G =m(Vl— V2)=E|l— E), (8)

gdzie Vt i Y2 sa wielkosciami, majacymi dla danej konfiguracji
uktadu przyciagajacego w kazdym punkcie pola wartos¢ doktad-
nie oznaczong, niezalezng od wartosci przycigganej masy m, sa

wigc podobnie, jak natezenie pola G, wielkosciami, charaktery-
zujacymi dane pole. Zwiazkiem miedzy tymi wielko$ciami,
a energia potencjalng tlhumaczy si¢ nazwa potencjatu, jaka
nadajemy wielkosciom V.

Jak wynika z okres$lenia potencjatu, w punktach pola, dla

ktorych suma + -+ _. H---— ma t¢ samag wartos¢, po-
1 8 n
tencjaty sa rowne. Powierzchnie, bedace miejscem geometrycz-

nym punktéw o jednakowym potencjale, nosza nazwe p o-
wierzchni ekwipotencjalnych lub powierzch-
ni poziomu. W prostym przypadku jednego punktu przycia-
gajacego (lub takich bryt kulistych, ktéorych dziatanie mozemy
zastapi¢ dziataniem jednego punktu) powierzchnie poziomu sa
kulami o wspdélnym $rodku w punkcie przyciagajacym.

Gdy uktad przyciggajacy sklada si¢ z nieograniczenie wielu nie-

ograniczenie matych mas (gdy wigc uktadem tym jest np. jakas bryta),
potencjat danego punktu pola znajdujemy ze wzoru

(8.

gdzie r odlegtos¢ danego punktu pola od elementu di) bryly, p — ge-
sto$¢ tego elementu. Powierzchnia ekwipotencjalna wyrazi si¢ roOwna-
niem }'= stale;j.

Pojecie potencjatu wprowadzit do mechaniki w 1773 r. Lagrange,
nazwe¢ potencjalu nadal wielkoéci V' w 1828 r. Green (1793—1841).
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Wzor (8) pozwala nam w bezposrednim pomiarze wyznaczy¢
jedynie réznice potencjatow dwu punktéw pola. Warto$¢ kazdego
z tych potencjalow oddzielnie znajdziemy, zaktadajac, ze przycia-
gana masa m znajdowatla si¢ poczatkowo w dostatecznie wielkiej
odlegtosci od punktéw uktadu przyciagajacego, aby dziatanie gra-
witacyjne nie moglo by¢ wykryte przy pomocy jakichkolwiek
przyrzadow. Mowimy wtedy, ze masa m znajduje si¢ poza gra-
nicami pola. Potencjal 71 réwny jest tym razem zeru,
jak to wynika bezposrednio ze wzoru (7), gdzie kladziemy
-x =12 = ... =rn= 00 (co jest rownowazne zatozeniu, ze kazda

ze sktadowych sit przyciagajacych - — k mTn2 = 0). Mamy wigc
Ti

— =-Va (8b)

Potencjat zatem danego punktu pola réwny jest liczbowo co
do wartosci bezwzglednej pracy pola przy przeniesieniu jed-
nostki masy spoza granic pola do danego punktu. Wymiar po-
tencjalu otrzymujemy ze wzoru (7) lub (8 b)

N=-"">—=Lx»T-\ )

czemu w uktadzie C. G. S. odpowiada cm®.

Potencjatl i natezenie pola sg wiec zwigzane w ten sam spo-
sob, jak praca i sita.

Znajac ksztalt i rozmieszczenie powierzchni poziomu, mo-
zemy bez trudu wykresli¢ linie sit pola. Niech masa m przesuwa
sic wzdhuz jednej z powierzchni ekwipotencjalnych; praca sit
pola jest, jak to wynika ze wzoru (8), zawsze réwna zeru bez
wzgledu na dlugos¢ i kierunek przebytej przez mase¢ drogi. Jest
to mozliwe tylko wtedy, gdy sity pola sg w kazdym punkcie drogi
do niej prostopadte, gdy wigc linie sit sg prostopadie do po-
wierzchni poziomu. Jezeli poza tym znamy warto$ci potencjatow
na kazdej z tych powierzchni, mozemy wyznaczy¢ réwniez i na-
tezenie pola.

Niech powierzchnie AB i CD (rys. 105) sg powierzchniami
poziomu o wartosci potencjatu, rownej odpowiednio C i C -f- JIC.
Przypus$émy, ze sily grawitacyjne przesuwaja mas¢ m z punktu
E jednej powierzchni do punktu F na powierzchni drugiej, leza-
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cego na tej samej linii sit. Oznaczajac odcinek EF, stanowigcy
najkrotszg odleglo$¢ miedzy tymi powierzchniami (jako prosto-
padlty do obydwu) przez An, otrzymamy na prace sil grawita-
cyjnych

=/-zm=m. G-dn = mCC— C— z/C) = — mJC

skad G=—7" <10
Praca A”jest dodatnia, gdy ACjest ujemne, potencjat za-

tem powierzchni 4B, na ktorej lezy

V-C punkt F, musi by¢ mniejszy od po-
tencjatu C. (Poniewaz C ma zawsze
znak ujemny, mamy, ktadac

N\ C=-Ci, -Ce- V" CK-CO.
rX. Natezenie pola ma zatem kie-
EmC¥ne X. runek potencjatdbw  malejacych.

A Wielko§¢ —, bedaca miara zmniej-
rys. 105 L . .
szania si¢ potencjatu, odniesionego

do przesuni¢cia o jednostke dlugo$ci w kierunku prostopadlym
do powierzchni ekwipotencjalnej, nazywamy spadem po-
tencjatu.

Oznaczmy przez dV zmiang potencjatu na odcinku dn normalne;j
do powierzchni ekwipotencjalnej w kierunku natgzenia pola. Mamy

wtedy, zgodnie z (10), G = v Nazwijmy wektor o wartosci row-

nej spadowi potencjatu i o kierunku, w ktérym potencjal najszyb-

ciej wzrasta, gradientem potencjatu (lac. gradiens — poste-
pujacy) i oznaczmy go przez grad. Bedziemy mieli
G-—grad V. (io a)

Jest rzecza oczywista, ze stosunek zwigkszania si¢ potencjatu do
dlugosci drogi, na ktorej zwigkszanie to nastepuje, ma warto$¢ naj-
wicksza w kierunku normalnej do powierzchni ekwipotencjalnej; odci-
nek bowiem dn jest najkrotsza odlegtoscia migdzy dwiema powierzch-
niami ekwipotencjalnymi.

4. SPRAWDZENIE DOSWIADCZALNE ZALOZEN TEORII
NEWTONA

Potwierdzenie zalozenia, ze sita ci¢zkoSci, ktorg ziemia
dziala na otaczajace ciala, jest identyczna z silg, ktora utrzymuje
planety w ich ruchu krzywodroznym dookota stonca, Newton



169

widziat w zgodnos$ci liczb, otrzymanych przy obliczeniu wedlug
wzordéw, ustalonych przez prawo grawitacji, przyspieszenia, ja-
kie ziemia udziela ksiezycowi, z liczbami, jakie dajg pomiary bez-
posrednie.

Przecigtna odlegtos¢ ksiezyca od ziemi rowna jest mniej
wiecej 60 promieniom ziemskim. Przyspieszenie, jakiego ziemia
udziela ksiezycowi, powinno by¢, zgodnie z prawem grawitacji,
60l razy mniejsze od przyspieszenia, jakiego doznaja ciala,
znajdujace sie¢ w poblizu ziemi. Przyjmujac, ze przyspieszenie
to rowne jest 981 cm/sek2, otrzymujemy na przyspieszenie ksie-
zyca ak

ak = 981:60* = 0,2725 cm/sek). (a)

Wielko$¢ ah mozemy wyznaczy¢ z obserwacyj astronomicznych.
Niech 7k oznacza promien orbity ksiezyca, o ktorej zakladamy
dla uproszczenia, ze jest kolowag (w rzeczywisto$ci, stosunek naj-
wigkszej do najmniejszej odleglosci ksiezyca od ziemi jest taki,
jak 1000 :896). Przyspieszenie dosrodkowe, jakiego doznaje
ksiezyc,

421

an:p_: 'pl .

gdzie T czas tzw. obiegu gwiazdowego ksiezyca (to jest czas,
w ciagu ktorego ksiezyc wrocilby do swego potozenia poczatko-
wego wzgledem ziemi, gdyby ziemia byta nieruchoma wzgledem
stonca) ; czas ten rowny jest 2,3606.10¢ sek; 7k YO'wive jest, jak
byla mowa wyzej, 60 R; przyjmujac za Helmertem na wartos$¢
promienia ziemi warto$¢ promienia kuli o tej samej objetoscei,
co ziemia, mamy R — 6,371.10® cm; stad

ak = 0,2719 cm/sek 2, (b)

co, jak na bardzo uproszczony rachunek, jest w wystarczajacej
zgodnosci z otrzymang poprzednio liczbg (a).

Jezeli tak, to i przyspieszenie, udzielane cialom, znajduja-
cym si¢ w poblizu ziemi, powinno zmniejsza¢ si¢ wraz z ich od-
dalaniem si¢ od jej powierzchni. Wniosek ten, sprzeczny z wyni-
kami obserwacyj Galileusza, wedhug ktorego ciala spadajg na
ziemi¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, zostat po raz pierw-
szy stwierdzony z dostateczng Scistoscia przez Jolly’ego (1878 r.
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rys. 106

i 1883 r.). Do szalek czulej wagi przy-
czepiona jest na dlugich drutach (o diu-
gosci przeszto 5 m w jednej serii po-
miarow, 21 m — w drugiej) druga
para szalek. Przycigganie dwu moz-
liwie réwnych mas mx i ml porow-
nywano w ten sposob, ze poczatkowo
mas¢ mx kladziono na dolnej szalce,
m2 — na gornej i réznice przyciagan,
doznawanych przez te dwie masy,
rownowazono dodatkowymi odwazni-
kami, kladzionymi na gornej szalce;
nastepnie przenoszono m) na szalke
dolng, mx — na gorng i zné6w réwno-
wazono.

Dla usunigcia poprawki na strate wagi
w powietrzu nie uzywano zwyklych szalek,
lecz na kazdym ramieniu wagi zawieszano po

dwie kule szklane o tej samej objetosci; jed-
na z tych kul byla wypehiona rtecig, druga

za$ pusta (rys. 106); masy mi i m2 s3. zatem masami rtgci wypel-
niajacymi kule Mi i M2. Wtedy, jakkolwiek bySmy przewieszali kule,
parcie do gory z obydwu stron jest zawsze jednakowe.

Zaktadajgc, ze ziemia jest nieruchomg kulg jednorodng lub
tez taka, ktorej gestos¢ zmienia si¢ proporcjonalnie do odlegto-
sci od jej Srodka, znajdziemy, ze sita, z jaka ziemia dziala na
ciatlo o masie m, umieszczone w odlegloéci / od jej powierzchni,
jest do sily, wywieranej na to samo ciato, lezace na jej po-

wierzchni, w stosunku

Jb'l*

stad

~ G°CR + hy i

m Gh R*
mG» (R+ h)*

~ w7 =T

V+7
gdy K jest, jak w pomiarach Jolly’ego, mate w poréwnaniu z R.
Stad stosunkowe zmniejszenie ci¢zaru, przypadajace na jed-

nostke wzniesienia

00 @
h Go R
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co, po podstawieniu R = 6,371.10® m, daje na | m wzniesienia
310.10-9 —.

m

Jolly otrzymal ze swych pomiaréw warto$¢ nieco mniejsza:
301.109 —\(w pierwszej serii 28/5.10~9
m

)» Okoto tej war-
m

tosci wahaja si¢ liczby, otrzymane w analogiczny sposob przez
pozniejszych badaczy, jak Thiesen (1890 r.), Riofrarz i Krigar-
Menzel (1894 r.) oraz inni. Najblizszg warto$ci teoretycznej jest

liczba, otrzymana przez Thiesena 309.10~9 o

Wzor (c) stosuje si¢ jedynie do przypadkéw, gdy /i oznacza
wzniesienie ciata przyciaganego ponad powierzchnia ciala przyciaga-
jacego, ktorg uwazamy za powierzchni¢ poziomu, nie obowigzuje wigc
w przypadku, gdy / jest wysokoscig gory lub ptaskowzgodrza ponad
poziomem morza; wtedy bowiem nalezy réwniez uwzgledni¢ przycia-
ganie, wywierane przez mas¢ danego wzniesienia. Z podanych wyzej
danych liczbowych wynika, Ze cialo podniesione o 100 m w powietrzu
ponad powierzchni¢ ziemi, doznaje przyspieszenia o 310.10~T Gy
mniejszego niz na powierzchni ziemi, w szerokos$ci wigc geograficz-
nej 45° przyspieszenie jego wynosi 980,64 — 0,03 = 980,61 cm/sek-’.
Roznica, jak widzimy, jest tak mata, ze catkowicie usprawiedliwia
przytoczone wyzej zalozenie Galileusza.

Podobnie zostalo potwierdzone w doswiadczeniach, wyko-
nanych na ziemi, drugie zalozenie teorii cigzenia powszechnego,
a mianowicie proporcjonalnos¢ sity przyciagajacej do przyciaga-
nej masy. Za pierwsze doswiadczalne potwierdzenie tego nie-
zmiernie waznego faktu mozna uwaza¢ wyniki, otrzymane przez
Galileusza przy badaniu ruchu ciatl, spadajacych pod dziataniem
sily ciezkosci. Galileusz stwierdzil, ze wszystkie ciata, spadajace
jednoczesnie z tej samej wysokosci z predkoscia poczatkowa
rowng zeru, przebiegaly t¢ samg droge w ciggu tego samego
czasu. Zatdézmy za Galileuszem, ze przyspieszenie kazdego z tych
cial miatlo we wszystkich punktach drogi warto$¢ niezmienng.
Oznaczajagc przyspieszenie dwu dowolnych cial odpowiednio
przez at i a2, otrzymujemy

», =4"a-0 FFe
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skad, wobec tego, ze =—s i, jak to wynika z pomiaru, & = t2,
at = al— a. Przyspieszenia zatem tych cial sg jednakowe. Stad
wynika, ze sity, na nie dzialajace,

Ji=mla 1 /2=—mla

sg do mas tych cial proporcjonalne. To niezalezne od rodzaju
ciala przyspieszenie bedziemy oznaczali w przypadku swobod-
nego spadku ciat literg g

Newton potwierdzit ten wynik do$wiadczen Galileusza, mie-
rzac z wigkszg o wiele, niz Galileusz, doktadnoscig, okres waha-
nia wahadla, w ktérym wahajagcym si¢ punktem materialnym
(patrz, rozdz. 11, ust. 13) byly ciala, znacznie r6znigce si¢ swymi
wlasno$ciami fizycznymi.

Newton na nici dlugosci okolo 3,3 m zawieszat okragle drew-
niane naczynie, wypehiajac je kolejno zlotem, srebrem, otowiem,
szktem, piaskiem, solg, woda i pszenica.

Okazato sie, ze okres wahan tych wahadel nie zalezal zu-
pelnie od rodzaju zawieszanej masy, lecz jedynie od dlugosci
wahadta, zgodnie ze wzorem (13 a) ust. 13 rozdz. II, w ktorym
po podstawieniu Q = mg, otrzymamy

T=2n"J ., (U)

Bessel w doswiadczeniach, wykonanych ta sama metoda, lecz
jeszcze znacznie dokladniejszych, ustalit (1830 r.), ze okresy wa-
han wahadet o tej samej dtugosci zredukowanej (patrz rozdz. 111,
ust. 5), zbudowanych z réznych materialdéw, roézniag si¢ w tym

samym miejscu ziemi mniej niz o + Jeszcze dalej do-

ktadnos¢ pomiarow posunagt Eotvos (1909 r.), positkujac sie me-
toda, odmienng od poprzednich, a ktéra pozwolita mu stwier-
dzi¢, ze rdznica sit, z jakimi ziemia dziatla na ciata o réwnych
masach, lecz poza tym réznigce si¢ swymi wilasnosciami fizycz-

nymi, na pewno me przewyzsza "QQQQQ QQQ warto$ci ich mas.

Innymi stowy, mierzac mas¢ 1 kg metodg dynamiczng (rozdz. 11,
ust. 3), a nastepnie przy uzyciu wagi, mozemy by¢ pewni, ze
roznica otrzymanych wartosci nie przekracza 0,01 mg.
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Zgodno$¢ tych pomiaréow, wykonywanych z coraz to wiek-
sza dokltadnoscia, dochodzacg juz, jak si¢ zdaje, do kresu tego,
co mozna osiggna¢ przy uzyciu znanych nam dotychczas przy-
rzadoéw, pozwala stwierdzi¢, ze istotnie w tym samym miejscu
na powierzchni ziemi sila cigzko$ci udziela wszystkim cialom
tego samego przyspieszenia, ze zatem cigzar ciala jest do masy
jego proporcjonalny

0 = mg. (12)

Tego wniosku nie moga ostabi¢ wyniki doswiadczen Bruska,
ktory, opierajac si¢ na zatozeniach stworzonej przez siebie teorii gra-
witacji, probowal wykazaé zalezno$¢ przyspieszenia grawitacyjnego
od magnetycznych wiasnoséci ciat (1921 r., 1922—1923 r., 1925 r.).
Pomiary Brusha zostaly zakwestionowane przez Pottera (1922 r.,
1927 r.) i Wilsona (1922 r.), ktérzy jego doswiadczenia powtérzyli.
Podobnie nie zostalo potwierdzone przypuszczenie, wypowiedziane
przez Richardsona, o zaleznosci przyciagania od elementarnych sktad-
nikow atomu przyciagganego ciala (Potter 1923 r.). Wczedniejsze
(1910 r.) od wyzej przytoczonych pomiary Southerna, wykonane
z cialami promieniotworczymi, rowniez nie wykazaty zadnych, dajg-
cych si¢ wykaza¢ doswiadczalnie, odstepstw od zatozenia proporcjo-
nalno$ci cigzaru i masy.

Nie znalazly tez dotychczas nalezytego potwierdzenia hipotezy,
dotyczace wplywu S$rodowiska, znajdujacego si¢ miedzy przyciaga-
nymi masami, na warto$¢ i kierunek sily przyciagania. Nieliczne do-
$wiadczenia, z ktorych by wynikato, ze wptyw taki istnieje (Crémieu
1908 r., Schlomka — 1927 r., a zwlaszcza Mayorana — 1919 r., 1921 r.,
1930) sa odosobnione i zdajg si¢ by¢ w sprzecznosci z danymi, otrzy-
manymi przez innych badaczy (E&tvos—1922 r.).

5. WYZNACZENIE STALEJ GRAWITACII

Z zalozenia proporcjonalnosci miedzy sila grawitacyjng
i masg wynika, ze statla grawitacji x jest niezalezna zar6wno
od wielkosci, jak i od wlasnosci fizycznych przyciaganej masy.
Whiosek ten zostal potwierdzony przy wyznaczaniu tej wielkosci.

Metody uzytych w tym celu pomiar6w mozna podzieli¢ na
dwie grupy: w jednej z nich pomiary polegaja na wyznaczeniu
zmian, zachodzacych w normalnym przyciaganiu, wywieranym
przez ziemie, przy zmianie rozmieszczenia mas przyciagajacych
w poblizu ciata przyciaganego, w drugiej wyznaczane s3 bezpo-
srednio sily ciagzenia, z jakimi dzialajg na siebie wzajemnie
dwie masy.
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Za pierwowzor pomiardw pierwszej grupy mozna uwazaé me-
todg, zastosowana po raz pierwszy przez Bouguera (1750 r.). Niech
w punktach O i O po dwu stronach géry znajduja si¢ wahadla OA4
i OA' (rys. 107). Pod dzialaniem sity ci¢zkosci, nie zakldconym przez

rys. 107

przycigganie goéry, wahadta bylyby w réwnowadze w potozeniu OAo
i O Ao, proste ZfiAu i Z'oA'i wyznaczalyby wtedy kierunek pionow
w miejscach zawieszenia wahadet. Gdy punkty O nie sa zbyt od
sicbie odleglte, mozemy piony te uwaza¢ za rownolegle (ust. 9),
i katy, jakie tworza z prostymi OG, wskazujacymi kierunek, w jakim
widzimy t¢ sama gwiazde staltg, patrzac na nig z punktéw O, za rowne.
Przyciaganie gory spowoduje odchylenie punktéw materialnych
An i JI', kierunek nici wahadet AZi i 4'Zi wyznaczy kierunek wy-
padkowej cigzaru wahadet i sily przyciagania, z jaka goéra na nie
dziata. Oznaczajac przez «i kat ZiOG, przez «2 — analogiczny kat dla
drugiego wahadla znajdziemy w przypadku, gdy sily, z jakimi gora
dziata na wahadlo, sg réwne, ze odchylenie # pionu od kierunku nor-
malnego

0=y(<<i~

stad przyspieszenie, jakiego udziela wahadtu sita przyciagajaca gory,
rowne jest g. tgfl. PorOwnywajac otrzymang w ten sposob wartosé
z obliczong ze wzoréow, podanych w ust. 3, mozemy wyznaczy¢ k.
Jest to mozliwe, oczywiscie, tylko wtedy, gdy dana géra ma ksztatt
zblizony do bryly prawidlowej i gdy znamy dokladnie jej gestosé.

Totez pomiary Bouguera i nastepne doktadniejsze pomiary Ma-
skelyne’a i Huttona (1776 r.) maja dzisiaj tylko historyczne znaczenie.

W grupie pierwszej nalezy przede wszystkim wymieni¢ po-
miary Jolly’ego, wykonane (w 1880 r.) przy uzyciu wagi, opi-
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sanej w ustgpie poprzednim. Pod cialem znajdujacym si¢ na
szalce dolnej, ktorego nadwyzka ci¢zaru nad cialem, umieszczo-
nym w szalce gornej, byta zrownowazona przez cigzary dodat-
kowe, umieszczano duza kule olowiang tak, aby $rodki mas kuli
i ciala, lezacego na szalce, znajdowaty si¢ na tym samym pionie.
Przycigganie kuli olowianej, dziatajac w tym samym kierunku,
co cigzar, powoduje naruszenie réwnowagi; ci¢zar odwazni-
kéw, jakie nalezalo dodaé, aby rownowage przywrdcié, rowny
jest sile przyciagajacej kuli otowiane;j.

Inne metody, ktore by mozna do tej grupy zaliczy¢, jak
np. metoda Airy'ego (1853 r.), polegajaca na wyznaczeniu
zmian okresu wahan wahadla, przeniesionego z powierzchni
ziemi na dno szybu kopalni wegla (o glebokosci 383 m), na
og6l nie pozwalaja osiggnaé takiej doktadnosci, jaka uzyskali,
stosujac metod¢ Jolly’ego, Poynting (1894 r.), a zwlaszcza Ri-
charz i Krigar-Menzel (1898). Otrzymana przez nich warto$¢

k = 6,68 .10’ Cm— bardzo malo si¢ r6zni od wartosci, uwa-
gsek!

zanej obecnie za najprawdopodobniejsza, a wyznaczong przy
uzyciu metod drugiej grupy.

Z metod, analogicznych do metody Jolly’ego, zastuguje na wspo-
mnienie metoda Bergeta (1893 r.). Stata pr¢zno$¢ pewnej objetosci
gazu rownowazyla cig¢zar stupa rteci w manometrze, umieszczonym
nad powierzchnig stawu. Berget wyznaczal, przy uzyciu metod op-
tycznych, zmian¢ wysokosci tego stupa, gdy spuszczano wode ze
stawu, zmniejszajagc w ten sposob sile przyciagajaca, dzialajaca na

rte¢. Berget' otrzymal na k liczbg 6,80.10°%8 .

Druga grupa pomiaréw polega na uzyciu do wyznaczenia
sily ciazenia tzw. wagi skrecen, przyrzadu, zbudowanego
w 1750 r. przez Michella i zastosowanego nieco pozniej (1785 r.)
przez Coulomba do pomiarow sit elektrycznych i magnetycz-
nych oraz przez Cavendisha (1798 r.) do wyznaczenia stalej
grawitacji.

Na koncach lekkiej belki poziomej, zawieszonej w swym
srodku masy na sprezystej nici, umocowane sg mate rowne
masy 4, B. W poblizu tych mas umieszczone sg dwie duze
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rowne masy | 1 2 w ten sposob, aby ich dzialania grawitacyjne
miaty wzglgdem osi O0' momenty jednakowe (rys. 108). Obrot
belki dookota osi 00" pod dzialaniem sil przyciagajacych powo-
duje skrecanie nici 1 powstanie sit sprezystosci, przeciwdzia-
lajacych obrotowi belki. Belka obroci si¢ o taki kat a, przy kto-
rym moment sit sprezysto$ci bedzie rowny i przeciwnie skiero-

rys. 108

wany do momentu sil cigzenia. Oznaczajagc moment sil sprezy-
stosci w tym potozeniu przez Da, masy przyciagajacych si¢
cial przez mci m, dlugos¢ belki, bedaca przy odpowiednim umie-
szczeniu mas | i 2 ramieniem sily grawitacyjnej, przez [/ (linie
taczace srodki kul 1 i 2 z punktami materialnymi 4 i B, sg pro-
stopadte do ptaszczyzny rysunku), mamy

o fmom

gdzie wszystkie wielkos$ci z wyjatkiem x moga by¢ wyznaczone
przez bezposredni pomiar. (Wielkos¢ D znajdujemy, mierzac
okres wahan belki, rozdz. III, ust. 5). Stad

Ti 1

%
m,.m /

x— Da’
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Metode te znakomicie udoskonalit Boys (1895 r.), zmniej-
szajac rozmiary przyrzadu i zawieszajac belke na cienkiej nici
kwarcowej. W ten sposob zostata znacznie zwiekszona czulo$é
pomiaru i usunig¢ta jedna z gtownych przyczyn biedu, a mia-
nowicie, powolne ustalanie si¢ potozenia zerowego wagi, tzn. tego
polozenia, jakie belka zajmuje przy nieskreconej nici, kwarc
bowiem po usuni¢ciu sit dziatajacych prawie natychmiast cat-
kowicie si¢ rozkreca.

Braun (1896 r.), uzywajac przyrzadu Boysa, zastapit mie-
rzenie odchylen pomiarem okresu wahan belki wagi. Niech
masy | i 2 znajdujg si¢ na przedtuzeniu belki, ktérg odchylamy

0

rys. 109

o niewielki kat a (rys. 109). Na belk¢ w potozeniu 4 B’ dziataja,
oproécz momentow sil sprezystosci, momenty sit grawitacyjnych.
km .m km .m
Momenty te sg rowne —Azcla +O0'C 1 —DOt  O'D. Umieszczajac
masy |12 w jednakowych odleglosciach od A i B tak, aby O'C =
= O'D, oraz pomijajac bardzo matg w porownaniu z poczatkowa
warto$cig zmiang odleglosci srodkow kul 112 od A i B, moment
sit grawitacyjnych mozemy wyrazi¢ wzorem
Q4

!
M = JLL-.0'C, gdzie O'C= ("-r) sin £=(/ + >+)/2.

Wyklady fizyki, t. 1 12
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Dla matych katéw a 1 mamy

>A4 ia=yZA , skqdﬁ=a—ll

2km .m
M= e —-- (/4-r)la — Dxa.
Laczny moment kierujacy jest zatem rowny
2km .m
D*Dx=D-V---—- ~——(14-"],
skad okres wahan
B
DA-0.
Oznaczajac okres wahan belki pod dzialaniem jedynie sit spre-
zystosci przez 7, mamy
A Y

Z tych dwu réwnan otrzymujemy

T =21

I 71 4niB*DI

1 ostatecznie
} i 1)
Dy =----'+ N L N

Te metode wahnig¢, zastosowal ostatnio Heyl (1927
i 1930 r.), umieszczajac wage skrecen w prozni. W pierwszej
serii pomiaréw otrzymal na « liczbe 6,664.10-8 Cm. . w drugiej

gsek2’
6,670.10-8 cme' Uzywajac cial z r6znego materiatu, Heyl jeszcze

raz potw1erdzﬁ proporcjonalno$¢ sily grawitacyjnej do masy,
wykazujac, ze k nie zalezy od rodzaju przyciagajacych si¢ ciat.

Zestawiajac wyniki pomiaréw Heyla z wynikami, otrzyma-
nymi poprzednio, za najbardziej prawdopodobng wartos¢ statej
grawitacji mozemy uwazac

6,66. 10-8—""7
g sekl
Ze wzoru
m.m
meg = K—— )

gdzie mz masa ziemi, r — odleglos¢ przyciqganego ciala od jej
srodka, mozna, znajac k, wyznaczy¢ m .
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Ktadac ﬂr=981—Ai];_E R — 6 371 ¢ ¥0§ cm (patrz, ust. 4)
se

i fc=6,66.10~% ¢ , znajdujemy, ze masa ziemi

Cm
g se
mx = 5,979.10” g.
Uwzgledniajac istotny ksztalt ziemi, znajdujemy
mz=5,997.1027 g.
Stad przecigtna ggstos¢ ziemi

m
d=——=15,52g/cm}

Gestos¢ ta jest prawie dwukrotnie wicksza od przecigtnej gesto-

$ci warstw powierzchniowych, réwnej mniej wigcej 2,9 g/cm3.

W réznych punktach kuli ziemskiej gesto$¢ ta ma wartos¢ na

ogot rézng, zmieniajac si¢, jak to wynika z zestawienia, podanego

przez Washingtona (1922 r.), od wartosci 2,77 g/cm3 do 3,09 g/cm3
zaleznie od wysoko$ci ponad poziomem morza.

Ziemia zatem nie jest bryla jednorodna: jej warstwy we-
wnetrzne posiadajg gesto$¢, znacznie przewyzszajaca gestosé
cial, tworzacych jej skorupe, dostepna bezposrednim pomiarom.

Znajagc mas¢ ziemi, mozna wyznaczy¢ mas¢ stonca ze wzoru

(2b), gdzie /'= ~m*rmz (T — czas obiegu ziemi dookota stonca,
T — odleglo$¢ ziemi od stonca), C = k; wzor ten przepiszmy w postaci

4 sl 4J1*23_

— T"mz =A(m,+»iz)mz 1 m8 = mz.

Znajac za$ mas¢ stonca, mozna w analogiczny sposéb wyznaczy¢
masy innych planet.

6. WPLYW RUCHU OBROTOWEGO ZIEMI NA WARTOSC I KIE-
RUNEK PRZYSPIESZENIA g ORAZ NA RUCH CIAL ZIEMSKICH

Gdyby ziemia byta nieobracajaca si¢ kula, warto$¢ przyspie-
szenia g, wyznaczonego czy to z okresu wahan wahadla odwra-
calnego o znanej dlugosci zredukowanej (rozdz. III, ust. 5) czy
tez z pomiaru przyspieszenia swobodnie spadajacego ciata, mia-
laby we wszystkich punktach powierzchni ziemi warto$¢ t¢ sama,
rowng warto$ci G nate¢zenia pola grawitacyjnego, wytworzonego
przez kule o masie, rownej masie ziemi, w punkcie odlegltym o R

m
od jej srodka, a wigc wyrazong wzorem G= k YT Wektor g
12*
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bytby skierowany wzdluz promienia kuli ziemskiej ku jej $rod-
kowi ; taki kierunek miatyby wszystkie piony, wystawione w do-
wolnym punkcie powierzchni ziemi, w tym kierunku spadatoby
pod dziataniem sity ci¢zkosci kazde swobodne ciato, umieszczone
w poblizu ziemi. Ziemia jednak nie jest kulg nieruchoma, lecz
obraca si¢ dookola osi, przechodzacej przez jej bieguny i ten jej
ruch sprawia, ze przyspieszenie g nie jest bynajmniej réwne
nat¢zeniu G pola grawitacyjnego ziemi kuliste;.

Przypusémy, ze obserwowane przez nas cialo znajduje si¢
w punkcie 4 kuli ziemskiej, potozonym pod szerokoscig geogra-

ficzng y. Cialo to, obracajac si¢ razem z ziemig wzgledem uktadu,
zwigzanego z gwiazdami stalymi, opisuje w ciagu doby koto
o promieniu R cosy (rys. 110). Silg dosrodkowsa, utrzymujaca
cialo w tvm ruchu obrotowym, jest sktadowa /7 w kierunku pro-

mienia kota 40’ sity grawitacyjnej mG. Skladowa druga mg,

rowna mG — fi , jest ta wielkoScia, ktora wyznaczamy bezpo-
$rednio z pomiaréw, mierzac np. napi¢cie nici, na ktorej zawie-
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szone jest ciato m, lub tez cis$nienie, jakie cialo wywiera na pod-
stawe. Skladowa ta tworzy z kierunkiem promienia ziemskiego
kata, ktéry mozemy wyznaczy¢é w sposob nastepujacy (rys. 111).

Opu$émy z punktéw B i D prostopadte na kierunek sktadowe;j
AC. Mamy DF = mG sin a i, przyjmujac kat BAH za rowny y,
BH = f siny, skad wobec tego, ze DFF = BH

mG sina = fi siny, (a)
mamy rowniez AH— CF, skad CF = f cosy i
mG cosa = mO0! 4-_fd cosy. (b)
Dzielgc réwnanie (a) przez (b), znajdujemy
__ /dsiny
iga = TMA+}dCOSy (13 a)
lub z uwagi, ze fd = — = mw”Rcosy
Wl R sin'y cos @
l‘ Pl
€4 cosly (13b)
Odchylenie to jest najwigksze dla y =45°. Kladac

2 1c

00104
mierzony w $rednich sekundach stonecznych),

R=26,371.108 cm, g45=—980,6 cm/sek2,

< (86164 sek jest to czas trwania doby gwiazdowej,
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znajdujemy, ze cosa=20,9998 i a=>5'56". Kierunki wigc
pionow, wystawionych w réznych punktach kuli ziemskiej, nie
przecinajg si¢ na ogét w jednym punkcie. Przyjmujgc cosa = 1,
co, jak widzieliSmy, w matym stopniu wptynie na wynik, otrzy-
mujemy ze wzoru (b)

g = Gcosa—we Rcos2ep™G — aPR cosl y (14)
Na rowniku ¢ réwne jest zeru, mamy zatem

G=g (IR

i po podstawieniu do wzoru (14)

op = So+"~AEshPy = g0(1 + sin2y) = #0(1 +"sin’y) (14a)

gdzie g = ;O b = 0,00343. Helmert (1901 r.), stosujac rachu-

nek dokladniejszy, przyjmuje y za rowne 0,0034677, a wigc za

prawie réwne = —}t - . Stad
289 17%

G=<Z.(1+"1) (14b)

lub, pomijajac druga i wyzsze potegi utamka
o = #(1—iTF)" (140)

Gdyby wiec predkos¢ katowa ziemi wzrosta 17 razy, przyspie-
szenie Po na réwniku rowne byloby zeru.

Do tych samych wnioskow mogliby$my dojs¢ i na innej
jeszcze drodze. Biorgc za uktad odniesienia ziemi¢, musimy,
zgodnie z wywodami ust. 21 rozdz. II, zalozy¢, ze na dane ciato
oprocz sily grawitacyjnej dzialajg jeszcze sily bezwladnosci,
sprowadzajace si¢ w przypadku, gdy cialo nie zmienia swego
polozenia wzgledem ziemi, do sily odsrodkowej. Cigzar ciala

jest wypadkowa sily grawitacyjnej mG i sily ods$rodkowe;j
mailR cos <. Te¢ wlasnie wypadkowa otrzymujemy z pomiarow
przyciagania ziemskiego, nie znamy bowiem zadnego sposobu,
ktory by pozwolil na wyznaczenie kazdej z tych sktadowych od-
dzielnie.

Gdy ciato porusza si¢ wzgledem ziemi z predkoscia  oprocz
sily odsrodkowej wystepuje jeszcze sila Coriolisa (rozdz. II,
ust. 21). Poniewaz ziemia obraca si¢ z zachodu na wschod, wektor
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predkosci katowej w skierowany jest z potudnia na podinoc
(rys. 112), wobec czego sila Coriolisa odchyla ciata, poruszajace
si¢ w plaszczyznie poziomej, na potkuli péinocnej w prawo, na
potudniowej w lewo od obserwatora, patrzacego w kierunku ru-
chu ciata. Warto$¢ przyspieszenia, udzielonego przez t¢ silg, mo-

zemy wyznaczyC stosunkowo do$¢ tatwo, positkujac si¢ dowo-
dzeniem, danym przez Diesselhorsta.

Niech punkt kuli ziemskiej M, o szerokosci geograficznej y.
bedzie poczatkowym polozeniem ciala, poruszajacego si¢ z pred-
koscig V' w kierunku MR wzdtluz plaszczyzny poziomej. Prze-
prowadzmy w punkcie M styczng do potudnika MN; plaszczyzna
NMR jest wtedy plaszczyzng poziomg, przechodzacg przez
punkt M. Kat, jaki predkos¢ v tworzy z kierunkiem dodatnim
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osi, rowny jest katowi AMR, gdzie AM // ON. Przyspieszenie
Coriolisa jest zatem rowne

a, = 2vwsin AMR

Przyspieszenie to jest prostopadie do ptaszczyzny AMR i tworzy
z pionem kat E, roéwny katowi, jaki tworzy plaszczyzna AMR
z plaszczyzng pozioma NMR; sktadowa jej pionowa

acp = 2Dw sin (AMR) cos e (a)
sktadowa za$ pozioma
ach = 2Dco sin (AMR) sin £ (b)

Dla wyznaczenia kata £ opuszczamy z A prostopadla na MN, ze
spodka za§ B tej prostopadlej prostopadta BC na prosta MR.
Ptaszczyzna ABC jest prostopadta do ptaszczyzny poziomej NMR.

Z trojkatéw ABC 1 AMC znajdujemy : cose = BC, sin (AMR) =
:f\%% stad sin (AMR) cos E :%_ Z trojkata MBC mamy:
BC = MB smd=MA cos ¢ sin d, gdzie S kat, jaki predkos¢ po-
ruszajgcego si¢ ciata tworzy z kierunkiem péinocnym w danym
miejscu ziemi. Ostatecznie wigc mamy

sin (AMR) cos E=cos psind i a =2vajcosgsind (15 a)
sktadowa ta, rbwna zeru na biegunie, ma najwigcksza wartos¢
wtedy, gdy cialo porusza si¢ wzdluz rownika (<p = 0, d = 90°
Iub 270°). Skladowa ta jest skierowana do goéry, gdy d > 0,
a wiec, gdy cialo porusza si¢ z zachodu na wschod, wtedy przy-
spieszenie Coriolisa zmniejsza ci¢zar ciata; jest za$ skierowana
na dot i zwicksza cigzar, gdy cialo porusza si¢ ze wschodu na
zachod.

O wielkos$ci tego dziatania moze nam da¢ pojecie przyktad, po-
dany przez Eo6tvosa, w ktérym zmieniliSmy tylko dane liczbowe.
Czlowiek, wazacy 75 kg i idacy w okolicach Warszawy (p=152° 14")
z zachodu na wschod z predkoscia 5 km/godz, traci na cigzarze
okoto 0,9 g; idgc w kierunku przeciwnym tylez zyskuje, jest wigc
ciezszy, niz poprzednio, o mniej wiecej 1,8 g.

Podobnie znajdziemy, ze

sin s = 47, skad sin (AMR) sin E = lub z uwagi,
AC MA
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ze sing = Ijé\l/il sin (AMR) sins = siny i
ach = 2 Vwsin ¢, (15b)

Przypusémy, ze na poruszajacym si¢ z predkoscia i) okrecie
umieszczony jest pion; sktadowa pozioma przyspieszenia Corio-
lisa spowoduje odchylenie pionu od tego kierunku, jaki pion
wyznacza, gdy okrgt jest nieruchomy. Odchylenie to, wzrasta-
jace wraz z predkoscia, najwicksze jest na biegunie, spada zas
do wartosci zero na réwniku. Ta sktadowa powoduje zboczenie
ciata od poczatkowego kierunku ruchu lub tez cisnienie na prze-
szkodg, uniemozliwiajaca to zbaczanie. W okolicach Warszawy
(y = 52° 14") wartos¢ tej sktadowej, dzialajacej na ciato, po-
ruszajace si¢ z predkoscia 1 m/sek, wynosi mniej wigce]

0,0116
’ sek*

Wplyw tej sktadowej najwyrazniej wystgpuje w ruchach atmo-
sfery, ktorej prady maja na ogét znaczng predkosé i w ktorej dziata-
nie sity Coriolisa nie napotyka na wigksze opory. Tak np. passaty
potkuli potnocnej odchylajg si¢ w prawo od swego poczatkowego kie-
runku z poélnocy na poludnie, przybierajac kierunek pdtnocno-
wschodni; passaty za$ poétkuli poludniowej, odchylajac si¢ w lewo,
majag kierunek potudniowo-wschodni. W cyklonach pétkuli péinocnej
powietrze, dazace ku miejscu o minimum cis$nienia, odchyla si¢ w prawo
1 optywa to miejsce w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wska-
zowek zegara. Podobny jakkolwiek znacznie mniejszy wplyw wywiera
ta sktadowa na kierunek pradow oceanicznych. W rzekach dziatanie
to ujawnia si¢ w réznicy pozioméw wody przy prawym i lewym
brzegu rzeki. Poziom ten, prostopadly do wypadkowej ach i g, tworzy
z poziomem wody stojacej kat, ktory w przyblizeniu mozemy uwazaé
za rowny a<h, a wiec dla okolic Warszawy, w rzece, ptynacej z pred-

g
koscig I m/sek, okoto ; stad przy szerokosci rzeki, rownej 10 m,

réznica pozioméw przy prawym i lewym brzegu wyniesie ggi o _

=0, 012 cm, a wigc okolo O,I mm. Do prawego brzegu (na potkuli
ponocnej) spychane sg te strugi w rzece, ktore pltyng z predkosciag
wicksza, przede wszystkim wigc warstwy powierzchniowe, doznajace
znacznie mniejszego tarcia, niz warstwy glebinowe, stykajace si¢ bez-
posrednio z dnem. Powstaje tedy state krazenie warstw powierzchnio-
wych wody od lewego brzegu do prawego, warstw za$ dolnych w kie-
runku odwrotnym. Tym by si¢ thumaczyto wedtug Baera, ktory pierw-



186

szy (1860 r.) postawit te hipoteze, silniejsze podmywanie prawych brze-
gow rzek potkuli péocnej i przesuwanie si¢ koryt rzecznych w prawo.
Nie jest to jednak ogdélnym prawidtem: oprocz przyspieszenia Corio-
lisa dzialajg jeszcze inne o wiele potezniejsze czynniki, wyznaczajgce
bieg rzeki. (Przyktadem rzeki, na ktorej biegu wyraznie si¢ zaznacza
dziatanie sity Coriolisa, jest, jak na to wskazali Brunhes i Calciati, Sa-
rine, pltynaca pod Fryburgiem szwajcarskim).

Pociag, idacy w szerokosci Warszawy z predkoscia 90 km/godz
i wazacy 100 ton, dziatalby na prawa szyng¢ z sita okoto 29000000 dyn
tzn. mniej wigcej 29 kgc.

Dziatanie sity Coriolisa ujawnia si¢ w odchyleniu na wschod
od pionu swobodnie spadajacych cial. Zatézmy, ze z punktu M,
znajdujacego si¢ na niewiel-

kiej stosunkowo wysokosci K

ponad ziemia, spada swobod-

nie cialo z przyspieszeniem

pionowym g (rys. 113; na ry-

sunku punkt M znajduje si¢

na powierzchni ziemi). Na

cialo to dziata sita Coriolisa,

udzielajagc mu przyspieszenia

prostopadtego do ptaszczyzny,

przechodzacej przez o$ obrotu

i pion, wystawiony w punk-

cie M. Przyjmujac kierunek

predkosci %, z jaka cialo spa-

da, za staty, co wobec niewiel-

kiej warto$ci przyspieszenia

Coriolisa nie pocigga za soba

rys' 113 wazniejszych bledow, oraz
zaktadajac, ze pion ma kierunek promienia ziemskiego, mamy

ac = 2vwcos <.
Podstawiajac v = gt 1 k=-"- gt2, otrzymujemy po wykonaniu

odpowiednich rachunkow, ze odchylenie od pionu w kierunku
wschodnim wyniesie

x=b %?sw cos (> = 3 y]g_h . to cOs (p. (16)
g

o
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Niech c=  oznacza predkos$¢ ruchu ciata, nabyta pod dziata-

niem sity Coriolisa,
ac = de =2VTcosp=2tcos<.gt i dc=2rtocos<p. gtdt.
Predkos¢ ¢ po uptywie ¢ sek od poczatku ruchu otrzymamy, sumujac
nieskonczenie mate przyrosty, jakich predko$¢ doznata w ciagu tego
czasu; biorgc pod uwage, ze dla r=0, 0=0
t
c="=_J2tocos <p. gtdt = o cos <p. gtl.
0

Odchylenie wigc w ciagu kazdych dr sek wzrastato o

dx =tocos pgtldt;

/.
V— sek odchylenie, réwne poczatkowo zeru.

. 4
wyniosto

X=wcos<p.gj ttdt = tocospgti=--h
0 Ve
Tor spadajgcego punktu jest parabolg. Ten sam wynik otrzy-
mamy, odnoszac ruch spadajgcego ciata do ukltadu, zwigzanego ze
$rodkiem ziemi, lecz nie obracajacego si¢ wzgledem uktadu, zwiaza-
nego ze §rodkiem masy uktadu planetarnego (rozdz. II, ust. 2). Uzy-
wajgc tych samych uproszczen rachunkowych, stwierdziliby$my, ze
i w tym ukladzie tor punktu jest parabola. Dokladniejszy jednak
rachunek wykazalby (ust. 3), ze jest on czgscia elipsy, w ktorej ogni-
sku znajduje si¢ $Srodek ziemi.

to cos <.

Znajac odchylenie x, wysokos$¢ spadku h, i przyspieszenie g
w danym miejscu kuli ziemskiej, moznaby bylo ze wzoru (16)
wyznaczy¢ predko$¢ katowa ziemi. Pomiar taki bylby jednak
bardzo niedoktadny, a to z powodu trudnosci, z jakimi si¢ spo-
tykamy, chcac dokladnie wyznaczy¢ bardzo mate odchylenie x.
Za najdoktadniejsze uchodzily, do niedawna, pomiary, wyko-
nane przez Reicha (1832 r.) w szybie kopalni pod Freibergiem.
Przy wysokos$ci spadku 158,5 m otrzymat on na x warto$¢ prze-
cietng 28,4 mm, wicksza od obliczonej ze wzoru o 0,8 mm.
Wigksza prawie trzykrotnie doktadno$¢ otrzymat (1912 r.) kie-
rownik obserwatorium watykanskiego Hagen, zmnigjszajac
przyspieszenie spadania przy pomocy urzadzenia, ktore schema-
tycznie mozna sobie wystawi¢ jako polaczenie ciata spadajacego
nicig, przerzucong przez blok, z innym cialem, o masie nieco
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mniejszej, podnoszacym si¢ do gory podczas spadania ciata
pierwszego. Przyspieszenie spadku rowne jest wtedy

Wl —m2) g = + m2) q,

gdzie mt masa spadajacego ciala, m2? — przeciwcigzaru. Pod-
stawiajac "do wzoru /](/Té) zariast g wartd§¢ azmh—?z‘:m—’—— 0,
otrzymujemy przy tej samej wysokosci spadku wieksze odchy-
lenie X.

O wiele jednak doktadniej mozna wyznaczy¢ predkos$¢ ka-
towg ¢ przy uzyciu sposobu, na ktory pierwszy wskazal Fou-
cault (1850 r.). Zalézmy, ze wahadlo, zawieszone na biegunie
ziemskim, zostalo odchylone od polozenia rownowagi o kat do-
statecznie maly, aby$my mogli uwaza¢ ruch drgajacy za zacho-
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dzacy w plaszczyznie poziomej. Kierunek plaszczyzny wahan
wzgledem uktadu odniesienia, zwigzanego z gwiazdami statymi,
pozostawaé bedzie bez zmiany, kierunek bowiem sily cigzkosci,
jedynej sity, dzialajacej na wahadlo, lezy w plaszczyznie wa-
han. Gdyby wigc ziemia byla nieruchoma, wahadlo, wprawione
w ruch w plaszczyznie jakiegokolwiek potudnika, wahatoby sie¢
stale w tej samej plaszczyznie. W rzeczywistosci jednak pta-
szczyzna potudnika obraca si¢ z zachodu na wschod, wobec czego
kat, jaki tworzy z nig plaszczyzna wahan zmienia si¢ z pred-
koscia w tak, jak gdyby wahadlo z tg wlasnie predkoscig obra-
cato si¢ ze wschodu na zachodd, a wigc zgodnie z pozornym ru-
chem stofica. Jezeli teraz umiescimy wahadlo w punkcie M
o szerokosci geograficznej ¢ (rys. 114), punkt zawieszenia wa-
hadta przejdzie w ciggu czasu ¢ sek na skutek ruchu obroto-
wego ziemi do punktu M’, jednoczes$nie kierunek pionu zmieni
sic¢ z OM na OM’, pozostajac ciagle w plaszczyznie wahan
(rys. 114) ; ptaszczyzna wahan zachowa kierunek réwnolegly do
poprzedniego tak, ze gdy poprzednio lezala w plaszczyznie po-
ludnika, obecnie utworzy z nig kat 5, rowny katowi, jaki two-
rza styczne MN i M'N do poludnika w jego poczatkowym i kon-
cowym polozeniu.

Przyjmijmy, ze uMM* = a.r = /3. MN, gdzie a = toAt, r
za$ promien tuku, opisanego przez punkt M. Mamy:

r = MN sin <,

stad
B =asing =wsing. At

Na rowniku zatem plaszczyzna wahan nie zmienia swego poto-
zenia wzgledem potudnika.

7. POLE GRAWITACYINE ZIEMI

Ze wzoru (14) i (14a) wynika, ze przyspieszenie ziemskie
na biegunie, réwne G, jest o 3,358 cm/sek2 wieksze od przyspie-
szenia na rowniku g0. Na warto$¢ gl pomiary dajg liczbe
978,046 cm/sek2, wobec czego g9 = G powinno byé rdéwne
981,404 cm/sek2. Warto$¢ ta jest, niewatpliwie, o wiele mniej-
sza od warto$ci rzeczywistej ; pomiary bowiem wykazuja o wiele
szybsze zwigkszanie si¢ przyspieszenia ze wzrostem szerokosci
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geograficznej miejsca pomiaru tak, ze juz dla punktow poto-
zonych pod 64° 47'22" szeroko$ci podinocnej (Alaska) g na wy-
sokosci 170 m ponad poziomem morza wynosi 982,182 cm/sek2.
Niezgodnos¢ ta pochodzi przede wszystkim stad, ze w dotych-
czasowych rozwazaniach przyjmowali§my ziemi¢ za bryle do-
skonale sztywna i pomijaliSmy wplyw ruchu obrotowego na jej
ksztalt. Tymczasem wplyw ten jest znaczny; sita odsrodkowa,
majac w punktach o réznej szerokosci geograficznej rézne war-
tosci, nie dziala jednakowo na wszystkie czgsci powierzchni
ziemi. To nieréwnomierne dziatanie, wzrastajgce od bieguna
ku rownikowi, powoduje zwickszenie si¢ promienia ziemi na
rowniku i sptaszczenie jej na biegunach, nadajac ziemi ksztalt
elipsoidy obrotowej, ktorej osig obrotu jest 0§ ziemska. W polu
grawitacyjnym, wytworzonym przez tego rodzaju bryle, nate-
zenie pola G nie ma jednakowej wartosci we wszystkich punk-
tach tej powierzchni, co wigcej, kierunki tego natgzenia nie prze-
cinajg si¢ w Srodku bryty.

W szeroko$ci 45° odchylenie kierunku nat¢zenia od kierunku
promienia wynosi okoto 5'40", odchylenie zatem g wynosi, zgodnie
z danymi przytoczonymi w ust. 6, 11' 36".

Oznaczajac przez gl przyspieszenie na roéwniku, przez o) —
przyspieszenie ziemi w punkcie o szerokosci geograficznej y,

przez /z — ------ , gdzie R promien ziemi na rowniku i wre-
9 r Rr—Rb
szcie przez e tzw. splaszczenie ziemi réwne —5—,

gdzie Rh — promien ziemi, przechodzacy przez biegun, znaj-
dujemy rachunkiem, ktérego tu przytacza¢ nie bedziemy, ze
wzor (14a) nalezy zastgpi¢ innym, majacym po odrzuceniu ilo-
czynu i drugich poteg wielkosci // i e postaé

oL = 9 (—S—u— ¢ sinly (17)

ktadac y =—, znajdujemy dla przyspieszenia na biegunie

gh = g0(i +-"p—e
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skad otrzymujemy stynny wzor, wyprowadzony w 1743 r. przez
czternastoletniego Clairault'a

, 5 90— gl
3 e =F e - (18)

pozwalajacy wyznaczy¢ ksztalt ziemi z pomiaréw sily ciezkosci.
Najczesciej jednak niewiadome e i Rr znajdowane sg przy

pomocy pomiaréw geodezyjnych. Na /z =--§--- mozemy przy-
0

ja¢ podang wyzej (ust. 6) wartos¢ 0,0034677, na e zas War-

tos¢ 299-05” wyznaczong przez Bessela (1841 mato roz-

nigcg si¢ od otrzymanej przez Helmerta (1901 r.) z pomiarow

przyspieszenia g warto$ci Te wielko$ci oraz dtugos$¢ po-

2983 °
lowy mniejszej osi elipsoidy (83f) charakteryzuja elipsoide
ziemska, bryle, mozliwie malo rdznigcg si¢ ksztattem, wy-
miarami i obj¢toscia od istotnego ksztattu, wymiarow i objetosci
ziemi. W istocie bowiem ziemia nie jest bryla prawidlowa; po-
sta¢ jej ksztattowaty poza sila odsrodkowa jeszcze i inne czyn-
niki. Nie wchodzac w ich rozpatrywanie, poprzestaniemy na
zaznaczeniu, ze ze wzoru (17), a jeszcze lepiej z dokladniejszego
wzoru Helmerta

gl =g0 (1 0,005302 sin2 ¢— 0,000007 sin2 2 y), (17 a)

gdzie 00 = 978,046, mozna z wystarczajaca dokladnoscig obli-
czy¢ OV na poziomie morza.

Stwierdzone w niektérych miejscach ziemi r6znice migdzy obli-
czonymi ze wzoru (17 a) i otrzymanymi z bezposrednich pomiaréw
warto$ciami g pozwalaja wyznaczyé rdznice, zachodzace w danym
miejscu ziemi miedzy istotnym jej ksztaltem, a tym, jaki jej przy-
pisaliSmy przy wyprowadzeniu wzoru (17 a), oraz zda¢ sobie sprawe
z rozmieszczenia mas przyciagajacych w jej wnetrzu. Te tzw. ano-
malie s3 najwicksze w gorach, gdzie, jak np. w Himalajach, do-
chodza do 0,52 cm/sek? (w Karpatach, wedtug Rudzkiego, wynosza
przecigtnie 0,06 cm/sek2), najmniejsze, z wyjatkiem nielicznych sto-
sunkowo miejsc, na oceanach.

8. WPLYW SILY GRAWITACYINEJ KSIEZYCA I SLONCA NA
WARTOSC 1 KIERUNEK PRZYSPIESZENIA g

W ustepach poprzednich rozumowali$my tak, jak gdyby zie-
mia wraz ze znajdujacymi si¢ na niej cialami byla uktadem odo-
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sobnionym. W rzeczywistosci jednak, na rowni z ziemig wszystkie
ciala ziemskie podlegajg grawitacyjnemu dzialaniu ksi¢zyca
i stonca. Uwazajmy przyciagajace ciato niebieskie za punkt ma-
terialny, co nawet w przypadku ksigzyca, znajdujacego si¢
o wiele blizej ziemi, niz stonce, nie pociggnie za sobg znaczniej-
szego btedu. Niech prosta CO, laczaca $rodek ziemi z danym

ciatem niebieskim, przecina kul¢ ziemska w punktach Z i N.
Natezenie pola grawitacyjnego ciala C ma w punkcie Z warto$¢
wigksza, niz w punkcie O, wobec czego punkt materialny,
umieszczony w Z, porusza si¢ wzgledem uktadu, zwigzanego
sztywnie ze §rodkiem masy ziemi O, z przyspieszeniem, réwnym
réoznicy przyspieszen, udzielanych przez cialo przyciagajgce
srodkowi masy i punktowi Z, a wigc rOwnemu
. om m

ap = Koen Koen (a)
Przyspieszenie to, ktoére nazwiemy przyspieszeniem
przyplywowym, skierowane jest ku cialu C, wzdtuz pro-
stej OC. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze g rowne jest G, nate-
zeniu pola nieruchomej ziemi kulistej. Wtedy przyspieszenie
przyptywowe bedzie mialo kierunek przeciwny do g. Spadek swo-
bodny ciat, umieszczonych w punkcie Z, zachodzi¢ bedzie z przy-
spieszeniem o' = g—ap. W punkcie N sila przyciagajgca jest
mniejsza, niz w punkcie O; przyspieszenie przyptywowe skiero-
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wane jest na zewnatrz wzdhuz prostej OC. I w tym wigc punkcie
przyspieszenie swobodnego spadania jest mniejsze od g o war-
to$¢ przyspieszenia przyptywowego w punkcie V.

Wzor (a) mozemy przepisaé w postaci

- 1 1
ap = kmc/f'--:ﬁ ----- P
gdzie r oznacza odlegto$¢ punktu O od C, R — promien ziemi,
stad

p
odrzucajac druga i wyzsze potegi malego utamka —, otrzy-
mamy

m
Zakladajac w dalszym ciagu, ze g =G =k ?,i , gdzie m —

masa ziemi, otrzymamy

Gdy ciatem przyciagajacym jest ksiezyc, r— 60 R, mc = —mn?

2 /1V. 1
% 81\60H ~ 8 748 0009"

a, jest zatem wielko$cia, ktorej przy tej dokladnosci, jaka
obecnie posiadaja pomiary g, nie mozna wyznaczy¢ bezposrednio
w doswiadczeniu. Analogiczny rachunek wykonany dla przy-
padku, gdy cialem przyciagajacym jest slonce o masie 333432
razy wickszej od masy ziemi i odleglej od $srodka masy ziemi
o mniej wiecej 23400 R, wykaze, ze dziatanie stonca jest prawie
2 razy mniejsze od dziatania ksiezyca.

W punktach Z i N przyspieszenie przyplywowe ma kieru-
nek pionowy, w punkcie M, gdzie kierunki przyspieszen, nada-
wanych przez ciato przyciagajace punktom M i O, nie leza na tej
samej prostej, mozna je roztozy¢ na dwie sktadowe, z ktérych
Wyklady fizyki, t. I 13
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pionowa wplywa na zmiang¢ warto$ci przyspieszenia swobodnego
spadku ciat, pozioma za§ powoduje zmian¢ kierunku pionu. Ta
wlasnie sktadowa przesuwa w kierunku swego dzialania masy
wod, pokrywajacych znaczng cz¢$¢ powierzchni ziemi, przy czym
ruch ten na poétkuli, zwréconej do ciala przyciggajacego, zachodzi
ku punktowi Z (zenit wzgledem ciala przyciggajacego), na
potkuli drugiej w kierunku punktu N (nadir wzglgdem ciata
przyciagajacego) (rys. 115). W punktach, lezacych w tej same;j
odleglosci od ciata przyciggajacego, co $rodek ziemi, a wigc
w punktach, dla ktérych kat e
(tzw. geocentryczna odleglosé
wierzchotkowa danego ciala nie-
bieskiego C) jest mniej wigcej
rowny 90°, przyspieszenie przy-
pltywowe, a wiec i jego sktado-
wa pozioma sg rowne zeru. Naj-
wickszg warto$§¢ sktadowa po-
zioma posiada w punktach, dla
ktorych kat © rowny jest okoto
45°. Ruch wigc wdd, zachodzacy
pod dziataniem tej skladowej
i stanowiacy zjawisko przy-
plywu i odpltywu mozna
schematycznie przedstawi¢ tak, jak na rys. 116. I w tym przy-
padku dziatanie ksi¢zyca jest wicksze, niz dzialanie stonca; tak,
ze w pierwszym przyblizeniu okresowo$¢ zjawisk przyplywu i od-
plywu jest wyznaczona przez okresowe zmiany potozenia ksig-
zyca wzgledem ziemi (albo innymi slowy, przez zmiany polozenia
punktow Z i N na powierzchni ziemi).

rys. 116

W rzeczywistosci zjawisko to jest o wiele bardziej zlozone, niz
moglo by si¢ wydawaé na podstawie wyzej przytoczonych rozwazan.
Na ruch wod wptywa i sktadowa pionowa przyspieszenia przyptywo-
wego, powodujagc w tych miejscach, w ktorych warto$¢ jej jest
wigksza, pewna nadwyzke ci$nienia, wywolujaca ruch wody do miejsc
o ci$nieniu mniejszym. W zbiornikach zamknigtych, jak wielkie jeziora
lub morza $rodladowe czy tez laczace si¢ z oceanami jedynie przez
waskie ciesniny, odgrywa rolg takze konfiguracja wybrzeza, wobec
czego roznice najwyzszego i najnizszego stanu wody przybieraja naj-
rozmaitsze w réoznych punktach ziemi warto$ci. Tytulem przyktadu
przytoczymy, ze gdy na wyspach oceanicznych rdéznica ta wyraza si¢
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liczbg kilkudziesigciu centymetrow, w kretych zatokach podinocnej
Europy moze dochodzi¢ do kilkunastu metrow.

Pierwszg teori¢ przyptywow, opartg na grawitacji, dat Newton;
ale ani on ani jego bezposredni nastepcy Euler, Maclaurin i Daniel
Bernoulli (1740 r.) nie uwzglednili w swych wywodach ruchu obro-
towego ziemi. Luke¢ t¢ wypemhita dopiero tzw. dynamiczna teoria,
opracowana przez Laplace’'a (1774 r.), w nastgpstwie wielokrotnie
uzupehniana i poglebiana.

Podobnym przyptywom, jakkolwiek o znacznie mniejszym natg-
zeniu, podlega cata skorupa ziemska, jak na to wskazuja choéby po-
miary, wykonane przez Heckera (1911 r.).

9. SRODEK CIEZKOSCI CIAL. CIEZAROWY UKLAD JED-
NOSTEK

Na niewielkim obszarze ziemi mozemy, gdy nie chodzi o po-
miary zbyt doktadne, uwazaé przyspieszenie ziemskie za stale
i kierunki pionowe za réwnolegle. Sity cigzkosci, dziatajace na
poszczegolne elementy ciatla o niewielkich rozmiarach, beda
mialty, jako rownolegle i proporcjonalne do mas, na ktore dzia-
laja, wypadkowa, przechodzacg przez srodek masy, jak to wy-
nika z okreslenia tego punktu oraz z twierdzen rozdz. III, ust. 1.
Z tego tez powodu punkt ten bywa nazywany Srodkiem
ciczkosci ciala.

Cigzar oznaczonego ciala w danym miejscu ziemi jest czgsto
dogodnym wzorcem sily, ktorg w tym przypadku mozna uwazaé
za wielko$¢ podstawowa (patrz. Wstep, ust. 8). Jednostkg masy
w tym ciezarowym ukladzie jednostek jest masa,
ktorej jednostka ciezaru udziela przyspieszenia réwnego jed-
nostce. Przyjmujac za jednostke sity cigzar 1 kg, ktoéry oznaczac
bedziemy przez 1 kgc, za jednostke dhugosci — 1 metr, za jed-
nostke wigc przyspieszenia 1 m/sek2, otrzymujemy ze wzoru,
wyrazajacego druga zasad¢ Newtona

1 kgc=1 jedn. cigz, masy X 1 m/sek?;

po podstawieniu jednostek C. G. S i przyjeciu na g zaokraglone;j
wartosci, jaka ma w 45° szerokosci geograficznej na poziomie
morza (srd6 = 980,64 cm/sek2), znajdujemy

1000.981 dyn — 1 jedn. ciez, masy X 100 cm/sek2,

stad 1 j. ciez, masy = 9810 g = 9,81 kg.
13*
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Takiej ci¢gzarowej jednostki masy nalezy uzywa¢ we wszystkich
wzorach poprzednio wyprowadzonych, gdy dyne zastgpujemy
1 kgc i centymetr — metrem.

Jednostka, pracy w tym uktadzie jest | kilogramometr
(1 kgm) : praca, wykonana przez sit¢ 1 kgc przy przesuwaniu
punktu przylozenia sity w kierunku jej dzialania na drodze 1 m;

jednostka, mocy (dzielnosci) — 1 kilogramometr na sekunde
(1 kgm/sek) lub czgsciej 1 kon mechaniczny (1 KM) =45
kgm/sek.

W tym nowym ukladzie wymiar masy jest réwny
[m] =F. LTI T

gdzie F jest symbolem jednostki sity.
Wymiar pracy
[AA=F L



ROZDZIAL. V
WLASNOSCI SPREZYSTE CIAL — CIALA STALE

1. ODKSZTALCENIE CIAL. CISNIENIE. KLASYFIKACJA CIAL
WEDLUG ICH WELASNOSCI SPREZYSTYCH

Jak o tym wspominaliSmy w ust. | rozdz. II, dziatanie sit
ujawnia si¢ nie tylko w zmianie predkosci ruchu ciata, podda-
nego tym sitom, lecz rowniez i w spowodowanych przez nie o d-
ksztalceniach. Tym terminem oznaczamy ogdlnie wszelka
zmian¢ wzajemnego potozenia poszczegodlnych czesci danego
ciala, a wigc to zjawisko, ktore, zakladajac, ze rozpatrywane
przez nas ciata sg brylami sztywnymi, pomijaliSmy dotychczas
w naszych rozwazaniach. Zazwyczaj zmiana predkosci ruchu
i odksztalcenie wystepuja jednoczesnie; niejednokrotnie jednak
mamy do czynienia tylko z odksztalceniami, wtedy mianowicie,
gdy zarowno wypadkowa jak i suma momentéw wszystkich sit,
dziatajacych na ciato, sg rowne zeru, gdy zatem w przypadku
ciata o wlasno$ciach bryly sztywnej dzialania sit wzajemnie by
sie rownowazyly. Tak np. cigzar Q zawieszony na koncu preta
pionowego, ktorego gorny koniec jest umocowany, oraz ciezar ¢
samego preta rownowazy si¢ oporem, jaki stawia umocowanie,
tak ze jedynym skutkiem dzialania sit jest w tym przypadku
wydhluzenie preta w kierunku przylozonych sit O, ¢ i rownowaz-
nego im oporu. Do wyznaczenia jednak wielkos$ci zachodzacego
wtedy odksztalcenia, ktorego miarg w danym przypadku jest
przyrost wzgledny dlugo$ci, nie wystarczy juz podanie wartoSci
dziatajacej sity.

Wyobrazmy sobie, ze pret o przekroju S CIEZ sktada si¢

z wigzki n bardzo cienkich prgtow o przekroju — = AS cml

i o dlugosci o wtedy, gdy pret nie byl jeszcze obcigzony (ciezar ¢
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preta uwazamy za bardzo maly w poréwnaniu z cigzarem Q).
Dhugo$¢ preta po obcigzeniu wzrosta do tak samo wzrosta
dlugos¢ kazdego z pretdow elementarnych, jakkolwiek na kazdy

z nich przypadato nie obcigzenie (, lecz n razy mniejsze —.

Mozna aatem sadzi¢, ze odksztalcajace dziatanie sily zalezy od
stosunku jej wartos$ci do powierzchni, poddanej temu dziataniu,
wielkos¢ bowiem ;.QJS g ma te¢ samg warto$¢ dla catego
preta, co i dla kazdego z pretéw elementarnych.

Wielko$¢ te¢ nazywamy cisnieniem, rozrdézniajac cze-
sto dwa rodzaje cisnienia: napigcie, gdy kierunek cisnienia,
zgodny z kierunkiem dziatajacej na dang powierzchnie sity,
tworzy kat mniejszy od prostego z normalng do danej po-
wierzchni, skierowang na zewnatrz objetosci, ograniczonej tag
powierzchnig, i cisSnienie, w $cislejszym tego slowa znacze-
niu, gdy tworzy z ta normalng kat rozwarty. Wymiar cis$nienia p
jest rowny

[p] — (D

Jednostka ci$nienia jest w uktadzie C . G. S. dyna na cm2, ozna-
czana czesto nazwa bar (greek, baros — cigzar, waga),
i 10c dyn/cm2 — me gab ar (gr. megas — wielki). W ukladzie
ciezarowym kilogram na cm2, tzw. atmosfera tech-
niczna — 1 at lub kilogram na mm?2 (kgc/mm? réwny mniej
wiecej 10§ dyp/cm2, doktadnie 9,806.107 dyn/cm2). Poza tym
jest w uzyciu tzw. atmosfera (Atm), o ktorej bedzie mowa
nizej (rozdz. VI, ust. 4), rowna 1013260 dyn/cm2, a wigc mniej
wiecej | megabarowi.

Ciato, doznajace odksztalcen, podlega zazwyczaj zaréwno
zmianie objetosci, jak i ksztaltu. W szczegélnych jednak przy-
padkach moze zachodzi¢ tylko jeden z tych dwu rodzajow od-
ksztatcen podstawowych.

Doswiadczenie wskazuje, ze zmiana objetosci zachodzi je-
dynie wtedy, gdy na ciato dziala ci$nienie, ktorego warto$¢, za-
lezna na ogoét od rodzaju ciata, musi by¢ wigksza od zera,
o ile za§ chodzi o zmian¢ ksztaltu, to w pewnej grupie ciat
zmiang t¢ mozna spowodowaé dziataniem ci$nienia dowolnie
matego, jezeli cialo odksztalcamy “ostatecznie wolno. Ciata, na-
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lezace do tej grupy, nazywamy plynami, wyodrgbniajac je
od ciat pozostatych, ktére nazywac¢ bedziemy ciatami sta-
tymi. Podzial, na tej wlasnosci oparty, daleki jest od $cistosci,
zaktada bowiem, ze kazde cialo zaliczone do jednej z tych dwu
grup, stale w niej pozostaje, bez wzgledu na warunki, w jakich
si¢ znajduje, co nie odpowiada rzeczywistemu stanowi rzeczy
(ust. 6), tak, ze raczej nalezalo by mowic o stanach ptynnym i sta-
lym, w jakich moze si¢ znajdowaé dane ciato; nie jest réwniez
dostatecznie wyczerpujacy, gdyz, jak o tym bedzie mowa nizej,
w plynach bedziemy musieli rozréznia¢é ciecze 1 gazy,
pozwoli nam jednak zda¢ sobie sprawe z pewnych typowych
zjawisk, do ktérych z wigkszym lub mniejszym przyblizeniem
mozna sprowadzi¢ obserwowane przez nas zjawiska.

2. WYDLUZANIE CIAL. SILY SPREZYSTOSCI. MODUL
YOUNGA

Najprostszym przypadkiem odksztalcenia ciata stalego jest
wspomniane wyzej odksztalcenie, zachodzace przy rozcigganiu
lub zgniataniu preta lub sztaby. Zatézmy dla uproszczenia, ze
badane cialo jest nie tylko j ednorodne, tzn. takie, ktorego
wszystkie cze$ci (na jakie, uzywajac sposobdéw mechanicznych,
mozemy je podzieli¢) posiadajg te same wlasnosci, lecz rowniez
i izotropowe (réwnokierunkowe, grec, izos — réwny, tro-
pos — sposob, kierunek), tzn. takie, ktoérego wilasnosci sg we
wszystkich kierunkach, jakie w nim sobie wyobrazamy, te same.
Tym warunkom — jednorodnos$ci i rownokierunkowosci — czy-
nig zado$¢ wszystkie metale, mozemy wi¢c przyjac, ze badana
sztaba wycieta jest z bryly metalu.

Scisle biorgc, metale sa cialami pozornie roéwnokierunkowymi
(pseudoizotropowymi), budowa ich bowiem jest krystaliczna;
krysztaty te jednak sa bardzo mate, i jak tego dowodzi badanie mi-
kroskopowe przekrojow, w dowolnie wycigtej sztabie jest ich tak
wiele, utozonych w najrozmaitszy sposob, ze z pomiardow, ktore w po-
jedynczym krysztale dalyby nam rozne wyniki zaleznie od kierunku,
w jakim dane wielko$ci mierzymy, w tym przypadku otrzymujemy
warto$ci przecigtne, niezalezne w granicach btedu dos$wiadczenia od
kierunku.

Wielokrotne staranne pomiary wydtuzen, jakich doznawaty
sztaby lub prety metalowe, o przekroju na calej dlugosci jedna-
kowym, poddawane coraz to wigkszym obcigzeniom, ustalily,
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ze 1. przy niewielkich obcigzeniach wydtluzenie wzgledne

A =1 = jest proporcjonalne do napigcia wydluzajacego
~0 <0

g wielko$¢ zas wydtuzenia przy danym napigciu zalezy od ro-
dzaju badanego ciala; ze 2. w tych granicach proporcjonalnosci
z usunieciem obciazenia znika rowniez i wydluzenie; pret przy-
biera z powrotem t¢ samag dlugosé, jaka mial przed odksztalce-
niem ; i wreszcie, ze 3. poddawanie preta ci$nieniom, zawartym
w tych samych granicach, w jakich poprzednio zawarte bylo na-
piecie, powoduje skrocenie wzgledne preta, bedace w takim sa-
mym stosunku do wielkosci ci$nienia, jak poprzednio wydluzenie
wzgledne J1 do wielkosci napigcia.

Te wyniki pomiaréw mozemy schematycznie wyjasni¢ sobie
w sposoOb nastgpujacy. Gdy pret, obcigzony cigzarem 0, zwigkszy
swa dhugos¢ od /0 do  wydluzenie, jakiego doznal, odpowiada
stanowi rownowagi miedzy zewnetrznymi sitami odksztatcaja-
cymi, a silami wewn¢trznymi, powstajacymi w ciele na skutek
zmiany wzajemnego potozenia jego czesci. Z proporcjonalnosci
miedzy sitami zewnetrznymi i wydtuzeniem danego preta wynika,
ze powstajace przy takim odksztalceniu sily wewnetrzne sg
rowniez do wielkosci odksztalcenia proporcjonalne. One to spra-
wiaja, ze po usunieciu sit zewnetrznych cialo wraca do swej po-
przedniej dtugosci. Jezeli wydluzenie preta bedzie zachodzito tak,
aby w kazdej chwili sity zewnetrzne byly rownowazone przez
sily wewnetrzne (mozna to osiagnaé zwiekszajac obcigzenie bar-
dzo powoli i1 stopniowo), praca, wykonana przy odksztalceniu
przez sity zewngtrzne, jest rOwna pracy, wykonanej przez sily
wewngtrzne przy usuwaniu odksztalcenia, sity zatem wewngtrzne
sg sitami zachowawczymi (rozdz. II, ust. 10). Sily wewngtrzne,
czynigce zado$¢ tym warunkom, nazywamy sitami spre-
zystosci, odksztalcenia za$, znikajace po usunigciu dziala-
jacej sity, sprezystymi (patrz, ust. 6).

Niech Q oznacza sile, dziatajaca na odksztatcane ciato, i niech
Q wzrasta w sposOb wyzej wskazany; zwigzek miedzy Q i X wyrazi
si¢ na ogot funkcjg Q = f (X), ktorej odpowiada pewna linia krzywa;
gdy przy zmniejszaniu Q punkty, odpowiadajace tym samym warto-
sciom Q, beda lezaly na tej samej krzywej, odksztalcenie begdzie do-
skonale sprezyste. W rozpatrywanym przez nas przypadku
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wydhuzen niewielkich /(X) jest linig
prosta; punkty, wyznaczajace zalez-
no$¢ odksztalcenia od obcigzenia, lezg
zarbwno  przy  zwigkszaniu, jak
i zmniejszaniu napigcia zewngtrznego
na tej samej prostej.

Mozemy zatem powiedzie¢: przy
niewielkich obcigzeniach odksztatcenia
sg sprezyste 1 wielko$¢ ich, zalezna od
rodzaju odksztatcanego ciata, jest pro-
porcjonalna do odksztatcajacego ci-
$nienia lub napigcia, zmieniajac ra-
zem z nim swoj znak.

To prawo, ustalone przez Hoo-
ke'a w 1679 r. dla wszelkiego rodzaju
odksztatcen sprezystych, sprawdzit do-
ktadnie pierwszy Wertheim (1844 r.),
uzywajac przyrzadu (rys. 117), ktéry
Z pewnymi zmianami, majgcymi na celu
osiagnigcie wigkszej doktadnosci po-
miaru, byl uzywany i przez poOzniej-
szych badaczy. Cigzary, wydluzajace
drut, umieszczano na szalce, zaopa-
trzonej w S$ruby. Przed rozpoczg-
ciem pomiaru $ruby te sa tak wykre-
cone, aby szalka spoczywata na pod-
stawie nieruchomo. Dopiero po natoze-
niu cigzarow wkreca si¢ Sruby mozli- ryS. 117
wie powoli; w ten sposéb unika si¢
uderzen, ktore by mogly powsta¢ przy szybkim nakladaniu cigzarow
i znieksztatci¢ wyniki pomiaréw (patrz, rozdz. II, ust. 20a).

Oznaczajac przez p, mamy

0
p =Ex ()

gdzie £ — spdlczynnik proporcjonalnosci, zalezny jedynie od
rodzaju badanego ciala i nazywany modulem Younga
(tac. modulus — miara, ilo$¢) od nazwiska fizyka Tomasza
Younga, ktéry pierwszy (1807 r.) wyznaczat te wielkos¢, lub
spotczynnikiem sprezystosci przy wydluza-
niu.
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Wymiar tego spotczynnika jest, jak to wynika ze wzoru (2),
gdzie X jest wielkosciag o wymiarze rownym jednosci, taki sam,
jak wymiar ci$nienia; warto$¢ za$ jego mozemy okresli¢, jako
wartos$¢ takiego napigcia zewnetrznego, ktore by moglo dwu-
krotnie zwickszy¢ dlugo$¢ danej sztaby, o ile, oczywiscie, tak
wielkie odksztatcenie bytoby jeszcze odksztatceniem sprezystym.

Tytutem przyktadu podajemy tutaj warto$¢ £ w dyn/cm
dla kilku wazniejszych metali. Otow — 1700.10® dyn/cm2; sre-
bro — 7500.108 dyn/cm? ; stal i nikiel — 22000.10§ dyn/cm2.

Liczby te musimy jednak uwaza¢ za odpowiadajace w przybli-
zeniu jedynie warto$ciom spotczynnika E; wynik bowiem pomiardéw
zalezy w wysokim stopniu od czynnikow, czgsto trudnych do uwzgled-
nienia, jak np. od poprzednich odksztalcen, doznanych przez dane
cialo, przypadkowych zanieczyszczen itd. (patrz, ust. 6).

W ciatach réZznokierunkowych (anizotropo-
wych) warto$¢ E jest zalezna od kierunku wydtuzania; tak np.
w gipsie zmienia si¢ od 3000.10® dyn/cm2 do 9000.10® dyn/cm?2,
w turmalinie od 16330.10® do 25570.100 dyn/cm2, zaleznie od
kata, jaki tworzy kierunek wydluzania z osiami krystalo-
graficznymi; dla sosny przy wydtuzaniu rownolegtym do wto-
kien E réwne jest okoto 560.10® dyn/cm2, przy wydtuzaniu pro-
stopadtym do widokien — okoto 95.10® dyn/cm2.

3. ZMIANA ,OBJET,OSCI PRZY WYDLUZANIU. SPOLCZYNNIKI:
POISSONA, SCISLIWOSCI I SZTYWNOSCI

Wydhluzaniu w kierunku dziatajacej sily wewngtrznej to-
warzyszy zmniejszanie si¢ przekroju wydtuzanego ciata. To zja-
wisko doswiadczalnie stwierdzit Cagniard de Latour (1827 r.)
przy pomocy przyrzadu, wyobrazonego na rys. 118. Goérny ko-
niec pionowego preta metalowego, umocowanego w nieruchomej
podstawce, byt przysrubowany do ramienia dzwigni L. Pret
umieszczony byl w waskiej rurce, wypelionej prawie po brzegi
wodg. Przy obcigzaniu drugiego ramienia dzwigni L pret si¢
wydtuzat, jednoczesnie poziom wody AB w rurce opadat, jakkol-
wiek dhugos¢ czesci preta, znajdujacego sie w rurce, pozostawata
bez zmiany.

Zatézmy, ze pret ma przekroj kwadratowy o diugosci bokow
a cm. Wydhluzenie A preta spowoduje, jak to mozna wykaza¢ do-
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rys. 118

$wiadczalnie, skrécenie wymiaréw poprzecznych a — pro-
porcjonalne do Z. Be¢dziemy wiec mieli
a = aZ, (2a)
gdzie a jest spoélczynnikiem proporcjonalnosci, ktoéry nazywamy
(Wspotczynnikiem Poissona.

Jezeli zatem poczatkowa objetos¢ preta wynosita Za2, to po
wydluzeniu stata si¢ ona rowna (Z + z/Z) (a — albo, po
odrzuceniu kwadratéw i iloczynéw bardzo matych wielkosci
7/Z i z/a, Ta« — 2 aZz/a 4- aMI. Stad wzgledna zmiana objetosci

dl)  zi)  Jl zj(l
—=to = 2 =7—2“=X<1=-2") <L2b>

Poisson (1781—1840), opierajac si¢ na zatozeniach teore-
tycznych, przypuszczal, ze a ma te sama warto$¢ dla wszystkich
ciat jednorodnych i réwnokierunkowych réwna 0,25. P6zniejsze
jednak pomiary wykazaly, ze a ma dla réznych cial wartosci
rézne, zawarte w granicach od 0,21 dla zahartowanego cynku
do 0,446 dla otowiu.
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Wydhuzenie wigc ciata zawsze zwigksza jego objetos¢. Wnio-
sek ten potwierdzil doswiadczalnie Wertheim (1848 r.), postu-
gujac si¢ przyrzadem, analogicznym do uzytego przez Cagniard
de Latoura:, rozciggana rura mosi¢zna, potagczona powyzej miej-
sca umocowania z rurkg szklang, wypeliona byla woda; przy
rozcigganiu rury woda w rurce szklanej opadata.

Warto$¢ spotczynnika Poissona mozna wyznaczy¢ albo posred-
nio z pomiaru innych spolczynnikéw sprezystosci (patrz, nizej), albo
przy uzyciu metod, analogicznych do metody Cagniard de Latoura.
Rontgen (1876 r.) wyznaczal a dla kauczuku, odciskajgc odpowiednim
stemplem kolo na jednej ze $cian bocznych rozciagnigtego preta i mie-
rzac nastepnie wielkg i matg o$ elipsy, w jakg przeksztalcalo si¢ to
koto, gdy pret wracal do pierwotnej dlugosci. Dla szkla Kowalski
(1889 r.) znalazt «=0,226; dla wosku i parafiny Smoluchowski
(1894 r.) okoto 0,4. Dla ciat anizotropowych g, podobnie jak E, ma
w roznych kierunkach wartos$ci rozne.

Znajomo$¢ spélczynnika Poissona pozwala wyznaczy¢
zmiang objetosci, jakiej doznaje¢ cialo wszechstronnie i réwno-

miernie $ciskane lub rozciggane. Niech fZ f2, fa beda sitami,
prostopadtymi do bokow rownolegloscianu, wycigtego z badanego
ciata, i dziatajacymi na te powierzchnie rownomiernie (rys. 119).
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Kazda z tych sil spowoduje wydtuzenie bokow prostopadtoscianu,
rownoleglych do kierunku swego dzialania, i kurczenie si¢ bo-
kow do tego kierunku prostopadlych. Oznaczajac przez  p2, Ps

napigcia, rowne odpowiedniof-ff gdzie Si, S,,S§ sa po-

lami bocznych powierzchni prostopadto$cianu, przez Zb Za,
73 wydluzenia w kierunku dzialajacych sit, przez ar = »Zn
a8 = aZa, «s =»Z} odpowiednie skrocenia, znajdziemy, ze w kie-

runku sily zx zmiana poczatkowej dlugosci /¢ prostopadioscianu
jest rowna

h —~x(Zi loZai'ola)

lub, podstawiajac, zgodnie ze wzorem (2), & — Z, =

Ay = <p,\

EJy C

Analogicznie w kierunku dziatania sity f2
zdk — Kk (—»Zt 4- Z, — OZS)----Z;- (—oPx 4 P%  o/>s)
i w kierunku sity /3
K =xKx(—oZi—ol 4 73) = Ei< (—»Pi—oPi 4" Ps).

Na zmiang za$ objetosci J-v== (Ix + ) (22 + 2) (34-]IM
— K K K otrzymamy, po odrzuceniu iloczynéw bardzo matych
wielkosci a/x, 1172, HIS,

ZNV=KK™N +t kK" KKK

i na zmiang wzgledna

0= 0= "+ AFEAN = (120 A2 AT
/ X tg Eu
+(1-20)Ps} = + Pi + Ps). (3)
W przypadku rozciggania rownomiernego, gdy Pi=P2=P3==P>
L 1—2»
0=3 E 123
E

skad 0 = ¢O, (3a)

P=3(1-2%)
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rdziee= genesi nazwe modulu geisliwosci lub

spolczynnika sprezystosci objetosciowej,
wielko$¢ za§ y = -i- —spOtczynnika g.isliwosci. Jak

wynika ze wzoru (3a), ¢ ma wymiar cisnienia.

Pomiar tego spotczynnika nastrgcza duze trudnosci, a to z uwagi
na zasadniczy warunek, aby ci$nienie zewnetrzne bylo we wszystkich
punktach powierzchni badanego ciala do niej prostopadie i miato
wszedzie warto$¢ jednakowa. Mozna to osiggna¢ jedynie wtedy, gdy
umiescimy badane cialo w cieczy, w ktorej ci$nienie, wywolane przez
dziatanie sit zewngtrznych, czyni zado§¢ temu warunkowi (rozdz. VI,
ust. 1). W ten wlasnie sposob postepowal Régnault (1848 r.), kto-
remu zawdzigczamy pierwsze pomiary spolczynnika S$cisliwosci ciat

stalych. Przyrzad, przez niego uzy-
wany, tzw. piezometr (gr. pie-
dzein — cisnaé, gnies¢) (rys. 120),
sklada si¢ z zanurzonego w wodzie
zbiornika BB', szczelnie wypetnio-
nego woda. Do tego zbiornika za-
nurza si¢ badane cialo 4, w $rodku
wydrazone i wypelione woda, sig-
gajacg do pewnej wysokosci C
w szklanej rurce wloskowatej, z ja-
ka polaczone jest cialo 4. Rurka F
prowadzi do zbiornika ze zggszczo-
nym powietrzem. Przy otwartych
kranach G i E ci$nienia, wywiera-
ne na wod¢e w zbiorniku BB' i na
wode w badanym ciele 4 sg jedna-
kowe. Zmniejszenie objetosci wy-
drazonego ciata 4 jest takie samo,
jak ciata pelnego; to ci$nienie bo-
wiem, jakiego doznawalyby $ciany
ciala 4 od sasiednich przylegaja-
cych warstw, jest zastgpione przez
ci$nienie p, z jakim woda dziata na
te $ciany. Gdyby woda byta niesci-
sliwa, podniesienie si¢ poziomu
w rurce wloskowatej bezposrednio
by wyznaczylo zmiang objgtosci
ciata A4, skad, znajac objetos¢ po-
czatkowa, mozna wyznaczy¢ 0 i c.
scisliwos¢ jednak wody (rozdz. VI,
ust. 3) zmusza do wprowadzenia
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przy obliczaniu odpowiednich poprawek, ktore Régnault wyznaczat,
zamykajac kran £ lub G i otwierajac kran D Iub I i w ten sposob
poddajac badane ciato r6znym ci$nieniom zewngtrznym i wewng¢trznym.

W analogiczny sposob wykonywal pomiary $cisliwosci Amagat
(1889 r.), stwierdzajac na przykladzie szkla shuszno$¢ wzoru (Ba).
Amagat nadawal badanym ciatlom ksztalt wydtuzonych walcow, o pro-
mieniu malym w stosunku do dlugosci, tak, ze zmiana objgtosci wy-
wolywana byla przede wszystkim przez zmian¢ dlugosci ciata, bedaca
w tym przypadku miarg tzw. $cisliwosci liniowej. W po-
dobny sposob wykonywal pozniej pomiary Richards i Brink (1908 r.)
oraz Bridgman (1909 r. i pdzZniej), w ktérego pomiarach ci$nienie ze-
wnetrzne dochodzito do 12000 Atm. Griineisen (1910 r.) badat rozsze-
rzalno$¢ rur, poddawanych od wewnatrz znacznemu ciS$nieniu, nie
przekraczajacemu jednak 150 Atm.

O wielkosci zachodzacych w tych warunkach odksztatcen
mogg da¢ pojecie wyniki, otrzymane przez Regnaulta i Amagata,
wedlug ktorych zwigkszenie cisnienia zewngtrznego o | Atm,
a wigc prawie o megabar, zmniejsza objetos¢ miedzi o mniej
wiecej 10-e (doktadnie, wedlug Regnaulta, o 1,23.10~9),
szkta za§ o 2.10~6 (dokladnie o 2,197.10-e, wedlug Amagata)
poczatkowej objetosci, otowiu za$, jednego z najbardziej $cisliw-
ych metali 0 2,761.10~6 (Amagat). W tym ostatnim przy-

padku ¢ =-1-= 2 wynosi okoto 3600.10® dyn/cm2,

skad po podstawieniu do wzoru (3 a) otrzymujemy a= 0,42, co
jest w nieztej zgodzie z podang wyzej liczba 0,446, otrzymana
z pdzniejszych, w inny sposob wykonanych pomiarow.

W przypadku réwnomiernego wszechstronnego S$ciskania
lub rozciggania ciata rownokierunkowego ksztalt ciala zadnej
zmianie nie ulega: szeScian pozostaje szeScianem, kula — kula
itd., zmienia si¢ jedynie objetos¢ ciala. Inaczej jest przy jedno-
stronnym rozciagganiu lub zgniataniu ciata. Niech ABCD' bedzie
przekrojem sze$cianu wycigtego z ciala izotropowego, podda-
nego napieciu w kierunku rownoleglym do boku AB (rys. 121).
Na skutek wydluzenia i towarzyszacego mu skurczenia po-
przecznego szeScian przejdzie w prostopadtoscian A'B'C'D’.
Punkty materialne warstw rownolegtych do BC, ktore poprzed-
nio lezaly na prostej AD* prostopadtej do BC, po odksztatceniu
leza na prostej A'D’, tworzacej kat ¢ z AD' i kat ep=2<p z pro-
stopadla do nowej przekatnej B'C* O ten kat, nazywany ka-
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tem przesunicgcia, przesuncgly si¢ wigc wzajemnie dane
warstwy ciala; otrzymaliby§my bowiem t¢ sama zmiang wzaje-
mnego polozenia punktow materialnych danych warstw, wywo-
lang przez zmiang ksztaltu, gdyby$Smy przyjeli, ze warstwa BC
jest nieruchoma, wszystkie za$ inne do niej réwnolegte prze-
sunety sie o kat ip.

To przesunigcie spowodowane jest tym, ze skladowa napie-
cia zewnetrznego styczna do warstw rownoleglych do BC nie
jest rowna zeru. Niech mn bedzie jednag z tych warstw, skla-
dowa styczna sily, dziatajacej na pole 7LD’ i rObwnej p X pole nZ>',
rowna jest p X pole #D' X sin (mnZ)"), skad napigcie styczne
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le 'MD* . :
Pg—P %()Or{?é-w--’% sm /i n D—(XF posasing.
gdzie a=  mnD'.

Dla matych odksztalcen, z jakimi mamy tutaj do czynienia,
mozemy przyjac, ze a = C'B'D’ bardzo mato si¢ ro6zni od
45°, ze wigc cosa sin a = -i-, stad

P
P — 5

Zaktadajac, ze napiecie jest proporcjonalne do kata prze-
suniecia ip mamy

R

P§="=p 4

gdzie kat ip wyrazony jest w radianach, spotczynnik za$ g, ma-
jacy wymiar cisnienia, jest spoOlczynnikiem sztyw-
nosci.

Opusémy z punktu $rodkowego O prostopadla na podstawe
B'D'. Kat 8, jaki ona utworzy z przekatna A'D’, rébwny jest

, jest on bowiem potowa kata B'OD’, ktéry wynosi
?L—1tp. Dhlugos$¢ tej prostopadlej wynosi Z(1 |—A), potowa

. Y/
boku B'Dr, ktory ulegt skrdéceniu, — (1 — <Z), mamy zatem

, n .1I)
o r 1 —cz
tgfp=tg -I- \
g \A-tg?L.tg 141
Ktadac 1g~- = i zachowujac tylko pierwsze potegi & i Z,
otrzymujemy
1-~
- L--"= (i-<,2)(-2)
|l —tp=1—Z—al

p=L(1~+0 ="(1+0)

Wyklady fizyki, t. 1 14
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Podstawiajac do wzoru (4), znajdziemy

= 2(1 +a)

Przepisany wzoér p=EX, wyrazajacy zwiazek miedzy napig-
ciem zewnetrznym i wydluzeniem wzglednym X, w postaci naste-
pujacej

. Eo E
p = EX = pp X4 P X,

/
skad, uwzgledniajac, ze zgodnie ze wzorem (2 b)Z,L: 0=X(1—2 <),
otrzymujemy

P-(+01-20f +1 %ok

Mozemy zatem odksztatcenie, zachodzace w tym przypadku, wyobra-
zi¢ sobie, jako zlozone z dwu odksztatcen: jednego, polegajacego na
zmianie objgtosci ciala, drugiego za§ — na jego wydhuzeniu. Napig-
cia, powodujace kazde z tych odksztalcen i ktorych suma rowna jest p,
beda odpowiednio réwne

P-S(1+o)(1_2g)e i A =r1+"A; <5a)

spotczynniki A=————---—— 1 V=11 ® - nosza nazwy spot-
1+0 (1—20) l+o

czynnikéw Lamé'go, od nazwiska fizyka, ktory je wprowadzit

(1866 r.) do teorii sprezystosci. Spotczynnik N jest, jak wynika z po-

rownania wzoréw (5) i (5 a), réwny dwa razy wzigtemu spolczyn-
nikowi sztywnosci.

4. SKRECANIE
Spotczynnik sztywnos$ci mozemy wyznaczy¢, mierzac skre-

canie, jakiemu ulega drut lub pret, umocowany w jednym koncu,
na drugim za§ poddany dzialaniu pary sit.

Pierwsze badania tego rodzaju odksztalcen zawdzigczamy

Coulombowi (1784 r.). Przyrzad, ktérym si¢ Coulomb postugi-
wal, sktadat si¢ z drutu, o przekroju kotowym, obcigzonego kula,
zaopatrzong we wskazowke, pod ktérg umieszczona byta pozioma
tarcza o podziatce katowej (rys. 122). Gdy drut skrecano do-
okota osi pionowej o kat <p, ktorego wielkos¢ mozna bylo odczy-

tac

z potozenia wskazowki, i nastgpnie pozostawiano samemu

sobie, drut rozkrecat si¢, wracal do stanu, w jakim byl przed
odksztatceniem, skrgcatl si¢ w strong przeciwng o ten sam mniej



wiecej kat, na jaki byl poprzed-
nio skrecony, wracat znow do
potozenia rownowagi itd., wy-
konywajac w ten sposob waha-
nia w plaszczyznie poziome;j.
Wahania te zachodzilty pod
dziataniem sit sprezystych, po-
wstajgcych w drucie na skutek
skrecenia. Coulomb stwierdzil,
ze okres wahan byl niezalezny
od kata skrecenia y, ze wigc
wzbudzone sity sprezystosci
byty do tego kata proporcjonal-
ne (rozdz. 111, ust. 5), same za$
odksztalcenia, znikajace po usu-
nigciu sity odksztalcajacej, —
odksztatceniami  sprezystymi.
Oznaczajac przez M moment
zewngetrznej pary sil, ktéra mu-
sieliby$my dziata¢ na skrecany
koniec drutu, aby zrownowa-
zy¢ sume¢ momentéw sit spre-
zysto$ci wzgledem osi obrotu,
mamy

M—D.y,
gdzie D spotczynnik proporcjo-

211

rys. 122

nalnosci, zalezny od dlugosci, grubosci i rodzaju drutu. Okres

wahan rowny jest (rozdz. III, ust. 5)

Biorac druty rozmaitej dlugosci i grubosci i mierzac okresy ich

wahan Coulomb znalazl, ze

D= C-

(6)

gdzie r» jest promieniem, /— dlugoscig drutu, C wielkoScia, za-
lezng jedynie od materialu drutu i nazywang czasami sp 01

14*
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czynnikiem Coulomb a. Badania p6zniejsze (Savart —
1829 r., Wertheim — 1857 r.), wykonywane w nieco odmienny
sposob — Wertheim mierzyl bezposrednio pare sit, potrzebna do
skrecenia drutu o dany katy — nie tylko potwierdzily wzor (6)
Coulomba, lecz wykazaty, ze stosuje si¢ on rowniez i do pretow
o przekroju kotowym; jednocze$nie jednak ustalily granice,
w ktorych wzor ten mozna stosowaé. Okazato sig, ze dla pew-
nych metali granice te sa bardzo cia-
sne; tak np. Warburg (1880 r.) znalazl,
ze w drucie miedzianym juz przy skre-
ceniu o 7° wystepuje wyraznie zalez-
no$¢ okresu wahan od kata skrecenia.
Podobnie wige, jak i przy wydtuzaniu,
i w tym przypadku proporcjonalnos$é
sit wewnetrznych do odksztatcenia obo-
wigzuje na ogot tylko dla odksztalcen
niewielkich.

Ograniczajac si¢ do rozpatrywania
jedynie tego rodzaju odksztalcen, mo-
zemy zuzytkowa¢ wzoér Coulomba do
wyznaczenia spotczynnika sztywnosci.
Zat6zmy, ze koniec AB cylindrycznego
preta zostal skrecony o katy (rys. 123).
Skrecenie to nie zmienia ksztaltu prze-
krojow kotowych preta, obraca jedynie
kazdy z nich w jego wlasnej ptaszczy-
znie o pewien kat dookota osi walca.
Tworzaca walca CD lub jakakolwiek
do niej rownoleglta staje sie linia
srubowa. Wyobrazmy sobie, ze$my

podzielili pret na walce spotsrodkowe o nieograniczenie mato
roznigcych si¢ promieniach i niech walec o tworzacej AB
bedzie jednym z tych walcow. Przy skrecaniu swobodnego konca
drutu o kat ¢ pier§cien, zawarty migdzy podstawa tego walca
i podstawa walca nastepnego (na rysunku jest tylko jeden wa-
lec), przesunie si¢ wzgledem warstwy gornej o kat
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gdzie Iv— promien danego walca, /1 = AB — cD. Takie przesu-

niecie mozliwe jest tylko wtedy, gdy na przesuwang warstwe
dziala napigcie styczne do jej powierzchni i réwne (4)

Ps = =
Sita wigc, dzialajagca na dany pierScien o polu 2 n(L z/p, gdzie
jest gruboscia pierscienia, musi by¢ rowna

Jf=P8.211". Jj?. 2xtf.

moment za$ jej wzgledem osi obrotu, ktorg jest w tym przy-

padku o$ walca
JIM= JFf.75=

Suma tych momentow réwna jest momentowi zewngtrznej pary
sit, powodujacej dane skrgcenie. Mamy zatem

JIt=.Sz/Jf= 2

gdzie sumowanie obejmuje pola wszystkich elementarnych pier-
$cieni, na jakie podzielilismy pole skrecanego konca preta.
Ostatecznie otrzymujemy
r*
Af=12 Ty, (7

Oznaczajgc grubo$¢ warstwy przez do, mamy na pole elemen-
tarne 2nodo i stad

M=l vy 2n i (7 a)

0
gdzie granicami catkowania sg *3=0 1 p.=r.

Z porownania wzoru (6) ze wzorem (7) wynika, ze

®)

Spotczynnik sztywnos$ci mozemy zatem wyznaczy¢ albo mierzac

okres wahan, zachodzacych pod dziataniem sil sprezystych,

wzbudzonych przez skrecanie pregta (sposob dynamiczny) albo,

mierzac kat <, o jaki skreci dany pret znany nam moment ze-
wnetrznej pary sit (sposob statyczny).

Ze spotczynnikiem sztywno$ci spotykamy si¢ rowniez i wtedy,

gdy obcigzamy drut, nawinigty na walec i stanowiacy sprezyng. Obcia-
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zenie takiego drutu powoduje zwigkszenie odstepu miedzy poszczegdl-
nymi zwojami i skrgcenie drutu. Zakladajac, ze zwoje sa plaskie i ze
leza bardzo blisko jeden drugiego, otrzymujemy na wydluzenie
niewielkie w poréwnaniu z dtugoscig / drutu — wzor, ktory podajemy
bez wyprowadzenia

2 27/

A=/ njjur™ (7b)

gdzie / — sita wydluzajgca sprezyne, r — promien drutu, R-» — pro-
mien walca, na ktéry drut jest nawinicty. Stad wynika, ze chcac, aby
dana sita spowodowata mozliwie wielkie wydtuzenie, nalezy uzy¢ drutu
cienkiego i nawing¢ go na walec o duzym promieniu; gdy za$ chodzi
0 sprezyny, stawiajgce znaczny opor odksztatceniu, nalezy bra¢ druty
grube 1 nawija¢ je na walec o promieniu niewielkim.

Z metali najwigckszy spotczynnik sztywnosci ma stal i ni-
kiel: okoto 8000.10® dyn/cm2 (te dwa metale majg rowniez zbli-
zone wartosci modutu Younga i spotczynnika Poissona) ; z ciat
niemetalicznych wyréznia si¢ kwarc ciggniony o y = 3000.108
dyn/cm2, o ktérego zastosowaniu w wadze skrecen byla mowa
w rozdziale poprzednim (ust. 5).

W przypadku, gdy przekrdj preta nie jest kotowy, wzor (7) na-
lezy zastgpi¢ innym. Stosujac rozumowanie analogiczne do uzytego
wyzej, otrzymujemy

M= \o2ds, (7 c)

gdzie dS oznacza pole elementu, odlegtego o p od osi obrotu. Podobnie
jak wzor (7), i ten wzor stosuje si¢ tylko o tyle, o ile mozemy zatozy¢,
ze podczas skrecania ksztalt przekrojow prostopadtych do osi pozostat
niezmieniony. Ten warunek spelnia si¢ na ogot jedynie przy niewiel-
kich katach skrecen.

Dla pretéw o przekroju prostokatnym mamy w przyblizeniu
246 a*bl

A1-F&

gdzie k' jest mniej wigcej rowne 0,3, a i b oznaczaja grubos$¢ i szero-
kos$¢ preta. Gdy a i b sg male, przy czym jednak a jest znacznie wick-
sze niz b tak, ze drut ma ksztalt waskiej wstazki, stosunkowo znaczne
skrecenie ¢ moze by¢ spowodowane przez o wiele mniejsza pare¢ sit,
niz w przypadku drutu, ktérego przekrdj o tej samej powierzchni
(a wigc 1 0 tym samym cigzarze jednostki dtugosci) bylby kwadratem.
Istotnie, oznaczmy przez S powierzchni¢ przekroju i przypusémy,

ze w przypadku pierwszym b = — S, a=- 10 w drugim za$
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a=6=j/S . Otrzymujemy wtedy dla tego samego kata skregcenia
o=1
M =xr"r, A EI81=°"01x, T8UM* = c"r1z"™ — oL, 5~4 s'2.

f 1vuva L L 4

Ogdlng teori¢ skrecania pretow o przekroju dowolnym opracowat
de Saint-Venant (1855 r.).

5. ZGIECIE

Przypusémy, ze belke pozioma, umocowang w jednym koncu,
ktorej cigzaru nie uwzgledniamy w rachunku, obcigzamy na
koncu swobodnym coraz to wigkszymi ciezarami (rys. 124).

rys. 124

Odleglos¢ pionowa BC migdzy poczatkowym i pozniejszym, od-
powiadajagcym danemu obcigzeniu, potozeniem obcigzonego konca
bedzie w miare wzrostu obcigzenia stopniowo wzrastata. Ta, jak
ja nazywamy, strzatka zgiecia jest miarg wywolanego
w tym przypadku odksztatcenia. Dopdki obcigzenie nie przekro-
czy pewnej granicy, zaleznej od dhlugosci belki, jej przekroju
i materiatu, z jakiego jest zrobiona, strzatka zgiecia jest po-
dobnie, jak wydtuzenie wzgledne Z i kat skrecenia y, proporcjo-
nalna do obcigzenia i znika catkowicie po usunigciu sily odksztal-
cajacej. Mozemy wigc i tym razem uwazaé sily sprezystosci,
wywolane przez odksztalcenie i rownowazace sily zewnetrzne,
za proporcjonalne do wielkosci odksztalcenia, same za$, zacho-
dzace w tych warunkach odksztalcenia za catkowicie sprezyste.

Przy tego typu odksztalceniach goérna warstwa belki ulega
wydtuzeniu, dolna skroceniu; wewnatrz zatem belki musi znaj-
dowa¢ si¢ warstwa, ktorej dlugo$¢ nie ulega zadnej zmianie.
Niech ta warstwa obojetna (patrz. Wstep, ust. 9) jest
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warstwa MN (rys. 125). Rozpatrzmy dwa prostopadte do dtu-
gosci belki przekroje pg i rs, odlegle od miejsca zamocowania
0 X1 X 4- Ax. Przed odksztalceniem byly one wzajemnie réwno-
legte, po odksztalceniu tworza kat <. Przeprowadzmy przez
punkt, w ktorym prosta rs przecina lini¢ obojetng MN, prostg

p'q’, rownolegla do pg. Odksztalcenia, spowodowane przez ob-
ciazenie swobodnego konca belki, mozemy sobie wystawi¢ jako
obrét o kat i przekroju p’q* dookota osi poziomej, przechodza-
cej przez punkt jego przecigcia z warstwa obojetng prostopadle
do ptaszczyzny rysunku.

To upraszczajace zatozenie wtedy tylko, $cisle biorac, nie po-
cigga za soba znaczniejszych bledow w obliczeniu, gdy belka jest do-
statecznie cienka, tzn. gdy grubo$¢ jej i szeroko$¢ sa male w porow-
naniu z dlugos$cia.

Na skutek tego obrotu warstwa belki, zawarta miedzy
przekrojami pg i rs i znajdujgca si¢ w odleglosci p od warstwy
obojetnej, ulegla wydluzeniu, réwnemu pg\| Niech 4p bedzie
gruboscia warstwy, z — jej szerokos$cia, mierzong w kierunku
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prostopadtym do plaszczyzny rysunku, powierzchnia zatem war-
stwy — zAy. Sita, powodujaca jej wydtuzenie lub, co na jedno
wychodzi, sily sprezystosci, rownowazace site zewngtrzng, sg
rowne

EdX ziS= E-"-zdy,

gdzie  jest poczatkowa dlugoscig warstwy. Stad moment tych
sit wzgledem poziomej osi obrotu

IM= E-"-=z.Jy.

Analogiczne wyrazenie znalezlibySmy dla dowolnej warstwy
t“v, znajdujacej si¢ ponizej warstwy obojetnej. Sity jednak,
dziatajace na te warstwe, beda skierowane w strong przeciwna,
warstwa ta bowiem ulega nie wydtuzeniu, lecz skroceniu, za-
miast napie¢ wystepuja w niej cisnienia.
Z zalozenia, przyjetego przez nas, ze odksztalcenie, zachodzace
w rozwazanym przypadku, sprowadza si¢ do obrotu dookota osi po-
ziomej, wynika, ze wypadkowa wszystkich sil, dziatajacych na prze-
kroj re, rowna jest zeru; mamy zatem

%S););ZA v =10
lub, uzywajac znakowania rachunku nieskonczono$ciowego,
Cyzdy =0, skad \yzdy =0. (a)

Odlegtos¢ pionowa $rodka masy przekroju re“od punktu przecigcia
z warstwa obojetna, wzigtego za poczatek ukladu spoétrzednych, wy-
raza si¢ wzorem podanym w ust. 15, rozdz. II, "ktory przepiszemy
W postaci f dm

gdzie dm — masa elementu tego przekroju, rowna yzdy. Zaktadajac,
ze belka jest jednorodna, ze wigc masa jednostki przekroju ma wszg-
dzie warto$¢ stalg, znajdujemy, uwzgledniajac warunek (a)

y. =£jy*riy =o.
srodek masy przekroju lezy wigc na warstwie obojetnej, dla ktorej
wszystkich punktow y =0. Poniewaz tak jest dla kazdego przekroju

pionowego, mozemy powiedzie¢, ze warstwa oboje¢tna przechodzi przez
$rodek masy belki.

Moment sit sprezystosci, dzialajacych na wszystkie war-
stwy, zawarte migdzy przekrojami pq i rs, otrzymamy sumujgc
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znalezione wyzej warto§ci momentow elementarnych. Bedziemy
mieli
M= E-"-2y"zJ]y.
<Y Y

Nazwijmy Sy2zby momentem bezwladnosci danego
przekroju wzgledem danej osi, prostopadlej do ptaszczyzny ry-
sunku, takie bowiem otrzymalibySmy wyrazenie, obliczajac te
wielko$¢ dla nieograniczenie cienkiej ptytki, majacej ksztalt
rozpatrywanego przekroju, a ktoérej masa, przypadajaca na
jednostke powierzchni, bytaby réwna jednosci. Mozemy wigc
napisac

M= E™-B.
Jx P
Dla belek o przekroju prostokatnym Bp = gdzie bok a jest

prostopadty, b — roéwnolegly do ci¢zaru odksztalcajgcego; dla
belek o przekroju kotowym ]ﬂ, gdzie R — promien belki.

Dla przekroju prostokatnego z=—a, y zmienia swa wartos¢
od----do + ~" (w belce jednorodnej warstwa oboje¢tna jest w tej

samej odlegloséci od gornej, co i od dolnej warstwy belki), mamy zatem

Moment bezwtadnosci przekroju kotowego wzgledem osi, bedacej
jedna z jego $rednic, mozemy wyznaczy¢ w sposob nastgpujacy.
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Opiszmy z punktu O dwa kota o promieniach p i p+dg i prze-
prowadzmy dwa promienie OA4 i OB, tworzace z osig Oa O2 katy
i 4-di>. Pole ABCD, w ten sposob utworzone, réwne jest AB.AD =
= péft>. <Zp, odleglosé zas jego od osi Oi O2 rowna jest p sin zz Moment
bezwladnosci tego elementu wynosi przeto pa sind tid/ddg, moment za$
catego kola, rowny sumie momentow elementarnych

R an Pi
Bp =j pldg Jsinl#dd = ZZ.
0 0
Moment sit sprezystosci rOwnowazony jest przez moment
sity odksztatcajacej, réwny [Z—(& -f- as1)]/ lub, po odrzuceniu
bardzo matej dtugosci Ax, (I—x)f, gdzie [ — dlugos¢ belki.
Mamy zatem

M Egm B ®)

Przeprowadzmy w punktach p i » styczne do belki (rys. 125);
styczne te wytng ze strzalki zgiecia s = B’'B odcinek ueu = As.
Poniewaz kat, ktory one tworza, rOwny jest katowi y, jaki two-
rzg promienie Cp i Cr, do nich prostopadie

z/s = (Z— si(qa P =

Po podstawieniu do wzoru (b) otrzymujemy

US=—1—(l— Xy ™ —e—(C)

Calg strzatke zgigcia otrzymamy, wykonywajac analo-
giczne obliczenia dla wszystkich przekrojow belki i sumujac
otrzymane wyrazenia. Bedziemy mieli

s = = = <>

p p
Niech dx jest odlegtoscig rozpatrywanych przekrojow

H o
W przypadku zatem sztaby o przekroju kotowym

4 VY
= > 9
8= sum E ©a
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o przekroju za$ prostokatnym

4 I* 9b
8 ab» E (9b)
Z tego ostatniego wzoru wynika, ze ta sama belka, obcia-
zona tym samym ci¢zarem, bedzie miata przy umocowaniu jej
,ha ptask® znacznie wigkszg strzatke zgigcia, niz gdy umoco-
wana jest ,,na kant®.

Niech boki przekroju prostokatnego belki drewnianej o dtugosci
1 m, obcigzonej ci¢zarem 1 kgc, beda odpowiednio rowne 1 cm i 10 cm.
Gdy a=10, 6=1 (rys. 127), otrzymamy, ktadac 2?=600.10®

dyn/cm2 = 500 kgc/mm?2,

4 (1o00)1.1 M

§ 1001000 500 — 80 mm —8 cm.
Gdy a=1 cm; 6=10 cm
4 1000y’ . 1
10 . (100)*'( 5())() = 0,8 mm = 0,08 cm.

Wzér (9) mozemy bez trudu uogolni¢ na przypadek, gdy
zginana belka, obcigzona w polowie swej dlugosci, jest podparta
na obydwu koncach. Zatézmy podobnie, jak poprzednio, ze belka
przed odksztalceniem jest pozioma i ze wielko$¢ odksztalcaja-

cego cigzaru wynosi f. Wtedy na kazdg z podpor dziata sita g «
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Z taka sama sila dziata kazda z podpor na belke, zjawisko zatem
zachodzi w ten sposob, jak gdyby $rodek belki byt umocowany,

gory. Strzatke zgiecia, rowng réznicy wysokosci srodkowego
i podpartych punktow sztaby, otrzymujemy ze wzoru (9), ktadac

W nim S zamiast / i z zamiast /. Otrzymamy zatem

| Vi
§ 48Bp 'E' (9¢)
Podparcie wiec belki na drugim koncu zmniejsza strzatke zgig-
cia szesnastokrotnie.

6. ODKSZTALCENIA POD DZIALANIEM WIEKSZYCH SIL ZE-
WNETRZNYCH. TARCIE WEWNETRZNE

Wyprowadzone w ustgpach poprzednich stosunkowo proste
zwigzki miedzy sitami zewngtrznymi i wywolanymi przez nie
odksztatceniami sprawdzaja si¢ jedynie w bardzo ciasnych gra-
nicach. Juz w przypadku najprostszego odksztalcenia, jakim jest
wydtuzanie si¢ preta lub sztaby, zwigkszenie obcigzenia powo-
duje zmiany dhugosci, nie czynigce zado§¢ rownaniu (2).

Przypusémy, ze badang sztabg jest sztaba stalowa; wtedy
zjawisko wydluzania bedzie mialo przebieg nastgpujacy. Przy
niewielkich obcigzeniach, nie przekraczajacych 20 kgc na mm?
przekroju poprzecznego sztaby, wydtuzenia, zgodnie z tym, co$my
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mowili w ust. 2, beda do obciazen proporcjonalne. Zalezno$¢ mig-
dzy obcigzeniem i wydluzeniem wyraza¢ bedzie na wykresie pro-
sta 04 (rys, 129), tym bardziej stroma, im wigkszy jest modut
Younga badanego ciata. Punkty tej prostej beda jednoznacznie
wyznaczaty wydluzenie, zachodzace przy danym obcigzeniu, bez

wzgledu na to, czy zaszto ono przy zwigkszaniu obcigzen od 0 do
danej wartosci czy tez odwrotnie — przy zmniejszaniu od wigk-
szego obcigzenia do zera. Po przekroczeniu jednak pewnego
napigcia, ktére nazywamy granica proporcjonalno-
$ci (na rysunku — A4B), wydhluzenie przestaje by¢ proporcjo-
nalne do sily odksztalcajacej ; linia, wyrazajaca zwigzek miedzy
p 1 X staje si¢ linig krzywa, mniej stromo wznoszaca si¢ do gory,
niz prosta OA4 : te same przyrosty obcigzen powoduja wigksze,
niz poprzednio, wydluzenia. Odksztalcenia mogg mimo to (jak
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np. W rozpatrywanym przez nas przypadku) pozostaé sprezy-
stymi. Dopiero przy .wiekszych obcigzeniach (dla sztaby z tzw.
stali bardzo miekkiej okoto 24 kgc/mm?2) odksztatcenia nie zni-
kaja catkowicie po usunieciu sil odksztatcajacych; w sztabie nie-
obciazonej pozostaja tzw. odksztalcenia trwale lub
plastyczne.

Po przekroczeniu granicy sprezystosci (na wy-
kresie napigcie CD) wydluzenia wzrastajg bardzo znacznie ze
wzrostem obcigzen, przy czym jednak ciggle na calej dlugosci
sztaby wydtuzenia wzgledne (a co za tym idzie i kurczenia po-
przeczne) sa jednakowe. Gdy jednak napigcie zewnetrzne prze-
kroczy granice tzw. wytrzymaltosci doraznej (rzedna
EF na wykresie; dla stali bardzo migkkiej okoto 40 kgc/mm?),
w pewnym miejscu sztaby, ktérego potozenie zalezne jest czesto
od przypadkowych réznic budowy materialu, zmniejszajacych
wytrzymalo§¢ w danym miejscu, nastepuje znaczniejsze, niz
gdzie indziej, skurczenie si¢ przekroju poprzecznego, co powo-
duje przy dalszym wzro$cie obcigzenia rozerwanie sztaby w tym
zwezonym miejscu (tzw. szyjce). Wydluzenie wzgledne sztaby
bezposrednio przed rozerwaniem moze by¢ do$¢ znaczne, np. dla
stali migkkiej wynosi okoto 0,3 ; sztaba dtugos$ci 1 m wydtuzy si¢
zatem o 30 cm.

Przy zgniataniu sztaby otrzymujemy na ogo6l wykres analo-
giczny; jedyng rdéznice stanowig obszerniejsze zazwyczaj gra-
nice plastyczno$ci. Plastyczno$é, zarowno przy rozciaganiu, jak
1 zgniataniu, wystepuje jednak nie we wszystkich ciatach sta-
tych, a nawet nie we wszystkich metalach. Tak np. sztaba z Ze-
laza lanego rozrywa si¢ przy stosunkowo niewielkim wydluzeniu
(mniej wigcej o 0,01 poczatkowej dlugosci, sztaba zatem o diu-
gosci 1 m ma w chwili rozerwania dlugos¢ 101 cm), przy czym
rozerwania nie poprzedza powstanie szyjki. Podobnie zachowuje
si¢ stal krzemowa (0,005 C, 0,015 51), uzywana na spr¢zyny;
granica sprezystosci jest dla niej prawie rowna granicy wytrzy-
matosci; wydhuzenie wzgledne przy rozerwaniu wynosi 0,02.
Z tego powodu rozrdznia si¢ czesto ciata stale lepkie i ciala
statle kruche. Do pierwszej grupy nalezag metale takie, jak
stal, miedz, nikiel, do drugiej szklo, stal krzemowa, zelazo lane,
rozne rodzaje skat itd. Roznica miedzy cialami lepkimi i kru-
chymi zmniejsza si¢ na ogot ze wzrostem temperatury, plastycz-
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nos$¢ bowiem wszystkich ciat jednorodnych wzrasta przy ich na-
grzewaniu, zmniejsza si¢ bowiem wtedy zaréwno spotczynnik
sztywnosci, jak i modut Younga.

To zmniejszanie si¢ nie jest jednak dla obydwu spoétczynnikow
jednakowe. Wedlug Kowalskiego dla szkta, w ktorym zaleznos¢ od
temperatury jest o wiele wyrazniejsza, niz w metalach, 1 zmniejsza
si¢ szybciej, niz E. Dla kwarcu topionego Lees, Andrews i Shave zna-
lezli (1924 r.), ze w granicach od 0°—800° modut Younga zachowuje
wartos$¢ stala.

Za oddzielng grupe mozna uwazac ciata, ktore juz w tempe-
raturze normalnej wykazuja pod dziataniem niewielkich ci$nien
znaczng plastyczno$¢, jak np. glina. Ciata takie nazywamy p | a-
stycznymi.

I tego podzialu nie mozna uwazaé¢ za dostatecznie $cisly. Nie-
jedno bowiem z cial, majacych pod wielkim i krotkotrwatym cisnie-
niem cechy ciata kruchego, wykazuje pod ci$nieniem mniejszym, lecz
dzialajacym przez czas dluzszy, znaczna plastyczno$¢ (np. szkto). Je-
dynym racjonalnym podziatem jest, jak si¢ zdaje, podziat ciat statych
na postaciowe (krystaliczne) i bezpostaciowe (amorfne); ciala, na-
lezace do drugiej grupy, ze wzrostem temperatury zmieniajg stop-
niowo swe wlasnosci sprezyste, przechodzac w sposob ciagly w stan
ciekty (por. ust. 1, rozdz. XI). Metale jedynie pozornie, jak o tym
byla wyzej mowa, wykazujag w temperaturach normalnych cechy po-
dobne do cech cial bezpostaciowych. Badanie ich wlasnosci jest utrud-
niane przez to, ze krysztaly ich sa bardzo male. Dopiero ostatnio
Czochralskiemu (1918 r.), Bridgmanowi (1925 r.) i innym udato si¢
otrzymac¢ krysztaly wigksze, umozliwiajace bezposrednie badanie ich
wlasnosci sprezystych. Na tej drodze uda si¢, by¢ moze, wyjasnic¢
zwigzek miedzy wlasno$ciami sprezystymi cial i ich budowag we-
wnetrzng (por. nizej).

Pod wielkim ci$nieniem metale mogg sta¢ si¢ niezwykle pla-
stycznymi, jak tego dowodza doswiadczenia, ktére wykonat Tre-
sca (1864 r.). Metal, umieszczony w naczyniu, zaopatrzonym na
dnie w niewielki otwor, poddany cisnieniu pary tysigcy atmo-
sfer, wyplywa przez otwor, zachowujac sie tak, jak lepka ciecz,
poddana cisnieniu niewielkiemu. Metal, w ten sposob odksztal-
cony, posiada zgota inne wlasnosci, niz przed odksztalceniem,
tak np. otrzymane ta droga paleczki bizmutu sa tak gietkie, ze
mozna skreca¢ je w wezel, nie obawiajac si¢ ich przetamania.

Spring (1878 r.) stwierdzil, ze wosk pod ci$nieniem 700 Atm
i parafina pod ci$nieniem 2000 Atm staja si¢ tak ciekle, jak woda.
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W ciatach kruchych i plastycznych pojecia takie, jak gra-
nica proporcjonalno$ci lub sprezystosci, tracg prawie catkowi-
cie swoje znaczenie. Z wyjatkiem kruchych metali i szkla inne
ciala, nalezace do tej grupy, jak marmur, beton, albo wcale nie
podlegaja prawu proporcjonalno$ci, albo co najwyzej podlegaja
mu w bardzo ciasnych granicach i tylko dla odksztalcen jednego
znaku. Ale nawet w przypadku ciat lepkich wyznaczenie ci§nien
lub napig¢ granicznych przedstawia duze trudnosci, wyniki bo-
wiem pomiar6w sg w bardzo znacznym stopniu zalezne od
odksztatcen, jakim
poprzednio podle-
gato badane ciato.

Zatozmy, ze po
przekroczeniu W
punkcie A¢ granicy
sprezystosci sztaby
stalowej 1 dojsciu
do punktu 42 wy-
kresu (rys. 130)
zmniejszamy stop-
niowo obcigzenie.
Linig, odtwarzaja-
cag wtedy przebieg
zjawiska, jest linia
prosta OzA2, mniej
wiecej rownolegla
do prostoliniowej cze$ci poczatkowej krzywej OAIA2. Przy ob-
cigzeniu rownym zeru otrzymamy wydtuzenie trwate 0.0V Jezeli
teraz bedziemy znowu powickszali obciazenia, odksztatcenia begda
wzrastaly proporcjonalnie do napi¢¢, dopoki napigcia nie dojda
do wartosci A2 B2. Przez takie mechaniczne hartow a-
nie metalu granica proporcjonalnosci moze by¢ znacznie prze-
sunig¢ta.

rys. 130

Ogrzewajac do wysokiej temperatury i nastepnie powolnie ochta-
dzajac, mozemy cialu przywrdcic¢ jego poczatkowe wiasnosci.

Temu hartowaniu towarzysza niewatpliwie zmiany we-
wnetrznej budowy ciata, jak na to wskazujg badania mikrosko-
powe przekrojow sztab hartowanych, stwierdzajace wydluzenie

Wyklady fizyki, t. I 15
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krysztalkéw metali w kierunku dziatania sity odksztalcajacej,
i jak to wynika z faktu, potwierdzonego ostatnio przez William-
sona (1922 r.), ze wszystkie prawie wlasnosci fizyczne metali
(np. przewodnictwo elektryczne) ulegajg zmianie na skutek har-
towania.

Na zmiany w budowie ciala pod dzialaniem wielkich cisnien
wskazuja rowniez doswiadczenia Springa. Spring stwierdzit (1878 r.),
ze opitki cynkowe przeksztatcaja si¢ w jednorodne ciato pod cis$nie-
niem 5000 Atm, opitki otowiu pod ci$nieniem 2000 Atm. Czerwony
bezpostaciowy fosfor przechodzi pod cisnieniem w fosfor metaliczny.
Kahlbaum (1903), a nastgpnie Spring (1907 r.) stwierdzili, ze gestosé
metali, wzrastajaca na ogol ze wzrostem cisnienia, pod bardzo wiel-
kimi cis$nieniami, przekraczajacymi 10000 Atm, maleje dla wszyst-
kich metali z wyjatkiem bizmutu, co jest tym bardziej zastanawiajace,
ze bizmut jest metalem, ktérego gestos¢, podobnie jak wody, jest
wicksza w stanie cieklym, niz statym.

Czynnikiem, utrudniajagcym doktadne wyznaczenie granicy
sprezystosci, jest tzw. opozZznienie sprezyste. Zjawisko
to, zauwazone po raz pierwszy przez W. Webera (1835 r.) przy
badaniu wydhuzania si¢ nici jedwabnych, polega na tym, ze od-
ksztalcenie nie odrazu dochodzi do wartosci, odpowiadajacej sta-
nowi rownowagi migdzy sitami odksztatcajacymi i wzbudzanymi
przez odksztalcenie sitami sprezystosci, lecz zbliza si¢ do niej
stopniowo. Wyniki pomiaréw moga by¢ zgota inne przy szybkich
zmianach wartosci sily odksztalcajacej, niz przy powolnych.

W pomiarach, o ktorych byla mowa wyzej, zaktadalismy mil-
czaco, ze mierzone odksztalcenie odpowiada warunkowi réwnowagi,

ze wigc przy niezmiennej sile odksztalcajacej zachowuje warto$¢ stata
bez wzglgdu na czas trwania pomiaru.

Opoznienie to ujawnia si¢ zarOwno przy zwigkszaniu, jak
i przy zmniejszaniu sil odksztatcajacych i w wysokim stopniu
utrudnia stwierdzenie, czy odksztalcenie, wywotane przez dane
cisnienie lub napicgcie, znika po usunieciu sit odksztatcajacych,
czy wigc jest odksztatceniem sprezystym. Czas dojscia do stanu
rownowagi jest na ogoét zalezny od czasu, w ciggu ktorego ciato
bylo odksztatcane. W doswiadczeniach Kohlrauscha (1863 r.)
drut srebrny, skrecany przez 2 min. o 180°, wykazywal, w 10
min. po usuni¢ciu sit odksztalcajacych, skrecenie o 27', po 20
minutach — o 5'; gdy skrecanie trwalo 10 min., kat skrecenia
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zmniejszyt si¢ po 10 sek od chwili usunigcia sil zewnetrznych
do 52', po 5 min. — do 27' i po 80 min. — do §'".

Wplyw czasu, w ciggu ktorego dziataja sily odksztalcajace,
ujawnia si¢ rowniez i w odksztalceniach cial, ktére pod krétko-
trwalym dziataniem sit znaczniejszych zachowuja si¢ jak ciala
kruche. Tak np. cienka laska laku, podparta na dwu koncach,
wygina si¢ z biegiem czasu pod dzialaniem wlasnego ci¢zaru,
doznajac odksztacen, ktore na prozno usitowaliby$my wywotaé
dzialaniem wickszej sily, dzialajacej przez czas krotki.

Zjawisko opoznienia sprezystego nasunelo przypuszczenie,
ze przy odksztalcaniu ciata wystepuja, oprocz sit sprezystosci,
jeszcze dodatkowe sity oporu. Sily te, przeciwdziatajace odksztat-
ceniom, spowodowanym przez sily zewngtrzne, przeciwdziatajg
rowniez i powrotowi ciata do dawnego stanu, a wi¢gc zmieniajg
kierunek swego dziatania przy zmianie kierunku, w jakim za-
chodzg zmiany wzajemnego potozenia czgsci ciata odksztatcanego,
s3 zatem, zgodnie z okre$leniem ust. 12 rozdz. II, sitami roz-
praszajacymi.

Wyrazny wplyw tego tarcia wewngtrznego ujaw-
nia si¢ w zjawisku stopniowego zanikania drgan skrgconego
i nastgpnie pozostawionego samemu sobie drutu (patrz, ust. 4),
zanikania o wiele szybszego, nizby mozna bylo oczekiwac,
uwzgledniajac jedynie opory zewnetrzne. Suma energii  poten-
cjalnej, jakiej drut nabywa przy skrecaniu, i energii ruchu,
ktora posiada, rozkrgcajac sig, nie jest wtedy wielkoscig stala;
energia mechaniczna ulega rozproszeniu.

Niech ¢n—I i n oznaczajg katy, o jakie skrgca si¢ drut

w (n—I1)-ym wahnigciu i w n—tym wahnigciu i jakie mozemy wy-

znaczy¢ przy pomocy choéby przyrzadu Coulomba (rys. 122). Wiel-

kos¢ X = lg———:l, (gdzie znak Ig oznacza logarytm naturalny czyli

»h
przy zasadzie e=1+ 1 + A 4. 4.—L 4.... —2718...),
1 1.Z.u 1.Z.0.4

nazywana logarytmicznym dekrementem (lac. decremen-
tum — ubywanie), jest najczesciej uzywang miarg tarcia wewngtrz-
nego. Otrzymane bezpo$rednio z pomiardw warto§ci X wyrazaja jed-
nak taczne dziatanie wszystkich oporéw rozpraszajacych, a wigc
i otaczajacego powietrza i tarcia w punkcie zamocowania. Obliczy¢
i wyrugowaé wpltyw tych oporéw jest rzecza niezmiernie trudng, to
tez pomiary sprowadzaja si¢ raczej do wyznaczenia zmian, jakim
ulega X przy zmianie wielkosci odksztalcen ciala.

15*
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7. TARCIE CIAL STALYCH

Podobne sily rozpraszajace, przeciwstawiajgce si¢ ruchowi
bez wzgledu na jego kierunek, ujawniaja si¢ rowniez wtedy, gdy
dwa rdzne, stykajace si¢ ze sobg ciala stale poruszaja si¢ wzgle-
dem siebie.

Niech aa bedzie rOwnig pochyla, ktorej kat a nachylenia
do poziomu mozna dowolnie zmienia¢ i na ktorej lezy ciato

a

o cigzarze (. Jak wiemy z codziennego doswiadczenia, przy
niewielkich wartosciach a ciato nie bedzie si¢ zsuwalo z réwni
pod dzialaniem swego ci¢zaru. Ruch rozpocznie si¢ dopiero
wtedy, gdy kat ten osiagnie pewng warto$¢ al; wtedy skla,-
dowa styczna cigzaru stanie si¢ rOwna Q sin al. Zjawisko zatem
zachodzi tak, jak gdyby spadaniu ciala przeciwdziatala sita, skie-
rowana przeciwnie do Q% i posiadajagca w chwili rozpoczecia
ruchu te sama, co Qs, warto$¢. Sile te Fo nazwiemy sila tarcia
zewngetrznego lub prosciej sita tarcia.

Doswiadczenia, wykonane przez Coulomba (1781 r.) i na-
stepnie przez Morin’a (1833 r.) udowodnily, ze sila ta jest pro-
porcjonalna do sktadowej normalnej NV sily poruszajacej, w da-
nym wigc przypadku do On. Mozemy zatem napisac

Fo = KoQ, = KoN, (10)

gdzie Ko spotczynnik, zalezny jedynie od rodzaju tracych si¢
powierzchni, jest spolczynnikiem tarcia w spo-
czynku lub tarcia statycznego:; wymiar jego rowny
jest jednosci. Wielko§¢ Ko mozemy wyrazi¢ nieco inaczej.
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W chwili rozpoczynania ruchu Fo = Q sinal; On = Q cosao, stad

K = = 1g«.,

gdzie al jest tzw. katem spoczynku.

Znaczenie tej wielko$ci wyjasni nam nastepujacy przykiad.
Przypu$émy, ze na poziomej powierzchni 44 spoczywa cialo
tak lekkie, iz ciezar jego mozemy pomina¢, i ze cialo to chcemy
wprawi¢ w ruch, dzialajac na nie dowolnie przylozong sila /
(rys. 132). Dopoki sita / bedzie tworzyta z normalng n do po-
wierzchni kat a < ae, dopéty cialo si¢ nie poruszy, tak, ze zwigk-
szajac warto$¢ sily, mozemy, co najwyzej, odksztalci¢ ciato

lub podstawe, na ktoérej spoczywa, sktadowa bowiem styczna /
bedzie stale mniejsza od sily tarcia, wystepujacej w chwili roz-
poczynania ruchu

Fo = Kjn = tgaoJcosa. >/sinal >/sina =/§
(gdy « << «o, cosa > cos al).

Ruch ciata, ktéry si¢ rozpocznie z chwilg, gdy f5 stanie si¢
réwna Kofnf nie bedzie ruchem jednostajnym, lecz ruchem,
ktory w pewnych granicach predkosci jest jednostajnie przyspie-
szony. Wyznaczy¢ to przyspieszenie mozna, poslugujac si¢ me-
toda, obmyslong przez Coulomba. Na ptytce (rys. 133) umie-
szczona jest skrzynka, ktorg mozemy dowolnie obcigzaé, wkta-
dajac do niej cigzary. Skrzynka potaczona jest przerzuconym
przez blok sznurem z szalka, na ktorg ktadziemy tyle odwazni-
kéw, aby cigzar ich byl mozliwie réwny Fo = Ko Q, gdzie Q
cigzar skrzynki, prostopadty do ptytki. (Przypuszczamy, ze spot-
czynnik Ko — tarcia migdzy skrzynkg i ptytka — zostal po-
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przednio wyznaczony z pomiardw, wykonanych przy uzyciu
rowni pochylej). Mierzac droge s i czas t, w ciggu ktérego zo-
stala przebyta, obliczamy przyspieszenie « ruchu ciata. Jest ono

rys. 133

mniejsze od przyspieszenia a* ktorego bysSmy oczekiwali, opie-
rajac si¢ na wzorze fs = mc « gdzie mc — masa poruszanych
cial. Zakladajac, ze i tym razem zmniejszenie to spowodowala
sita tarcia, przeciwdzialajgca ruchowi, obliczamy ja ze wzoru

” » — I~ -

b= %_ 7mf8-v m()ifmc @
gdzie — masa skrzynki, m0 — masa szalki i odwaznikow.
Zmieniajgc obciazenie skrzynki (a wiegc i sile tarcia Fo w chwili
rozpoczynania ruchu), mozna stwierdzi¢, ze sila F jest, podob-
nie, jak i F(), proporcjonalna do sity, z jakag cisna na siebie trace
sie powierzchnie, ze zatem mozemy, analogicznie do wzoru (10),

napisaé F=KN (11)
Uwzgledniajac, ze f° = Fo — Ko N, otrzymujemy
a (KO-K)N
m :

¢

skad wynika, Ze K — spotczynnik tarcia w ruchu Ilub
tarcia kinetycznego, jest mniejszy od Ko. Wartos¢ jego
zalezy nie tylko od rodzaju tracych si¢ powierzchni, lecz row-
niez i od predkosci, z jaka wzgledem siebie si¢ poruszaja
W przypadku tarcia zelaza o stal zalezno$¢ K od predkosci wyra-



231

zajg wedlug Sommerfelda i Kleina (1903 r.), — ktoérzy opierali
si¢ na pomiarach inzynierow, pracujacych w firmie Westing-
house Compagnie, — krzywe, przedstawione na rys. 134. Krzywe
kropkowane odpowiadaja najwiekszym i najmniejszym warto-

§ciom, otrzymanym z pomiaréow, krzywa cigglta — warto$ciom
przecigtnym. Spolczynnik tarcia w spoczynku Ko (v =0) rowny
jest, wedhug tych danych, 0,33; przy predkosci okoto 17 m/sek
(61,2 km/godz.) tarcie spada do potowy: K=0,15, przy pred-
kosci 25 m/sek (90 km/godz.) do jednej trzeciej: K=0,11.

Z tablicy, podanej przez Foschia w ,,Lehrbuch der Physik*
Miiller—Pouilleta, przytaczamy pare liczb, mogacych da¢ pewne
pojecie o wielkosci sit tarcia, z jakimi czg$ciej si¢ spotykamy.

Ko K
stal o stal 0,15 0,09—0,03
metal o drzewo 0,6—0,5 0,5—0,2
drzewo o drzewo 0,65 0,4—0,2
drzewo o kamien do 0,7 0,3

stal o lod 0,027 0,014
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2 Tsiny- = Ida;

Obliczmy tarcie mig-
dzy dowolna powierzchnia
cylindryczng 1 nawinig-
tym na nig sznurkiem lub
rzemieniem (rys. 135).

Niech /1 i /2 beda sitami,
dzialajacymi na konce
sznura, o dlugosci Zi
przerzuconego przez wa-
lec o promieniu R, i niech

dziatanie nadwyzki sity /1

nad /2 bedzie zrownowa-
zone oporem tarcia. Roz-
patrzmy element AB = dl
sznura, poddany dzia-
faniu dwu przeciwnie
skierowanych sil napigcia
T i T+ dI. Skladowa
normalna dN tych sil,
przyciskajaca sznur do
walca, rowna jest

(12)

wypadkowa sktadowych stycznych mozemy przyja¢ za rowng dT.
Przesuwanie si¢ sznura po walcu rozpocznie si¢ dopiero wtedy, gdy

dT = KoTda
lub

Tk da—Rg

Catkujac, otrzymamy

IgT =Koa + stala= Ko — 4. stala.

Uwzgledniajac, ze dla « =0, T—/f%, dla a= ai, T=/i, mamy

Il — Zf7)2 = Koai = K».A-

1 ostatecznie

/1=/2. eK°’,

skad sita /2, potrzebna do zrownowazenia wigkszej sity /1

/2 = JIe-Sloa*.
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Jednokrotne wigc nawinigcie («i =2w) sznurka konopianego na drew-
nianym kotku (Ko=0,6) pozwoli sit¢, dziatajaca na jeden z jego kon-
cow, zrownowazy¢ sita 23,1 razy mniejsza, dwukrotne — sita 534 razy
mniejsza.

Tarcie zmniejsza si¢ znacznie, gdy §lizganie cial zastepu-
jemy toczeniem. Miarg tarcia jest wtedy moment pary sil, po-
trzebny do wprawienia w ruch ciala. Podobnie jak przy $lizga-
niu, moment ten jest proporcjonalny do sily, z jaka toczace si¢
cialo ci$nie na powierzchni¢, po ktoérej si¢ toczy. Mamy zatem

M=KN, (12)

gdzie K, o wymiarze réwnym wymiarowi dlugosci, jest
spolczynnikiem tarcia przy toczeniu. Dla kotla
z zelaza lanego, toczacego si¢ po zelazie, K' = 0,35 cm, dla kota
gumowego, toczacego si¢ po lace, od 1 do 1,5 cm.

Przytoczone wyzej wartosci spotczynnikow tarcia, jak row-
niez krzywa rys. 134, wskazuja dowodnie, jak dalece rozniag si¢
wyniki pomiaréw nawet wtedy, gdy sa wykonywane przez tych
samych badaczy. Wartosci bowiem K i Ko w wysokim stopniu za-
leza od szorstkosci tracych si¢ powierzchni oraz od rodzaju war-
stewek cieczy lub gazu, do nich przylegajacych. Tak np. dla kot
lokomotywy i dla szyn zazwyczaj uzywanych warto$¢ Ko wy-
nosi: przy pogodzie bardzo suchej 0,2, przy silnym deszczu 0,14,
podczas mgly 0,125. Na ogot warstwy cieczy, znajdujgce si¢
miedzy tracymi si¢ powierzchniami, zmniejszajg ich tarcie.
Wazng role odgrywaja rowniez i wlasnosci powierzchniowe ciat:
Dow (1929 r.) stwierdzil, ze utlenienie powierzchni zwicksza
tarcie. Niewatpliwie jednak znaczenie najwicksze maja nierow-
nosci tracych si¢ powierzchni i zachodzace przy tym odksztat-
cenia. W miare coraz wigkszego wygladzania cial tarcie si¢
zmniejsza, ale, jak to zdaje si¢ wynika¢ z pomiarow Fichtera
(1924 r.), tylko do pewnej granicy, powyzej ktorej bardzo
szybko wzrasta. Nalezy przypuszcza¢, ze wystepuja tu nowe
sily, ujawniajace si¢ dopiero wtedy, gdy odlegtos¢ miedzy tra-
cymi si¢ powierzchniami spada do mozliwie najnizszej granicy.
W dzisiejszym jednak stanie badan nic o nich powiedzie¢ nie
mozemy; o istocie bowiem tarcia ciat stalych, zjawiska tak po-
powszechnego i1 tak zwigzanego z najzwyklejszymi naszymi
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czynno$ciami, bez ktérego nie mozemy sobie wyobrazi¢ otacza-
jacego nas Swiata, wiemy niewiele wigcej od Coulomba. Fizyka
jest wiec, jak dotychczas, zmuszona do poprzestania w tej dzie-
dzinie na gromadzeniu faktéw doswiadczalnych, ktéore z bie-
giem czasu postuza za podstawe do nieistniejacej jeszcze dzisiaj
teorii tarcia.



ROZDZIAL VI

CIECZE 1 GAZY

1. OGOLNE UWAGI O PLYNACH

Okreslenie ptynéw jako cial, mogacych dowolnie zmieniac¢
swoj ksztalt pod dziataniem dowolnie matych sil, odpowiada rze-
czywistym wlasnosciom cial, ktére do tej grupy zaliczamy, tylko
wtedy, gdy, jak to zaznaczyliSmy (rozdz. V, ust. 1), odksztalce-
nia zachodza dostatecznie powoli. Przy szybkich zmianach
ksztattu i w tym przypadku spotykamy si¢ z oporami rozprasza-
jacymi, przeciwdziatajacymi zmianie wzajemnego polozenia czg-
$ci danego ciata. Te sity tarcia wewnetrznego ptynéw lub ich
lepkosci, powodujace, podobnie jak to stwierdziliSmy
w przypadku cial stalych (rozdz. V, ust. 6), opdznienie w doj-
Sciu do stanu rownowagi, moga zaleznie od rodzaju ptynu przy-
biera¢ w tych samych warunkach znacznie réznigce si¢ warto-
$ci. Wystarczy poroOwnac ciato takie, jak asfalt, na ktorego wy-
ptynigcie z przewrdconej beczki mozemy czekac kilka dni, a nie-
raz kilka tygodni, z woda, alkoholem lub rtecig, natychmiast
prawie przybierajacymi ksztalt naczynia, do ktérego zostaly
przelane, i wreszcie z powietrzem, w ktérym tarcie wewnetrzne
moze by¢ ujawnione dopiero przy uzyciu czulej stosunkowo me-
tody pomiaréw. Mimo jednak tak olbrzymiej réznicy w oporze,
stawianym zmianom ksztattu, wszystkie te ciata musimy zgodnie
z okres$leniem zaliczy¢ do tej samej kategorii plynéw; laczy je
bowiem wspdlna cecha, ze w stanie rownowagi, jak rowniez przy
bardzo powolnych zmianach ksztaltu, opor ten staje si¢ réwny
zeru tak, ze wtedy znika rdéznica migdzy pltynami lepkimi,
jak nazywamy ptyny o duzym tarciu wewnetrznym, i ptynami
ruchliwymi o tarciu wewnetrznym matym. Wtedy zaréwno
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jedna, jak i drugg grupe plynow mozemy uwaza¢ za plyn
doskonaty, o tarciu wewnetrznym réwnym zeru. Stad wy-
nika, ze w stanie ré6wnowagi lub w stanie bardzo bliskim do
stanu rownowagi sila, dziatajagca na dowolny element objgtosci
pltynu, jest zawsze prostopadta do powierzchni, na ktora dziata;
istnienie bowiem skladowej stycznej spowodowatoby przesu-
niecie si¢ tego elementu wzgledem innych elementéw objetosci
plynu i tym samym zaklociloby réwnowage.

Wyodrebnijmy kolo dowolnie wybranego punktu M cylin-
dryczny element nv objetosci ptynu, o dtugosci znacznej] w po-
rownaniu z jego przekrojem (rys. 136), i zatdzmy, ze na element

rys. 136

ten nie dziatajg zadne sily zewnetrzne, proporcjonalne do masy,
a wigc tego rodzaju, co sity cigzkosci. Z warunku réwnowagi
wynika, ze wypadkowa w kierunku osi walca musi by¢ rowna
zeru. Temu warunkowi czynig zado$¢ cisnienia, dzialajace na
boczng $ciang walca, i w my$l zalozenia do niej prostopadte,
sktadowe ich bowiem w kierunku 00’ sg réwne zeru. Pozostaja
zatem sily, dziatajace na podstawg¢ walca. Niech normalna do
jednej z nich A4St tworzy z osig walca kat a, druga zas n32 niech
bedzie do osi prostopadia. Sktadowe w kierunku osi sit n/1=p1n5'l
i 1/2 =p2n52 musza spelmia¢ warunek
J1/i cosa — Px cos a— M2 =P2 "S),
skad, wobec rownosci a5t cosa = &S2,
Pi = P2 (D
Roéwnosé ta obowigzuje bez wzgledu na potozenie w plynie
elementu Jlv, co do ktérego nie czyniliSmy zadnych szczegdlnych
zatozen, jak réwniez na wartos¢ kata a, jaki tworzy normalna do
podstawy z osig walca. W plynie zatem, nie poddanym dziataniu
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sil, proporcjonalnych do masy, ci$nienie ma we wszystkich pun-
ktach i we wszystkich kierunkach warto$¢ t¢ sama.

Jest rzeczg oczywista, ze twierdzenie to dotyczy réwniez ci-
$nienia, wywieranego przez ptyn, znajdujacy si¢ w naczyniu, na
te $ciany naczynia, z ktoérymi si¢ styka, oraz réwnego mu ci-
$nienia, z jakim $ciany naczynia dzialajag na ptyn. Jezeli zatem
w jakikolwiek sposob zwickszymy w jednym miejscu cisnienie,
wywierane na plyn (dziatajac np. sila zewnetrzng na ruchoma
$ciane naczynia, stanowigcg wtedy tlok), o t¢ samg wartos¢
wzro$nie zar6wno ci$nienie w kazdym punkcie wewnatrz ptynu,
jak i ci$nienie, wywierane przez ptyn na $ciany naczynia.

.2. BOWNOWAGA PLYNU, PODDANEGO DZIALANIU SILY
CIEZKOSCI

Whnioski ustepu poprzedniego oparte byly na zalozeniu, ze
plyn nie podlega dziataniu sity cigzkosci (ani innych sit analo-
gicznych). W rzeczywistosci jednak warunek ten nigdy nie jest
spelniony. Czasami, co prawda, mozemy pomingé w rozwaza-
niach dziatanie ci¢zaru, gdy cisnienie zewnetrzne, jakiemu ptyn
jest poddany, jest wielkie w poréwnaniu z ci$nieniem, spowodo-
wanym przez ci¢zar ptynu.

Taki przypadek zachodzi np. w prasie hydraulicznej, gdzie
z uwagi na znaczne ci§nienie zewng¢trzne i niewielka stosunkowo gru-
bos¢ warstwy pltynu pomijamy za-
zwyczaj dzialanie sily ciezkosci.

Na og6l jednak wustalone
uprzednio warunki roOwnowagi
musimy uzupehli¢ przez uwzgled-
nienie dziatania sil cigzkoSci.

Podobnie jak poprzednio, wy-
odrebnijmy z plynu cylindryczny
element objetosci Ar>, o dlugosci AZ
(rys. 137). Oprécz sit cisnienia na
podstawy walca, na element ten
dziata jeszcze cig¢zar jego AQ, kto-
rego sktadowa w kierunku osi wal-
ca rOwna jest AQ cos a. Warunek,
aby element nie przesuwal sig rys. 137
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w kierunku osi O0I, wyraza si¢ wzorem
p'AS 4- AQ cos a = p" AS

lub, po uwzglednieniu, ze 40 =(>. g. Av = (>. g Al A4S, gdzie
¢ — gestos$¢ ptynu, ktéra w obregbie walca przyjmujemy za stala,

p'==p'4-¢.g. Al C0Sa.

Oznaczmy przez Ah pionowa odlegtos¢ migdzy gérng i dolng pod-
stawg walca. Ah=1uZcosa,
mamy zatem =p-+ 2)

Gdy 1A =0, gdy wiec walec elementarny jest poziomy,
p" =p'. Na tym samym poziomie cisnienie w ptynach, podda-
nych dziataniu sity ciezkosci, ma warto$¢ jednakowsa. Powierzch-
nie poziome sg jednak, jak wiemy, powierzchniami ekwipoten-
cjalnymi sily cigzkos$ci; ptyn zatem poddany dziataniu sily cigz-
kosci, jest w rownowadze wtedy, gdy powierzchnie, na ktérych
cisnienie ma warto$¢ jednakowa, sa powierzchniami ekwipoten-
cjalnymi sity cigzkosci.

To twierdzenie mozna bez trudu uogoélni¢ na przypadek, gdy
plyn znajduje si¢ pod dziataniem dowolnej sily, posiadajacej podob-
nie, jak sila cigzkosci, potencjat. Plyn bedzie w rownowadze tylko
wtedy, gdy powierzchnie p = stalej beda jednoczesnie powierzchniami
ekwipotencjalnymi danej sity. Skladowa bowiem w kierunku osi na-
tezenia danego pola wtedy tylko bedzie rdwna zeru, gdy o$ elemen-

tarnego walca bedzie do niej prostopadta, gdy wigc element leze¢ be-
dzie na powierzchni ekwipotencjalne;j.

Niech 4 i B (rys. 138) beda powierzchniami poziomu, odle-
glymi o 4h jedna od drugiej. Wyodrgbnijmy z pltynu dwa pio-
1 nowe walce elementarne, zawar-

I I I ve te migdzy tymi powierzchniami,

i oznaczmy gestosci zawartego

'l‘ w nich ptynu przez i e

B B Z réwnania (2) otrzymujemy
rys. 138 P"*P' J— g/\h — gAh
rowne jest zatem Zmniejszajac nieograniczenie odleglosc

Ah, stwierdzimy, ze w plynie, znajdujacym si¢ w rownowadze
pod dziataniem sit cigzkosci, powierzchnie rOwnego cisnienia sa
rowniez powierzchniami tej samej gestosci.



239

Roéznica ci$nien na powierzchniach poziomu, odlegtych o 4
jedna od drugiej, wyrazi si¢ wzorem

JI
Pi—Pi = gZOth, (3)
2=

gdzie p? oznacza ci$nienie na poziomie nizszym.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z dwoma stykaja-
cymi si¢, lecz nie mieszajacymi si¢ plynami o roéznych gesto-
Sciach, z ustalonych wyzej warunkow rownowagi wynika, ze
powierzchnia rozdzialu tych ptynow jest pozioma; przy czym
rownowaga jest stata, gdy ptyn rzadszy znajduje si¢ wyzej;
W przeciwnym bowiem razie
drobne naruszenie rownowagi
wywotatoby, — jak o tym ta-
two mozna si¢ przekonac, za-
ktadajac, ze powierzchnia
rozdzialu tworzy z poziomem
kat Jla, — ruch plynu, trwa-
jacy dopoty, dopoki plyn 1zej-
szy nie ulozy si¢ wyzej od
cigzszego. rys. 139

Wyodrgbnijmy z ptynu
pewna skonczong jego objeto$¢ i podzielmy ja na elementarne
pionowe walce (rys. 139). Roéznica cisnien na gorng i dolna
powierzchnie walca ab, o wysokosci /4, wynosi

Z/p = gSO.Jh.
JI=0

Wypadkowa za$ sit, dzialajgcych na ten walec, skierowana pio-
nowo do gory (ci$nienie bowiem na dolng powierzchni¢ jest
wieksze, niz na gbérna), jest rowne

h <
Jf=jp.zJS=g2Q.Jh.JS = gSezl'v = gzim,
1=0

gdzie a5 jest przekrojem walca, mmr — jego masg. Analogiczne
wyrazenia znajdziemy dla pozostatych walcéw elementarnych;
wypadkowa wszystkich tych sil, dzialajacych na dang obje-
to$¢ i) w tym samym kierunku, bedzie zatem réwna

/= 2Zif= g 2zim = mg = P.
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To parcie do gory P, zrownowazone przez ci¢zar ptynu
w danej objetosci v, przytozone jest do srodka masy S tego
ptynu, wyodrgbniona bowiem masa cieczy jest w kazdym poto-
zeniu w réwnowadze.

Przypusémy teraz, ze, nie zmieniajac w niczym rozktadu
ci$nien, zastgpiliSmy rozpatrywana czgs¢ plynu cialem o tej
samej powierzchni, co objeto$¢ v, utrzymujac je jakimkolwiek

sposobem w rownowadze (np. zawieszajac na nici). Ciato to
doznawa¢ bedzie tego samego parcia, co poprzednio objetos¢ v
ptynu, wypadkowa jednak jego wlasnego cig¢zaru i parcia do gory

T = 00-P=0C-Opl (4)
gdzie Q¢ oznacza cigzar ciata, Op — cigzar ptynu w tej samej
objetosci, nie bedzie tym razem na ogél rowna zeru. Podobnie
i punkty przylozenia cigzaru Qc 1 parcia P na ogot beda rozne.
Roéwnowaga ciala zanurzonego bedzie stata, gdy punkt przylo-
zenia parcia, tzw. Srodek parcia, bedzie lezal na tym sa-
mym pionie, co srodek masy, wyzej od niego. Wtedy przy drob-
nym zakloéceniu réwnowagi powstajaca para sit (P, Qc) bedzie
przywracala potozenie poprzednie (rys. 140 a). Gdy punkt P
lezy nizej od S, rownowaga, jak na to wskazuje rys. 140b, jest
niestala.

Prawo, wyrazone wzorem (4), zostalo po raz pierwszy sformu-
lowane przez Archimedesa z Syrakuz (287—212 przed nar. Chr.),
stad tez czesto nazywane jest prawem Archimedesa.



241

3. PODZIAL PLYNOW NA CIECZE I GAZY. SCISLIWOSC

CIECZY
<

Obliczenie ze wzoru (3) roznicy cisnien w ptynie na dwu
roznych poziomach mozliwe jest tylko wtedy, gdy mozemy wy-
znaczy¢ zmiany, jakich doznaje w miare wzrostu glebokosci ge-
sto$¢ ¢ ptynu. W plynach o stalej temperaturze zmiana p zalezy
jedynie od zmian ci$nienia. Pewne ptyny maja pod tym wzgle-
dem wlasnos$ci zblizone do wlasnosci cial statych; spotczynnik
scisliwosci (rozdz. V, ust. 3), zalezny od rodzaju danego ciala,
ma dla wszystkich cial tej grupy wartos¢ niewielkg tak, ze
znaczniejsze zmniejszenie ich objgtosci wymaga uzycia stosun-
kowo wielkich cisnien zewnetrznych. W ciatach tych wystepuja
rowniez sity spojnosci (kohezji), przeciwdzialajace
zwigkszeniu objetosci. Pltyny o takich wlasnos$ciach, nazywane
cieczami, moga zatem nie wypetnia¢ catkowicie naczynia,
w ktorym si¢ znajduja, tworzac wtedy tzw. powierzchnieg
swobodna, odgraniczajaca ciecz od pozostatej, przez ciecz
nie wypelnionej cze$ci naczynia. Inng grupe plynéw stanowia
gazy, o spotczynniku $cisliwosci znacznie wiekszym, w bardzo
malym stopniu zaleznym od rodzaju gazu, i o silach spojnosci
znikomo matych.

Z wigksza jeszcze moze stuszno$cig, niz przy omawianiu
podziatu cial na stale i plynne, nalezy stwierdzi¢, ze $cistego
rozgraniczenia migdzy cieczami i gazami nie ma. Jak o tym
nizej bedzie mowa (rozdz. XI, ust. 7), mozna ptyn przeprowa-
dzi¢ ze stanu gazowego w ciekly lub odwrotnie tak, aby wila-
snosci jego w dwu sasiednich stanach réznily si¢ nieogranicze-
nie matlo, zblizajgc si¢ nieograniczenie powoli do wilasnosci tego
stanu, w jakim chcemy, aby si¢ ostatecznie znalazt. Mozemy
jednak wyobrazi¢ sobie pewne stany graniczne plynéow
w postaci cieczy doskonatej, catkowicie niescisliwej,
i gazu doskonalego, o sitach spdjnosci réwnych zeru
i spolczynniku $cisliwosci, niezaleznym od rodzaju gazu, i za-
licza¢ badane plyny do cieczy lub gazéw w zaleznosci od stopnia
roznicy miedzy ich wtasno$ciami i wlasnosciami, cechujacymi
te stany.

Spotczynnik Scisliwosci cieczy byl po raz pierwszy wyznaczony
przez Cantona (1761 r.), ktéry otrzymal dla wody o temperaturze

Wyklady fizyki, t. I 16
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pokojowej warto$¢ Y rowng 0,000046A—t—m—, mato rdézniacg si¢ od

warto$ci, jaka dzi§ przyjmujemy. Pierwsze dokltadniejsze pomiary
zawdzigczamy Oerstedowi (1822 r.), ktory naczynie, zawierajace
ciecz, poddawat z zewnatrz i od wewnatrz jednakowemu ci$nieniu,
nie uwzgledniajagc jednak wplywu, jaki na wynik pomiaru miala
zmiana pojemnos$ci naczynia. Dopiero Régnault, stosujac opisany wy-
ze] piezometr (rozdz. V, ust. 3), wskazal na poprawki, wynika-
jace ze Scisliwosei ciat statych. Niech Di bedzie objetoscia naczynia,
wypetnionego calkowicie badana ciecza pod ci$nieniem pi, h zmiang
wysokosci stupka cieczy w rurce wloskowatej o przekroju S, gdy ciecz
1 naczynie sg poddane wszechstronnemu ci$nieniu pa. Gdyby materiat
naczynia byt catkowicie niesci§liwy,*wtedy % .ST— Av wyznaczatoby
zmiang objetosci cieczy; w rzeczywisto$ci jednak pojemno$é naczynia
rowniez ulega zmianie tak, ze Av wyznacza jedynie pozorna
zmian¢ objetosci cieczy, rOwng roznicy zmian objetosci cieczy i po-
jemnos$ci naczynia.

Ze wzoru (3) i (3a), rozdz. V, ust. 3 znajdujemy, ze zmiana
objetosci naczynia

Vi V2 =Yn IJI (P2--pi),

gdzie V2 — objetos¢ koncowa, yn — spétczynnik $cisliwosci naczy-
nia, stad

V2=VI [l —Yn (P2—pi)] (a)
Analogicznie objeto$¢ cieczy pod ciSnieniem pr wynosi

[1 = ye(p, -pil- (b)

Objetos¢ ta rdzni si¢ o od objetosci V2, przy czym, jak wykazuja
pomiary, jest zawsze od V2 mniejsza, gdy pr > pi, tak ze

AD=V,—  =Di(yc—yn) (p, —Pi- ()

skad, znajac Av i Y1 , mozna wyznaczy¢ Yc *

Amagat, o ktorego badaniach $cisliwosci cial mowiliSmy juz
wyzej (rozdz. V, ust. 3), zmienil nieco piezometr Regnaulta. Stalowy
grubos$cienny walec wypekliony byt gliceryng, w dolnej czesci rtecia,
ktoéra czgsciowo wypetniata rurke wloskowata, wychodzaca (inaczej,
niz u Regnaulta) z dolnej czgsci wlasciwego piezometru, zawierajg-
cego badang ciecz. W boczne $ciany tej rurki wlutowane byly w pew-
nych odstgpach druciki platynowe, potaczone ze soba na zewnatrz
rurki (w glicerynie), spiralkami platynowymi, z ktérych kazda miata
opor. 2 omow. Najnizsza ze spiralek byta potaczona z rtecig, najwyzsza
za$ z drutem, wychodzacym na zewnatrz stalowego walca i potaczo-
nego z jednym biegunem baterii elektrycznej, ktorej drugi biegun byt
polaczony drutem z rtgcig, wypetniajaca dno walca. Obwod wigc elek-
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tryczny byl stale zamknigty; natezenie przeptywajacego pradu mozna
bylo odczyta¢ na wlaczonym w obwod galwanometrze. Gdy rte¢ pod-
nosita si¢ do tego miejsca rurki, gdzie byl wtopiony pierwszy drucik
platynowy, nat¢zenie pradu nagle wzrastato, prad bowiem nie ptynat
juz przez najnizsza spiralke, lecz przez rte¢ w rurce i spiralki pozo-
stale. Podobnie przy dojsciu rteci do drucika nastgpnego prad znow
skokiem wzrastal. W ten sposob, znajac odlegloéci, w jakich byty roz-
mieszczone druciki, mozna bylo ze zmian nat¢zenia pragdu wywniosko-
waé o podnoszeniu si¢ rteci w rurce i wyznaczy¢ pozorne zmniejsze-
nie si¢ A objetosci cieczy.

Analogiczne urzadzenie stosowal pdzniej (od 1904 r.) Richards.
Piezometr do bardzo wielkich ci$nien zbudowat Bridgman (1911).

Olénienie. uj A AO3
rys. 141

Opierajgac si¢ na wynikach pomiarow spétczynnika Sci§liwosci,
mozemy do cieczy zaliczy¢ takie ciata, jak woda, dla ktérej w tem-
peraturze 20° y w granicach od 25 do 50 Atm ma, wedlug Ama-

gata, warto$¢ 0,0000476 , rte¢ (y = 0,00000392 alko-

16*
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hol (y=10,0001118 -J— ), eter siarczany (y = 0,000170-1—)
Atm Atm

i inne. W miare, jak ci$nienie zewnetrzne wzrasta, y maleje. Za-
leznos¢ te dla wody o temperaturze 0° przedstawia wykres rys.
141, ktory podajemy za Jellinekiem. Ze wzrostem temperatury
spotczynnik y na ogoét wzrasta (patrz, rozdz. VIII, ust. 3).

4. CISNIENIE W CIECZACH

Z twierdzen ustgpu 2 wynika, ze powierzchnia swobodna
cieczy w spoczynku, poddanej jednostajnemu cis$nieniu zewngtrz-
nemu i dzialaniu sity ci¢zko$ci, jest powierzchnig poziomg, wtedy
tylko bowiem ci$nienie we wszystkich jej punktach ma wartos¢
stala. W warstwach potozonych nizej ci$nienie w miar¢ wzrostu
glebokosci wzrasta, zgodnie ze wzorem (3). Zaktadajac, ze ge-
sto$¢ cieczy we wszystkich warstwach jest ta sama, co dla niezbyt
grubych warstw cieczy znajduje swe usprawiedliwienie w bar-
dzo matej S$cisliwosci cieczy, i oznaczajac przez pl ci$nienie na
powierzchni¢ swobodng, otrzymujemy na warto$¢ cisnienia
w warstwie, lezacej o 4 cm glebiej, wzor

p =Po + (5)

Niech 4 i B bedg naczyniami dowolnego ksztaltu, napetio-
nymi tg samg jednorodna ciecza do tej samej wysokosci # ponad

all o\ o

rys. 142

poziomym dnem (rys. 142). Ze wzoru (5) wynika, Ze cisnienie
na dno jest w obydwu naczyniach to samo tak, ze w przypadku,
gdy podstawy tych naczyn majg powierzchnie roéwne, parcie na
dno f~—pS ma w obydwu naczyniach warto$¢ t¢ sama, jakkol-
wiek cigzar cieczy w naczyniu 4 jest wiekszy niz w B.
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Na ten tzw. paradoks hydrostatyczny zwrdcil pierwszy uwage
Pascal (1623—1662).

Jezeli wigc obydwa naczynia ustawimy tak, aby dna ich le-
zaly na tym samym poziomie, i potaczymy je rurg aa', ciecz bg-
dzie w rownowadze, gdy poziom powierzchni swobodnych
w utworzonych w ten sposob mnaczyniach potaczo-
nych bedzie jednakowy.

Gdy naczynia wypelnione sg ré6znymi cieczami o ggstosciach
Ci i Cp cisnienia na dno (przy tym samym ci$nieniu zewnetrz-
nym Po) beda réwne przy spelieniu warunku

Ci —OCr (5a)

Po potaczeniu tych naczyn rurg (rys. 143) wysokosci stu-
pow cieczy ponad powierzch-
nig ich rozdziatu beda odwrot-
nie proporcjonalne do gesto-
§ci cieczy; ci$nienie bowiem I
na poziomie »7' nie zmieni Al
sig, gdy usuniemy rurke
i umiescimy na tym pozio-
mie dno state.

Prawa cisnienia hydrosta-
tycznego znalazly zastosowanie
w tzw. manometrach (gr.
manos — cienki, nie gesty). rys. 143
W najprostszej postaci jest to
rurka w ksztalcie litery U (rys. 144), wypekliona zazwyczaj
jednorodng cieczg. Gdy cisnienia zewngtrzne na kazda z po-
wierzchni swobodnych maja t¢ samg warto$¢, powierzchnie te
w obydwu ramionach znajduja si¢ na jednakowym poziomie;
gdy cisnienia te sa rozne, wtedy, jak to bezposrednio wynika ze
wzoru (5)

Pi=pl+pp.nA lub Pi—p2=".p.l/i. (5b)

Roéznica zatem ci$nien, dzialajagcych na dane powierzchnie
swobodne, jest proporcjonalna do réznicy pozioméw tych po-
wierzchni. Biorac za jednostke cisnienia tzw. jednostke
manometryczng, rowng ci$nieniu, wywieranemu w ozna-
czonych warunkach przez oznaczonej wysokosci slup wybranej
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rys. 144

cieczy, z pomiaru K otrzy-
mujemy od razu rdznic¢ ci-
$nien. Najczesciej za jedno-
stke ci$nienia manometrycz-
nego bierze si¢ cisnienie,
jakie wywiera stup rteci
o wysoko$ci 76 cm, umie-
szczony na poziomie morza,
w szerokosci 45° (g = 980,62
cm/sek?) i utrzymywany
w temperaturze 0° skali ga-
zowej. Jednostka ta, nazy-
wana atmosfera (Atm)
(patrz, rozdz. V, ust. 1), row-
na jest 1013,26.10s dym/cm2.

Cisnienie 1 Atm niewiele si¢ rozni od przecigtnego cisnienia po-
wietrza w $rednich szerokosciach geograficznych na poziomie morza.

W szerokosci geogra-
ficznej Warszawy prze-
ciegtna ta w styczniu
wynosi okoto 762,3 mm
rteci, w lipcu 759,0;
przecigtna roczna okoto
760,7.

Do mierzenia nie-
wielkiej réznicy cis$nien
uzywa si¢ czasami ma-
nometru Kretza o dwu
cieczach. Dwa szerokie
naczynia o jednako-
wych przekrojach S po-
laczone sa rurka w
ksztatcie litery U o
przekroju s (rys. 145).
Jedno z tych naczyn
(np. A) napelnione jest
ciecza o gestosci pi,
drugie — ciecza o g¢-
stosci P2. Gdy ci$nienia
na kazda z powierzch-
ni swobodnych sg jed-
nakowe, wysokosci shu-
pow cieczy ponad po-

rys. 145
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wierzchnig ich rozdziatu cc sg w stosunku odwrotnym do ich gestosci

Kl =p—. Gdy cis$nienie, wywierane na Ai wzrasta, powierzchnia roz-
el

s

dziatu obniza si¢ o JIx od cc do c'c’, jednocze$nie powierzchnia swo-
bodna A4 opada o powierzchnia za§ BB’ o tylez si¢ podnosi.

Oznaczajac przyrost cisnienia przez Ap, otrzymujemy na cisnienie
w przekroju c'c¢’

Pc-o =Po-VAp-V (&1 4- {r—/x-"VI exg =
=Po4- (ht4 Ax + Jx p.g

gdzie po — cisnienie poczatkowe. Uwzgledniajac, ze hi pi = /t2P2,
znajdujemy

Ap = [ta—Pi)4- (P + 0i) 4k. g
Nalewajac wigc np. do naczynia A4 terpentyny (pi= 0,869), do na-
czynia B nieco ci¢zszego wodnego roztworu alkoholu (P2=0,899)
i zakladajac, ze $ = 0,01, otrzymujemy na warto$¢ przesuniecia sie
powierzchni rozdziatu A & przy wzroScie ci$nienia A p, rdwnym cisnie-

niu | mm rteci

, 0,1.13.696
JiH  0,034-0,01.1,768 28 Cm’

a wiec takg zmian¢ poziomu, jaka bySmy otrzymali, uzywajac cieczy
przeszto 20 razy lzejszej od wody.
Znajac cisnienie w cieczy na dowolnej glebokosci, mozna

obliczy¢ sitg, z jaka ciecz cisnie
na boczng $ciang naczynia.
Odktadajmy we wszystkich
punktach $ciany, poczynajac od
swobodnej powierzchni cieczy,
odcinki réwne ci$nieniom na da-
nym poziomie (rys. 146). Otrzy-
mamy bryle, ktorej przekroje po-
ziome sg prostokatami, gdyz ci-
$nienia na tym samym poziomie
we wszystkich punktach $ciany
majg t¢ samg warto$¢, przekroje
za$§ pionowe — trapezami, ci$nie-
nie bowiem wzrasta proporcjo-

nalnie do glebokosci. Wytnijmy w bryle dwiema poziomymi
ptaszczyznami element objetosci p.A4A./. Jest on liczbowo

rys. 146
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rowny sile elementarnej, z jaka ciecz ciSnie na element
/1. /=uS Sciany. Wypadkowa tych sil rownolegtych jest ich
suma arytmetyczna, a wigc jest liczbowo rowna objetosci rozwa-
zanej bryly. Sita wigc F, z jaka ciecz ci$nie na boczng $ciang
0 powierzchni S=#, 1] jest tu wysokoscia cieczy w naczyniu),

F = PohJ A-"Qghxl = P»SA-"-"ghx.S.

Zazwyczaj na §cian¢ dziata z zewnatrz to samo ci$nienie p0,
jakie dziata na swobodng powierzchnig cieczy. Wypadkowa wigc
sit, przylozonych do $ciany,

JI =-"-99".8. (6)

Gdyby $ciana byta ruchoma, musielibysmy dla utrzymania
jej w spoczynku dziata¢ na nig sitg réwna, przeciwnie skierowang
i przylozong w takim punkcie S$ciany, aby suma momentéw
wzgledem dowolnej osi sit £x i —P\ byta rowna zeru (rozdz.
II1, ust. 1). Punkt ten, jak to wynika z warunkow symetrii, lezy
na pionie, dzielacym powierzchni¢ Sciany na dwie rowne czgsci.
Chodzi wigc tylko o wyznaczenie glgbokosci /0 pod poziomem
cieczy, ktorg znajdziemy, obliczajac momenty sit wzglgdem osi
poziomej, lezacej na powierzchni swobodnej. Sktadowe momenty
elementarne réwne sa pS. A, = h,Qg.zxS.h,, gdzie h — gle-
boko$¢, na jakiej znajduje sie dany element powierzchni af.
Warunek rownowagi wyraza si¢ wzorem

Fid = "Oghi-S.h) = ¢cgZh'"S,

skad po wykonaniu sumowania
N KSJT., = Neok ™. 8

Punkt przytozenia wypadkowej F* lezy zatem na glebokos$ci

A Kx pod poziomem swobodnej powierzchni cieczy.

Sume¢ momentéw elementarnych znajdujemy, catkujac wyrazenie

ht

g ftedS = ¢>glj ~rogh”.l ="Qgh\.S.

0
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4a. POWIERZCHNIA SWOBODNA CIECZY W NACZYNIU,
OBRACAJACYM SIE RUCHEM JEDNOSTAJNYM

Przypusémy, ze ciecz, umieszczona w naczyniu, obracajacym si¢
ruchem jednostajnym dookota osi pionowej, przechodzacej przez jego
srodek, jest wzgledem $cian tego naczynia
w spoczynku. Kazdy element objetosci tej
Sciany bedzie poza silg cigzkosci podlegat
dziataniu sity ods$rodkowej (za uktad od-
niesienia bierzemy uklad zwigzany sztywnie
z naczyniem; patrz rozdz. II, ust. 20), kto-
rej warto$¢ 7IL u? . r zalezy jedynie od od-
legtosci od osi obrotu, a wigc zgodnie z okre-
$leniem wust. 3 rozdz. IV jest funkcja
punktu. Mozemy zatem uwazaé przestrzen,

w ktorej znajduje si¢ ciecz, za pole dwu sit:
grawitacyjnej i odsrodkowej. Przyjmujac,
ze pionowa of Z skierowana jest do gory
(rys. 147) 1 oznaczajac potencjat sity gra-
witacyjnej na dnie naczynia przez Vo, znaj-
dziemy na warto$¢ potencjalu na wyso-
kosci z

Vx = Vgz. (a)
Potencjat sity odsrodkowej w punkcie, od-
leglym o r od osi obrotu, znajdziemy cat-
kujac C—Z;':r—'—toar, gdzie »#r jest nateze-
niem pola sity odsrodkowe;j, —gg----spadem potencjalu w kierunku

linii sit tego pola. Uwzgledniajac, ze na osi Vod = 0, znajdujemy
TN=Jro'dr = (b)

0
Laczny potencjat obydwu pol jest suma potencjatow (a) 1 (b)
V=0, +1=V+g=+ 1%
Powierzchnie jednakowego ciSnienia s3a, zgodnie z twierdzeniami
ust. 2, powierzchniami statego potencjatu, czynig wigc zado$¢ rownaniu

gz + o2r® — statej,

wyrazajacemu paraboloid¢ obrotowg. Taki zatem ksztalt
przybierze powierzchnia swobodna cieczy.

Przeprowadzmy przez punkt M na osi obrotu powierzchni¢ ekwi-
potencjalna; cisnienie we wszystkich jej punktach jest takie samo,
jak w punkcie M, gdzie rowne jest cigzarowi shupa cieczy o wysoko-
sci k, rownej odleglosci punktu M od swobodnej powierzchni cieczy.
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A poniewaz w danym przypadku powierzchnie ekwipotencjalne sg
rownolegte, w takiej samej odleglosci h, (mierzonej prostopadle do
powierzchni swobodnej) znajduje si¢ i kazdy inny punkt Mi tej samej
powierzchni. Ci$nienie zatem w danym punkcie cieczy wzrasta pro-
porcjonalnie do mierzonej w podany wyzej sposob odlegtosci danego
punktu od powierzchni swobodnej.

S ROWNOWAGA CIAL, ZANURZONYCH CALKOWICIE LUB
CZESCIOWO W CIECZY

Cialo, zanurzone w cieczy, wtedy tylko znajduje si¢ w row-
nowadze, gdy, jak to wynika z rozwazan ust .3, gestos¢ jego
rowna jest gestosci cieczy. Jezeli objetos¢ ciata mato zmienia sig
ze wzrostem cisnienia, cialo znajduje si¢ w spoczynku na dowol-
nym poziomie cieczy;, zmiany ci$nienia zewngtrznego nie beda
na ogo6t rownowagi tej zaklocaty. W przypadku zas, gdy zmiany
objetosci, spowodowane zmiang ci$nienia, sa znaczne, cialo be-
dzie w rownowadze tylko na pewnym oznaczonym poziomie,
a wiec pod pewnym oznaczonym cisnieniem. Réwnowaga bedzie
niestata, drobny wzrost ci$nienia zewng¢trznego spowoduje spa-
danie ciata na dno, drobne zmniegjszenie ci$nienia — podnoszenie
sie ciala do gory.

W tego rodzaju rownowadze znajduje si¢ tzw. nurek Kartezjusza.

Jest to lekkie wydrazone cialo z matym otworem w dolnej czgsci,

wypehione powietrzem (rys. 148). Cialo to zanurzone jest w wodzie,

nalanej do stoja, zamknigtego szczelnie pgcherzem lub blona gumowa.
Lekkie zwickszenie cisnienia (wywotane przez
naciskanie btony) powoduje zmniejszenie si¢
objetosci powietrza, wypelniajacego cialo, wobec
czego gestosé jego si¢ zwigksza i cialo spada na
dot; przy zmniejszeniu ci$nienia (przez zwolnie-
nie blony od nacisku) — cialo podnosi si¢ do
gory.

Ciala o gestosci wigkszej opadaja na
dno, ciala za§ o gestoSci mniejszej wy-
plywaja na powierzchnig, zanurzajac si¢
w cieczy na tyle tylko, aby cigzar wy-
pchnietej przez nie cieczy byt rowny ich
wlasnemu cigzarowi.

Na tej zasadzie oparta jest budowa tzw.
rys. 148 arcometroOw (gr. araios — lekki), stuzacych
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do mierzenia ggstosci ciat statych (tzw. areometr Nicholsona
Iub areometr o statej objetosci) i cieczy (areometr o stalym
cigzarze). Areometr Nicholsona sktada si¢ z proznego walca
metalowego A4, zakonczonego u goéry pretem, dzwigajacym
szalke B i zaopatrzonym w znaczek (rys. 149 a), u dotu
za$§ dzwigajacego cigzki koszyczek C. Obcigzamy szalke od-
waznikami tak, aby areometr za-
nurzyt si¢ do znaczka, nastgpnie
ktadziemy na szalk¢ badane ciato
i doktadamy tyle odwaznikow g¢,
aby areometr znéw zanurzy? si¢ do
znaczka. Roznica cigzarow (Q—y
jest ciezarem badanego ciata. Ciato
nastepnie kladziemy do koszyczka
C i obcigzajac areometr odwazni-
kami ¢’ doprowadzamy go do po-
przedniego potozenia.  Stosunek
—,:% wyznaczy stosunek gestosci
danego ciala do gestosci cieczy,
w ktorej areometr jest zanurzony.
Areometr o stalym ci¢zarze
jest wydluzonym szklanym wal-
cem, zakonczonym u gory cienka
rurkg, =zaopatrzong w podziatki
(rys. 149 b). Walec obcigzony jest
rtecig, wypelniajaca dolng jego
czg$¢. Im ciecz jest gestsza, tym
arcometr glgbiej si¢ zanurzy.
Warunki rownowagi ciat
plywajacych roznig si¢ nieco
od poprzednio ustalonych (w ust. 3) warunkéw rownowagi ciat
zanurzonych. Niech 4B bedzie pionowym przekrojem ciala
plywajacego (np. statku, rys. 150), S — s$rodkiem jego ciezkosci,
P — $rodkiem parcia. Cialo jest w rownowadze, gdy obydwa te
punkty leza na tym samym pionie. Gdy ciato przechyli si¢ o katy,
srodek parcia zmieni na ogo6t swe potozenie, przechodzac do P.
Powstanie w ten sposob para sit o momencie Q . a; para ta przy-
wrdci poprzednie potozenie ciala, jezeli pion, wystawiony w no-
wym $rodku parcia P> przecina prostg SP powyzej $rodka cigz-
kosci S. Punkt przeciecia M nazywany jest.m etacentrum.
Oznaczajac przez h, odleglo$¢ SM. znajdujemy a=+s siny lub przy
matych katach nachylenia /% .y. Im wyzej zatem lezy metacen-

rys. 149 a rys. 149b
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rys. 150

trum, tym wigkszy jest moment pary sit, tym predzej cialo wraca
do potozenia poprzednego i wahania jego koto potozenia réwno-
wagi majg mniejszy okres.

6, NAPIECIE POWIERZCHNIOWE
Sily spojnosci, dzialajace migdzy elementarnymi objeto-
Sciami cieczy (ust. 3) ujawniaja si¢ jedynie na powierzchni jej
zetknigcia z otaczajacymi ja ciatami, tylko tam bowiem sity, ja-
kimi na dany element cieczy dzialaja elementy sgsiednie, nie
rownowazg si¢ wzajemnie. Sily te sktadaja si¢ na wypadkowa,
powodujaca cisnienie warstwy powierzchniowej na lezace pod
nig warstwy cieczy, tak, ze przeniesienie elementu cieczy z we-
wnatrz na jej powierzchni¢, — czemu, oczywiscie, towarzyszy
zwickszenie tej powierzchni, — wymaga pewnej pracy.
Szczegblne wilasnosci warstwy powierzchniowej mozemy wyka-

za¢ choby nastgpujacym prostym do$wiadczeniem. Zanurzmy pod po-
wierzchni¢ wody areometr o statym ci¢zarze (ust. 5), do ktorego
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gérnego konca przymocowany jest poziomo niewielki kawatek siatki
drucianej. Pozostawiony samemu sobie areometr zacznie podnosi¢ si¢
do gory, lecz z chwilg, gdy siatka dojdzie do poziomu cieczy, areometr
zatrzyma sie, jak gdyby parcie do gory, jakiego doznaje, nie wystar-
czalo do pokonania oporu warstwy powierzchniowej. Dopiero gdy
areometr nieco wyciggniemy z wody, tak, aby siatka znalazla si¢ po-
nad jej powierzchnia, podniesie si¢ on na t¢ wysoko$¢, jaka odpo-
wiada gestosci wody.

Wyobrazmy sobie na powierzchni cieczy dowolng krzywa X
i zalozmy, ze przesuwamy czastki cieczy, znajdujace si¢ na tej
krzywej w ten sposob,
aby krzywa, na ktorej

leza, pozostawata za- J —

wsze do 2 réwnolegla Y\ / £
(rys. 151). Przyjmie- 5% X.

my za Gaussem, ze T.
praca, wykonana pod- rys- 151

czas tego przesunig-
cia, jest proporcjonalna do zwigkszenia powierzchni

21% =a,JS =0.8.2/1,
gdzie s — jest dlugoscig krzywej 5, a wige, ze zjawisko zachodzi
tak, jak gdyby na czastki, lezace na krzywej S, dzialata sita,
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu i ktérej warto$¢, od-
niesiona do jednostki diugosci krzywej X, rowna jest o. Wiel-
kos¢ o, bedaca miarg tej sily, nazywamy napig¢ciem po-
wierzchniowym. Wymiar ¢ jest rowny

[a] = LCI = MT-", (7)

czemu w uktadzie C. G. S. odpowiada dyn/cm, kierunek za$§ na-
piecia jest w kazdym punkcie krzywej X do niej prostopadty.

Zgodnie z zatozeniem Gaussa wielkos$¢ ta jest miarg pracy, jaka
trzeba wykona¢ sitami zewngtrznymi, aby powierzchni¢ cieczy zwigk-
szy¢ o jednostke, lub tez, jakg wykonywaja sity spojnosci przy zmniej-
szeniu powierzchni o jednostke. Wprowadzenie wige tej wielkosci jest
roéwnowazne zalozeniu, Ze istnieje potencjalna energia powierzch-
niowa cieczy, ktorej miarg na jednostke powierzchni jest napigcie po-
wierzchniowe. Warstwa powierzchniowa jest w rownowadze, gdy jej
energia powierzchniowa posiada warto§¢ w danych warunkach mozli-
wie najmniejsza.
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rys. 152

B

a mozna wyznaczyc,
stosujac metode, uzyta po raz pierw-
szy przez Duprégo i van der Mens-
brugghego (1866 r.), a ktérg po-
damy w postaci, jaka jej nadat Max-
well (1831—1879 r.). Wezmy ramke

£ druciang ABCD, ktorej jeden z bo-

kéw poziomych CD o dlugosci / jest

— ruchomy i obcigzony cigzarkiem P

Ramke t¢ zanurzamy
pionowo do badanej cieczy (np. do
wodnego roztworu mydia). Przy od-
powiednio dobranej wartosci Po cig-

zarka P w czworoboku ABCD utworzy si¢ warstewka cieczy.
Zgodnie z zalozeniem przyjmierny, ze z kazdej strony warstewki
na czastki, lezace na prostej CD, dzialajg sity al, ktérych wypad-
kowa 2 al rbwnowazy ci¢zar Po, tak ze mamy

(8 a)

skad mozna obliczy¢ a. Zwigkszenie cigzaru P powoduje rozry-
wanie si¢ warstewki, zmniejszenie — podnoszenie si¢ boku CD
do gory i zmniejszanie si¢ powierzchni az do catkowitego znik-

nigcia warstewki.

Wyznaczanie na tej drodze warto$ci a nie daje jednak doktad-
nych wynikow, a to z uwagi na sily tarcia, ktorych nie mozemy po-
mingé. Zazwyczaj tez uzywa si¢ pewnej odmiany metody Duprégo,
polegajacej na tym, ze mierzy si¢ silg, potrzebna do oderwania po-
ziomego pierscienia od powierzchni cieczy, z ktora pierscien byt ze-
tkniety. Prosta odmian¢ metody Duprégo dat Terquem.

Czworobok ABCD
jest utworzony przez
dwie pateczki szklane,
zawieszone jedna pod
drugg na cienkich ni-
ciach (rys. 153). Po-
wstanie warstewki cie-
czy powoduje niewiel-
kie podniesienie sig¢
dolnej paleczki szkla-
nej, przy czym nici
tworzg tuki kota o pro-
mieniu r. Cigzar P pa-
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feczki CD rownowazony jest przez sity napigcia powierzchniowego 2al
oraz przez skladowg pionowg Tcosa sily napigcia nici. Sil¢ te obli-
czamy z warunku réwnowagi, jaka powinna zachodzi¢ migdzy skta-
dowa normalng do nici sity 7" i sitami 2 ads, dzialajagcymi w prze-
ciwnym kierunku prostopadle do nici. Ze wzoru (12) w rozdz. V,

ust. 7 znajdujemy, ze Tn =T.a=T— Mamy zatem

T7=2os lub 7=2o0.r

Ostatecznie wigc <t (Z + r cos «) =P.
Te wlasnos$ci warstewki cieczy upodobniaja ja poniekad do napigtej
btonki kauczukowej Napigcie powierzchniowe jest jednak zgola czym
1r1nym niz napigcie blonki. Zmnlejszeme pow1erzchn1 btonki powoduje
zmniejszenie si¢ jej napiecia, podczas gdy napigcie powierzchniowe
zachowuje wartos¢ stalg bez wzgledu na wielko$¢ powierzchni cieczy;
zmniejsza si¢ dopiero wtedy, gdy grubo$¢ warstewki stanie si¢ tak
mata, ze obydwie jej powierzchnie zblizajg si¢ do siebie az do zetknigcia.
7 wyzej przytoczonych rozwazan wynika, ze ci$nienie, jakie

warstwa powierzchniowa wywiera na nizej potozone warstwy

cieczy, zwicksza si¢, gdy powierzchnia z ptaskiej staje si¢ wy-

pukla, zmniejsza si¢, gdy staje si¢ wklgsta. W pierwszym

bowiem przypadku sktadowa

normalna napig¢cia powierzch-

niowego skierowana jest do

wewnatrz cieczy, w drugim —

na zewnatrz. Niech ABCD bg-

dzie elementem powierzchni

cieczy (rys. 154); przepro-

wadzmy przez $rodek G ele-

mentu dwie wzajemnie pro-

stopadte plaszczyzny, ktore

przetng element wzdtuz krzy-

wych EE, o promieniu krzy-

wizny rn i FF, o promieniu

krzywizny r2. Oznaczmy przez

p cisnienie, ktore byloby

w cieczy, gdyby powierzchnia

jej byla ptaska, przez p' — ci-

$nienie przy danym ksztalcie

powierzchni. Laplace udowo-

dnit, ze rys. 154
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z,” =< /i+iid ©)]
' rl rl’
gdzie mv i r2 uwazamy za dodatnie, gdy sa skierowane do we-
wnatrz cieczy.

Poprzestajgc na przyblizonym udowodnieniu wzoru Laplace’a,
zatlozymy, ze sily, z jakimi sgsiednie czg¢§ci warstwy powierzchniowej
dziataja na boki AD i CB o dtugosci cHi, wytwarzajg napigcie 7'=adh
wzdhuz tuku kota krzywizny EE styczne do tuku. Skladowa normalna

T'n wyniesie, zgodnie ze wzorem (12) w rozdz. V, ust. 7, T* =

gdzie dli— dlugo$¢ EE— AB. Analogicznie sily, dziatajace
na bolzli AB i CD, wytworzg wzdhuz tuku kota FF napigcie T = adii,
ktorego sktadowa normalna rowna jest 7n = T . Sita zatem, dzia-

lajaca normalnie do elementu powierzchni dli dh, wyrazi si¢ wzorem

dF= o§—+ —) dl. dl),
rj |
nadwyzka za$ ci$nienia, spowodowana krzywizna powierzchni

/ 1 1
» =» —SMQ— -

Mozemy zawsze wyznaczy¢ takie dw1e wzajemnie prostopadie
i prostopadte do danego elementu ptaszczyzny, aby ich przecigcie z ele-
mentem dato dwie krzywe, z ktérych jedna bedzie miata mozliwie naj-
wickszg, druga — najmniejszg krzywizng sposrod wszystkich krzy-
wych, jakie otrzymamy, przecinajac element powierzchni w réznych
kierunkach prostopadtymi do niego plaszczyznami. Promienie krzy-
wizny tych dwu krzywych nazywamy promieniami gtow-
nymi Ri i 2. Euler udowodnit, ze

Wzér Laplace’a przybierze zatem posta¢ nastepujaca

+ (%a)

Ciecz, nie podlegajaca dzialaniu sit zewnetrznych, proporcjo-

nalnych do masy (ust. 1), jest w rownowadze wtedy, gdy ci$nie-

nie we wszystkich punktach jej powierzchni jest jednakowe,
gdy przeto

 +7- = stale;. (9Db)

Taki przypadek zachodzi, gdy mamy do czynienia np. z banka
mydlang, ktorej ciezaru wobec bardzo matej grubosci warstewki
cieczy mozemy nie bra¢ pod uwage. Banka taka, puszczona swo-
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bodnie, przybiera ksztalt kuli,
wtedy bowiem powierzchnia jej
posiada przy danej objetosci
warto$¢ najmniejsza.  Niech
w punkcie A4 (rys. 155), leza-
cym na zewnatrz banki w bez-
posrednim jej sasiedztwie, ci-
$nienie atmosferyczne wynosi Po,
w punkcie C, lezacym wewnatrz
warstewki cieklej p':

, N
pP— =05t

lub, z uwagi, ze dla powierzchni kulistej T =72 =r, gdzie r —
promien banki

P-P» = 2 (a%(

Podobnie réznica cisnien w punktach C i A", lezagcym wewnatrz
banki

gdyz promien wewnetrzny r, ktoéry przyjmujemy za réwny ze-
wnetrznemu, jest skierowany na zewnatrz cieczy, ma przeto,
zgodnie z umowa, znak ujemny.

Ostatecznie wigc, odejmujac (b) od (a)

Pi—Po= "~ (9¢c)

Te¢ nadwyzke ci$nienia powietrza, zamknigtego w bance mydla-
nej, nad ci$nieniem zewnetrznym mozna wykaza¢ przy pomocy
czulego manometru.

Zwigkszanie si¢ tej nadwyzki w miare wzrostu krzywizny
powierzchni cieczy (r — malejace) wykaze nastgpujace do-
swiadczenie. Rozgalgeziona na koncu rurke CAB (rys. 156)
zanurzmy do roztworu wodnego mydla i wydmuchajmy dwie
banki o niejednakowym promieniu. Po zamknieciu kranu ,C
stwierdzimy, ze banka o promieniu mniejszym, z ktérej po-
Wyklady fizyki, t. 1 17



258

wietrze, znajdujace si¢ pod wigkszym ci$nieniem, uchodzi do B,
zacznie si¢ stopniowo zmniejsza¢, aby wkrotce znikna¢ zupehie.

Wzér (9 ¢c) wyprowadziliémy, zaktadajac, ze cisnienie, jakie by
dziatalo w cieczy o plaskiej powierzchni, jest rowne cisnieniu atmo-
sferycznemu w punkcie .4. Takie zalozenie jest jednak w sprzecznosci
z tym, co$my mowili na poczatku tego ustepu o sitach spojnosci, kto-
rych wypadkowa, skierowana do wewnatrz cieczy, normalnie do jej
powierzchni, rowniez i przy plaskiej powierzchni nie jest rowna zeru.
Nazwijmy za Laplace’'m wywierane przez te sity ci$nienie — cisnie-
niem spodjnosci //. Cisnienie w punkcie C bedzie tedy rowne

p=1I1-j-pl4-o , (c)

gdzie wielkos¢ oii 4’--—;— )l — Pw czesto nazywaja ciSnieniem
i

wloskowatym.
Dla punktu A’ bedziemy mieli:

P, = /1H+A=/>+"=n + /. + 20 + 20,

4
stad pt —Po = g

w przypadku, gdy warstewka nie jest ograniczona po-

wierzchnia zamknigta. px =pl0 i warunek réwnowagi wyraza
si¢ wzorem

1+1=o. <9d)
J1 T1
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Tax mp. warstewka, utworzona na czworokatnej ramce takiej,
jak na rys. 152 (bok CD jest tym razem nieruchomy), ograni-
czona jest powierzchniami ptaskimi, ktérych promienie krzy-
wizny 7y =12 = 00 czynig zado$¢ warunkowi (9 d).

Wzér (9b) sprawdzit w licznych doswiadczeniach (1843—1863)
Plateau. Mieszajac odpowiednie ilosci alkoholu i wody, otrzymat on
roztwor o gestosci, rownej gestosci oliwy. Kropla oliwy, wpuszczona
do takiego roztworu, doznaje parcia, rownego jej wlasnemu cig¢zarowi,
wobec czego cis$nienie we wszystkich punktach jej powierzchni ma
warto$¢ jednakowa. W tych warunkach kropla przybiera ksztatt kuli.
Wprowadzajac ja w zetknigciu z drutami, powyginanymi w najroz-
maitszy sposob, mozna odksztalci¢ powierzchni¢ kropli, zawsze jednak
ksztalt jej czyni¢ bedzie zado$¢ warunkowi (9b).

7. ZALEZNOSC NAPIECIA POWIERZCHNIOWEGO OD RO-
DZAJQ STYKAJACYCH SIE SRODOWISK. ZJAWISKA WZLOSKO-
WATOSCI

W rozpatrywanych przez nas wyzej przypadkach zakta-
dalismy milczaco, ze powierzchnia badanej cieczy styka si¢
z powietrzem, a raczej z mieszaning powietrza i pary danego
ciala. Zazwyczaj w tych wia-
$nie  warunkach mierzong
warto$¢ napiecia powierzch-
niowego przyjmujemy za
wielkos¢  charakterystyczng
dla danej cieczy, ze wielko$¢
ta, istotnie, ma dla roéznych
cieczy ro6zng wartos¢, moze
nas przekona¢ nastepujace
doswiadczenie. Na powierzch-
ni¢ wody rzuémy niewielka
petle, zrobiong z cienkiej nici.

Petli tej na ogél mozemy nadaé¢ ksztalt dowolny (rys. 157 a),
na kazdy bowiem element dlugo$ci jej obwodu dziata¢ beda
z wewnatrz i z zewnatrz sily napigcia rowne i przeciwnie skie-
rowane. Gdy jednak wpuscimy ostroznie do jej Srodka krople
eteru siarczanego, petla przybierze ksztalt kota; napigcie po-
wierzchniowe czystej wody, wigksze od napig¢cia powierzchnio-
wego eteru, rozcigga¢ bedzie petle rGwnomiernie we wszystkie
strony dopoty, dopoki napigcie nici nie zrownowazy tej nadwyzki.

17
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Podobnie w przytoczonym wyzej (ust. 6) doswiadczeniu z areo-
metrem wpuszczenie kilku kropel eteru siarczanego na powierzchnie
wody, ponad zanurzonym areometrem, zmniejszy opoOr, stawiany przez
napigcie powierzchniowe i pozwoli areometrowi wznie$¢ si¢ ponad
powierzchni¢ cieczy.

W tym prostym przypadku, gdy obwdd nici rozdziela po-
wierzchni¢ cieczy na dwa niestykajace si¢ ze sobg obszary, mo-
zemy przyjac, ze wypadkowa napig¢ wynosi ¢, — o2, gdzie of
oznacza napiecie powierzchniowe wody na powierzchni, styka-
jacej si¢ z powietrzem, o, — analogiczne napigcie powierzch-
niowe eteru. Jezeli jednak ciecze stykaja si¢ ze sobg bezposred-
nio, zjawisko staje si¢ bardziej zlozone, na powierzchniach bo-
wiem zetkniecia cieczy napigcie powierzchniowe nie jest bynaj-
mniej réwne réznicy napi¢é, ktore ciecze posiadaja w zetknigciu
z powietrzem.

Niech BC bedzie kropla cieczy 2 (rys. 158), opuszczong na
powierzchnig¢ AD cieczy 1; $§rodowiskiem 3 niech bedzie powie-

trze. Na kazdy element dtugosci obwodu kropli BC dziatajg sity
napie¢ powierzchniowych owol 1 aum. Rownowaga kropli wy-
maga, aby trzy te sily wzajemnie si¢ rownowazylty lub, innymi
stowy, aby kazda z nich byla rowna wypadkowej dwu innych.
Musi by¢ zatem

<ti < 2 + (71,2
lub w przypadku, gdy katy jest bardzo maty,

(7i — (12 ~b (71,8 ¢

Gdy ar jest wigksza od 1, + J1,2> kropla rozptywa si¢ po po-
wierzchni cieczy, (oliwa na wodzie, woda na czystej rteci).
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Zmiang napigcia powierzch-
niowego przy zmianie Srodowiska,
z ktérym dana powierzchnia gra-
niczy, mozna réwniez wyjasnic¢
zjawiska, zachodzace przy zetknig-
ciu si¢ cieczy z cialem stalym.
Niech AB (rys. 159) bedzie po-
wierzchnig ciala statego, MN —
przekrojem powierzchni cieczy.
Na kazdy element dlugosci krzy-
wej, wzdhuz ktorej powierzchnia
MN styka si¢ z cialem stalym,
dzialaja prostopadle do tego ele-
mentu sily napigcia powierzch-
niowego <13, rOwnego napigciu,
ktéore poprzednio oznaczaliSmy rys. 159
przez o,, oraz napigcie <>} cieczy
na powierzchni zetkniecia z ciatem stalym. Zakladamy, ze
procz tych dwu napi¢é dziala jeszcze trzecie >3 na powierzchni
zetknigcia si¢ ciala statego z powietrzem.

To zalozenie usprawiedliwione jest przez fakt, Zze rOwniez
i krysztaty przybieraja posta¢, odpowiadajaca mozliwie najmniejszej
warto$ci energii powierzchniowej, ktoérej miarg jest iloczyn z napig-
cia powierzchniowego i powierzchni (P. Curie, 1885 r., Wulff 1901 r.).
Do wniosku o istnieniu napigcia powierzchniowego ciat statych prowa-
dza rdwniez wspolczesne teorie budowy materii (Bom i Stern 1919 r.).

Oznaczmy przez o kat, jaki powierzchnia cieczy MN tworzy
z powierzchnig ciata stalego; jest to tzw. kat zetkniegcia.
Warunek réwnowagi wyraza si¢ wzorem

I A - — all —
dig=»s+ 3C08S8 i cosTAI .

Gdy (8 <(71>8, cos O jest wigkszy od zera, kat zetknigcia
jest katem ostrym (rte¢ — szklo). Gdy cos ©<0, kat
zetkniecia jest katem rozwartym (woda, niezupetie czysta po-
wierzchnia szkla), ciecz zwilza ciato state (rys. 160 b); gdy
qia  (i13 > «13) kata zetknigcia nie ma; ciecz catlkowicie
zwilza cialo state (rys. 160 a), pokrywajac cienka warstewka
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calg jego powierzchni¢ (woda i czysta powierzchnia szkta, nafta
i szklo). Wielkos¢ ali8&—a83 czgsto nazywana jest napie-
ciem przylegania (adhezji).

Roéznice poziomdéw cieczy, spowodowang przez zetknigcie
si¢ jej z ciatami statymi, najlepiej mozna zaobserwowaé, zanu-

rzajgc pionowo do szerokiego naczynia z cieczg rurke cylin-
dryczng, o malym promieniu wewnetrznym r (rurka wtlo-
sko wata). Gdy ciecz catkowicie lub czeSciowo zwilza rurke,
swobodna jej powierzchnia lezy ponad poziomem cieczy w po-
zostatej czesSci na-
czynia. Uzywajac
rurek bardzo wa-
skich i cieczy cal-
kowicie zwilzaja-
cych, mozemy przy-
ja¢, ze utworzony
w rurce wklesltej
menisk (tac. me-
nis — maly ksig-
zyc) ma ksztalt
potkuli o promie-
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niu r, réwnym promieniowi rurki. Ci$nienie w punkcie A4 (rys.
161) jest, zgodnie z ustalonymi poprzednio prawami réwno-
wagi cieczy, rowne ci$nieniu, jakie panuje na tym samym po-
ziomie w cieczy, znajdujacej si¢ poza rurkg. Wybierajac punkt
A tak, aby lezal on na poziomie swobodnej (ptaskiej) po-
wierzchni cieczy w naczyniu, i przyjmujgc, ze cisnienie ze-
wngetrzne ma nad powierzchnig cieczy w rurce t¢ samg warto$c,
co 1 nad powierzchnig cieczy w naczyniu, otrzymamy, ozna-
czajac ox,] przez o, na warunek rownowagi

Po ="Po —+ Q9%l — %
lub egh= 2—(7,

kad h= 77T * q=-"~Te9h (10)
SKa yy'

*
Wielko$¢ 2 al jest czesto nazywana stata wlosko-

watos$cl.

Biorac za h odleglo$¢ najnizej lezacego punktu meniska B, po-
mijamy cig¢zar cieczy, zawartej miedzy meniskiem i rurkg. Cigzar ten,

rowny -g- Tr3pg mozemy w przypadku rurek bardzo waskich uwa-

za¢ za maty w poréwnaniu z ci¢zarem stupa cieczy irr2 . h,. pg. W rur-
kach szerszych cigzar ten jednak nalezy uwzgledniaé, jak réowniez
nalezy uwzglednié, ze menisk nie jest wtedy potkulg. Dla takich rurek
Poisson wyprowadzit (1831 r.) wzor na-
stepujacy

— 0,1288 £)" (10.)

Gdy ciecz niecatkowicie zwilza rurke
(rys. 162), promien krzywizny meniska

i*==—-— Zamiast wzoru (10) mamy
cos
zatem
o= 3 20il, (10b)

Ciecz niezwilzajagca opada w rurce
wloskowatej ponizej poziomu cieczy
w naczyniu. Roznica pozioméw h, i w tym rys. 162
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rys. 163

jednak przypadku wyraza si¢ wzo-
rem (10 b), jak to mozna bez trudu
sprawdzi¢, positkujgc si¢ analogicz-
nym rozumowaniem.

W podobny sposdéb mozemy wy-
jasni¢ zjawisko podnoszenia si¢ (lub
opadania) poziomu cieczy migdzy
dwiema bardzo bliskimi réwnolegty-
mi plytkami (rys. 163). Przecinajac
powierzchni¢ cieczy migdzy ptlytka-
mi dwiema prostopadlymi plaszczy-

znami, z ktorych jedna jest prostopadta, druga za$ réwnolegta
do ptytek znajdziemy na warto$¢ promieni krzywizny we wzo-

rze (9) w przypadku cieczy catkowicie zwilzajacej: T = — ,

gdzie d — odleglos¢ migdzy ptytkami, r2 =oo , skad

QOgh = 2; i = Nagd-h. (ioc)

Wzér (10) daje mozno$¢ wyznaczenia w tatwy stosunkowo spo-
sob napiecia powierzchniowego, jest tez najczes$ciej uzywang
metoda pomiaru tej wielkosci, szczegodlniej, gdy chodzi o ciecze,

catlkowicie zwilzajagce dane cialo state. Z innych
metod wymienimy jeszcze metode, uzyta po raz
pierwszy przez Tate’a (1864 r.). Ciecz, wypehia-
jaca catkowicie otwarta na dole rurke wloskowata,
poddana dodatkowemu niewielkiemu cis$nieniu, nie
odrazu wypltywa z rurki, lecz tworzy wiszace
krople, odrywajace si¢ od rurki i spadajace na dot
dopiero wtedy, gdy cigzar ich zrownowazy sity na-
pigcia powierzchniowego. Tate zalozyl, ze sity na-
piecia, utrzymujace krople w roéwnowadze, dzia-
taja wzdluz obwodu kota, wzdluz ktérego zwezona

w tym miejscu kropla styka si¢ z rurka. W chwili zatem spadania

mg = 271r.o, )

gdzie m — masa kropli, ktérag po oderwaniu si¢ jej mozemy wy-
znaczy¢ wazeniem, r — w przypadku rurki o takim ksztalcie,
jak na rys. 164, promien jej dolnego otworu.
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W rzeczywisto$ci zalozenie, ze cala wiszaca kropla odrywa si¢

i spada, nie jest dostatecznie uzasadnione. Lohnstein (1906 r.) udo-

wodnil jednak, ze przy odpowiednio dobranym do rodzaju cieczy pro-

mieniu rurki wloskowatej zatozenie to nie prowadzi do znaczniejszych
btedow, szczegolniej, gdy idzie o pomiary wzgledne.

Przytoczymy tytulem przykladu dane, otrzymane przez
Duclaux (1872 r.). Z kroplomierza o pojemnosci 5 cm3 wyplywa
100 kropel wody, 145 kropel 10% alkoholu i 259 —100% al-
koholu.

Quincke (1868 r.) postugiwal si¢ metoda Tate’a dla wyzna-
czenia napigcia powierzchniowego metali. Dolny koniec piono-
wego preta metalowego, o $rednicy, nie przekraczajacej 3 mm,
byt ogrzewany waskim ptomieniem, dopoki nie oderwata si¢ od
niego kropla. Podstawiajac warto$¢ jej masy do wzoru (11),
mozna wyznaczy¢ o.

Dane otrzymane przy uzyciu réznych metod, nie sg na ogoét
zgodne, roznigc si¢ nieraz, jak np. gdy idzie o wodg, o 9%. War-
toscia, ktore tu podajemy dla paru wazniejszych cieczy, nalezy
przeto uwaza¢ za warto$ci przecigtne. Dla wody a okolo 73
dyn/cm, dla rteci okoto 470 dyn/cm, dla alkoholu okoto 22 dyn/cm,
dla eteru okoto 19 dyn/cm. Ze wzrostem temperatury o maleje.

8. SCISLIWOSC GAZOW

W przeciwstawieniu do cieczy ciata gazowe nie posiadaja
powierzchni swobodnej. W statej temperaturze objetos¢ ich jest
zalezna catkowicie od ci$nienia zewngtrznego tak, ze, umieszczajac
gaz w naczyniu, zaopatrzonym w tlok, mozemy nieograniczenie
prawie zmieniac¢ objetos¢ gazu odpowiednio zmieniajgc obciazenie
tloka. Jezeli tlok porusza si¢ bez tarcia, kazdej wielko$ci obcia-
zenia odpowiada pewne potozenie réwnowagi tloka, w ktorym
ci$nienie, jakie tlok wywiera na gaz, rdbwne jest preznosci,
jaka gaz przeciwdziala opadaniu tloka (rozda. X, ust. 1). Wobec
matej gestosci gazu wzrost preznosci w kierunku pionowym,
spowodowany przez site ciezkos$ci, jest zazwyczaj tak matly, ze
w przypadku niezbyt grubych warstw gazu mozemy zupehie
go poming¢ i uwazaé, ze preznos¢ gazu w réwnowadze jest
w calej jego masie jednakowa i rOwna ci$nieniu zewng¢trznemu.

Zalezno$¢ pomiedzy preznoscia (lub cisnieniem zewnetrz-
nym) i objetoscig danej masy gazu, znajdujacego si¢ stale w tej
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samej temperaturze, ustalili niezaleznie, jak si¢ zdaje, jeden od
drugiego, Boyle (1662 r.) i Mariotte (1679 r.), stwierdzajac,
ze w stalej temperaturze iloczyn preznosci danej masy gazu
przez jej objetos¢ jest wielkoscig statg. Oznaczajac przez p prez-
nos¢ gazu, przez -» — jego objetos¢, prawo Boyle’a-Mariotte’a
mozemy wyrazi¢ wzorem
pv = stalej (12)
Odktadajmy na osi rz¢dnych cisnienia, wywierane przez
ttok w r6znych jego potozeniach réwnowagi (lub rowne tym ci-

$nieniom preznos$ci gazu), na osi odcietych — odpowiednie obje-
tosci. Krzywa (rys. 165), wyrazajaca zalezno$¢ miedzy p i «
w stalej temperaturze, tzw. izoterma gazu (gr. izos —
rowny, thermos — ciepty), przy wzrastajacych wartosciach
p 1 Vnieograniczenie zbliza si¢ do odpowiednich osi, lecz przecina
je dopiero w nieskonczonosci, warto$ci bowiem v = 0 odpowiada
wedtug réwnania (12) p —co , wartosci zas p =0, v= oo.
Krzywa ta jest hiperbolg réwnoboczna, osi za$ p i v jej asympto-
tami. Obroémy osi spotrzednych dookota osi, prostopadiej do ptla-
szczyzny rysunku i przechodzacej przez poczatek ukta'du, o kat 45°;
zwigzek migdzy spotrzednymi p i u punktu 4 i nowymi jego wspot-
rzednymi X 1 y wyraza si¢, jak wiadomo, wzorem

X ><A

= stalej = C.
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Oznaczajgc \2 C przez a, otrzymujemy ostatecznie

Yl

at  al ~
Z prawa Boyle’a-Mariotte’a wynika, ze gdy cisnienie ze-
wnetrzne zwigkszy sie¢ o Jp, objetos¢ v—J> gazu, jaka gaz
zajmie pod tym nowym cisnieniem, czyni zado$¢ roéwnaniu

(p -j- ap) (D— m-y) ==pr¥,

skad, po odrzuceniu iloczynu ap.aw, jako wielkoSci bardzo
malej] w poroOwnaniu z innymi, otrzymamy

1ap—pav=_~0

|
Hp=p 7 0 (12 a)
Spotezynnik wigc y nie jest zalezny od rodzaju gazu, lecz jedynie
od jego prezno$ci; im preznos¢ jest wicksza, a wigc im wicksze
jest ci$nienie, pod ktérym gaz si¢ znajduje, tym $cisliwosé jego
jest mniejsza.

Ten wniosek, a przeto i zalozenia, na jakich si¢ opieral, zo-
stat obalony przez do$wiadczenia Despretza, ktory, poddajac
rozne gazy o tych samych poczatkowych objetosciach i prezno-
sciach jednakowym przyrostom cié$nienia, stwierdzil (1827 r.),
ze zmniejszenia objetosci nie sg bynajmniej rowne: amoniak
i siarkowodér zmniejszaly swa objgtos¢ bardziej, niz wodor i po-
wietrze. Wyniki do$wiadczen Despretza zostaly nastgpnie po-
twierdzone przez Regnaulta (1847 r.). Okazalo si¢, ze dla tego
samego gazu iloczyn pv w miarg wzrostu ci$nienia zewnetrznego
nie zachowuje wartosci stalej, i ze zmiany tej warto$ci sg dla
roznych gazoéw na ogot rézne. Tak np. dla zmniejszenia objgtosci

do —é— warto$ci poczatkowej nalezalo cisnienie zwigkszy¢ nie
8 razy, jakby to wynikalo z prawa Boyle’a-Mariotte’a, lecz
w przypadku, gdy badany gaz byl powietrzem, 7,9456, gdy byt
azotem — 7,9641, dwutlenkiem wegla — 7,5193, wodorem —
8,0339.

Na podstawie tych badan, jak i pdzniejszych, wykonanych
przez Natterera (1854 r.), Cailleteta (1870 r.), a zwlaszcza
Amagata (od 1878 r.), ktorzy poddawali gaz bardzo wielkim ci-
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$nieniom, mozna z catg pewnoscia twierdzi¢, ze prawo Boyle'a-
Mariotte’a nie wyraza istotnych wilasnosci gazow. Odktadajac
na osi odcietych ci$nienia, na osi rzednych iloczyny pv, odpowia-
dajace tym ci$nieniom, nie otrzymamy linii prostej, rownolegte;
do osi p, jakby to byto w przypadku stalosci iloczynu pi), lecz

linie krzywa (rys. 166), ktorej przebieg wskazuje, ze pv poczat-
kowo ze wzrostem ci$nienia maleje, przechodzi przez minimum
i nastepnie nieograniczenie wzrasta. Ci$nienie pm, pod ktérym
pi) ma warto$¢ najmniejsza, jest w tej samej temperaturze dla
roznych gazow rozne, dla tego za$ samego gazu zmienia si¢
w zaleznosci od temperatury.

Tak np. dla powietrza pm, wedlug Witkowskiego (1891 r.) po-
siada warto$ci nastepujace
t = 16« 0® -35° -78,5® -103,5«  -130®
pm— 19 Atm 95 Atm 115 Atm 123 Atm 106 Atm 66 Atm

Dla niektorych gazéw, np. dla wodoru w temperaturach pokojowych,
iloczyn pv nie posiada wcale minimum, tak ze krzywa pv wodoru
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lezy stale powyzej prostej, wyrazajacej prawo Boyle’a-Mariotte’a.
Dopiero w temperaturach nizszych krzywa ta, jak to pierwszy wy-
kazal Wroblewski, ma i dla wodoru ten sam ksztalt, co i dla innych
gazdéw (rys. 167). Wyznaczajac iloczyny tej samej masy gazu w roz-
nych temperaturach i laczac punkty, odpowiadajace na kazdej izo-
termie najmniejszej wartosci p-y, otrzymamy tzw. krzywag Boyle'a

rys. 167 (wedhug Kamerlingh Onnesa i Braaka dla wodoru)

(rys. 166 i 167), ksztaltem zblizona do paraboli. W punktach tych,
nazywanych punktami Boy le’a, styczna do krzywej jest rowno-

legla do osi p, dg;}) jest wigc rowna zeru. W poblizu tego punktu

iloczyn pv przy niewielkich zmianach ci$nienia zachowuje zatem war-

to§¢ stala, rézna jednak od wartosci, jakg ma pod cisnieniem mato

réznigcym si¢ od zera.

Jezeli jednak badany gaz znajduje si¢ w wysokiej tempera-
turze i pod niewielkim cisnieniem, mozemy zawsze bez dostrze-
galnego bledu zatozy¢, ze podlega on prawu Boyle’a-Mariotte’a.
Gaz rzeczywisty zbliza si¢ w tych warunkach do gazu doskona-
lego, bedacego, jak o tym byla juz wyzej mowa (ust. 3), dla
gazOéw pojeciem analogicznym do tego, jakim jest bryta sztywna
dla ciat stalych i ciecz doskonata dla ciat cieklych.
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Warto$¢ zatem iloczynu pv dla gazu doskonatego w danej tem-
peraturze bedzie rowna wartosci tegoz iloczynu dla gazu rzeczywistego
pod bardzo matym cis$nieniem. Warto$¢ t¢ mozemy wyznaczy¢, przyj-
mujac, ze dla niewielkich cisnien od 0 do 2 Atm (Berthelot 1903 r.)
krzywa ta dla wszystkich gazéw mato rdzni sig, jak to wida¢ na wy-
kresie, od prostej, tak, ze

pv=—A + Bp. (12b)
gdzie A i B, wielkosci charakterystyczne dla danego gazu, sa funk-
cjami temperatury. Gdy chodzi o znaczniejszy zakres ci$nien, to wa-
runki, w jakich gaz rzeczywisty zachowywatby si¢, jak gaz doskonaly,
zaleza od rodzaju gazu, a przede wszystkim od jego temperatury kry-
tycznej i cis$nienia krytycznego (rozdz. XI, ust. 7). Wedlug Witkow-
skiego (1905 r.), wartos¢ iloczynu dla wodoru, ktoérego preznosé
wzrasta od 1 do 20 Atm, zmienia si¢ w temperaturze —212° skali ga-
zowej 0 6,3%, w temperaturze —147° o 1%. Na podstawie badan, prze-
prowadzonych przez Kamerlingh Onnesa (1910 r.) i innych, mozna
przypuszczaé, ze istnieje pewna temperatura, dla kazdego gazu inna,
w ktorej gaz nawet przy znacznych zmianach ci$nienia podlega prawu
Boyle’a-Mariotte’a. Takg temperaturg (temperatura Boylc'a)
jest dla azotu np. temperatura 50° skali gazowej; w tej temperaturze
wzrost ci$nienia o 19 Atm zmienia warto$¢ iloczynu pv mniej, niz
o 1°%o0 (Holborn i Otto 1924 r.). Dla wodoru temperatura ta bylaby,
wedlug Kamerlingh Onnesa i Braaka (1907 r.), rowna —167° skali

gazowej (rys. 167).

9. 'RC’)WNOWAGA GAZU, PODDANEGO DZIALANIU SILY
CIEZKOSCI

Gdy mamy do czynienia z wielkimi masami gazu, tworza-
cymi gruba warstwe, musimy uwzgledni¢ rowniez i dziatanie
sily ciezkosci. Warunki rownowagi takiej masy wyznacza wzor

(3) ust. 2
pl— =gS0Ah

gdzie Pi i p2 preznosci gazu w dwu punktach, ktorych odlegltos¢
pionowa rowna jest H, 0 — gesto$¢ gazu. Jest rzecza oczywista,
ze wobec wielkiej $cisliwosci gazow nie mozemy nawet w przy-
blizeniu zaktadaé, ze ggstos¢ gazu jest na wszystkich poziomach
jednakowa. Przypusémy, ze badany gaz o statej temperaturze
jest gazem doskonalym. Ze wzoru Boyle’a-Mariotte’a wynika
bezposrednio, ze ggstos$¢ takiego gazu jest wprost proporcjonalna

do jego preznosci S Cl’)}& gdzie Ci = —, m— masa gazu. Roz-
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nica wigc cisnien na dwu bardzo bliskich siebie poziomach, od-
legtych o wyniesie
Jp = ~Jh, (13)
stad réznice p2— Pi otrzymujemy, sumujac te elementarne roz-
nice ci$nien
Pt—Pi =

co da nam ostatecznie wzor
qh
logpP» — log Pi = 0,4343 —. (13a)
Wzor (13) mozemy przepisaé w postaci nastepujacej

P ct
skad

Pi h

Pi 0
1 ostatecznie

igpt— igpv—£1.,

gdzie znak Ig oznacza logarytmy naturalne o zasadzie e =1

&;L‘ 6A (patrz, rozdz. V, ust. 6),
gh
. .
pi=pte,

biorgc logarytmy o zasadzie 10, otrzymujemy wzor (13 a)
logp, — logPi =  loge = 04343 —

Warto$c¢ statej c: zalezy od rodzaju i od temperatury gazu.
Znajac ja, mogliby$my z r6znicy cis$nien, panujacych na dwu roz-
nych poziomach warstwy gazowej o stalej temperaturze, wyzna-
czy¢ grubos¢ tej warstwy, z warto$ci zatem ci$nienia, wywiera-
nego przez powietrze atmosferyczne na poziomie morza, obliczy¢,
po wprowadzeniu poprawki na zmian¢ g ze wzrostem wysokosci,
wysoko$¢ otaczajgce] ziemi¢ warstwy powietrza (pr byloby
wtedy rowne zeru). Rachunek taki datby jednak catkowicie fal-
szywe wyniki: ani bowiem temperatura atmosfery ziemskiej,
ani jej sktad chemiczny nie sg bynajmniej we wszystkich war-
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stwach atmosfery jednakowe. Zazwyczaj przeto wzor (13 a)
znajduje swe zastosowanie tylko przy obliczaniu roéznicy cisnien
w punktach, ktorych odleglos¢ pionowa jest dostatecznie mata,
aby$my mogli przyjaé, ze temperatura poszczegdlnych warstw
powietrza migdzy dwoma danymi poziomami nie odbiega znacz-
nie od pewnej wartosci przecigtne;.

Uwzgledniajac zalezno$¢ Ci od temperatury, otrzymamy po pod-

stawieniu odpowiednich liczb tzw. wzdér barometryczny

/1=18400 (1 + 0,00366 ¢ ) (log B— log 6) (13b)
gdzie ¢ jest temperaturg przeci¢tng warstwy w stopniach skali ga-
zowej, B — cis$nienie w nizej potozonym punkcie. BZH mogg byc

mierzone w jednostkach dowolnych, byle jednakowych. W wielu przy-
padkach wystarcza wzoér uproszczony

/i=16010 (1 + 0,004/p) (13¢)

Barometrycznym stopniem wysokos$ci nazywamy
wysoko$¢, na jaka nalezato by si¢ podnie$¢, aby ci$nienie zmniejszyto
si¢ o | mm rtgci. Podstawiajac do wzoru (13¢) B—6=1 mm i kla-
dac B + b= 2B, oraz B=760 mm rt. otrzymujemy w temperaturze
t=0° na h warto$¢ okoto 10,6 m.

Za granice atmosfery ziemskiej moglibySmy uwazaé odlegtosc,
w ktorej sita odsrodkowa réwnowazy site ciezkosci; gaz, znajdujacy
si¢ ponizej tej granicy, uczestniczylby w ruchu obrotowym ziemi.
W tej odlegtosci jednak (42000 km w plaszczyznie réwnika) rozrze-
dzenie gazu jest tak wielkie, ze stwierdzenie jego obecnosci byloby,
jak si¢ zdaje, rzecza niemozliwag. Nalezy raczej przyjac, ze zadna wy-
razna granica atmosfery nie istnieje i ze laczy si¢ ona stopniowo
z niezwykle rozrzedzonymi gazami, wypelniajacymi przestrzen mig-
dzyplanetarng. Te jej warstwy, w ktorych zachodzg zjawiska (np.
zorza poéOlnocna), ktére mozemy jeszcze obserwowac, leza prawdopo-
dobnie nie wyzej ponad 600 km.

Zaktadajac, ze gesto$¢ atmosfery jest stala i rowna w tempe-
raturze 0° — 0,001293 g/cm3, mozemy ze wzoru (5) ust. 4, kladac
ph = 760 mm. rteci i po=0 i przyjmujac, ze ¢ ma warto$¢ stala,
obliczy¢ wysoko$¢ tzw. jednorodnej atmosfery, ktéraby wy-
wierala takie samo ci$nienie, jak rzeczywista; wysoko$¢ ta wynosi
mniej wigcej 8000 m; stad wynika, ze masa atmosfery ziemskiej
rowna jest w przyblizeniu 5,2.1021 g , a wigc jest mniejsza od jednej
milionowej masy ziemi.



ROZDZIAL VII
RUCH CIECZY I GAZOW

1. RUCH CIECZY DOSKONALEJ. TWIERDZENIE BERNOUL-
LFEGO.

Rozpatrujac ruch ptynéw nie mozemy poprzesta¢ na braniu
pod uwage jedynie roznic cisnienia oraz sity ciezkosci (lub in-
nych sit analogicznych, rozdz. VI, ust. 1). Odksztalcenia bo-
wiem, jakich doznaje ptyn podczas ruchu, powoduja powstanie
sit tarcia wewngetrznego, ktorych nie uwzglednialiSmy w rozwa-
zaniach rozdziatu poprzedniego. Mimo to i tym razem bedziemy
poczatkowo zaktadali, ze plyny, z ktorymi mamy do czynienia,
sg catkowicie pozbawione lepkos$ci, i dopiero nast¢gpnie do wzo-
row, otrzymanych dla tych, niewatpliwie w znacznym stopniu
fikcyjnych przypadkéw, wprowadzimy odpowiednie poprawki,
jakich beda wymagaly rzeczywiste wlasnosci ptynow. Co wiecej,
zatozymy, ze plyn badany jest rowniez niescisliwy, ze wigc jest
tym cialem, ktore poprzednio nazwaliSmy cieczg doskonala.
Ostatnie zalozenie znajduje swoje usprawiedliwienie w fakcie, ze
zmiany gestosci, jakich podczas ruchu doznaje ptyn, nawet, gdy
jest cialem gazowym, sa w wielu przypadkach tak male, ze mo-
zemy je w pierwszym przyblizeniu calkowicie pomingc.

Przypusémy, ze predkos¢, z jaka czastka poruszajacej si¢
cieczy przechodzi przez dany punkt przestrzeni, zalezna jest je-
dynie od potozenia tego punktu, tak, ze kazda czastka, przecho-
dzaca przez ten punkt, posiada w tym punkcie predkos¢ te sama.
Niech krzywa Mi M2 Mn (rys. 168) bedzie torem dowolnej
czastki M; czastki cieczy, lezace w pewnej chwili na torze tej
czastki, beda poruszaly si¢ stale po tym samym torze, co M,
w kazdym bowiem punkcie tej krzywej beda miaty te samg pred-

Wyklady fizyki, t. 1 18
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kos¢, jaka w tym punkcie posiadata czastka M. Tego rodzaju
ruch cieczy nazywamy trwalym (statecznym), tor za$
czastki — linig pradu. Wezmy w przestrzeni, wypehionej
przez ciecz, bardzo maly element powierzchni AS 1 przepro-
wadzmy przez wszystkie punkty jego
obwodu linie pradu; otrzymamy wte-
dy pewna powierzchni¢, odgranicza-
jaca od reszty cieczy tzw. struge
pradu, wewnatrz ktorej ciecz pty-
nac¢ bedzie tak, jak przez rurke o $cia-
nach, nieprzenikliwych dla cieczy.
Przez kazdy przekrdj strugi przeptly-
wa zatem w ciagu tego samego czasu
ta sama masa cieczy. Gdyby bowiem
bylo inaczej, gdyby np. masa cieczy,
wplywajaca do elementu strugi AC
(rys. 168) przez przekrdj ASj prosto-
padly do osi strugi i rowna ¢YDx4SY. At,
gdzie Dr — predkos¢ cieczy w tym
przekroju, nie byla ro6wna masie, wy-
plywajacej przez przekrdj AS? i rownej 02D) AS2. At, masa
w elemencie strugi AC z biegiem czasu nieograniczenie by wzra-
stala lub malata i ruch cieczy nie mogtby by¢ trwaty. Musimy

zatem miec Dy ASy === . AADx (1)

Z tego warunku ciggltosci wynika, ze wewnatrz cieczy,
znajdujacej si¢ w ruchu trwalym, struga nie moze si¢ ani kon-
czy¢ ani zaczynaé; musi si¢ ona rozciaga¢ az do granic prze-
strzeni, zajmowanej przez dang ciecz albo tworzy¢ powierzchnie
zamknieta. W przypadku, przez nas rozpatrywanym, cieczy nie-
scisliwej, 4, =e2i warunek (1) sprowadza si¢ do warunku

AS) = D] 4J§]? — stalej, * (1a)

objetos¢ cieczy, przeplywajacej w ciagu jednostki czasu przez
dowolny przekrdj strugi, prostopadly do jej osi, jest wielkoscig
stala. Predkos¢ wiec przeptywu jest odwrotnie proporcjonalna
do przekroju; gdy struga si¢ zweza, predkos¢ przeptywu wzrasta.
Podzielmy cata mase¢ cieczy na strugi, oznaczajgc potozenie kaz-
dej z nich przez osiowa lini¢ pradu; ze zgeszczenia lub rozrze-
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dzenia linij pragdu w danym miejscu przestrzeni bedziemy mogli
sadzi¢ o wzro$cie lub zmniejszeniu si¢ predkosci ruchu cieczy.

Przypusémy, ze w rozpatrywanych przez nas przekrojach
strugi predkosci or i 2 nie sg réwne, tak, ze ciecz, wychodzaca
z elementu AC (rys. 168) posiada¢ bedzie energi¢ ruchu rézna
od tej, jaka miata, wchodzac do tego elementu. Jezeli w ciagu
kt sek wptyneta masa nT— AS} At o predkosci i)y 1 wyptly-
neta taka sama masa z predkoscig v2, zmiana energii ruchu, ja-
kiej doznal stup cieczy, zawarty poczatkowo miedzy przekrojami

A i C, réwna jest — Am (w* — w*). Zmiana ta zostata doko-

nana kosztem pracy, wykonanej przez sily zewnetrzne wzgledem
elementu strugi, zawartego miedzy tymi przekrojami. Oznaczmy
przez pt i pl cisnienie w przekrojach 4 i C. Z sit pr 451 1 p2 &S2,
prostopadlych do tych przekrojow, pierwsza dziala w kierunku
ruchu, druga — w kierunku przeciwnym. Wobec tego praca wy-
padkowa tych dwu sit wynosi

PiASX . At—plas2.v). At— <pr —p2) . (a)

Do tego dochodzi praca sily cigzkosci. Niech Ay i 42 bgda wyso-
kosciami przekrojow 4 i C ponad pewnym wspolnym, dowolnie
zreszta wybranym poziomem. Roéznica energii potencjalnej
masy, wplywajacej do danego elementu strugi, i wyptywajacej
z niego, rOwna pracy sit cigzkosci, wykonanej podczas przesunie-
cia si¢ stupa cieczy od AC do AxCi, wynosi Am. g (hx — h2) (b)
energia bowiem potencjalna stupa, zawartego miedzy Ax i O
zmianie zadnej nie ulegta. Jezeli poza tymi sitami zadne inne
sily na ciecz nie dzialajg, suma prac (a) i (b) rOwna jest zmia-
nie energii ruchu, gdyz w cieczy, pozbawionej lepkosci, opory
rozpraszajace sa rowne zeru. Mamy zatem dla danej strugi

(Pi —P2)—+ Atn-sr (Ai —M =—52— Am(v; — W),

lub, skracajgc przez Am, dzielac przez g i porzadkujac wyrazy

NA-+6 =N +Ac+ ™ =slalel y)

To réwnanie wyraza twierdzenie Bernoulli'ego.

Od nazwiska matematyka Daniela Bernoulli'ego, ktory je udo-
wodnit w 1738 r.

18%
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Wielkos¢ o9 oznacza wysoko$¢ stupa cieczy, ktory by wywie-
rat ci$nienie p/f mozemy wigc ja nazwaé wysokoscig ci-
$nienia; wielko§¢ — oznacza wysokos¢, z jakiej cialo mu-

siate by spada¢, aby naby¢ pod dziataniem sily ci¢zkosci pred-
kos¢ i), bedziemy ja nazywali wysokoscig predkosci,
wreszcie h, jest wysokoscia ponad poziomem. Mozemy wigc
twierdzenie Bernoulli’ego wyrazi¢ w sposob nastepujacy: w kaz-
dej strudze pradu cieczy doskonalej, znajdujacej si¢ w ruchu
trwalym, suma wysoko$ci ci$nienia, wysoko$ci ponad poziomem
oraz wysokos$ci predkosci jest wielko$cig stalg. Wartos¢ tej sta-
lej jest na ogoét dla kazdej strugi inna, jezeli jednak w pewnym
wspolnym dla nich przekroju stala ta ma dla wszystkich strug
wartos$¢ t¢ sama, wtedy, zgodnie ze wzorem (2), wartos$¢ t¢ zacho-
wa i w kazdym innym przekroju i wzér Bernoulli'ego stosowaé
si¢ bedzie do calej masy cieczy w prze-

kroju prostopadtym do strug pradu.
Taki przypadek zachodzi, mig¢dzy
innymi, wtedy, gdy pod dziataniem sit
ciezkosci ciecz wyplywa przez otwor,
I znajdujacy si¢ na dnie lub z boku na-
) czynig (rys. 169). Strugi wyplywajacej
cieczy maja swoj poczatek na powierzch-
ni AB, ktorej wzniesienie pionowe
- (/i, — K£2) ponad otworem wyplywo-
wym, a raczej ponad miejscem, gdzie
przekroj strugi juz si¢ nie zweza (p. ni-
zej), oznaczymy przez h. Stosujac row-
nanie Bernoulli’ego do przekrojow 4B i A'B' i uwzgledniajac,
ze ci$nienia zewnetrzne w obydwu przekrojach sa jednakowe

i rébwne cis$nieniu otaczajacego powietrza p0, znajdujemy

h 'I"E/IT - jé* (c)

Gdy przekrdj AB jest o wiele wigkszy od przekroju AB’,
predko$¢ opadania swobodnej powierzchni jest bardzo mata
w poréwnaniu z predkoscig wyplywu v2; pomijajac zatem w ra-
chunku wielkos¢ (przy stosunku przekrojow AB i A'B*
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rownym 10, v* jest 100 razy mniejsza od v’), otrzymujemy
ze wzoru (c)
vl =2gh lub V =xj2gh. 3)

Ciecz wigc wyptywa z takg predkoscia, jaka by posiadala,
spadajac z poziomu cieczy swobodnej. Ten wniosek z twierdze-
nia Bemoulli'ego czesto nazywany jest twierdzeniem
Torricelli'ego (1644 r.).

Stusznos¢ tego twierdzenia mozna sprawdzi¢ przy pomocy tzw.
butelki Mariolle’a. Jest to szczelnie zamknigte naczynie, przez
ktorego przykrywe przechodzi otwarta z obydwu stron rurka AB
(rys. 170). Naczynie to do pewnej wysokosci wypelione jest ciecza.
Gdy ciecz wyptywa, powietrze w naczyniu si¢ rozrzedza i1 w pewnej
chwili ci$nienie cieczy i znajdujgcego si¢ nad nig powietrza staje si¢
na poziomie dolnego otworu rurki 4B réwne ci$nieniu powietrza ze-
wnetrznego, ktore wchodzi do rurki i wypetnia jg catkowicie. W miarg

dalszego wyplywu cieczy powietrze z rurki przechodzi do naczynia,
tak, ze cisnienie na poziomie B stale pozostaje rowne ci$nieniu atmo-
sferycznemu. We wzorze zatem (3) odlegtos¢ pionowa [i poziomu, na
ktérym panuje ci$nienie atmosferyczne po, od otworu jest ciagle jed-
nakowa.

Ciecz, wyplywajaca przez boczny otwor, porusza si¢ w kierunku
poziomym z predko$cia jednostajna (o ile pominiemy opér powietrza),
rowng tej, jaka posiada w chwili przechodzenia przez otwor. W ciaggu
zatem ¢ sek droga x przebyta w kierunku poziomym, wyniesie
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X—vt— "2'gh.t. Jednoczes$nie pod dzialaniem sily ciezkosci czastki
cieczy poruszaja si¢ pionowo na doét ruchem jednostajnie przyspie-

szonym, przechodzac w ciggu czasu ¢ sek. drogey=-L g¢2. Rugujac

z tych rownan t, otrzymujemy na tor czastki cieczy rOwnanie para-

bo™ Y—  ®2- Niech a bedzie odlegloscia otworu od poziomej po-
wierzchni, na ktorg spada strumien wyptywajacej cieczy. Zasig¢g
(doniosto$¢ rzutu) strumienia jest rowny x = ~ha=2 ha
Jezeli nie zmieniajac odleglosci a, bedziemy umieszczali koniec rurki B

na réznych wysokosciach 4 ponad otworem, otrzymamy zasiggi, be-

dace do siebie w stosunku mniej wigcej takim, jak pierwiastki kwa-
dratowe z wysokosci.

Strugi wyptywajace nie wypelniaja calego przekroju otworu.
W przypadku najprostszym — otworu kolowego w poziomym
dnie naczynia — stwierdzi¢ mozna gwaltowne zwezanie si¢ stru-
mienia, ktory dopiero w pewnej, niewielkiej zreszta od otworu
odleglosci przybiera posta¢ mniej wigcej cylindryczng. To tzw.
dlawienie strumienia ma, niewatpliwie, swe zrédlo w tym,
ze ciecz, sptywajaca ze wszystkich stron do otworu nie od razu
zmienia kierunek swej predkosci na rownolegly do osi strumie-
nia (rys. 169). Oznaczajac przez S pole otworu, na przekrdj
strumienia w tym miejscu, w ktorym przybiera ksztalt walca,
otrzymujemy warto$¢ aS, gdzie a— spotczynnik dia-
wienia, majacy w przypadku otworow kotowych i cienkich
Scian naczynia wartos¢, rOwng mniej wiecej 0,6. Przekroj ten
nie pozostaje staty, lecz, zgodnie z twierdzeniem Bemoulli’ego,
zmniejsza si¢ w miar¢ wzrostu predkosci cieczy, spadajacej, jak
wiemy, ruchem jednostajnie przyspieszonym. W odlegtosci At i A2
od otworu, przekroje strumienia sg do siebie w stosunku
J, : V. + Strumien ten zreszta wkrotce zamienia si¢ W ciag
oddzielnych kropli, ktoéry, jak to wykazal Magnus (1862 r.),
tylko dzieki znacznej predkosci ruchu kropel sprawia na nas
wrazenie strugi cigglej. Jest rzecza oczywistg, ze wtedy zasad-
niczy warunek cigglosci spelniony nie jest i ze do takiego stru-
mienia nie mozna stosowaé twierdzenia Bernoulli'ego. Gdy
ciecz wypltywa przez rure, dltawienie staje si¢ mniejsze, a na-
wet przy odpowiednio dobranej rurze moze by¢ zupeinie usu-
niete.
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W cieczach niedoskonatych spolczynnik dtawienia jest
wlasciwie iloczynem dwu spolczynnikdw: @, uwarunkowa-
nego przez nierownoleglo$¢ wyplywajacych strug, i ¢, uwa-
runkowanego przez tarcie wewngtrzne i zewngtrzne o $ciany
naczynia. Dla wigkszych otworow wyplywowych ¢ jest
bliskie 1.

W wyplywajacym strumieniu Savart zauwazyl perio-
dyczne zmiany ksztaltu, zachodzace w pewnej odleglosci od
otworu. Ksztalt strumienia, wychodzacego z otworu koto-
wego, przedstawia schematycznie rys. 171, ktory podajemy
tu za Magnusem. Ponizej wezlow i strzatek, jak Savart na-
zwal zweZenia 1 rozszerzenia strumienia, zachodzi rozpad
strumienia na krople, ktérych, jak o tym wyzej byta mowa,
na og6t rozrézni¢ nie mozemy. Magnus obserwowal je, pa-
trzac na strumien przez waska szczeling, wycigta w kierunku
promienia w szybko obracajgcej si¢ tarczy. Kropla, wi-
dziana przez bardzo krotki czas, wydawala si¢ nieruchomg.
Krople te zmieniajg periodycznie swdj ksztalt, drgajac koto
kulistego ksztattu rownowagi. Drgania te wywotane sa przez
napigcia powierzchniowe, wywierajace, jak wiemy (rozdz. VI,
ust. 6), wigksze cis$nienie na elementy powierzchni o krzywi-
znie wigkszej, wobec czego ciecz przeptywa do miejsc o krzy-
wiznie mniejszej i powoduje tam zwigkszenie krzywizny. Le-
nard (1887 r.) wyznaczal warto$¢ napigcia powierzchnio- 191

{ OO o <=

*

Fay;

Wego ze Wzoru o = 30 gdzie 0 — cigzar kropli, 7— okres 16

drgania. Najdogodniejszym sposobem pomiaru 7" okazato sig

fotografowanie spadajacych kropel. )
Podobne periodyczne zmiany ksztattu, na ogét o wiele .
bardziej ztozone, wykazuja strumienie, wyptywajace z elip- «

tycznych i prostokatnych otwordéw. Teori¢ tego zjawiska ,dat »

lord Rayleigh (1879 r. i 1892 r.).

Mowilismy wyzej, ze wzory, wyprowadzone z zalo- rys 171
zenig niescisliwosci cieczy, stosujg si¢ rowniez w bardzo
stosunkowo szerokich granicach predkosci i do gazéw. W tym
jednak przypadku wzor (2) mozemy uprosci¢, pomijajgc roznice
poziomoéw rozpatrywanych przekrojow; zmiany bowiem cisnie-
nia, wywolane przez niejednakowe wzniesienia ponad poziomem,
sg wobec malej gestosci gazoéw zazwyczaj nieznaczne, chyba ze
masy gazu rozciagaja si¢, jak si¢ to zdarza np. w zagadnieniach
meteorologicznych, na bardzo znaczng wysokos¢, wtedy jednak
zatozenie niezmiennej gestosci gazu nie sprawdza si¢ nawet
w przyblizeniu. Przypusémy, ze gaz wyplywa do otaczajacego
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powietrza z naczynia, w ktérym panuje ci$nienie pv Przyjmujac,
ze predkos¢ ruchu gazu w naczyniu jest mata w poréwnaniu
z predkoscig wyplywu i Ze ciSnienie w wyplywajacym strumieniu
rowne jest ci$nieniu zewng¢trznemu, otrzymujemy, kltadac s,v=h,2

Py
9 9 +2°

gdzie - predko$¢ wyptywu. Stad

» =1/?7 (A-Po). 4)
r €
Predkos¢ wyptywu jest odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka
kwadratowego gestosci.

Obliczmy, z jaka najwigksza predkosciag moze wyptywaé gaz, aby
zmiany jego gestosci nie przekraczaty 1%. Zaktadajac, co na pewno
nie odpowiada rzeczywisto$ci, ze temperatura gazu podczas wypltywu
nie ulega zmianie i positkujac si¢ wobec tego prawem Boyle'a - Ma-
riotte’a, znajdujemy ze wzoru

c c
P m 0mGo
ze réznice cis$nienia, odpowiadajace danej zmianie ggstosci, sa rowne
Jp =Czly, skad ™

Ktadac Jy — 0,01 pi p=po=1 Atm = 1013,3.103 dyn/cm2, mamy
dla powietrza w temperaturze 0°, o gestosci 0,001293 g/cm3
1"2Jp 270,01.1013,3.10» . ,nAA |, . ix .

»= V=1V 0,001293.1,01 —4000 cm/sek = 40 m,sek-
Dopiero przy takiej réznicy cisnien i takiej predkosci gesto$¢ ucho-
dzacego powietrza zmniejszylaby si¢ do wartosci 0,001293 g/cm3.
Gdybysmy uwzglednili zachodzaca przy wyplywie zmiang temperatury,
otrzymaliby$my jeszcze wigksza wartos¢ predkosci granicznej i ko-
niecznej do jej wytworzenia rdznicy ci$nien.

Wzoru (4) uzytl Bunsen (1857 r.) do wyznaczania gestosci
wzglednej gazoéw, mierzac czasy wyplywu tych samych objetosci
roznych gazéw, znajdujacych si¢ pod tym samym ci$nieniem po-
czatkowym. Ze wzoru (4) wynika

(3

Ta metoda pomiaru, tatwa w uzyciu, nie moze jednak stuzyé do
pomiaré6w precyzyjnych.
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2. RUCH CIECZY W RURACH POZIOMYCH O DOWOLNYM
PRZEKROJU

Zastosujmy wzor Bernoulli’ego do dwu przekrojow strumie-
nia, plynacego przez pozioma rur¢. Przyjmujac ht = h2, otrzy-
mamy, mnozac obiedwie czgsci rOwnania przez ¢g

(a)

Niech w oznacza tzw. wydatek przewodu rurowego,
to znaczy objetos¢ cieczy, przeptywajacej w ciagu | sek przez
dowolny przekréj rury ; predkosci i1 v2 beda odpowiednio rowne

354" gdzie St i S? oznaczaja pola przekrojow. Wzoér (a) przy-

bierze postaé

I~w* | wl
A+-2 98" =Ptb 2"?

Gdy S! =52 pt=p2 W cieczy doskonalej, przeplywajacej
przez rure pozioma o przekroju statym, ci$nienie ma we wszyst-
kich punktach, lezacych na tym samym poziomie, t¢ samg war-
tos¢. Jezeli jednak S? jest mniejsze od (rys. 172), w miejscu

zwezenia nastgpuje zageszczenie linij pradu, predko$¢ v jest
wicksza od i p? mniejsze od pv W przypadku zatem, gdy ci-
$nienie pt rowne jest cisnieniu atmosferycznemu, p? jest od
tego cisnienia mniejsze. Gdyby$my zatem wyci¢gli w rurze okoto
punktu 4 otwor, ciecz nie wyptywataby na zewnatrz, lecz prze-
ciwnie wsysataby powietrze otaczajace. Tym zjawiskiem, nazy-
wanym czgsto zjawiskiem Venturiego, tlumaczy si¢
dziatanie pomp wodnych, stuzacych do rozrzedzania gazow.
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Pompa wodna najczgéciej ma ksztalt taki,
jak na rys. 173. Woda ze zbiornika wptywa do
rury pionowej W, silnie zwgzonej przy E, a na-
stepnie znOw si¢ rozszerzajacej w cylindryczng
rur¢ R. W najwezszym miejscu £ znajduje si¢
niewielkie zgrubienie i w nim otwér. Ta czg§¢
ostonigta jest szczelnym plaszczem MM, potaczo-
nym z rurkg S, prowadzaca do naczynia, zawie-
rajacego gaz. Czesto w rurce tej umieszczony jest
wentyl V, przerywajacy polaczenie z naczyniem,
gdy ci$nienie w E z jakichkolwiek powodow sta-
nie si¢ wigksze od cis$nienia gazu. Niech Si be-
dzie przekrojem rury R, Si — przekrojem w miej-
scu zwezenia, hi i /12 odlegtoscig pionowa od tego
samego poziomu dolnego otworu rury i przekroju
przy E. Stosujac wzor Bernoulli'ego, bedziemy
mieli

Pi + hiQg =Pi-V 1409

lub, z uwagi, ze pi=po — cisnieniu atmosferycznemu, vi m

Tva— " oraz N2 —hi=h,

s,
. J IT
epithos g
skad

Bioragc np. S2=0,1 Si, otrzymujemy
1 ]
Py =Po — heg — — —99Igv/\.

Gdyby przekroje rury byly jednakowe (81 = 82), mielibySmy
P2—po—hog

a wiec na tej samej wysokosci ponad otworem wyptywowym ciSnie-
nie byloby wicksze, niz wtedy, gdy rura jest zwe¢zona.

Nazwijmy wielko$¢ p,= 5 = A + 5 stala

we wszystkich, punktach rury poziomej, bez wzgledu na zmiang
jej przekroju, cisSnieniem caltkowitym cieczy; cisnie-
nie to mozemy wyznaczy¢ w nastepujacy sposob. Umiesémy
w badanym strumieniu rurke, zgigta pod katem prostym



283

i polaczona z manometrem (rys. 174). Predko$¢ strugi wpa-
dajacej przez otwor rurki staje sie¢ w rurce rOwna zeru, wobec
czego cisnienie, jakie ciecz
wywiera, rowne jest ci-
$nieniu catkowitemu, ktore
w ten sposdb mozemy
zmierzy¢ przy pomocy ma-
nometru.  Wprowadzajac
do wzoru Bernoulli'ego
ci$nienie catkowite, otrzy-
mujemy wzOr ten w postaci

Pc + Qon = statej, (5)

a wiec w przypadku przez do manometru
nas rozwazanym, gdy za- rys. 174

ktadamy, ze warto$¢ stalej

jest dla wszystkich strug jednakowa, wzér analogiczny do
wzoru na cisnienie cieczy w spoczynku.

h jest tu liczone od stalego dolnego poziomu, nie tak, jak w roz-
dziale VI, gdzie h, bylo liczone od pewnego poziomu gornego.

Pomiar tego rodzaju rurkg, nazywana rurkag Pitota
(Pitot, 1695 r—1771 r.), pozwala jedynie na wyznaczenie ci$nie-
nia pc, bedacego sumg ci$nien: pt — cisnienia statycz-

nego 1A — cisnienia dynamicznego lub ci-

$Snienia predkosci. Do wyznaczenia dochodzimy na
drodze nastgpujacego rozumowania. Wytnijmy w bocznej $cianie
rury waska, o zupeklie réwnych

brzegach szczeling AB (rys. 175),

prostopadle do osi rury. Ciecz,

wypeiajgca t¢ szczeling i nie

uczestniczaca w ruchu cieczy,

znajduje si¢ pod tym samym

ci$nieniem p/t co ciecz przepty-

wajgca przez rurg. Jezeli wiec

umiescimy w szczelinie otwartg

rurke, ciecz podniesie si¢ W niej

rys. 175 na wysoko$¢ rowng wysokosci
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cidnienia pv Na tym oparta jest budowa rurki Prandtla
(rys. 176), pozwalajacej zmierzy¢ réznice cisnienia catkowitego
i ci$nienia statycznego i w ten sposob wyznaczy¢ ci$nienie pred-
kosci. W rurce Prandtla rurka Pitota otoczona jest plaszczem

o kilku bocznych otworach, odgrywajacych role szczelin, o kto-
rych byla mowa wyzej. Laczac rurke Pitota z jednym ramie-
niem manometru, plaszcz zewnetrzny z drugim, z rdéznicy po-
zioméw cieczy manometrycznej odczytujemy roznice pc — pll
skad, znajac ¢, mozemy wyznaczy¢ predkosc cieczy.
Gdy do przewodu rurowego wlaczymy tzw. wodomiar Ven-
turi'ego, stanowigcy jakby podwdjny stozek ucigty (rys. 177),

i zmierzymy ci$nienie statyczne w przekroju normalnym A i w zwg-
zonym B, z roznicy cisnien bedziemy mogli obliczy¢é wydatek prze-
wodu. Istotnie, ze wzoru Bemoulli'ego mamy, ktadgcvhi = htz,

o P"
PI+N2n—Pl 2
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P . . .
co z uwagi, ze vi—- = i = , mozemy przepisaé w postaci

el=

. J 1
Pi-pl=y gw g! si

skad w = 2 (Pli _PI’)
sl s
3. TARCIE WEWNETRZNE. RUCH WARSTWOWY

Opierajac si¢ na twierdzeniu Bernoulli'ego doszliSmy do
wniosku, ze w rurze poziomej o jednakowym przekroju ci$nie-
nie ma we wszystkich przekrojach t¢ samg warto§¢. Wniosek
ten jest catkowicie sprzeczny z wynikami do$wiadczen. W rze-
czywisto$ci bowiem w takiej rurze obserwujemy spadek cisnie-
nia w kierunku ruchu cieczy, — co wskazuje, ze utrzymanie
cieczy w ruchu jednostajnym wymaga istnienia réznicy cisnien
w dwu przekrojach, ograniczajacych wyodrgbniona przez nas
mas¢ cieczy. Sprzecznos$¢ ta wynika z pominigcia w naszych
dotychczasowych rozwazaniach tarcia wewngtrznego, powodu-
jacego powstawanie migdzy dwiema sgsiednimi warstwami,
poruszajacymi si¢ z niejednakowa predkoscia, sit stycznych do
powierzchni tych warstw i skierowanych odwrotnie do ich
predkosci wzglednej. Sily te przyspieszaja ruch warstwy wol-
niejszej i opozniaja ruch warstwy szybsze;j.

Przypusémy, ze ciecz zawarta jest miedzy dwiema plyt-
kami.

wzgledem dolnej ze stata, niewielkg zresztg, predkoscia v. Gdy
ciecz przylega do ptytek, ustala si¢ wkrotce w cieczy rozklad
predkosci, schematycznie przedstawiony na rys. 178: warstwa
gorna, przylegajaca do ptytki 4B, porusza si¢ z ta sama,
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co ptytka, predkoscia v, warstwy nizsze posiadaja predkosci,
zmniejszajace si¢ stopniowo i dochodzgce do wartosci zero
w warstwie, przylegajacej do dolnej nieruchomej plytki CD
tak, ze predkos¢ w warstwie odleglej o x od CD mozemy uwa-

za¢ za rOwng w. = 4 . —. W tym prostym przypadku prgdkosc
o

wzgledna dwu jakichkolwiek warstw, znajdujacych si¢ w tej
samej wzglednej odleglosci jest, oczywiscie, ta sama i na jed-

nostke odlegtosci wynosi dae T Zaltdézmy, ze sily

styczne sa do tego spadu predkosci proporcjonalne tak,
ze na jednostke powierzchni danej warstwy dziata napigcie
styczne

&l =‘F‘7Z0 Tl% ©)

1 przyjmijmy, ze zwiazek ten zachodzi réwniez w przypadku,
gdy spad predkosci nie jest staly, tak, ze wzdér (6) moze miec
posta¢ ogolniejsza d

0

€ «— —= »

Wielkos¢ charakterystyczna dla danego ptynu, nazywamy
spolczynnikiem tarcia wewnetrznego lub |e p-
kos$ci. Wymiar jej wynosi

M= ML~7-1 = ML-] T-\

czemu w jednostkach C.G.S odpowiada ----- -
cm sek.

W technice spotczynnik lepkos$ci oznaczany jest zazwyczaj
przez 1.

Stuszno$¢ naszego zalozenia mozemy sprawdzi¢ doswiad-
czalnie, stosujac wzor (6 a) do wyznaczenia ilosci cieczy, prze-
plywajacej w ciagu danego czasu przez rur¢ ruchem tzw. war-
stwowym (laminarnym, tac. lamina — plytka, warstwa),
w ktorym warstwy cieczy $lizgaja si¢ wzajemnie jedna po dru-
giej. Gdy ciecz badana przylega do $cian rury, gdy wigc war-
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stwa graniczgca ze S$ciang znajduje si¢ w spoczynku, sity
styczne do poruszajacych si¢ warstw nie zaleza zupelnie od
spotczynnika tarcia zewnetrznego migdzy cieczg a materialem
rurki, $lizganie bowiem zachodzi jedynie miedzy warstwami
cieczy.

Taki ruch istotnie powstaje w pewnych oznaczonych wa-
runkach, o ktorych bedzie mowa w ust. 4, przy przeplywie cie-
czy przez prosta rure o przekroju kotowym. Wyodrebnijmy
z masy cieczy walec (rys. 179), ktérego o$ bylaby osig rury,

rys. 179

1 oznaczmy promien jego przez r, dtugos$¢ zas, réwna dtugosci
rury, przez L Przypusémy, ze ci$nienia, dzialajace na podstawy
tego walca, sg odpowiednio réwne px i p2, tak, ze wypadkowa
sit, dzialajacych na walec w kierunku jego ruchu, wynosi
(Pi—P2) nr2- Gy ciecz porusza si¢ ruchem jednostajnym,
wypadkowa ta jest zrownowazona przez sity lepkosci, dziata-
jace na powierzchni¢ walca w kierunku przeciwnym. Mamy
zatem
7 Jip 2
dr-*0
stad na spad predkosci w kierunku prostopadtym do osi otrzy-
mujemy

canr.l = (jtt —jDg)yrri,

dr-4-tizIT

Uwzgledniajac, ze w warstwie, odleglej od osi o rl# gdzie rt —
promien rury, i przylegajacej do $ciany, -v=0, znajdujemy
po wykonaniu odpowiednich rachunkéw dla predkosci w war-
stwie odleglej o r od osi

y = Adr<r <)
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Rozklad zatem predko$ci w rurze wyobrazi nam parabola

(rys. 180).
Podzielmy przekrdj rury, prostopadly do osi, kotami wspot-
srodkowymi na pierscienie o dostatecznie malej grubosci, aby-

rys. 180
smy mogli uwaza¢ predkos$¢ cieczy w obrebie pierscienia za
stalg. W ciggu 1 sekundy przeplynie przez pierscien ilo$¢ cieczy

Px—~FP%

/Q=Qi).2nr /4T =
Z i) . 251 r; /f € A1

(ri —1,).2nr. zlr.

Sumujgc otrzymane w ten sposob wyrazenia, otrzymamy na
ilo§¢ cieczy, przeptywajacej przez rur¢ w jednostce czasu

®
lub, oznaczajac — przez gdzie v — jest kinematycz-
e

nymwpotczynnikiem lepkosci

Wezmy za o$ x, o kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu cieczy,
o rury i opiszmy koto niej dwa walce spdtosiowe o promieniach r
i r+dr i dlugosci / (rys. 181). Na ciecz zawarta w warstwie
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pierscienia walcowatego o grubosci dr, warstwa, przylegajaca od
wewnatrz, dziata sila przyspieszajaca, rowna

, ft , dv
Jl "dr
Przylegajaca warstwa zewngtrzna dziata¢ bedzie sila opoOzniajaca,

rowna

U R=/i+ y™dr.
dr

Wypadkowa tych sil wyniesie zatem

= —} - Y g = By 4 ([r dv]} dr

f j’:c 1 r dr\" G

Na pierscien dziatajg poza tym sity, wywierane przez ci$nienia w prze-
krojach 1 i 2. Niech pi 6¢dzie cisnieniem w przekroju 1, ci$nienie p>
bedzie rowne pi + da: ' [ Sita zatem wypadkowa, dziatajgca na pod-
stawy pierscienia, wyrazi si¢ wzorem

S — (pi—p2) irrdr=—2trrl dr

Sity /1 /' dziatajace wzdluz tej samej prostej, muszg si¢ w przypadku
ruchu jednostajnego réwnowazy¢. Mamy zatem

— 2021 ap = —2a4i) .15 PN ar
lub
d, 2L . r—I
o A AU (@
Prawa strona rOwnania od x nie zalezy, wobec czego i lewa musi
byé¢ od x niezalezna. A wigc — — — C jest wielkoscig stalg. Stad
znajdujemy p=— Cx + D. Uméwmy si¢ liczy¢ odlegtosci od po-

czatku rury i niech pi bedzie ci$nieniem, odpowiadajagcym odleglosci
x =0, p2— odleglosci X =1 A zatem D—pi, C= Pl—thl ci$nienie
w odleglosci X od poczatku rury

pa—px- T ik (b)
Podstawiajac do wzoru (a) *C zamiast — — , otrzymujemy
rdr\ drl ©

Iub

15k gy 4 cor=0

Wyklady fizyki, t. I 19
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Catkujac, znajdujemy

dr . 1 /iy
=Cz=¢6
Iub T, +-1Cr=—.
"dr | 2 2

Catkujac jeszcze raz - 1 Cr- = Bjr-\-K,

skad y =—--- 747) Cr] + B'lgr + K\

Stata catkowania B' musi by¢ rowna zeru, inaczej na osi rury (r=0)
predkos¢ bylaby réwna nieskonczonosci; poza tym wiemy, Ze przy
$cianach rury (/=ri) w warstwie przylegajacej v— 0, K’ zatem jest
Cr]
an 1
Mamy wigc ostatecznie
V=4— (r*— (7a)
I |

’

na mas¢ za§ przeptywajacej cieczy

0 ="2rordr.v.y =-" =171 n?LT £ir*x.  (8a)

0

Taka sama zalezno$¢ masy przeptywajacej cieczy od promie-

nia i dlugosci rury oraz od réznicy ci$nien otrzymali Hagen

(1839 r.) i zwlaszcza Poiseuille (1841 r.) w licznych i starannie
wykonanych do$wiadczeniach.

O stopniu zgodnosci obliczonych ze wzoru (8 a) i wyznaczonych
na drodze doswiadczalnej wartosci Q swiadczg dane, otrzymane przez
Poiseuille’a, a ktore przytaczamy tu za Wiillnerem.

Poiseuille mierzyt zalezno$¢ czasu, w ciggu ktérego wyptywata
pewna objetos¢ cieczy, od roznicy cisnien

pi—P2 w mm st. wody $rednica rurki 0,135 mm
czas wyptywu w sek
zmierzony obliczony

1984 5664 5664

10501 1069 1070

20561 546 546

30845 365 364

41381 273 271
rdznica ci$nien (pi — pr) stata, $rednica rurki 0,252 mm

rowna cisnieniu st. wody 1472,15 mm, czas wypltywu w sek

zmieniana dhugo$¢ rurki, w mm zmierzony obliczony

108,24 633 633

84,52 492 492

54,00 314 314
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Mozemy zatem nie tylko wzér (8), nazywany zazwyczaj
wzorem Poisecuille’a, lecz rowniez i podstawowe zato-
zenie, dotyczace tarcia wewngtrznego i wyrazone wzorem
(6 a), uwaza¢ za potwierdzone do$wiadczalnie i wyznaczaé
spotczynnik ¢ lub y, mierzac nadwyzke cisnienia pt — p2,
dlugos¢ rurki, jej promien oraz mase (lub objetos¢) wy-
ptywajacej w ciggu danego czasu cieczy. Jest to tez naj-
czgsciej uzywana metoda pomiaru lepkosci, ktora, zgodnie
z tym, coSmy moéwili w ust. 1, mozna stosowaé¢ do wszystkich
plynéw, a wigc i do gazdéw. Dla cieczy ¢ ma wartos¢ na ogo6t
o wiele wigksza, niz dla gazéw. Tak np. dla oleju maszynowego
g = 1,54 g/cmsek, dla oliwy %, =20,99 g/cmsek, dla rteci
g = 0,0159 g/cmsek, dla wody ¢ =0,0100 g/cmsek, podczas
gdy w tej samej temperaturze 20° dla powietrza !, = 0,000188
g/cmsek, dla helu ¢=0,0001891 g/cmsek, dla wodoru
¢ = 0,000097 g/cmsek. W miar¢ wzrostu temperatury warto$¢
g dla cieczy zmniejsza si¢ do$¢ szybko: dla gliceryny np.
il w temperaturze 2,8° rowna jest 42 g/cmsek, w temperaturze
20,9° — tylko 7,8 g/cmsek, dla wody w temperaturze 0° —
0,0178 g/cmsek, w temperaturze 90° — zaledwie 0,0032
g/cmsek. Ze wzrostem ci$nienia ¢ dla wszystkich prawie cieczy
nieco wzrasta (na ogét o drobny utamek procentu przy wzroscie
cisnienia o 1 Atm) ; wyjatek w pewnych temperaturach stanowi,
jak si¢ zdaje, woda. W gazach ¢ wraz z temperaturg wzrasta,
wzrost za$ ci$nienia, az do bardzo wielkich wartosci, nie powo-
duje zadnych zmian lepkosci.

Zalezno$¢ V gazéw od temperatury wyraza do$¢ dobrze empi-

ryczny wzor Sutherlanda (1893 r.)

Sb
1278 ., C (58)
| +~T
gdzie T — temperatura w skali bezwzglednej, C — wielko$§¢ stata,

zalezna od rodzaju gazu.

Przy wyprowadzeniu wzoru (8 a) zakladaliSmy, ze warstwa
cieczy, znajdujgca si¢ w zetknigciu ze $ciang rury, jest catkowicie
nieruchoma, innymi stowy, ze spolczynnik tarcia zewngtrznego jest
nieskonczenie -wielki. MoglibySmy w wynikach do$wiadczen nad prze-
ptywem cieczy w rurkach wloskowatych widzie¢ potwierdzenie row-
niez i tego zatozenia, tak tez to jest ogolnie przyjete w rozwazaniach

19*
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hydrodynamicznych. W pewnej jednak sprzecznosci z takim zatozeniem
znajduja si¢ wyniki pomiaréw Helmbholtza i Piotrowskiego (1860 r.),
ktorzy, obserwujac zanikanie wahan kuli, wypelnionej badang ciecza
i zawieszonej na pionowym, skrgcanym o pewien kat drucie, znalezli,
ze spotczynnik tarcia zewnetrznego jest jedynie 5 razy wigkszy od

Pewna odmiang metod, uzywanych do wyznaczania i gazéw,
dat Piwnikiewicz (1913 r.).

Teori¢ ruchu cieczy, uwzgledniajaca tarcie wewnetrzne, zapoczat-
kowat Navier (1826 r.), opierajac si¢ na zalozeniu, wyrazonym wzo-
rem (6 a) i postawionym juz przez Newtona.

4. RUCH BURZLIWY. ZASADA PODOBIENSTWA MECHA-
NICZNEGO

Wzor Poiseuille’a przestaje jednak wyraza¢ wyniki pomia-
row, gdy predkos¢ przeptywu wzrosnie do pewnej wartosci kry-
tycznej, zaleznej od $rednicy rurki i rodzaju przeptywajacej cie-
czy. Moze nas o tym przekona¢ nastepujace proste doswiadczenie.
Ze zbiornika Zv bgdacego butelkg Mariotte’a, ciecz badana wy-

ptywa przez rure R2, na ktoérej koncu umieszczony jest kran kv
stuzacy do regulowania wyptywu cieczy. Do rury R? wsunicta
jest na niewielka glebokos¢ ciensza rurka R4, prowadzaca do dru-
giej, mniejszej, butelki Mariotte’a Z2, napelnionej ciecza za-
barwiong. Gdy predkos¢ wyplywu jest niewielka, ciecz za-
barwiona, wyplywajaca z rurki R4, tworzy w cieczy, ptynacej
rurg R2, prostg barwng struge, wyraznie odcinajgca si¢ od bez-
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barwnej cieczy i nie mieszajgcg si¢ z nig (rys. 182 a). W miare
wzrastania predkosci struga barwna zaczyna si¢ rozszerzac,
traci stopniowo swoj ksztalt prostoliniowy i wreszcie miesza si¢
z otaczajaca cieczg, tworzgc nieregularne, bezladne wiry (rys.
182 b). Ruch cieczy przestaje by¢ ruchem warstwowym i staje
sie¢ ruchem  burzli-
wym (turbulentnym). VW11 1111117111111 71/ F1 117>
Wtedy, jak tego dowiodty
gtéwnie pomiary Sorkau’a
(1911 r. i nast.), zalez-
nos$¢ ilosci wyplywajacej
cieczy od rdznicy ci$nien rys. 182D
nie wyraza si¢ juz wzo-
rem Poiseuille’a. Mozna z wystarczajagcym przyblizeniem przy-
jac, ze Q jest w tym przypadku proporcjonalne do pierwiastka
kwadratowego z roéznicy cisnien.

Przy predkosciach niewiele przewyzszajacych predkos¢ kry-

tyczna, Q jest, jak si¢ zdaje, proporcjonalne do (pi — pz)0,66.

Dla wyznaczenia predkosci krytycznej, przy ktoérej ruch
warstwowy przechodzi w burzliwy, poshuzymy si¢ rozumowa-
niem, uzytym przy badaniu tego zjawiska i zjawisk pokrewnych
przez Reynoldsa, ktoremu zawdzigczamy pierwsze badania
(1884 r.) z tej dziedziny. Rozumowanie to opiera si¢ na zasadzie
tzw. podobienstwa mechanicznego.

Przypusémy, ze dwie rozne ciecze znajduja si¢ w analo-
gicznych geometrycznie warunkach, np. w rurach o podobnym
ksztalcie, lecz réznych wymiarach, lub w zetknigciu z cialami
podobnymi geometrycznie itp. Stawiamy sobie pytanie, jakie
powinny by¢ spelnione warunki, aby i ruch tych cieczy byt geo-
metrycznie podobny, a wiec np., jak w rozpatrywanym przez nas
przypadku, byt dla dwu réznych cieczy, przeptywajacych przez
dwie rézne rury, ruchem warstwowym lub tez, przeciwnie, sta-
watl si¢ ruchem burzliwym. Mozemy na to od razu odpowiedziec,
ze warunkiem niezbednym jest, aby w odpowiadajacych sobie
wzajemnie punktach cieczy, czynniki, wyznaczajace ruch, byly
w tym samym stosunku. Otéz, jak widzieliSmy, ruch cieczy wy-
znaczony jest przez roznicg cisnien oraz przez sity tarcia, wynik
za$ ich dzialania zalezny jest, oczywiscie, od rodzaju cieczy i wa-
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runkéw, w jakich ciecz si¢ znajduje. Przyjmijmy za miar¢ tego
dzialania prace, wykonang przez kazda z tych dwu rodzajow sit.
Niech V bedzie predkoscig, nabyta przez ciecz, m — jej masa,
praca sit, uwarunkowanych istnieniem rdznicy ci$nien, wyrazi
si¢ wzorem i

Praca ta nie ulegnie zmianie, gdy bedziemy zmieniali mas¢ lub
predkos¢ cieczy tak, aby iloczyn mvi zachowywal wartos$¢ stalg.
Masa jednak cieczy zalezna jest od gestosci cieczy i od zajmowa-
nej przez nig objetosci i bedzie miata warto$¢ t¢ sama, gdy
zmianie gestosci cieczy towarzyszy¢ bedzie taka zmiana objgto-
sci, ze iloczyn QI8, gdzie | — wymiar liniowy objetosci, bedzie
pozostawal bez zmiany. Mozemy zatem powiedzie¢, ze stalo$¢
wielkosci™ jest uwarunkowana przez stalo$¢ iloczynu QI4V8.

Praca przeciwko silom tarcia wewnetrznego wyraza si¢
wzorem L)

Gt=p .8.1=21lim—.8.1,

gdzie § jest powierzchnia, na ktéra dziatajg sily tarcia, /| —
droga, przebyta przez trace si¢ wzajemnie warstwy. Podobnie,
jak poprzednio, stwierdzimy, ze (Gt pozostanie bez zmiany, gdy
np. S wzroénie, / zmniejszy si¢, ale ich iloczyn S. [ lub, innymi
stowy, iloczyn Iy wymiaréw liniowych zachowa t¢ samag wartosc¢,
co poprzednio, albo gdy wzros$nie wielkos¢ 1 lecz w tym sa-

mym stosunku zmieni si¢ i warto$¢ /| x, tak, ze iloraz -y si¢ nie
zmieni (gdzie / oznacza tu odpowiedni wymiar liniowy). Warun-
kiem zatem stalosci  jest stalo$¢ wyrazenia I8 = r]vl4.

Ruch cieczy bedzie zalezatl od stosunku wielkos$ci™ i

a wice od g@};r&_ﬁyl —v_p ©

Gdy dla dwu réznych cieczy, znajdujacych si¢ w analogicz-
nych geometrycznych warunkach, stosunek ten bedzie mial te
samg warto$¢, ruchy cieczy beda geometrycznie podobne.
Liczbe R, o wymiarze réwnym jedno$ci, nazywamy liczba
Reynoldsa. Mata jej warto$¢ oznacza przewage sit lepkosci,
znaczna — przewage sit roznicy cisnien. W rozpatrywanym przez
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nas przypadku cieczy, przeptywajacej przez rurg, wymiarem li-
niowym, warunkujgcym przeptyw cieczy, jest S$rednica rury.
Wyznaczmy do$wiadczalnie predkos¢ krytyczng VK , przy ktorej
ruch warstwowy cieczy o kinematycznym spotczynniku lepkosci
vil przeptywajacej przez rur¢ o Srednicy staje si¢ ruchem
burzliwym, i obliczmy odpowiadajacg temu zjawisku warto$¢
liczby Reynoldsa
=-£2-.

Taka samg warto$¢ Rx powinniSmy otrzymac z pomiarow
z jakaskolwiek inng cieczg, o spolczynniku przepltywajaca
przez rure o $Srednicy d2. Bedziemy mieli zatem

Z pomiardw otrzymujemy na Rx warto§¢ rowng mniej wiecej
1900. Ostatecznie wiec predkos¢ krytyczna wyrazi si¢ wzorem

A= 1900-"-. (10)

5. POWSTAWANIE WIROW

Mowiac o ruchu burzliwym, wspomnieli§my, ze cechuje go
powstawanie beztadnych i nieregularnych wiréw. Przez ruch
wirowy rozumiemy ruch obrotowy pewnej ograniczonej masy
cieczy, obracajacej si¢ tak, jak cialo stale, z oznaczong predko-
$cig katowa okoto pewnej osi obrotu.

W szczegolnym przypadku, gdy czastki, znajdujace si¢ w tym
ruchu, odgraniczone s3 od niewirujagcych elementow cieczy po-
wierzchnig cylindryczng i utworzona w ten sposob rurka, wypelniona
ciecza wirujacg, posiada przekrdj niewielki, mamy do czynienia
z widknem wirowym (nicia wirowa). Czastki cieczy,
przynalezne do danego wlokna i tworzace wir, poruszajg si¢ po ko-
fach, ktorych plaszczyzny sa prostopadie do osi widkna i ktérych
srodki lezg na tej osi. O§ wlokna wyznacza polozenie i kierunek osi
obrotu w danym przekroju. Gdy o$ widokna — czgsto nazywana linig
wirowg — jest linig krzywa, osi obrotu, ktorych kierunek zmienia
sic wtedy od punktu do punktu, sa styczne do tej krzywej. Wiokno
wirowe sktada si¢ zawsze z tych samych czastek cieczy, tak, ze czgstki,
tworzace wir, przesuwajg si¢ razem z nim w kierunku ruchu cieczy.
Predkos¢ katowa w poszczegolnych przekrojach zmienia si¢ odwrotnie
proporcjonalnie do przekroju wtokna: gdy wtokno si¢ rozszerza, pred-
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kos¢ katowa maleje, iloczyn jednak tych dwu wielkosci pozostaje dla

danego wiru wielkoscig stalg i moze by¢ wzigty za miar¢ natezenia

wiru. (Zazwyczaj jednak przez natezenie wiru rozumiemy podwojny

iloczyn predkosci katowej i1 przekroju wldkna). Stad wynika, zZe

wlokno wirowe nie moze ani konczy¢ si¢, ani zaczyna¢ w cieczy; linie

wirowe sg zatem zawsze liniami zamknigtymi (pier§cienie wirowe).

Od tego ruchu wirowego, ktorego gtowne wlasnosci, ustalone

przez Helmholtza (1858 r.), przytoczyliSmy wyzej bez udowodnienia,

nalezy odrozni¢ tzw. krazenie

ptynu, przy ktéorym tory czastek

sg rowniez krzywymi zamknigtymi.

Krazenie to zachodzi dookota tzw.

jadra, ktorym moze by¢ jakie$ ciato

state, lub wir tej samej cieczy, lub

wreszcie inny pltyn lzejszy. Takie

krazenie zachodzi np. przy wyply-

wie wody z wanny: czastki cieczy,

ktorej  powierzchnia  przybiera

ksztalt leja, kraza tu koto jadra,

utworzonego przez powietrze (rys.

183). Krazenie to w przeciwien-

stwie do ruchu wirowego nie jest

rys. 183 ograniczone do pewnej czgsci ply-

nu, lecz pospolicie obejmuje calg

jego mase, przy czym predko$¢  .stek w miare wzrostu odleglosci od

jadra maleje, a wigc zmienia si¢ inaczej, niz w wirze, w ktorym pred-
kosci # =w.r wraz z odlegloscig wzrasta.

W plynie doskonatym, gdzie sily tarcia wewnetrznego sa
rowne zeru, wir trwatby nieograniczenie dtugo. W plynie rzeczy-
wistym, w ktorym zachodzi rozpraszanie energii ruchu, obserwu-
jemy zaré6wno powstawanie, jak i zanikanie wiré6w. Doktadne
wyznaczenie warunkow, w jakich powstajg wiry, nastrecza na
0got bardzo wielkie trudnos$ci. Poprzestaniemy tutaj na schema-
tycznym i ogdlnikowym ich ujeciu, opierajac si¢ gtéwnie na teorii
Prandtla(1929 r.), ktora, jak si¢ zdaje, najlepiej odtwarza rze-
czywisty przebieg zjawisk.

Przypusémy, ze dwa réznego pochodzenia strumienie cieczy,
optywajac jakie$ ostro zakonczone ciato, spotykaja si¢ poza nim.
Zarowno wartos¢, jak i kierunek predkosci moga by¢ w kazdym
strumieniu inne, tak, ze przejsciu przez powierzchnig, rozdziela-
jaca te strumienie, towarzyszy skonczona zmiana predkosci. Ta
powierzchnia rozdzialu nie zachowuje na ogot postaci stalej.



297

Drobne zaklocenia, jakie mogg przypadkowo zmienié jej ksztalt,
prowadza nie do wyréwnania predkosci strumieni, ale do zwigk-
szenia si¢ ich wartosci w jednym miejscu, do zmniejszenia —
w drugim. Jezeli np. powierzchnia ta wygnie si¢ do gory tak, ze
przekrdj (rys. 184 A) strugi dolnej zwigkszy si¢ w danym miej-
scu, predkos$¢ za$ przeptywu si¢ zmniej-

szy, ci$nienie dolnej Warstwy w tym " GAjy< 3 C
miejscu si¢ zwiekszy, gornej za$ strugi

si¢ zmniejszy. Przeptyw plynu od miejsc B3
wigkszego ci$nienia do miejsc cis$nienia xI./ V-/
mniejszego spowoduje jeszcze wigksze _ — 11
sfalowanie powierzchni rozdziatu, (rys.
184B) powodujac, ostatecznie, powstanie
na niej wirow (rys. 184 C). Teg sama rolg, co zetkniecie si¢ z dru-
gim strumieniem, moze odegra¢ tarcie wewnetrzne. Przypusémy,
7ze w poruszajacym si¢ plynie znajduje si¢ walec. W przypadku
cieczy doskonatej struga, bezposrednio stykajaca si¢ z powierzch-
nig walca i zbaczajagca ze swej drogi pierwotnej, mialtaby pred-
kos¢ w wygietych czesciach toru wigkszg, niz w dalszych prosto-
liniowych, i ci$nienie mniejsze, niz panujace poza walcem. Na-
byta jednak energia ruchu pozwolitaby czastce przezwycigzy¢
ten przeciwstawiajacy si¢ ru-
chowi cieczy spad ci$nienia;
czastka poza walcem porusza-
laby si¢ z ta samg predkoscia,
co i przed nim (rys. 185 a).
W plynie rzeczywistym zjawi-
sko zachodzi inaczej. Struga
na skutek tarcia wewngtrzne-
go doznaje oporu ze strony warstewki cieczy, ktora przylega do
walca, wzrost jej energii ruchu, ktory nastgpit na skutek zmniej-
szenia si¢ przekroju (przez

wygigcie strugi), jest mniej-

szy, niz poprzednio, i moze nie

wystarczy¢ do pokonania opo-

ru spadu ci$nienia. Czastki

tej strugi si¢ zatrzymuja,

a nawet moga zacza¢ plynaé rys. 185b

rys. 184

rys. 185a
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w kierunku odwrotnym. Wobec tego struga sasiednia doznaje
tym silniejszego dziatlania hamujacego, prad o kierunku wstecz-
nym obejmuje coraz grubsze warstwy plynu, oddzielajac coraz
bardziej cialo od poruszajgcego si¢ ptynu, ktéry wreszcie ,,0d-
rywa si¢“ od ciata. Powstaje w ten sposob powierzchnia roz-
dziatu, ktora podobnie, jak poprzednio, powoduje tworzenie si¢
wirébw stopniowo wzrastajacych i wreszcie odrywajacych si¢ od
ciala (rys. 185 b).

Podobne zjawisko mozna zaobserwowac przy badaniu ruchu
burzliwego. Gdy struga cieczy barwnej (rys. 182 a) jest dostatecznie
gruba, przy pewnej predkosci, mniejszej od predkosci krytycznej, roz-
szerza si¢ 1 wtedy powstaja w niej do$¢ regularne wiry. Powierzchnig
rozdzialu jest tu powierzchnia, odcinajgca struge zabarwiong od
reszty cieczy.

Ten schematyczny obraz, w ktorym zachowali$my tylko naj-
gltowniejsze zarysy teorii Prandtla, pozwoli nam zrozumie¢ zja-
wisko nastgpujace.

Wprawmy walec, umieszczony w poruszajacym si¢ ptynie,
w tak szybki ruch obrotowy, aby predkos$¢ jego na obwodzie bylta

wigksza lub co najmniej rowna naj-

wickszej predkosci pradu. Czastki

ptynu, stykajace si¢ z tg czeScig
— - walca, ktora porusza si¢ w tym sa-
mym kierunku, co plyn, nie tylko
nie bedg zmniejszalty swej predko-
Sci, lecz, przeciwnie, beda ja na
skutek dziatania walca zwigkszaty;
plyn z tej strony od walca si¢ nie
oderwie. Za to po stronie przeciw-
nej, gdzie predkos¢ obwodowa wal-
ca skierowana jest w strong¢ prze-
ciwna, hamowanie bgdzie tym gwat-
towniejsze; tam tez nastgpi ode-
rwanie si¢ ptynu i powstana wiry.
Ostatecznie wiec rozktad linii pra-
du bedzie mozna przedstawi¢ schematycznie tak, jak na rys. 186.
Mniejszej predkosci po stronie dolnej walca odpowiada wicksze
cisnienie; cialo doznaje parcia w kierunku prostopadtym do

rys. 186
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predkosci optywajacego ciato pltynu. Zjawisko to, odkryte przez
Magnusa (1852 r.), nosi nazwe¢ zjawiska Magnusa.

W ostatnich latach Flettner probowat wyzyska¢ zjawisko Ma-

gnusa do poruszania okretow sitg wiatru. Zagle na statku Flettnera

zastapione byly przez szybko obracajacy si¢ walec (rotor Flettnera).
Wyniki jednak nie odpowiedziaty, jak si¢ zdaje, oczekiwaniom.

6. OPOR STAWIANY PRZEZ PLYNY PORUSZAJACYM SIE
W NICH CIALOM

Jak wynika z tych rozwazan, w ptynie doskonatym, porusza-
jacym si¢ z predkosciag stala lub, co na jedno wychodzi, optywa-
jacym poruszajace si¢ z tg sama predkoscia, lecz w przeciwnym
kierunku, cialo state, linie pradu przybieraja poza cialem ten
sam ksztatt, jaki miaty przed nim, wobec czego i rozklad ci$nien
na przedniej i tylnej powierzchni ciala jest jednakowy. Opor za-
tem stawiany ruchowi ciata rowny jest zeru. W plynach rzeczy-
wistych jednak warunki sg zgola odmienne: w pewnych punk-
tach powierzchni ciata nastepuje, jak widzieliSmy, oderwanie sig¢
pradu od powierzchni i powsta-
nie poza cialem przestrzeni
,.martwej*, bedacej siedliskiem
wiréw 1 gdzie predkosé ptynu
wzgledem ciata mozna przyjac
za roOwng zeru (rys. 187), tak,
ze roznica cisnien przed i poza
cialem staje si¢ réwna cisnie- rys. 187

niu dynamicznemu pd = -i- () v2 (ust 2). Oznaczmy pole rzutu

ciala na plaszczyzng, prostopadla do kierunku ruchu, przez §'
Site oporu, spowodowanego przez réznicg ciSnien, mozna wyra-
zi¢ wzorem

F=C.Sp.=C.S.¢, (11)

analogicznym do wzoru, wyprowadzonego przez Newtona na pod-
stawie odmiennych zatozen.

Do tego oporu dotacza si¢ jeszcze opor sit tarcia, najczgsciej
w poréwnaniu z nim bardzo maty. Przypu$émy, ze mamy do czy-
nienia z cialami geometrycznie podobnymi, poruszajacymi sie
z 16znymi predkosciami w réznych ptynach. Z zasady mechanicz-
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nego podobienstwa (ust. 4) wynika, ze w przypadkach, ktérym
odpowiada ta sama wartos¢ liczby Reynoldsa, stosunek dziatania
roznicy ci$nien do dziatania sit tarcia bedzie mial roéwniez war-
to$¢ jednakowa, opor wigc tarcia zmieniac si¢ bedzie proporcjo-
nalnie do roznicy cis$nien, a zatem proporcjonalnie do -pd. Mo-
zemy zatem przyjac, ze wzor (11) wyraza catkowity opor, dozna-
wany przez ciato, z tym jednak zastrzezeniem, ze spotczynnik C,
0o wymiarze rownym jednosci, nie jest wielkoscig stala, lecz
funkcja R

C=/R)=""f (lla)

gdzie / oznacza odpowiednio wybrany wymiar ciata. Dla tej sa-
mej warto$ci R, spotczynnik C, a wigc posta¢ funkcji /, zalezy,
jak to latwo mozna z gory przewidzie¢, od ksztaltu ciata. Tak
np. opory, jakich doznaja przy swobodnym spadaniu w powietrzu
tarcza metalowa, walec o tym samym przekroju i o dtugosci row-
nej srednicy przekroju oraz walec o dtugosci pottora razy wigk-
szej, sa do siebie w stosunku takim, jak 1,12, 1,10, 0,80 (Eiffel,
1907 r.).

Gdy roznica cisnien jest bardzo mata, tak, ze opdr tarcia prze-
wyzsza 0 wiele opor, wynikajacy z roznicy cisnien, jak np. w przy-
padku ptytki, poruszajacej si¢ w swojej wlasnej plaszczyznie, wzor
newtonowski nawet w przyblizeniu nie odpowiada danym dos$wiadcze-
nia. Opierajagc si¢ na rozwazaniach teoretycznych, mozna dowies¢, ze
dla plytki nieskonczenie cienkiej opér wzrasta proporcjonalnie do

VYV3 (Blasius 1908 r.).

Dobierajac odpowiednio ksztatt ciata tak, aby strugi pradu
nie odrywaty si¢ od ciala zupelie lub tez w punkcie mozliwie
najbardziej odleglym od przedniej jego czeSci, mozna warto$¢

rys. 188

spotczynnika C bardzo znacznie obnizy¢. Dla ciata o ksztalcie
takim, jak np. na rys. 188, zblizonym do ksztattu, zazwyczaj na-
dawanego sterowcom, warto$¢ spotczynnika C jest 28 razy mniej-
sza od wartos$ci, jakg przy poruszaniu si¢ w tym samym ptynie,
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z tg samg predkoscia posiada kula o tej samej $rednicy, co Sred-
nica pola rzutu danego ciala.

Zalezno$¢ C od liczby Reynoldsa zostata szczegélnie dobrze
zbadana dla ciat kulistych i walcowatych. Podajemy za Prandtlem
dane, dotyczace cial kulistych

R = 7 = 0,1 | 10 10* 10s 104 105 106
C =120 14 26 0,75 042 045 044 0,18
Przy R matym, nie wickszym od 0,2, mozemy przyjacé
C=—=12,
R i). ;}]

Podstawiajac t¢ wartos¢ do wzoru (11) i kladac S = 7rr2, znaj-
dujemy Fe

lub z uwagi, ze v = —

9 P =é6nyev, (12)
tzw. wzor Stokesa, wyprowadzony przez Stokesa (1845 r.)
z ogblnych rownan ruchu cieczy lepkie;j.

Wyznaczmy ze wzoru (12) predko$¢ ruchu jednostajnego, jaka
osiggnie kula spadajaca pod dziataniem sily cigzkosci w $Srodowisku
lepkim, gdy sita poruszajgca (wypadkowa cigzaru i parcia do gory)
zostanie zréwnowazona przez opor srodowiska. Wtedy zachodzi¢ be-
dzie r6wnos¢ 4

vy sl (p, — p,)ar = 6mi?rv,

gdzie pi — gestos¢ kuli, pr — gestos¢ Srodowiska, skad

v=y0(P1—0»)y. (a)
Wzor ten jednak obowiazywal bedzie dopéty, dopoki liczba Rey-
noldsa nie przekroczy 0,2, dopoki wige v 0,2.

Gdy znamy material, z ktérego zrobiona jest kula, i lepkos¢ §ro-
dowiska, mozemy z tego warunku oraz ze wzoru (a) wyznaczy¢ naj-
wigkszg warto$¢ promienia kuli, do ktoérej mozna stosowaé wzor Sto-
kesa. Dla kropli wody, spadajacej w powietrzu (v=0,000173,
F=0,133 w temp. 0°, pod cisnieniem 760 mm rt.), otrzymamy, pomi-
jajac strate na cigzarze,

Vy=1,3.10«.12,

wobec czego
v 1,3.106.13

vV — 0,133 t
V'<<20.10-», i 17<<0,0027 cm.
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Promien zatem nie moze przekracza¢ 0,027 mm. Temu warunkowi czy-
nig zado$¢ kropelki mgty.
Dla kulki szklanej, spadajacej w glicerynie o temperaturze 20¢

(pi=:2,6 g/cm3, P2=1,26 glcm3, 1="18 glcm sek, b = =6.,2)
= 374 r2,

r3 << 33.10—\
i r<<03cm

w tym przypadku zatem wzor Stokesa mozna stosowaé do kul o pro-
mieniu znacznie wigkszym.

Jest rzecza oczywista, ze cale to rozumowanie dotyczy takich
tylko przypadkéow, w ktorych spelione sa podstawowe zalozenia,
a wigc przede wszystkim zatozenie cigglosci srodowiska, stawiajacego
opor. Jezeli tak nie jest, jak np. wtedy, gdy mamy do czynienia z ga-
zami rozrzedzonymi lub kulkami o wymiarach mikroskopowych, wzgle-
dem ktoérych $rodowiska nie mozemy uwazaé za ciagle, wzor Stokesa
musi ulec daleko idacym przeksztalceniom. Wzory, jakie nalezy sto-
sowa¢ w tych przypadkach, dali Cunningham (1910 r.) i Millikan
(1911 r. i pozniej). Obszerne rozpatrzenie z tego punktu widzenia
warunkéw, w jakich mozna postugiwac si¢ wzorem Stokesa, zawiera
praca Weyssenhoffa (1920 r.).

W rozpatrywanych przez nas przypadkach opdr, wywierany
przez $rodowisko, byl przeciwnie skierowany do predkosci. Nie

jest to jednak zasada ogoélna. Niech AB (rys. 189) bedzie cienka

ptytka prostokatna, poruszajaca si¢ z predkoscia v, ktorej kie-
runek tworzy z plaszczyzna plytki kat a.
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W lotnictwie analogiczny kat nosi nazw¢ kata natarcia;
jest to kat, jaki tworzy cieciwa profilu plata samolotu z kierunkiem
predkosei (rys. 190).

Wypadkowa sit oporu, w ktérych, jak o tym byla juz mowa,
przewaza opér, powodowany przez rdéznicg cisnien, jest mniej
wiegcej prostopadia do ptaszczyzny AB. Punkt jej przytozenia jest

nieco przesuniety ku przodowi ptytki. Sitg t¢ mozemy roztozyé
na dwie skladowe: prostopadta i rownolegla do kierunku pred-
kosci. Pierwsza z nich (przy ruchu poziomym) przeciwdziata
sile cigzko$ci, stad nazwa jej — sity mnosnej, druga za§ —
opor czolowy — przeciwdziata ruchowi ptytki. Przy odpo-
wiednio dobranym ksztalcie poruszajacej si¢ powierzchni i pred-
kosci jej ruchu sita no$na moze zrownowazyc¢ site cigzkosci, a na-
wet ja przewyzszyc.

I w tym, podobnie, jak i we wszystkich innych rozpatrywa-
nych w tym ustepie przypadkach, przyjmowalismy, ze zjawiska
zachodza w ten sam sposob, gdy plyn porusza si¢ wzgledem ciata
z predkoscia v lub tez gdy cialo porusza si¢ wzgledem ptynu
z predkoscia — i), ze wiec opor zalezy jedynie od predkosci
wzglednej ciata i ptynu. Zalozenie to jest stuszne, dopdki ptyn
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porusza si¢ wzgledem ciata ruchem jednostajnym; przestaje jed-
nak obowigzywaé, gdy ruch plynu jest ruchem burzliwym.
W tym przypadku postugiwanie si¢ danymi, otrzymanymi
z pomiaru oporu, doznawanego przez cialo, poruszajgce si¢
w nieruchomym ptynie, moze prowadzi¢ do znacznych nieraz

bledow.



CIEPLO

ROZDZIAL Vili

TERMOMETRIA — ROZSZERZALNOSC CIAL
1. PODSTAWY TERMOMETRII. SKALE TERMOMETRYCZNE

Bezposrednio doznawane przez nas wrazenia ciepla i zimna
sg dla nas podstawg do wyroznienia wsrod zachodzacych w ota-
czajagcym nas S$wiecie zjawisk fizycznych — grupy zjawisk
cieplnych. Z roéznicy wrazen, doznawanych czy to przy dotknie-
ciu ciat badanych, czy tez przy zblizeniu si¢ do nich, wniosku-
jemy o réznicy ich stanu cieplnego, okreslajac go slowami: go-
racy, cieply, letni, chtodny itp. Stany te wigzemy z pojeciem
temperatury, przypisujac jednakowa temperature tym
ciatlom, od ktérych doznajemy jednakowych wrazen cieplnych.
To okreslenie rownosci temperatur, jakkolwiek czgsto zawodne
i prowadzace do sprzecznos$ci w ocenach, pozwala w pewnych
prostych przypadkach stwierdzi¢, ze.dwa ciala, nie dzialajace
na siebie chemicznie i odosobnione od reszty cial otaczajgcych,
z biegiem czasu wyroOwnywaja swoje temperatury i ze wyrow-
nywaniu temu towarzysza zazwyczaj zmiany wielkosci, takich
np., jak objetos¢ lub preznosé, a ktére zaleznie od punktu widze-
nia nazywamy albo parametrami, wyznaczajagcymi stan
fizyczny ciala, albo funkcjami jego stanu. Obserwacja
tego rodzaju zmian, zachodzgcych jedynie na skutek ogrzewania
sie¢ lub ochtadzania si¢ cial podczas wyréwnywania temperatur,
daje nam mozno$¢ uogdlni¢ powyzsze twierdzenie na przypadki,
gdy bezposrednie porownywanie doznawanych przez nas wra-
zen albo jest niemozliwe (gdy np. mamy do czynienia z cialami
bardzo gorgcymi albo bardzo zimnymi), albo prowadzi do wnio-
Wyklady fizyki, t. I 20
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skow, na pozor sprzecznych z tym twierdzeniem (jak np. przy
dotykaniu zimnego kawatka zelaza i zimnego kawatka drzewa,
ktore, w ten sam sposob ozigbiane, co zelazo, wydaje si¢ nam
cieplejsze), i uwazac za ciala o jednakowej temperaturze takie,
ktorych parametry w warunkach wyzej podanych zmianie nie
ulegajg. Ciata takie uwazamy za znajdujgce sig w rOw now a-
dze termicznej, twierdzenie za§ o wyréwnywaniu tempe-
ratur — za pierwsze prawo termometrii.
Rownowaga termiczna ukladu danych cial jest warunkiem ko-
niecznym, ale nie wystarczajacym, ich rOwnowagi termody-

namicznej (rozdz. XI, ust. 1).

Te zalozenia podstawowe prowadzg do bardziej obiektywnej
klasyfikacji temperatur cial, niz ta, ktéra bysmy mogli osiggnac,
opierajac si¢ na bezposrednich wrazeniach cieplnych.

Wezmy dowolne ciato 7 i wybierzmy spomiedzy wszystkich
wielkosci, charakteryzujgcych jego stan fizyczny, taka, ktoéra
przy ogrzewaniu stale zmienia swg warto$¢ w oznaczonym kie-
runku, przeciwnym, niz przy ochtadzaniu (np. przy ogrzewaniu
wzrasta, przy ozicbianiu maleje). Notuyjmy kierunek zmiany,
jaka zachodzi¢ bedzie w wybranej przez nas wielkosci, ktérg na-
zwiemy wielkos$cig termometryczng, gdy cialo T
znajdzie si¢, przy zachowaniu podanych wyzej warunkow, w kto-
rych obowiazuje pierwsze prawo termometrii, przez bardzo
kroétki czas w zetknieciu lub w poblizu cial, ktérych temperatury
poddajemy badaniu. W wyniku otrzymamy podzial badanych
ciat na trzy grupy: grupe 4, ktéra powodowac¢ bedzie wzrost da-
nej wielkosci, grupe B, ktora nie bedzie wcale zmieniala jej war-
tosci i1 ktora zatem mozemy uwazac za utworzong z ciat o tej sa-
mej temperaturze, co 7, i wreszcie grupe C, ktéra bedzie zmniej-
szata wielko$¢ termometryczng. Podziat ten, jak to stwierdza
doswiadczenie, jest niezalezny od wyboru ciata 7. Jezeli ciato to
zastagpimy jakimkolwiek innym, nalezacym do grupy B, otrzy-
mamy podzial identyczny: te same ciala naleze¢ beda i tym ra-
zem do tych samych grup temperatur. Wynika to z drugiego
prawa termometrii, udowodnionego przez codzienne na-
sze doswiadczenia : jezeli ciata Bx i B3 oraz B2 i 773 s w réwno-
wadze termicznej, By i B2 sg tez w rownowadze termicznej.

To drugie prawo termometrii nie jest bynajmniej, jak na to
zwrocit uwage Maxwell, jaka$ samg przez si¢ zrozumialg prawda,
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lecz stwierdzeniem faktu, ze gdy np. sztaba zelazna, zanurzona do

oliwy lub wody, jest z tymi cieczami w rownowadze termicznej, woda

i oliwa, umieszczone w tym samym naczyniu, beda takze w roéwno-

wadze termicznej.

Podobnie podzial ten si¢ nie zmieni, gdy inna wielko$¢ we-
zmiemy za wielko$¢ termometryczng, gdy np. zamiast zmian ob-
jetosci ciata T bedziemy badali zmiany jego oporu elektrycznego,
byleby ta nowa wielkos$¢ czynita zados¢ wyzej podanemu warun-
kowi, jakiemu powinna odpowiada¢ kazda wielko$¢ termome-
tryczna.

Z ustalonej w ten sposob jednoznacznie grupy cial 4 wybie-
ramy jakiekolwiek ciato 4’, o tych samych wtasnosciach wielko-
$ci term©metrycznej, co cialo T, i postgpujemy z nim tak, jak
poprzednio z ciatem 7. Grupa A rozpadnie si¢ wtedy, na ogot,
zndw na trzy grupy: grupe A2, powodujacg wzrost wielkosci
termometrycznej ciata 4, grupe Alf bedaca z tym cialem w row-
nowadze termicznej, i wreszcie grupe Ao, powodujaca zmniejsze-
nie wielkos$ci termometrycznej ciala 4’ Postgpujac tak dalej,
otrzymamy ostatecznie uktad nastepujacy:

¢, t Cr-x

c: ' Gy
gdzie wszystkie ciala, stojace w tym samym szeregu poziomym,
sg w rownowadze termicznej, w zetknigciu za$ lub przy zblizeniu
do cial, stojacych w szeregu wyzszym, zmieniajg swg wielkos¢
termometryczng w kierunku przeciwnym, niz w zetknigciu lub
przy zblizeniu do cial, stojacych nize;.

Wybierzemy z kazdego szeregu poziomego po jednym ciele
takim, o ktérym mozemy przypuszczaé, ze zawsze ma tempera-
ture stala, innymi stowy, Zze zajmuje zawsze to samo miejsce
w podanej wyzej tablicy. Temu warunkowi odpowiadajg, mig-
dzy innymi, krzepnace lub topniejace ciata. Tak np. ciato 7, znaj-
dujace si¢ w rownowadze termicznej z topniejacym lodem, be-
dzie zawsze zmienialo swg wielko§¢ termometryczng w tym sa-

20%
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mym kierunku przy zetknigciu z krzepnacym glinem lub cyn-
kiem, w kierunku za$ przeciwnym — z krzepnaca rtecig. W ta-
blicy ciala te wystepowalyby zawsze w nastepujacej kolejnosci:

krzepnacy glin

krzepnacy cynk

topniejacy lod

krzepnaca rtec.
Ta klasyfikacja pozostalaby stuszng i wtedy, gdybysmy tablice
obrocili o 180° tak, aby krzepnaca rte¢ znalazla si¢ u gory,
krzepngcy glin u dotu. Dla uniknig¢cia tej nieoznaczono$ci
umowmy si¢ uwaza¢ za temperatur¢ wyzsza temperature
tego ciata, ktore przy wyréwnywaniu si¢ temperatur ostyga, za
nizszg — tego ciala, ktore si¢ ogrzewa, i utézmy tablice tak, aby
wyzej umieszczonym cialom odpowiadala temperatura wyzsza.
Otrzymamy w ten sposob podstawowa skale tempe-
ratur, ktora pozwala nam zaklasyfikowaé¢ temperatur¢ dowol-
nego ciata albo jako rowna temperaturze jednego z ciat skali,
albo jako zawarta miedzy temperaturami dwu sasiednich sze-
regow ).

Taki jednak sposob klasyfikacji temperatur jest w praktyce
niedogodny. Przede wszystkim, jakkolwiek by$my zwickszali
ilo§¢ grup temperatur, tworzacych dang skale, nie bedzie ona
nigdy czynita zado$¢ warunkowi ciaglosci, tak, ze zawsze znajda
si¢ takie ciala, ktérych temperatury nie beda réwne zadnej
z temperatur skali, nastgpnie sam sposéb poroOwnywania tempe-
ratur nastr¢czatby znaczne trudnosci, z ktérych nie najmniejsza
stanowilaby zmiana podczas doswiadczenia temperatury bada-
nego ciata, wprowadzanego w zetknigcie kolejno z réznymi cia-
tami skali. To tez ten sposdéb wyznaczania temperatur jest obec-
nie uzywany w wyjatkowych tylko przypadkach i skala ta stuzy,
na ogol, jedynie jako podstawa innych, dogodniejszych w uzy-
ciu, skal termometrycznych.

Ze skal, odpowiadajacych pewnemu zakresowi temperatur skali
podstawowej, moze najcze$ciej uzywana jest dzisiaj skala Segera

(1885 r.), sluzaca do wyznaczania temperatury piecow, w ktorych

») Rozumowanie, uzyte przez nas do ustalenia skali podstawowej,
jest w znacznym stopniu oparte na wykltadzie Langevina, przytoczonym
przez Perrina w ksiazce ,Les principes".
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wypala si¢ wyroby ceramiczne. Ciata, zazwyczaj w ksztalcie stozkow,
tak sa co do swego skladu chemicznego dobrane, ze temperatury,
w ktorych staja si¢ one plastycznymi, co ujawnia si¢ w rozptywaniu
si¢ wierzchotkow stozkoéw, zawarte sa w granicach temperatur, z ja-
kimi ma si¢ zazwyczaj do czynienia. Czasami tez uzywa si¢ skali
Prinsepa (1828 r.), w ktorej temperaturami odniesienia sg tempera-
tury topnienia nie utleniajgcych si¢ metali (srebro, zloto, pallad, pla-
tyna) lub stopéw. Do wyznaczania temperatur ponizej 0° C moze
stuzy¢ skala Colemana (1884 r.), utworzona z temperatur zamarzania
réznoprocentowych mieszanin wody z gliceryna; temperatury te leza
w granicach od —37° do 0° skali gazowej (p. nizej).
Zazwyczaj przeto postgpuje si¢ inaczej. Wprowadzajac
w zetkniecie z kolejnymi ciatami skali wybrane, dowolnie zreszta,
cialo 7, ktore nazywaé bedziemy cialem termometrycz-
n y m, wyznaczamy wartosci, jakie przybiera po dojsciu do stanu
rownowagi termicznej wielko$¢ termometryczna lub jakakol-
wiek jej funkcja, zmieniajgca si¢ ze wzrostem temperatury
w tym samym kierunku. Jezeli przy zetknigciu z ciatem, ktérego
temperature chcemy wyznaczy¢, wielko$¢ termometryczna do-
chodzi do wartosci a, takiej samej, jakg miata w temperaturze
ciala 4 skali podstawowej, uwazamy, opierajac si¢ na drugim
prawie termometrii, temperature¢ danego ciata za réwng tempe-
raturze ciala 4.

Whiosek ten jest stuszny jedynie wtedy, gdy 1. ciatlo termome-
tryczne jest tak wybrane, ze zetknigcie z badanym cialem nie
zmienia W znaczniejszym stopniu temperatury danego ciata, gdy
wige, o ile dane ciato nie jest zrodlem ciepla (rozdz. IX, ust. 1), po-
jemnos$¢ cieplna ciala termometrycznego (rozdz. IX, ust. 4) jest mata
w poréwnaniu z pojemnoscia danego ciata i gdy poczatkowa rdéznica
temperatur nie jest zbyt wielka, i 2. gdy warunki, w jakich zachodzi
wyréwnywanie temperatur ciala 7 i cial skali oraz ci.ala badanego,
a ktérych zmiana mogtaby spowodowaé¢ zmiang wartosci wielkosci
termometrycznej, s3 w obydwu przypadkach identyczne.

Otrzymany na tej drodze uklad wartosci wielkosci termo-
metrycznej (lub jej funkcji) stanowi nowa skale termome-
tryczna, przyrzady za$, przy ktérych pomocy mozemy poréwny-
waé temperatury badanych cial z temperaturami skali, nazy-
wamy termometrami.

Wybodr ciata i wielkosci termometrycznych jest, jak byta
juz o tym mowa wyzej, caltkowicie dowolny, najbardziej jednak
celowe byloby wybranie takiej wielkosci (lub takiej jej funkcji),
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ktérej zmiana wraz ze zmiang temperatury bylaby dla wszyst-
kich ciat jednakowa, wtedy bowiem uklad jej wartosci, przypo-
rzadkowany temperaturom skali podstawowej, bylby calkowicie
niezalezny od wyboru ciata termometrycznego. Warunkowi temu
czyni zado$¢ tzw. skala bezwzgledna lub termody-
namiczna temperatur (rozdz. X, ust. 3), ktéora mozemy od-
tworzy¢ przy pomocy skali gazowej (nazywanej obecnie
rowniez teoretyczna skala Avogadro). Amontons
(1702 r.), Charles (1787 r.) i Gay-Lussac (1802 r.) stwierdzili,
ze wszystkie gazy, bez wzgledu na réznice swych wilasnosci che-
micznych, ogrzane do tej samej temperatury pod statym cisnie-
niem, zwigkszaja w tym samym stosunku swa objg¢tos¢, ogrze-
wane za$§ w statej objetosci, zwickszaja w tym samym stosunku
swa preznos¢, innymi stowy, ze masy roznych gazéw, posiada-
jace w pewnej temperaturze t¢ samg objeto$¢ (preznosc), beda
mialy pod tym samym cisnieniem (w tej samej objetosci)
i w kazdej innej temperaturze objetosci (preznosci) jednakowe.

Niech v0 bedzie objetoscig pod stalym ci$nieniem pewnej
masy gazu, znajdujacej si¢ w zetknigciu z oznaczonym cialem
podstawowej skali temperatur, np. z topniejacym lodem; sty-
kajac t¢ mase kolejno z réoznymi ciatami skali, znajdziemy dla
kazdej temperatury oznaczong wartoS¢ objetosci gazu tak, ze
o roéwnosci lub rdéznicy temperatur moglibySmy wnioskowaé
z rownosci lub roznicy objetosci 1, jakg dana masa gazu zaj-
muje po doj$ciu do rownowagi termicznej z tymi cialami. Ten
sposéb wyznaczania temperatur mozna znacznie uprosci¢, bio-
ragc pod uwage nie warto$¢ - objgtosci gazu, lecz jej zmiang

wzgledna

1 przyjmujac pewng oznaczong jej warto$¢

za miar¢ zmiany temperatury ciata. Niech T4 bedzie objgtoscia
danej masy gazu w pewnej stalej temperaturze, wyzszej od
temperatury topnienia lodu. Nazwiemy stopniem zmiany
temperatury lub poprostu stopniem tempera-
tury taka jej zmiang, ktora spowoduje zmiange wzgledng

objetosci gazu, pozostajacego pod statym cisnieniem, o ,
W

W praktyce przyjeto za temperature, odpowiadajagca objeto-
$ci vx, bra¢ temperatur¢ wrzenia wody pod cisnieniem | Atm,
liczbg¢ za$ n za roéwna 100. Jesli wigc objetos¢ gazu przy
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zetknieciu z badanym ciatem przybrata warto$¢ w, temperature
danego ciata uwaza¢ bedziemy za wyzsza (lub nizsza, gdy
v <vo) °d temperatury topnienia lodu o liczbg stopni

t = . 100.
0 100Wo — wl00 — 20

Tego rodzaju okreSlenie stopnia wprowadzit Fahrenheit
(1724 r.). Wielkoscig termometryczng byla w skali Fahrenheita ob-
jetos¢ rteci, ktorej zmiany, a wlasciwie nadwyzka tych zmian ponad
zmianami obj¢tosci zbiornika, wypelionego rtecia, wyznaczaty zmiany
temperatury. Temperaturami stalymi w termometrze Fahrenheita
byly temperatury krzepnigcia wodnego roztworu sahniaku i topnienia
lodu, n za$ rowne 32. Niech /i i ho beda wysokosciami stupka rteci
w dwu danych temperaturach, # — w temperaturze badanej. Gdy
promien rurki termometru jest staly, Aii—ho i h—ho sa propor-
cjonalne do pozornej zmiany objetosci rteci. Badana temperatura
jest wyzsza od temperatury krzepnigcia roztworu salmiaku o liczbg
stopni

Reaumur (1730 r.) i Celsius (1742 r.) za temperatury podstawowe

wzieli temperatury topnienia lodu i wrzenia wody pod ci$nieniem

I Atm, za n za$ przyjeli: Reaumur — 80, Celsius — 100.

Wprowadzenie pojecia stopnia jest réwnowazne zastgpieniu
skali podstawowej przez skale fikcyjna, utworzong z cial o tak do-
branych rdéznicach temperatur, ze zetknigcie termometru o tempera-
turze jednego z ciat tej skali z cialem, stojacym bezposrednio wyzej,
wywoluje zmiang wielko$ci termometrycznej o najmniejsza, mozliwa
jeszcze do zmierzenia wartosc.

Znaczne zazwyczaj zmiany objetosci, jakich gaz doznaje
przy ogrzewaniu lub ochladzaniu, utrudniaja jednak zachowa-
nie podstawowego warunku, aby cala masa gazu byta stale
w zetknieciu z badanym cialem. Z tego tez powodu obecnie za
wielko$¢ termometryczng przyjmuje si¢ nie objeto$¢ gazu pod
stalym ci$nieniem, lecz preznos¢ gazu w stalej objetosci. Zacho-
wujac znakowanie analogiczne do poprzedniego, otrzymamy na
liczbe stopni, liczonych od temperatury topnienia lodu

+ 100. (1a)

Pxoo--- Po
Stopnie te, jak tego dowiodly wspomniane wyzej pomiary,
gtownie Gay-Lussaca, sg identyczne ze stopniami skali, opartej
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na zmianach objetosci przy czym w obydwu przypadkach
wzgledna zmiana wielko$ci termometrycznej, odniesiona do
warto$ci w temperaturze topniejacego lodu i przypadajgca
na jeden stopien, wynosi, bez wzgledu na rodzaj gazu,

0,0036609= 273.1b (Henning i Heuse, 1929 r.).
Stopnie te bedziemy oznaczali symbolem ¢°C (lac. centi-
gradus — setna czg$¢ stopnia). Skala bezwzgledna (termody-

namiczna), oparta na zalozeniach odmiennych (rozdz. X, ust. 3),
rézni si¢ od skali gazowej wyborem punktu zerowego tempe-
ratur: w skali tej stopnie liczy si¢ od temperatury, lezgcej
o 273,16 °C ponizej temperatury topniejacego lodu. Stopnie
skali bezwzglgdnej begdziemy oznaczali przez 7 lub tez doda-
wali przy liczbie stopni liter¢ K (od nazwiska W. Thomsona,
lorda Kelvina, tworcy tej skali). Bedziemy zatem mieli

T=1t4- 273,16
Th—T)=u6+ 273,16 —02 —273,16 =06 — 1.

Réznice wigc temperatur w obydwu skalach wyrazaja sie ta
samg liczbg stopni.

Pdzniejsze pomiary (ust 4) wykazaly jednak, ze gazy po-
siadajg przypisywane im przez Gay-Lussaca wlasnosci jedynie
pod bardzo malymi cisnieniami, a wiec wtedy, gdy je mozemy
uwazaé za gazy doskonale, na ogél bowiem temu samemu wzro-
stowi temperatury odpowiadajg rézne zmiany wzgledne wiel-
ko$ci termometrycznej, zaleznie nie tylko od rodzaju gazu, lecz
rowniez 1 poczatkowego cisnienia oraz temperatury. Dla urze-
czywistnienia wiec termometru gazowego nalezaloby postugiwac
si¢ gazami o bardzo malym cis$nieniu, co nastrgczatoby jednak
duze trudnosci pomiarowe, gdyz zmiany preznosci, wyrazajace
si¢, jak widzielismy, ulamkiem prezno$ci w temperaturze 0°,
bylyby przy matych zmianach temperatury zbyt mate, aby mo-
gty by¢ dokladnie wyznaczone. Wobec tego zjawia si¢ koniecz-
no$¢ uzywania termometréw pomocniczych, do ktérych wskazan
wyprowadza si¢ odpowiednie poprawki (por. ust. 4), i z ktorych
kazdy uzywany jest tylko w pewnych granicach temperatur
skali gazowe;.
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Najwazniejszym z tych termometréw jest termometr wo-
dorowy (rys. 191), ktérego mozna uzywa¢ w szerokich grani-
cach temperatur, od — 240° C do 4- 300° C. Pr¢znos¢ wodoru,
zawartego w zbiorniku, mierzy sie¢
roznica poziomdéw rteci w rurkach
manometru, przy czym rteé¢ w rur-
ce, taczacej si¢ ze zbiornikiem, do-
prowadzamy przez opuszczanie lub
podnoszenie drugiej rurki mano-
metru zawsze do tego samego po-
ziomu, wyznaczonego przez ostrze,
ktoére powinno dotykaé powierzchni
rteci. Pomijajac w pierwszym
przyblizeniu rozszerzalno$¢ naczy-
nia i przyjmujac, ze objetos¢ gazu
zachowata podczas pomiaru war-
to§¢ stalg, wyznaczamy tempera-
ture w stopniach skali wodorowej
ze wWzoru rys 191

Pt— Po

t '
" pog - po 100, (@)

gdzie p0 — prezno$¢ wodoru w temperaturze topniejacego lodu,
Pioo — w temperaturze wrzacej wody, pt — W temperaturze #H.
Ktadac p0 =1 m stupa rteci, otrzymamy skale, ktéra do nie-
dawna byla, na mocy uchwatly z 1887 r., powzi¢tej przez Mig-
dzynarodowa Komisje¢ Miar i Wag, skala obowigzujacg. W po-
danym wyzej zakresie temperatur skala ta bardzo mato rozni
si¢ od skali gazowej: najwigksza roznica (w temperaturze
— 240° C) nie przekracza 0,135° C, w temperaturach od
0° do 100° praktycznie rowna jest zeru.

W podanym wyzej okres$leniu temperatury wodorowej nie
uwzglednialiSmy ani rozszerzalno$ci naczynia, ani tez tego, ze czg§¢
gazu, wypehiajaca rurke, laczaca zbiornik z manometrem, tzw. prze-
strzen szkodliwa, posiada pospolicie inng temperaturg, niz gaz
w zbiorniku. Wprowadzenie odpowiednich poprawek doprowadza do
bardziej zlozonego wzoru

t = Pt~P [l4-_ 1 Al (
H ap,,—a*Ptl Fo T+ a_V‘peJ* a’
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gdzie a— 100p0" " a! — spotczynnik rozszerzalno$ci zbiornika,

V — pojemnos¢ przestrzeni szkodliwej, Yo — pojemnos$¢ zbiornika

w temperaturze 0°, U — temperatura przestrzeni szkodliwej.
Chappuis w 1888 r. zbudowal termometr wodorowy, stuzacy do

cechowania innych termometréow podstawowych, w ktorym pojemno$é

przestrzeni szkodliwej jest tak mata, ze ' < 0,001.

W temperaturach wyzszych ponad 300° C wodor przenika
przez S$ciany zbiornika i uchodzi na zewnatrz, wobec czego
w tych temperaturach uzywany jest, jako ciato termometryczne,
azot, ktérego wskazania w temperaturze 1000° ro6znig si¢ za-
ledwie o 0,77° C (wedhug Berthelota, 1903 r.) od wskazan, jakie
bysmy otrzymali, positkujgc si¢ skalg gazowa. W temperatu-
rach ponad 1600° C trudnosci, jakie nastrgcza budowa zbior-
nika, dostatecznie odpornego na ogrzewanie do wysokich tem-
peratur, sg tak wielkie, ze uniemozliwiajg uzywanie termome-
trow gazowych; powyzej wigc tej granicy stosuje si¢ do wyzna-
czania temperatur metody optyczne, oparte na prawach, rzg-
dzacych promieniowaniem cial. Przy wyznaczaniu temperatur
niskich (ponizej — 200° C) uzywany jest termometr, wypel-
niony helem. Wskazania tego termometru wykazuja w niskich
temperaturach bardzo niewielkie odchylenia od skali gazowe; :
w temperaturach od — 250° C do — 100° C nie przekraczaja
one 0,02° C wedlug Kamerlingh Onnesa i Braaka (1911 r.).

. Termometry gazowe sa jednak niedogodne w uzyciu i stuza
najczesciej jedynie do cechowania termometréw uzytkowych.
Takim termometrem, pozwalajacym z dostateczng doktadnoscia
wyznacza¢ temperatury od — 40° C do -f- 630° C, jest opo-
rowy termometr platynowy, w ktorym wielkos$cig termome-
tryczng jest opodr elektryczny drutu platynowego. Niech 1 be-
dzie oporem drutu w temperaturze 0° C, opér r( w tempera-
turze ¢ wyraza si¢ wzorem

A =Vo(l + (b)

gdzie wielkosci stale 10, a, b, wyznacza si¢ przez pomiar oporu
w trzech temperaturach skali podstawowej: topnienia lodu,
wrzenia wody 1 wrzenia siarki (wszystkie trzy pomiary pod
ci$nieniem 1 Atm) i przez podstawienie do wzoru (b) liczby
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stopni skali gazowej, odpowiadajacych tym trzem temperatu-
rom (0° C, 100° C, 444,55° C). Roznice pomiedzy tg skalg
i skala gazowa sa na ogo6t niewielkie: poprawki w granicach
od 0° do 100° C nie przekraczaja 0,01°.

Termometru tego mozna réwniez uzywaé¢ w temperaturach niz-
szych: od — 40° C do mniej wigcej — 193° C. Wtedy jednak zalez-
no$¢ oporu od temperatury jest o wiele bardziej ztozona. Wedhg
Henninga i Heuse'go (1924 r.) wyraza si¢ ona wzorem

rt =r6(l +ct + di?- + et¥), (b

gdzie stale ¢, d, ¢ wyznacza si¢ z pomiaru oporOw w tempera-
turach krzepniecia rteci (— 38,87° C), wrzenia dwutlenku wegla
(— 78,51° C) i wrzenia tlenu (— 183,00° C) pod cisnieniem nor-
malnym.

Powyzej temperatury -j- 630° C (temperatury topnienia
antymonu) za wielko$¢ termometryczng przyjmuje si¢ site elek-
trobodzcza (elektromotoryczng) ogniwa termoelektrycznego, zbu-
dowanego z platyny i z 10%-wej platyny rodowej. Odchylenia
od skali gazowej wynoszg ponizej temperatury 1200° C nie
wigcej, niz 1° C, powyzej mogg dochodzi¢ do 5° C.

Oprocz tych gléwnych termometrow pomocniczych sg w co-
dziennym uzyciu termometry, w ktoérych temperatury wyznacza
si¢ ze zmian objetosci cieczy, a raczej z nadwyzki tych zmian
nad zmianami objetosci naczynia. Najpospolitszym typem takich
termometrow jest termometr rteciowy.

Skale tych termometrow, oparte na pozornej rozszerzalnosci
(ust. 3) cieczy, wtedy tylko sa porownywalne, gdy zbiorniki ter-
mometrow zrobione sg z tégo samego materialu. Zaleznie od
gatunku uzytego szkta wskazania takich termometréw mogg roz-
ni¢ si¢ w temperaturze okoto 50° C o blisko 0,1° C.

Przy uzyciu odpowiedniego gatunku szkla mozna rdéznice
migdzy skala rteciowa i gazowa doprowadzi¢, w granicach tem-
peratur od 0°C do 100° C, do wartosci nie wigkszej od
0,03° C, w temperaturach jednak wyzszych réznica ta szybko
wzrasta, dochodzac w temperaturze 300° C do przeszto 4° C.

Zakres temperatur, w ktorych mozna uzywac termometru rte-
ciowego 1 ktorych gorng granice stanowi temperatura wrzenia rtgci
(357° C), jest znacznie rozszerzony przez zastapienie szkla kwarcem
i wypehienie rurki wloskowatej azotem pod cisnieniem dochodzacym
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do 50 Atm. Pod takim ci$nieniem, wzrastajagcym w miar¢ podnoszenia
sie stupka rteci, rteé wrze w temperaturze o wiele wyzsze;j.

Dla wyznaczania temperatur nizszych od temperatury krzepnig-
cia rteci (— 38,87° C) uzywa si¢ termometrow, wypeklionych cie-
czami krzepngcymi w nizszych temperaturach, jak np. alkoholem
(do —100° C), lub pentanem (do —190° C). Termometry te sa za-
zwyczaj cechowane przez poroOwnanie ze wskazaniami termometru
g2azowego.

2. SPOLCZYNNIK ROZSZERZALNOSCI. ROZSZERZALNOSC
CIAL STALYCH

W rozwazaniach ustgpu poprzedniego wspomnieliSmy, ze
zmiany objetosci, jakich doznajg ciala, ogrzewane do tej samej
temperatury, zaleza przede wszystkim od rodzaju badanego
ciala.

Niech 0 bedzie objetoscia w temperaturze 0° C ciala,
ogrzewanego pod stalym cisnieniem do coraz to wyzszej tem-
peratury. Odktadajmy na osi odcigtych temperatury (w skali
gazowej), na osi rzednych odpowiadajgce im objgtosci (rys. 192).

Otrzymamy na ogét pewna krzywa AB, wyrazajaca zaleznos$¢
objetosci V od temperatury ¢. Oznaczajac przez  objetos$¢ ciata
w temperaturze 74, przez -v) objetos¢ w temperaturze ¢2, na-
zwiemy Srednim spolczynnikiem rozszerzal-
nosci objetosciowej w granicach tempera-
tur z i t2f wielko$¢

|

» t, —1

2)
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Z N DCE, gdzie CE =v2—>l, DE = t) — tx, znajdujemy, ze
Y=7* Nﬂ.> a wigc ze aliS =—1gg>. Zakladajac, ze objetos¢ po-

czatkowa, przez ktora rozumieé¢ bedziemy objetos¢ w tempera-
turze 0° C, rowna jest jednos$ci, znajdziemy, ze

«1,2 = 19(}) ,'

$redni spotczynnik rozszerzalnosci jest zatem rowny liczbowo
tangensowi kata, jaki tworzy z osig ¢ prosta, taczaca punkty
krzywej, odpowiadajace temperaturom granicznym.

Gdy roznicg temperatur bedziemy stopniowo zmniejszali,
cieciwa DC bedzie przyblizata si¢ coraz bardziej do stycznej,
tak, ze w granicy kat ¢ stanie si¢ rowny katowi, jaki tworzy
z osia ¢ styczna do krzywej w punkcie D (lub w nieograniczenie
bliskim punkcie C). Bedziemy mieli wtedy

% hm 2% = - (2 a)

gdzie at jest spolczynnikiem rozszerzalnosci
objetosciowe] w temperaturze ¢ Kladac, po-
dobnie, jak poprzednio, v0 = 1, otrzymamy

at = tg(pr
Zaleznie zatem od temperatury, w ktorej wykonywany jest po-
miar, otrzymamy roézne na o0got wartosci spdlczynnikow
all i at; majg one wartos¢ stala tylko w przypadku szczegol-
nym, gdy linia AB jest linig prostg, gdy wigc objetos¢ zmienia
si¢ proporcjonalnie do temperatury. Wtedy zalezno$¢ objetosci
od temperatury wyraza si¢ wzorem

ve=wv( (14-a0. (2b)

Pospolicie jednak zalezno$¢ ta wyraza si¢ wzorem bardziej zlo-
zonym, ktéremu zazwyczaj mozemy nadaé postac

V, =v0 (1 + At + Bt2 + J]0), (2¢)

gdzie A, B, C sg spoOlczynnikami statymi, wyznaczanymi z po-
miaréw objetosci w dowolnie wybranych temperaturach zx, 22, £3.
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Ustalenie wartosci spotczynnikow A, B, C pozwala wyznaczyé
spotczynnik rozszerzalnosci az. Roézniczkujac rownanie (2c¢), otrzy-
mujemy

dvf =vo (Adt + 2 Btdt + 3 Ct2dt)

at = — "= 4 -\-2BtA-3Ct\ (2d)

W przypadku cial statych poprzestajemy najczesciej na po-
miarze rozszerzalnosci liniowej, tzn. na pomiarze zwigkszania
si¢ dlugosci ciata w pewnym wybranym przez nas kierunku.
Niech /0 bedzie dlugos$cia w temperaturze 0° C, /¢ i 2 — dlugo-
$ciami w temperaturach zr i 22 Srednim spolczynni-
kiem rozszerzalnosci liniowej w granicach
temperatur i 22 nazwiemy wielkos$¢

i analogicznie spolczynnikiem rozszerzalnosci
liniowej w temperaturze
Vo JZ 1 dl zx x
"Edt" <3a)
Przypusémy, ze badane ciato jest cialem izotropowym, ma-
jacym ksztalt szescianu o bokach, rownych w temperaturze
topniejgcego lodu /0! i zatozmy, co w niewielkim zakresie tempe-
ratur mozna zawsze zrobi¢ bez popethienia wickszego btedu, ze
spotczynniki « i B podczas pomiaru zachowujg wartos$¢ stala.
Po ogrzaniu do temperatury z objetos$¢ szescianu
vt=wv(l +av
kazdy za$ z bokow
7= 201 + /o0,
tak, ze
v, = vo(1+a0 = ~(1+/19)3.
Otwierajgc nawias, skracajgc przez vo =73 i przez ¢ oraz od-
rzucajac wyrazy, zawierajace drugie i trzecie potegi 5, jako bar-
dzo male w poré6wnaniu z innymi, gdyz 5 ma na ogdt wartosé¢
niewielka, znajdziemy
a =33 C))
Ciata anizotropowe, a wigc przede wszystkim krysztaty, z wy-
jatkiem nalezacych do uktadu szesciennego (réwnoosiowego),
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posiadaja, jak to pierwszy wykazal Mitscherlich (1824 r), w r6z-
nych kierunkach rézne spélczynniki rozszerzalno$ci.

Te¢ niejednakowg rozszerzalno$¢ w roznych kierunkach mozna
w prosty sposob stwierdzi¢ na bryle gipsu, majacej w temperaturze
pokojowej ksztatt kulisty; przy ogrzewaniu kula ta przechodzi
w elipsoid.

Wytnijmy z badanego ciata szescian, o bokach dlugosci /0
w temperaturze 0° C. Po ogrzaniu sze$cian ten zamienia si¢ na
ogot w prostopadtoscian, o bokach odpowiednio réwnych

= (1 A = (1 AOIB=A(14A0
— M1+ «0=2(l+A0(1 + AO(l + AO.

Odrzucajgc wyrazy, zawierajgce iloczyny AA*AA>AA i AAA»
otrzymamy

«=A+A+A- (42>
Dla wyznaczenia zatem spoélczynnika rozszerzalnosci objgtoscio-
wej takich cial wystarczy zmierzy¢ spotczynniki rozszerzalno$ci
liniowej w trzech wzajemnie prostopadlych kierunkach.

Wynik, wyrazony wzorem (4 a), nie zalezy od wyboru kierun-
kow, w ktorych mierzymy 3. Wybierzmy w krysztale trzy wzajemnie
prostopadte kierunki, po-
siadajace t¢ wlasno$¢, ze
elementy objetosci, lezace
na prostych, wyznaczaja-
cych te kierunki lub row-
noleglych do nich, beda
przy ogrzewaniu pozosta-
waly stale na tych sa-
mych prostych. Proste te
wezmy za osie spohrzed-
nych (rys. 193) i nazwij-
my spofczynniki Bi, fa,
fa w tych kierunkach spot-
czynnikami glownymi.

Niech Mo bedzie elemen-
tem objetosci krysztatu,
lezagcym w odleglosci ro od O, na prostej OMo, tworzacej z osiami

katy <Mi wpm, Om tak, ze mamy =10 cos y0 = re cos
z =r0cosQM. Po ogrzaniu ciala spotrzedne te przybierajg wartosci

® — 0 (14-A0; Y/ —Vo(l 4~AQ; zt = 20 (14~A O» (a)
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skad, wobec tego, ze spolczynniki On ftl 53 posiadaja wartoSci rozne,
wynika, ze nie tylko dlugos¢, lecz i kierunek odcinka OM ulega zmia-
nie. Oznaczmy dlugo$¢ OMt przez r, i napiszmy, ze

F,—F,(l_'_L[)K.O, (b)
gdzie przez M bedziemy rozumieli spotczynnik rozszerzalnosci liniowej
w kierunku, tworzacym katy M, ipM i Om z osiami X, y, z. Ze wzo-
row (a) mamy

=rl[(l +Azycosl gM 4 (14S. 1y cosl M+ (1 + A 1y cos! Oxr];
po odrzuceniu za§ wyrazow, zawierajacych drugie potegi /3
Tt =ro+2r0  C08 ¢m + Si CO8I pm + Sicoa’ o¥ (c)
Podnoszac rownanie (b) do potegi drugiej i podstawiajgc do wzoru
(c) zamiast rt otrzymane w ten sposob wyrazenie, znajdziemy
rl 421 M.t =1l +2rl . (fr cosl m 4* 9x coslipm 4- Sx CO8I )

i ostatecznie
SM = St cosl M 4- 3, cos* ipm 4- Sx cos! Oz (d)
Przeprowadzmy w krysztale jeszcze dwie proste ON i OP, wza-
jemnie prostopadle i prostopadte do OMo i zastosujmy powyzsze rozu-

mowanie do elementdw objetosci N i P, lezacych na tych prostych.
Otrzymamy analogicznie

SN = Sx cosl <N 4- Sx cosl ipN 4- Sx cosl ON
J3p = J3r cosl v>p 4- Sx cosl ipp 4 Sx cos! Op.
Dodajac SM+ SN i SPI znajdziemy
SM + SN 4- Sp = St (cos! ®M 4- cos! GN 4- cosl yp) 4-
4 Sx (cosl ipM 4 coss v~ 4 cosl Op) 4 Sx (cosl Om 4- cosl ©74 cosl Op) =
=St 4- Sx 4 Sx-

Suma wigc spotczynnikoéw, mierzonych w trzech dowolnych wzajemnie
prostopadtych kierunkach, jest zawsze réwna sumie spoOlczynnikow
gltéwnych.

rys. 194

Stosunkowo najprostszym sposobem wyznaczenia spotczyn-

nika rozszerzalno$ci objetosciowej ciat statych jest sposob Du-
longa i Petita (1816 r.) Badane cialo umieszczamy w zamknictej
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z jednego konca rurce szklanej, ktorej drugi koniec wyciggamy
w cienka rurke (rys. 194). Przestrzen swobodng wypelniamy
catkowicie rtecig. Oznaczmy gesto$¢ badanego ciata w tempera-
turze 0° C przez ¢0, gestos¢ rteci w tej samej temperaturze przez
¢'o, mas¢ ciala przez m, mase rteci, znajdujacej si¢ w naczyniu
o temperaturze 0° C, przez m'; pojemnos$¢ naczynia jest w tej
temperaturze roéwna:

m m

Qo Po

Po ogrzaniu naczynia do temperatury ¢ cze$¢ rteci o masie m'
sie wyleje, w naczyniu pozostanie masa m'—m" = m", o ge-

Jeart 8O

objetosciowej rteci. Niech an bedzie srednim spotczynnikiem roz-
szerzalno$ci objetosciowej naczynia, a— analogicznym spotczyn-
nikiem badanego ciala, pojemno$¢ naczynia w temperaturze ¢
wyrazi si¢ wzorem

stosci Q(’= sredni spotczynnik rozszerzalnosci

m(\ +at) m"(\+ta .t
-+ -r—

"o ccq

=y, (1 + «,<)

)

Chcac z tego wzoru obliczy¢ a musimy uprzednio wyznaczy¢ spot-
czynniki an 1 ar.

Podobnie jest i z innymi metodami, jak np. Mathiessena
(1866 1.), polegajacej na mierzeniu zmiany gestosci ciala przy
ogrzewaniu. Wszystkie one wymagaja uprzedniego wyznaczenia
spotczynnika rozszerzalnosci jakiej$, uzytej w doswiadczeniu,
cieczy (w pomiarach Mathiessena — wody).

Z tego tez powodu zazwyczaj wyznacza si¢ spotczynnik roz-
szerzalnosci 8. Rozne metody, z jakimi si¢ tu spotykamy, mozna
sprowadzi¢ do dwu zasadniczych typow: metody Lavoisiera
i Laplace’a i metody Fizeau (1864 r.). W przyrzadach typu
pierwszego pret z badanego materiatu, umocowany w jednym
koncu, zanurzony jest do cieczy, ogrzewanej do wskazanej tem-
peratury. Koniec swobodny zwykle opiera si¢ o krotsze ramig
dzwigni dwuramiennej, ktorej drugie rami¢ jest albo wska-
zOwka, poruszajgca si¢ po odpowiednio wycechowanej skali, albo
tez dzwiga lusterko, ktorego odchylenie wyznaczamy przy po-
mocy lunety i skali.

Wyklady fizyki, t. I 21
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Niech Zo bedzie poczatkowym potozeniem lusterka; w lunecie,
ustawionej poziomo, widzimy (rys. 195) odbicie podziatki m skali SS.
Gdy na skutek wydhluzenia preta lusterko przybierze potozenie Zi,
odchylajac si¢ o kat <, w lunecie zobaczymy podziatke m* Promien

0Z, ktory poprzednio byt normalny do lusterka, obecnie tworzy z nor-
malng do niego kat <, taki sam przeto kat z normalng tworzy odpo-
wiadajacy mu promien m'O, wobec czego kat ZOm' rowny jest 2
Z 1 ZOm' znajdujemy: mm' = Om .tg 2 9 lub w przypadku, gdy kat ¢

mm'

jeslt maty, mm’=0m.9q>, slkqgl <Pp— 1 . @jiy wiemy, jakie

wydtuzenie preta odpowiada odchyleniu lusterka o jednostke kata,
mozemy stad wyznaczyé wydtuzenie.

Metoda ta nie daje jednak wynikoéw dostatecznie doktad-
nych, i najczesciej, gdy chodzi o pomiary precyzyjne, uzywa si¢
jej jedynie do poréwnywania rozszerzalnosci liniowej danego
ciata z rozszerzalnoscia, ciala, ktorego spolczynnik f jest znany.

Jednym z doktadniejszych sposobow takiego pomiaru jest spo-
sOb nastgpujacy. Badane cialo w ksztalcie walca, o podstawach mozli-
wie rownych, umieszczone jest w pionowej rurze szklanej, opierajac
si¢ dolng swa powierzchnig na do$¢ tgpym ostrzu szklanym, spojonym
z dnem rury. Na gorng powierzchni¢ kladzie si¢ walec szklany, row-
niez zakoficzony ostrzem i mogacy si¢ swodobnie przesuwaé w rurze.
Na walcu tym, jak i na otaczajacej go czgsci rury szklanej, znajduja
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si¢ podzialki. Notuje si¢ wzajemne polozenie tych podziatek w poczat-
kowej temperaturze cieczy, do ktorej przyrzad jest zanurzony, a na-
stepnie, gdy przy rozszerzaniu si¢ badanego ciata stykajacy si¢ z nim
walec podnosi si¢ do gory, ich potozenie koncowe, wyznaczajagc w ten
sposob przesunigcie wzgledne. Po wycechowaniu przyrzadu (przez
wyznaczenie przesuni¢cia wzglednego przy umieszczeniu w rurze ciata
o znanym spoétczynniku rozszerzalnosci liniowej) mozna uzywaé go
do pomiaru 5 dowolnego ciata. Podobng metoda postugiwali si¢ Ka-
merlingh Onnes i van Agt (1925 r.) przy wyznaczaniu spolczynnika
rozszerzalnosci szkla w niskich temperaturach. Wewngtrzng po-
wierzchni¢ rury szklanej o podwojnych Scianach, miedzy ktoérymi byta
wytworzona proznia, ozigbiano do odpowiedniej temperatury, ze-
wnetrzna miata temperature pokojowa. Przesunigcie rury zewngtrznej
wzgledem wewnetrznej wyznaczano ze zmiany polozenia ostrzy pla-
tynowych, wtopionych po dwa na gornych i dolnych koncach zewngtrz-
nej i wewngtrznej powierzchni rury.

Wigksza doktadno$¢ mozna osiagna¢, uzywajac drugiej ze
wspomnianych metod — metody Fizeau, w ktérej zmiany wymia-
row liniowych wyznacza si¢ sposobami optycznymi.

W najprostszej postaci przyrzad Fizeau sklada si¢ z okraglego
stolika S, przez ktoéry przechodza trzy sruby o jednakowej dlugosci
(rys. 196). Na ostrza $rub kladzie sie ptytke rownolegloscienng ze
szkla, krysztatu gorskiego lub kwarcu,

w ten sposob, aby plaszczyzny stolika

i plytki przecinaly si¢ pod niewielkim

katem; zawarta migdzy nimi warstewka

powietrza ma wtedy ksztalt klina.

Oswietlajac z gory przyrzad Swiatlem

jednorodnym, widzimy na powierzchni

ptytki prazki ciemne i jasne, réwnolegle

do krawedzi przecigcia si¢ danych pla-

szczyzn; prazki te powstajag na skutek

interferencji promieni, odbijajacych si¢

od tylnej powierzchni ptytki i od stolika, rys. 196
przy czym prazki ciemne powstaja

w tych miejscach, gdzie grubo§¢ warstewki powietrza rowna jest

U)Z( gdzie n jest liczbg catkowita, mogaca przybieraé wartosci

0, 1, 2, 3— ., X — dhlugoscig fali uzytego $wiatla. Przy ogrzewaniu
przyrzadu zwickszanie si¢ dilugosci Srub powoduje zmian¢ grubo-
sci warstewki powietrza, wobec czego nast¢puje przesuwanie si¢
prazkéw. Kazdemu przesunigciu si¢ prgzka ciemnego na miejsce s3-

siedniego odpowiada wydtuzenie si¢ $rubek o , jezeli wigc podczas

21
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ogrzewania przesunie si¢ przez dane miejsce na ptytce N prazkow,
wydtuzenie /) (1 - 88 ) — I0 = lo08 ¢t (W przypuszczeniu, ze poczat-
kowa temperatura byla rowna zeru) bedzie rowne /N Stad obli-
czamy spoOlczynnik rozszerzalnosci $rub. Znajac go, mozemy wyzna-
czy¢ spOlczynnik 5 dowolnego ciata. Ciato to, (na rysunku oznaczone
przez O), ktoérego goérna powierzchnia jest tak zeszlifowana, ze tworzy
zwierciadlo, umieszczamy, wysuwajac odpowiednio $rubki, aby po-
dobnie, jak poprzednio, plaszczyzna jego powierzchni byta pod nie-
wielkim katem nachylona do ptytki réwnoleglosciennej. Zmiana gru-
bosci warstewki powietrza 1 wywolane przez nig przesuwanie si¢
prazkow bedzie tym razem spowodowane przez roznicg rozszerzalno$ci
Srubek i ciata. Rozumujac, jak poprzednio, znajdziemy

gdzie I' — wysokos¢ poczatkowa $rubek ponad stolikiem, ["— wy-
soko$¢ poczatkowa ciata, rowna mniej wigcej Zo, 0C — szukany spot-
czynnik rozszerzalnosci.

Metode Fizeau udoskonalili Benoit (1888 r.), Abbe (1889 r.)
i Pulfrich (1898 r.).

Rozszerzalno$¢ cial statych w temperaturach bliskich poko-
jowej mato stosunkowo zmienia si¢ z temperatura, tak, ze
w wielu przypadkach mozemy bez wielkiego btedu oblicza¢ przy-
rost dtugosci sztaby metalowej ze wzoru

7, = Io(1+/18.0, (6)
gdzie fe = 1;; TOOO Dla sztaby otowianej o dlugosci 1 m
roznica dlugosci, obliczonej z tego wzoru, gdzie na A przyj-
mujemy, opierajac si¢ na pomiarach Mathiessena, 28.10 6,
i dlugosci, obliczonej z uwzglgdnieniem zmian spélczynnika roz-
szerzalnosci, wynosi w temperaturze 50° C okoto 0,02 mm, dla
sztaby miedzianej, wedtug danych Fizeau (1869 r.), nieco wie-
cej, okoto 0,026 mm. W temperaturach wyzszych od 100° C i niz-
szych od 0° C takie uproszczenie rachunku prowadzi jednak do
btedow o wiele wigkszych. W temperaturach wyzszych dhugos¢
ciala mozna zazwyczaj wyrazi¢ wzorem

It =10 (i + at + b<), %

gdzie a 1 b sa wielko$ciami, zaleznymi jedynie od rodzaju
ciala.
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Ze wzoru (7) znajdujemy, ze spdtczynnik rozszerzalno$ci linio-
wej W temperaturze ¢ wyraza si¢ wzorem
i di
(7)

jest wigc funkcjg liniowa temperatury.

Tytutem przykltadu przytaczamy tu dane, otrzymane przez
Scheela (1902 r.) dla platyny i pewnego gatunku szkla jenaj-
skiego (borokrzemowego 59'"). Dla platyny

I =10 (1 + 8,806.10'« z + 0,00195.10"«<¥)
dla szkla

It=10 (1 + 5,608.10'« ¢ + 0,00290.10°“« )

W temperaturach niskich (takich np. jak temperatura wrzenia
powietrza) wzory typu (7) nie odpowiadaja na ogoél rzeczywistemu
przebiegowi zjawiska. Dla niektoérych metali wyniki pomiarow odtwa-
rza z dostatecznym przyblizeniem wzoér Thiesena (1908 r.)

1 =101 4 kt: +¢), (76>

gdzie x 1 e sg wielko$ciami charakterystycznymi dla danego ciala.

W temperaturach niskich spétczynnik rozszerzalno$ci gwaltow-
nie maleje wraz z obnizaniem si¢ temperatury, dochodzac do
wartosci znikomo matej juz w temperaturach, lezacych znacz-
nie wyzej od zera bezwzglednego (—273,16° C) (patrz, wykres

rys. 197, z pracy Simona 1930 r.). Dla cial rownokierunkowych
S ma zawsze wartos¢ dodatnia, tak, ze wszystkie te ciala maja
spolczynnik a wickszy od zera. Inaczej rzecz si¢ ma z ciatami
roznokierunkowymi. Pewne krysztaly (np. szmaragd, szpat
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islandzki) w niektérych kierunkach kurczg si¢ przy ogrzewaniu;
kurczenie to jest jednak mniejsze od rozszerzania si¢ w kierunku
prostopadtym, wobec czego spolczynnik rozszerzalnosci objeto-
sciowej i dla tych cial jest dodatni. Wyjatek stanowi jodek
srebra (JI#/), dla ktérego a jest ujemne.

Jak wynika jednak z pomiarow Radwella (1877 r.), « jest
ujemne w pewnych tylko granicach temperatur; w temperaturze
142° C jodek srebra ma najwigksza gestosc.

Kauczuk napiety zachowuje si¢ przy ogrzewaniu tak, jak
cialo anizotropowe, kurczy si¢ w kierunku dziatajacego napigcia,
rozszerza si¢ w kierunku prostopadtym, zwigkszajac nieznacznie
sSwoja objetosc.

Druty metalowe napigte wydtuzaja si¢ bardziej przy ogrzewaniu,
niz druty swobodne; jest to jednak, jak wykazat Dahlander (1868 r.),
zwigzane ze zmniejszaniem si¢ modutu Younga (rozdz. V, ust. 6) przy
ogrzewaniu.

Stal niklowa (o 36% niklu) tzw. inwar (fac. invarians —
niezmienny) posiada znikomo maly spotczynnik rozszerzalnos$ci
liniowej, rowny 0,9.10-e, a wigc przeszio 10 razy mniejszy od
spotczynnika 3 zwyklej stali.

3. ROZSZERZALNOSC CIECZY

Do wyznaczenia spolczynnika rozszerzalnosci objetosciowe;j
cieczy najczesciej jest uzywany dilatometr, w ktoérym zmiana
objetosci cieczy jest wyznaczana czy to przez wazenie cieczy,
wyplywajacej z naczynia podczas ogrzewania (dilatometr wa-
gowy, ust. 2), czy tez przez pomiar wysokosci, na jakg ciecz pod-
nosi si¢ w wycechowanej rurce, potaczonej z naczyniem, zawie-
rajagcym ciecz.

Czesto dilatometr taki zaopatrzony jest, zgodnie z zaleceniem

Ostwalda, w rurke boczng (rys. 198), utatwiajaca napetnianie zbior-

nika badang cieczg. Koniec otwarty rurki wycechowanej zanurzamy

do badanej cieczy i, wyciagajac powietrze przez rurke r, wciagamy
ciecz do dilatometro; po napeinieniu zamykamy otwor rurki bocznej.

Niech w temperaturze 0° ciecz wypehlia zbiornik dilato-
metru do podziatki 0 na skali rurki, po ogrzaniu za$ do °C —
do podziatki n. Oznaczmy pojemno$¢ zbiornika w temperaturze
0° 1 #° C odpowiednio przez Vo i Vz, pojemno$¢ zas rurki miedzy
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dwiema kolejnymi podziatkami przez
1 vz, objetos$¢ cieczy po nagrzaniu jest zatem

rowna
4 =V, +w»,
gdzie nazwiemy pozornym przyrostem
. r . . . rr r nv
objetosci cieczy, wielkos¢ za§ — = z/

spolczynnikiem pozornej roz-
szerzalnosci obj et oSciowej. Mo-
zemy napisac
Ve = V,(1+Z0,0 = FO(1+a,,<)(1+4,.<), p

gdzie an jest §rednim spoétczynnikiem rozsze-
rzalno$ci objetosciowej naczynia. Po otwar-
ciu nawiasow i odrzuceniu iloczynu an .

jako wielko$ci matej w porownaniu z innymi,
otrzymujemy

V: = Ke(l + a,< + NiT0. rys. 198

Podstawiajac Ve = Vo (1 -f- aQ( . t), gdzie all jest Srednim spol-
czynnikiem rozszerzalno$ci objetosciowe]j ciéczy, mamy
-+ Jo,t- (8)

Podobnie wiec, jak przy uzy-
ciu dilatometru wagowego, i w tym
przypadku musimy zna¢ spotczynnik
an, ktéry wyznaczamy, napetniajac
dany dilatometr cieczag o znanym
spotczynniku rozszerzalnosci i znaj-
dujac jej pozorng rozszerzalnosc.

Z tego kota btednego mozna si¢
wyzwoli¢, postugujac si¢ metoda
naczyn polaczonych, opracowang
(1818 r.) przez Dulonga i Petita.
Rury pionowe, napetnione cze¢sciowo
badana ciecza i potaczone u dotu
rurkg poziomg, umieszczone sg w na-
czyniach o réznych temperaturach,

rys. 199 np. 0° i #°C. Z réwnosci ci$nien na
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wspolnym poziomie rurki laczacej wynika, ze
Mo9 = htQt.g,

skad, z uwagi, ze 9, = —----, znajdujemy

Po wyznaczeniu w ten sposob spdlczynnika rozszerzalno$ci
objetosciowej jakiejs dowolnej cieczy, ze wzoru (8) wyznaczamy
an dilatometru, ktory moze wtedy stuzy¢ do pomiaréw rozszerzal-
nosci innych cieczy.

Dulong i Petit zastosowali swa metode¢ do wyznaczenia roz-
szerzalno$ci rteci. Pomiary ich zostaly powtdrzone przez Re-
gnaulta (1847 r.), ktéry, zachowujac samg zasade pomiaru,
usungt przez odpowiednie zmiany budowy przyrzadu najjaskraw-
sze jej braki, a nastepnie przez Recknagela (1864 r.), Wiillnera
(1874 r.) i innych.

Badania te ustality, ze zalezno$¢ objetosci rteci od tempera-
tury wyraza si¢ wzorem

Dt = vl (1 + ot + bt2 4- (Ne), (a)

gdzie jednak spolczynniki a, b, ¢ maja wartosci zalezne od gra-
nic temperatury, w jakich wykonywany jest pomiar.

Wedhug Callendara (1910 r.) dla temperatur od 0° do 300° C
a=1,805553.10""*; 6= 1,2444.10°P; ¢=2,539.10-n W granicach
od 0° do 100° C spétczynnik rozszerzalno$ci zmienia si¢ mniej wigcej
o 1%, od wartosci 1,8056.10~° do 1,829.10°°*,

Podobnie, jak rte¢, rozszerzaja si¢ i inne ciecze. Spdlczynnik
ich rozszerzalnosci, zazwyczaj wigkszy, niz dla rteci, posiada stale
warto$¢ dodatnig, szybko wzrastajaca w miar¢ wzrostu tempera-
tury. Tak np. dla alkoholu etylowego spotczynnik ten wzrasta
od wartosci 10,42.10°*, jaka ma w temperaturze 0° C, do
11,99.10°* w temperaturze 100° C, a wigec o przeszto 10%.
W paru zaledwie przypadkach (jak np. oliwy) spdlczynnik ten
w pewnych granicach temperatury maleje, zachowujac jednak
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stale warto$¢ dodatniag. Wyjatek stanowi woda i roztwory wodne,
posiadajace w pewnej temperaturze maximum gestosci. Z licz-
nych metod, uzytych do doktadnego wyznaczenia tej temperatury
dla wody, opiszemy tylko jedng — Hope a i Rumforda (1805 r.).
W boczng $ciang naczynia z woda wsta-

wia si¢ poziomo kilka termometrow tak,

aby zbiorniki z rtecig lezaly na osi na-

czynia, przy czym jeden z nich znajduje

si¢ w poblizu powierzchni cieczy, inny

za§ w poblizu dna naczynia (rys. 200).

Przy powolnym ochtadzaniu warstwy

o gestosci wigkszej bedg opadaly na dol,

lzejsze podnosity si¢ do goéry. Dopoki

temperatury warstw wody w naczyniu

beda wyzsze od temperatury najwickszej gesto$ci ¢ , najnizsza
temperature bedzie wskazywal temometr, umieszczony najblizej
dna, najwyzszag — termometr, znajdujacy si¢ u gory; w tempe-
raturach nizszych od # wskazania termometrow beda odwrotne;
roznice wskazan beda najmniejsze w poblizu temperatury zm.

rys. 200 a

Jezeli wigc odklada¢ bedziemy na osi odcigtych czas, na osi
rzednych — wskazania termometréw, otrzymamy krzywe, prze-
cinajgce si¢ prawie dokladnie w jednym punkcie, odpowiadaja-
cym temperaturze najwigksze] gestosci wody (rys. 200 a).
Despretz w ten wlasnie sposob wyznaczyt (1863 r.), ze tempera-
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tura ta wynosi 3,98° C. T¢ samg warto$¢ otrzymatl w bardzo sta-
rannych pomiarach Coppet (1894 r.). W tej temperaturze ge-
sto§¢ wody wynosi, wedlug pomiarow Benoita i Buissona
(1907 r.), 0,999 973 g/cm3. Zmiany ggstosci wody w zaleznosci
od temperatury przedstawia krzywa rys. 201, ktoérg podajemy
wedhug Jellineka. Krzywg t¢ mozna przedtuzy¢ w kierunku tem-

peratur ujemnych, pomiary bowiem z woda przechtodzong (rozdz.
XI, ust. 1), wykonane przez Pierre’a (1845 r.), Rosetti'ego
(1869 r.) i innych, wykazaly, ze woda ozigbiana ponizej tempera-
tury krzepniecia zwigksza w dalszym ciggu swoja objetosc.

Zalezno$¢ gestosci wody od temperatury Thiesen wyrazit
(1904 r.) nastgpujacym wzorem empirycznym

<t—3,982) <+273 350 —¢
466700 * <+67 * 365—<"

Zalezno$¢ spotczynnika rozszerzalnosci cieczy od cisnienia,
pod jakim ciecz si¢ znajduje, mozemy ustali¢ na podstawie zna-
nej nam (rozdz. VI, ust. 3) zaleznosci spotczynnika Scisliwosci od
temperatury. Przypu$émy, ze pewna mase cieczy o objetosci vl
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pod ci$nieniem 1 Atm, w temperaturze 0° C chcemy doprowa-
dzi¢ do temperatury ¢° C i poddaé ja cisnieniu p Atm. Mozemy
to osiggnac albo, ogrzewajac ciecz pod stalym cisnieniem do tem-
peratury ¢° C i zwigkszajac nastgpnie w tej temperaturze ci-
$nienie do p Atm, albo tez, poddajac ja w temperaturze 0° C
ci$nieniu p Atm i ogrzewajac ja pod tym ci$nieniem do tempe-
ratury ¢° C. W obydwu przypadkach ciecz powinna ostatecznie
zajmowac te samag objetos¢ v . Oznaczmy przez a(l) sredni
spétczynnik rozszerzalno$ci objetosciowej cieczy pod cisnieniem
1 Atm, przez a(p) — pod cisnieniem p Atm, przez y) — spot-
czynnik $ci§liwosci cieczy (rozdz. VI, ust. 3) w temperaturze
0° C, przez y — w temperaturze ¢° C. Ogrzewajac ciecz pod ci-
$nieniem 1 Atm do temperatury ¢° C, otrzymamy

poddajac ciecz w tej temperaturze cisnieniu p, bedziemy mieli
vip = (1~ P)y=MI+«1)0(l — <b)
Zwickszajac ci$nienie w temperaturze 0° C, znajdziemy
Ro., = r'o(1—ro.P).

ogrzewajac za$ nast¢pnie do temperatury ¢° C

vip = Yoptl +alP) =vo(l +a(p Ol —70-PV ©)
Przyrownywajac (¢) i (b), mamy *
1+ qU)z_ | —/off Ox
I+ ¢t 1l—yp' y

Dla wszystkich cieczy, z wyjatkiem wody, ktorej $cisliwosé¢
ze wzrostem temperatury, w granicach od 0° C do mniej wigcej
50° C, maleje, y0 < y(f skad «<0> a(p>. Spoélczynnik rozszerzal-
nosci objetoSciowej zmniejsza si¢ ze wzrostem ci$nienia. Ten
wniosek potwierdzity calkowicie doswiadczenia A magata
(1893 r.) i Bridgmana (1912 r.), ktérzy stwierdzili rowniez, ze
pod bardzo wielkimi ci$nieniami a staje si¢ prawie niezalezne
od temperatury. Tak np. dla eteru etylowego pod cisnieniem
50 Atm $redni spoétczynnik rozszerzalnosci zmienia si¢, wedtug
Amagata, od wartosci 1511.10-6, jaka ma w granicach tem-

peratur od 0° do 20°, do warto$ci 2112.10~¢ w granicach od
80° do 100°, a wigc o przeszto 35%, pod cisnieniem zas 900 Atm

od 926.10-6 do 928.10-G. Wyjatku pod tym wzgledem nie sta-
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nowi réwniez i woda. Tammann stwierdzit (1912 r.), ze pod ci-
$nieniem 100 Atm znika charakterystyczne dla tej cieczy ma-
ximum gestosci; pod cisnieniem 3000 Atm objeto$¢ wody jest
doktadnie liniowa funkcja temperatury.

Doswiadczenia te pozwolity rowniez wyznaczy¢ wzrost ci-
$nienia, wywieranego przez ciecz, ogrzewana w zamknietym na-
czyniu. Wzrost ten dla wszystkich cieczy, z wyjatkiem wody,
jest prawie niezalezny od ci$nienia poczatkowego i proporcjo-
nalny do wzrostu temperatury, jak tego mozna bylo oczekiwac
na podstawie zmniejszania si¢ spotczynnika a ze wzrostem ci-
$nienia. Dla wody ta niezalezno$¢ od cisnienia poczatkowego
ujawnia si¢ dopiero w temperaturach wyzszych.

4. ROZSZERZALNOSC GAZOW

W gazach wzrost prezno$ci, towarzyszacy ogrzewaniu
w stalej objetosci, podlega innym na ogdt prawom. W gazach
doskonatych jest on, jak widzieliSmy (ust. 1) w jednakowym
dla wszystkich gazéw stosunku do preznosci w temperaturze
0° C. Z okreslenia za$§ wybranej przez nas skali termometrycz-
nej wynika, ze wielko$¢, wyrazajaca ten wzrost, odniesiony do

jednostki poczatkowego ci$nienia przy ogrzaniu o 1° C
a= f;{fgﬂ (10)
a ktorag nazwiemy spolczynnikiem rozprezliwosci
lub termicznym spotczynnikiem preznosci
gazu, posiada warto$¢ stalag. Zmiana zatem preznosci gazu
doskonatego, ogrze-
wanego w statej obje-
to$ci, wyrazi si¢ na
wykresie (rys. 202),
gdzie na osi odcigtych
odktada¢  bedziemy
temperatury, na osi
rzednych — ci$nienia,
linig prosta, bedaca
w danym przypadku
tzw. izochorg (gr.
izos — roéwny, chora —
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kraina, dziedzina). Tangens kata nachylenia tej prostej do osi ¢
jest proporcjonalny, a w przypadku p0l=1 réwny liczbowo
spotczynnikowi ap (rys. 202). Doswiadczenia Charles’a i Gay-
Lussaca (ust. 1) ustalily, ze spolczynnik ten réwny jest spot-
czynnikowi rozszerzalno$ci objgtosciowej gazu pod statym ci-
$nieniem av, tak, ze ktadac n) = 1, odtworzymy zmiang objetosci
przy nagrzewaniu pod stalym ci$nieniem przez lini¢ prostg, na-
chylong pod tym samym katem, co izochora, do osi ¢ (rys. 202).
Bedzie to tym razemizob ara.
Roéwnos¢  spotczynnikow ap i a) wynika bezposrednio
z prawa Boyle’a-Mariotte’a, ktore, jak wiadomo, przyjmujemy
za obowiazujace dla gazow doskonalych. Niech v0, Po beda obje-
toscig i preznoscig danej masy gazu w temperaturze 0° C, b, p —
w temperaturze ¢° C. Ogrzewajmy gaz pod stalym ci$nieniem pl
do temperatury ¢° C, objetos¢ jego przybierze wartos$¢
Dt= vl (1 4- av. t).
W tej temperaturze zmieniajmy obj¢tos¢ i cisnienie tak,
aby przybraty wartoéci D i p. Z prawa Boyle’a-Mariotte’a mamy
py=poi)t =poD0 (1 +«,+O. ' (a)
Mozemy jednak postgpowac i inaczej; ogrzewajac gaz w stalej
objetosci, zwickszymy jego preznos¢ do wartosci
P, = Po (1 + o>.t).
Zmieniajac i tym razem odpowiednio ci$nienie i objgtos¢, otrzy-
mamy pD = pt.Do = Po D0 (1 + ap.2) (b)
Z zestawienia (a) i (b) wynika
a =a,
Odrzucajac wigc znaczki przy spoétczynnikach a, mozemy
ktorykolwiek ze wzordw (a) i (b) przepisa¢ w postaci
pi) =p0 D0 (1 + ay), (11)
otrzymujac tzw. rownanie gazow doskonatych.
Wartos$¢ a przyjmujemy, zgodnie z wynikami pomiarow,
o ktorych bedzie mowa nizej, za réwna 0,0036609 lub  * --
270JIo
(ust. 1).
Przeprowadzmy trzy wzajemnie prostopadle osie, na ktdrych
begdziemy odkladali objetosci, preznosci i temperatury gazu. Kazda
grupa warto$ci v, p, ¢ wyznacza¢ bgdzie pewien punkt przestrzeni.
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odpowiadajacy stanowi danej masy gazu. Miejscem geometrycznym
tych punktéw jest powierzchnia, wyznaczona przez rownanie (11).
Przetnijmy te¢ powierzchni¢ (rys. 203) plaszczyzng, rownolegla do
plaszczyzny pv. .Wszystkim punktom przecigcia odpowiada ta sama
warto$¢ zmiennej t, wobec czego krzywa przecigcia jest izoterma
(rozdz. VI, ust. 8), majaca, zgodnie z prawem Boyle’a-Mariotte’a,

ksztalt hiperboli réwnobocznej Przecigcie plaszczyzng réwnolegla do
plaszczyzny D¢, a wigc plaszczyzna, ktorej wszystkim punktom odpo-
wiada ta sama warto$¢ p, da nam izobar¢ w postaci linii prostej,
skierowanej w stron¢ wzrastajagcych objetosci. Podobnie z przecigcia
plaszczyzna, réwnolegla do ptaszczyzny pt, otrzymamy izochorg. Bio-
rac inng mas¢ gazu otrzymamy powierzchni¢ tego samego ksztattu,
rownolegly do poprzednie;j.

W réwnaniu (11) ¢ jest temperaturg, wyznaczong w skali
gazowej. W skali bezwzglednej temperatura ta jest, jak wia-
domo (ust. 1), rowna T = ¢ 4- 273,16. Podstawiajac ja za-
miast ¢, otrzymamy

=p0.0 v SRS oftls - (19)

gdzie R jest stala gazowag. Wzor (12) czgsto bywa nazy-
wany rownaniem Clapeyron a. Oznaczmy przez 7o
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temperaturg bezwzgledna, topniejacego lodu, rowna 273,16° K.
Wzor (12) przepiszemy w postaci

N S G (12a)

Wybierzmy za jednostke masy mase jednej drobiny gramo-
wej (mola), tzn. mase, zawierajacg, tyle gramoéow, ile jednostek
zawiera ci¢zar drobinowy danego gazu, za jednostke ci$nienia
1 Atm, za jednostke objetosci 1 litr.

Wielko$¢ R bedzie miata wtedy dla wszystkich gazow do-
skonatych o masie réwnej drobinie gramowej warto$¢ jedna-
kowa, z prawa bowiem Avogadro wynika, ze objetos¢ drobiny
gramowej pod danym cis$nieniem i w danej temperaturze jest
dla wszystkich gazéw doskonalych jednakowa. Wybierajac za
gaz wzorcowy tlen pod ci$nieniem | Atm w temperaturze 0°
i obliczajac z wyznaczonej do$wiadczalnie wartosci iloczynu
ph v jednej drobiny gramowej tego gazu warto$¢ tego iloczynu
dla gazu doskonalego o tej samej temperaturze, otrzymamy

R= = = ©08205 | “ton > (13)
2<0110  ZNONO Stop*

Jak o tym byta juz mowa w ust. 8, rozdz. VI, rownanie izotermy
dla niewielkich ci$nien mozemy przedstawi¢ w postaci

p>=4A 4- Bp,

gdzie A warto$¢ iloczynu dla ci$nien znikomo matych, a wigc dla stanu
bliskiego stanowi gazu doskonalego. Oznaczajac przez jo'( warto$é
iloczynu dla gazu rzeczywistego pod ci$nieniem | Atm w tempera-
turze 0° C, przez po Do = A warto$¢ dla gazu doskonalego o tej samej
temperaturze i, oczywiscie, tej samej masie, otrzymujemy

"

-1 =p,V, (14-6),
o/

/ B
B, =B {1
\ -
skad
Po Do B i_éjt- gg
Litr tlenu wazy w temperaturze 0° C pod ci$nieniem 1 Atm

1,42892 g, objetos¢ wige jednego grama wynosi 14202 objetosc za$

drobiny gramowej o masie 32 g — 1 4%92 I, iloczyn zatem 1

32
P'.”". = M28921XAtm



336

Wedlug danych van Laara
= 224161 X Atm

2

1 —0,000956  1,42892 (1§-0,000956)

Inne pomiary prowadzg do wartosci nieco mniejszej; biorac prze-

cigtng, otrzymujemy warto$é, podang wyzej, nieco mniejszg od przy-

jetej na Miedzynarodowym Kongresie Chemicznym 1906 r. i wyzna-
czonej przez Berthelota (1904 r.) wartosci 0,08207.

Znajac R, mozemy z wartosci iloczynu p'v' i statych 4, B danej

izotermy wyznaczy¢ temperaturg bezwzgledng T tej izotermy ze wzoru

T=PL=

Py — Py =
oo

W uktadzie C. G. S. warto$¢ R wynosi, po podstawieniu za-
miast litra 1000,027 cm3, zamiast 1 Atm — 1013 260 dyn/cm2,
8,314.107 erg/stop.

Roéwnanie gazow doskonalych, gdy masa gazu réwna jest n
drobinom gramowym, bedzie mialo posta¢ nastepujaca

pv=n.0,08205 T | X Atm=n. 8,314.107. T erg (13 a)

Gazy rzeczywiste nie podlegajg jednak, jak wiemy, prawu
Boyle’a-Mariotte’a i przytoczone wyzej rozumowanie, na kto-
rym oparliSmy dowod rownosci obydwu spotczynnikow termicz-
nych gazu, do nich stosowa¢ si¢ nie moze. Pierwsze doktadne
pomiary wartosci spotczynnikow termicznych réznych gazow,
zawdzigczamy Regnaultowi (1842 r.).

Roznice wartosci ap dla réoznych gazow Régnault stwierdzit przy
pomocy przyrzadu, ktorego zasadnicza czg$¢ stanowita rurka, zgieta
w ksztalt potrojnych widetek (rys. 204) i wypelniona czg¢sciowo
rtecig. Poziome rurki, stanowigce przedtuzenie gatezi a, b, prowa-
dzity do zbiornikow, z ktérych kazdy zawierat inny gaz, rurka c byta

otwarta. Masy gazow tak byly do-
brane, ze w temperaturze 0° C rteé
w rurkach a i b statla na jednako-
wym poziomie. Po ogrzaniu obydwu
zbiornikéw do 100° C dolewano do
rurki ¢ tyle rtgci, aby osiagnela
w rurkach bocznych poziom poprzedni.
To si¢ jednak okazato rzecza niemoz-
liwa: gdy rte¢ w rurce a doszta do
poprzedniego poziomu, w rurce b po-
ziom byl wyzszy lub nizszy od po-
rys. 204 przedniego.
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Wartosci ap i a, Régnault wyznaczal przy pomocy przy-
rzadow, mato rézniacych si¢, poza pewnymi szczegdtami budowy,
od termometru gazowego (ust. 1). Oto kilka danych, otrzyma-
nych przez niego przy pomiarach pod ci$nieniem normalnym,
w granicach od 0° do 100° C.

a, ay

wodor 0,0036678 0,0036613
tlenek wegla (CO) 0,0036667 0,0036688
dwutlenek wegla (CO2) 0,0036896 0,0037099
powietrze 0,0036653 0,0036706

W tych wigc granicach temperatur ap jest dla wszystkich
badanych gazoéw, z wyjatkiem wodoru, mniejsze od a . War-
tosci tych spotczynnikow w wysokim, lecz roznym dla kazdego
z nich stopniu zalezne sg od ci$nienia, a przechodzi pod pew-
nym ci$nieniem przez maximum, ap za$ ze wzrostem cis$nienia
stale wzrasta, dochodzac do pewnej warto$ci granicznej. Wyja-
tek i tu stanowi wodor, dla ktérego ap jest prawie niezalezne
od ci$nienia, av za$ stale ze wzrostem ci$nienia maleje. Wedlug
Amagata (1893 r.) ap pod ci$nieniem 2800 Atm (w granicach
temperatur od 0° do 15,4° C) roéwne jest 0,00131, ap — pod
tym samym cis$nieniem 0,00325, ay zmniejsza si¢ zatem o 64%
wartosci, jaka posiada pod cisnieniem normalnym, ap — nie
wiele wigcej ponad 10%. W temperaturach niskich jednak i wo-
dor ma te same wlasno$ci, co pozostate gazy. Witkowski wyka-
zat (1905 r.), ze w temperaturze — 212° C wzrost cisnienia do
60 Atm powoduje wzrost spotczynnika av do wartosci 0,003841,
co dowodzi, ze anomalie zmian spétczynnikow ap i au wodoru
w temperaturze powyzej 0° C sa uwarunkowane przez te same
czynniki, ktére powodowaly anomalie S$cisliwosci tego gazu
(rozdz. VI, ust. 8).

Zalezno$¢ a 1 a od ci$nienia w granicach temperatur
od 0°C do 100° C odtwarza wykres rys. 205, wzigty z pod-
recznika ,,Handbuch der Physik“ Miillera-Pouilleta. Wykres
ten wskazuje dowodnie, ze w miar¢ zmniejszania si¢ cisnienia
réznice wartosci spotczynnikdw a 1 av stopniowo si¢ zmniej-
szaja, dazac do pewnej, wspolnej dla wszystkich gazéw granicy,
ktora osiggajg pod bardzo matymi ci$nieniami. Tg¢ warto$¢

Wyklady fizyki, t. 1 22
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graniczng 0,00366 09 przyjmujemy za a = <z= a gazu do-
skonatego.

Spotczynniki termiczne sg réwniez funkcjami temperatury.
Pomiary Witkowskiego, z ktorego nazwiskiem ciagle si¢ spoty-
kamy pod ci-

Spolcz\jnriki Toisientlnobl  (

rys. 205

$nieniem 15 Atm @i zmienia si¢ od wartosci 0,00427 w tem-
peraturze — 145° C do wartosci 0,00379 w temperaturze 100° C.
Zmiana wigc, jak widzimy, jest niewielka: w tak obszernych
granicach temperatury wynosi mniej wigcej 11%.



ROZDZIAL IX

PIERWSZA ZASADA TERMODYNAMIKI.
KALORYMETRIA

1. ILOSC CIEPLA

Rozpatrywane w rozdziale poprzednim zjawisko wyrowny-
wania temperatur dwu ciat 4 1 B, nie dzialajacych na siebie
chemicznie i stanowigcych uklad odosobniony, przypisujemy
przejsciu pewnej ilodci ciepta od ciata B, ktérego temperatura
obniza si¢ wskutek tego o b stopni, do ciala 4, ktorego tempe-
ratura wzrasta o a stopni.

Ochtodzmy cialo 4 do temperatury poczatkowej i zastagpmy
w ukladzie cialo B innym ciatem C, ktore przy wyréwnywaniu
temperatur ochtodzi si¢ o ¢ stopni; jezeli i tym razem tempe-
ratura ciala 4 wzro$nie o poprzednia liczbe a stopni, bgdziemy
uwazali ilosci ciepta, oddane przez ciala B i C, za jednakowe.
Stwierdzamy do$wiadczalnie, ze wynik pomiaru nie ulegnie
zadnej zmianie, gdy ciato 4 zastgpimy innym ciatem D: ilosci
ciepta, ktore powodowaly jednakowe zmiany temperatury
ciala 4, spowoduja jednakowe (lecz na ogdt rézne od zmiany
temperatury JI) zmiany temperatury ciata D. Podane wyzej
okreslenie rownych ilosci ciepla jest zatem niezalezne od wy-
boru ciala kalorymetrycznego (tac. calor — ciepto)
tzn. ciata, przy ktérego pomocy réwnos¢ te¢ ustalamy.

Jezeli zmienimy mase ciala 4 z mx na m2, to, jak to znoéw
stwierdzamy do$wiadczalnie, w tym samym stosunku musimy
zmieni¢ mas¢ ciata kalorymetrycznego B, aby to samo obnize-
nie jego temperatury b wywolato ten sam wzrost o a stopni
temperatury ciala 4. Na tej podstawie przyjmujemy, ze ilos¢

22%
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ciepla, oddana w tym przypadku, jest do ilosci ciepta, oddanej
poprzednio, w stosunku takim, jak masa m2 do masy mv

Te zalozenia podstawowe uwazamy za obowigzujace row-
niez i w przypadku, gdy tylko jedno z ciat uktadu (np. B)
zmienia swg temperature, tak, ze temperaturg rownowagi jest
temperatura drugiego ciata, ktore jest wtedy tzw. Zrodiem
ciepta, ujemnym, gdy jego temperatura jest nizsza, lub do-
datnim, gdy jest wyzsza od poczatkowe] temperatury ciala B.
Zmiany, zachodzace w zrédle przy pobieraniu lub oddawaniu
ciepta przez ciato B, wyrazaja si¢ tym razem nie w zmianach
temperatury ciata, lecz jak np. w przypadku, gdy zrédltem cie-
pla jest topniejace cialo, w zmniejszaniu lub zwigkszaniu sig
tej czgsci jego masy, ktora znajduje si¢ w stanie cieklym. Mie-
rzac zmiany odpowiedniej wielko$ci, charakteryzujacej stan
fizyczny zrddla, bedziemy uwazali za rowne te ilosci ciepta,
ktore powoduja te same zmiany rownych mas zrodla, za bedace

za$ w stosunku ™ te, ktore spowoduja te same zmiany w ma-

sach ml 1 m? zrodla, zrddlo ciepla moze byé zatem, podobnie,
jak ciato A4, cialem kalorymetrycznym.

Pospolicie za ciala kalorymetryczne bierze si¢ wodg albo
16d w temperaturze topnienia. Przez jednostke wodnag ciepla
rozumiemy takg jego ilo$¢, ktoéra ogrzewa oznaczong masg
wody o oznaczong liczbe stopni, przez jednostke lodowa taka
ilos¢ ciepta, ktoéra zamienia oznaczong mas¢ lodu o tempera-
turze 0° w wode o tej samej temperaturze.

Z jednostek wodnych uzywane sa Srednia kaloria
i kaloria. Nazwa $redniej kalorii oznaczamy setnag czgs¢
tej ilosci ciepla, ktora jest potrzebna do ogrzania jednego grama
wody od 0° C do 100° C, nazwa za$ kalorii, przyjetej obecnie
za obowigzujacag w pomiarach laboratoryjnych jednostke ciepta,
ilos¢ ciepta, potrzebng do ogrzania 1 g wody od 14,5° do 15,5° C.
Jednostki te tak mato si¢ r6éznig, ze mozna, bez obawy popet-
nienia znaczniejszego btedu, uwaza¢ je za rowne; bedziemy je
tez oznaczali tym samym symbolem kal.

Czasami mozna si¢ spotkaé z oznaczeniem kalorii symbolem kalie.

Biorac za jednostke masy 1 kg, otrzymamy, zachowujac
poza tym okreslenia poprzednie, duza $rednig kalori¢ lub duza
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kalorie¢ (Kal), biorac za§ 1 tonne = 106 g, rzadko uzywana
termig.

Za jednostke lodowa, bedaca obecnie jedynie jednostka po-
mocniczg, przyjmujemy ilo$¢ ciepta, potrzebng do zamiany | g
(lub 1 kg) lodu o temperaturze 0° C w wode o tej samej tem-
peraturze. Jednostka lodowa réwna jest, wedlug Smitha
(1903 r.), 79,3 kal (rozdz. XI, ust. 2).

Przyrzady, stuzace do pomiaru ilosci ciepta, nosza nazwe
kalorymetroéw. Opis ich i gloéwniejsze metody pomiardéw
sg podane nizej (ust. 5 i nast.).

2. PRZEMIANY ZAMKNIETE. ROWNOWAZNOSC CIEPLA
I PRACY

W rozwazanych w poprzednim ustgpie przypadkach ilos¢ .
ciepta, pobieranego przez jedno z ciat uktadu, przyjmowalismy
za rowng ilosci ciepla, oddanego przez drugie cialo. Takie za-
lozenie dopuszczalne jest jedynie wtedy, gdy w ukladzie poza
wyréwnywaniem temperatur nie zachodza zadne inne zjawiska.
Przypusémy jednak, ze tak nie jest i ze cialo 4 podlega roz-
nym przemianom, wracajac ostatecznie do tego samego stanu
poczatkowego, przez co rozumie¢ bedziemy te samag objgtosc,
ksztalt, temperature, whasno$ci chemiczne i fizyczne, lecz nie
energi¢ ruchu ciata, ktéra moze mie¢ warto§¢ odmienng od po-
czatkowej. Mowimy wtedy, ze cialo podleglo przemianie
zamknicte] lub koltowej lub wreszcie zamknie-
temu cyklowi przemian.

W wielu przypadkach stan fizyczny ciata mozemy uwaza¢ (dla
danej masy ciala) za funkcj¢ dwu tylko jego parametrow (rozdz. VIII,
ust. 1). Wtedy kazdorazowy stan ciala mozemy przedstawi¢ gra-
ficznie w postaci punktu, odniesionego do osi, na ktéorych odktadad
bedziemy odpowiednie warto$ci parametréw. Niech np. badane ciato
bedzie pewng masg gazu o poczatkowej objetosci w i preznosSci p.
Punkt 4 (rys. 206) o spolrzgdnych v=0Z) i p— AI) odtworzy jed-
noznacznie stan gazu, trzeci bowiem parametr — .temperatura —
jest, jak wiemy, dla danej masy wyznaczony przez jej objetosé
i prezno$é. Jezeli przemiany, jakim gaz podlega, sa tego rodzaju, ze
w kazdej chwili pr¢znos¢ i objetos¢ wilasciwa (tzn. objetos¢ jednostki
masy) ma we wszystkich elementach ciala warto$¢ jednakowa, wtedy
kolejnym stanom gazu przy przejsciu ze stanu 4 do stanu B odpo-
wiadajg punkty krzywej 4AB. Gdy gaz ze stanu B wroci do stanu
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poczatkowego A, przechodzac przez stany, odpowiadajace punktom

krzywej BA, krzywa AbBcA stanie si¢ krzywa zamknigtg. Stad jed-

nak nie wynika bynajmniej, aby kazda krzywa, zamknigta w pla-
szczyznie p-u, odpowiadata przemianie zamknietej. Jezeli bowiem stan
ciala wyznaczany jest

przez trzy parametry,

wowczas rzut na plaszczy-

zng pv krzywej skosnej,

odtwarzajacej przemiang

ciala, moze by¢ krzywa

zamknigta, podczas gdy

krzywa skosna bedzie

otwarta. Przypus$émy,

biora¢ przyktad podany

przez Marchis, ze bada-

nym cialem jest miesza-

nina chloru i wodoru w

stosunku 1 g wodoru na

V 35,5g chloru, zajmujaca

poczatkowo objetos¢ w pod

ci$nieniem p, w tempera-

turze t°C i ze tym warto-

sciom parametrow p i w odpowiada na wykresie rys. 206 punkt A.
Przypusémy dalej, ze jedna z przemian, jakim podlega ta mieszanina,
jest potaczenie si¢ chemiczne tych pierwiastkow, nie powodujace samo
przez si¢ zmiany objetosci, wobec czego powstaly gaz chlorowodorowy
zajmuje po doj$ciu z powrotem do temperatury poczatkowej t¢ sama
objetos¢ i cisnienie, co poprzednio. Na plaszczyznie pv stan jego od-
twarza ten sam, co poprzednio, punkt 4 i krzywa przemian na tej
plaszczyznie jest krzywa zamknigta, jakkolwiek stan koncowy ciala
jest, oczywiscie, inny, niz poczatkowy.

Ilos¢ ciepta, ktora cialo pobierze lub odda podczas takiej
przemiany, a ktorag wyznaczymy, mierzac cieplo, jakie nalezy
cialu ostatecznie odebrac lub doda¢, aby doprowadzi¢ je do stanu
poczatkowego, nie bedzie na ogét réwna cieplu oddanemu lub
pobranemu przez inne ciala ukladu. Begdzie ona wigksza lub
mniejsza, zaleznie od tego, czy praca pobrana przez dane
cialo bedzie wicksza czy mniejsza od zmiany energii ruchu. Be-
dziemy bowiem mieli zazwyczaj nierownos¢

A_(TTI-2,0)90.

Stata rownoleglo$¢ wystepowania tych dwu zjawisk: pozornej
straty (lub przyrostu) czg$ci pracy i wywiazywania si¢ (lub
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pochlaniania) pewnej ilosci ciepta Q, nasuwa pytanie, czy pomi¢-
dzy tymi wielkosciami nie istnieje zwigzek analogiczny do tego,
jaki przy rozpatrywaniu zjawisk mechanicznych stwierdzili$my
miedzy wykonywang pracg i zmiang energii mechanicznej. Od-
powiedZz na to pytanie mozemy znalez¢ jedynie na drodze do-
$wiadczalnej ; jezeli bowiem mamy tu do czynienia z wywigzy-
waniem si¢ ciepta kosztem pracy, stosunek

)

musi mie¢ warto$¢ statg, niezalezng od rodzaju przemian, jakim
dane cialo podlega. Stwierdzenie tej stalo$ci zawdzigczamy
w pierwszym rzedzie pracom J. R. Mayera (1842 r.) i Joule’a
(od 1843 r.).

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze dopiero pomiary, stwierdzajace
proporcjonalno$¢ wywiagzanego ciepta 1 straconej pozornie pracy,
mogly udowodni¢ powstawanie ciepta kosztem pracy. To bowiem, ze
wywigzywaniu ciepla towarzyszy zuzycie pewnej pracy, moglo byé
i bylo wyjasniane inaczej, a mianowicie, ze praca wyzwala ciepto
z danego ciala, podobnie, jak przeklucie worka wypelionego woda,
powoduje wyptyw z niego wody. Jest rzecza oczywista, ze miedzy
praca, wykonang przy przekluwaniu i zalezna jedynie od grubosSci
i rodzaju materialu worka, a ilocia wyptywajacej cieczy czy tez
predkoscia jej wyplywu czy wreszcie energia jej ruchu nie moze by¢
zadnego oznaczonego zwiazku. Tym si¢ tlumaczy, ze ani do$wiadcze-
nia Rumforda (1798 r.), ktory stwierdzil, ze przy wierceniu luf
armatnich wywiazuja si¢ ogromne ilo$ci ciepta, ani do$wiadczenia
Davy’ego (1799 r.), ktory stopil kawatki lodu, pocierajac jeden z nich
o drugi, nie odegraly w historii nauki wigkszej roli, aniZeli znane od
dawna fakty nagrzewania si¢ nienasmarowanych osi lub wzniecania
ognia przez pocieranie.

O pracy Mayera bedziemy mowili nizej (ust. 9) ; z licznych
doswiadczen Joule’a, wykonywanych przez niego w ciagu lat
z gorg trzydziestu, opiszemy tylko jedno, wyrdzniajace si¢ pro-

-stotg uktadu. W naczyniu, wypelionym woda (rys. 207),
umieszczona jest o§ pionowa, zaopatrzona w poziome topatki a.
Na osi osadzony jest z zewnatrz naczynia wal, na ktory nawini¢te
sg dwa sznury, przerzucone przez bloki i obcigzone cigzarami
Q0 = mg. Cigzary te, spadajac, wprawiaja w ruch wiatraczek
i wod¢ w naczyniu. Dla zwigkszenia tarcia i zapobiezenia zbyt
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rys. 207

szybkiemu ruchowi wody osadza si¢ w $cianach naczynia nieru-
chome topatki b. Praca sily cigzkosci 17, wykonana przy spadar
niu ci¢zarow z wysokosci h, wynosi ntgh, energia ruchu, jaka
cigzary posiadajg w koncowym punkcie swej drogi, niech bedzie

rowna 2. — T-v2 = mv2, praca przeciwko sitom tarcia migdzy

sznurem 1 blokiem > cieplo, wywigzane w naczyniu z woda
i ktére nalezatoby odebra¢, aby ciata te doprowadzi¢ do stanu

poczatkowego, Q. Dla kazdej wartosci (a wiec dla réznych
wysokosci spadku i r6znych mas cial zawieszonych) stosunek
_mgt %
0

powinien mie¢ warto$¢ stala.

Pomiary Joule’a wniosek ten potwierdzily. Warto$¢ J we
wszystkich przypadkach wahata si¢, w granicach bledu doswiad-
czenia, okolo pewnej $redniej wartosci.

W tym uktadzie bledy do$wiadczenia sg do$¢ znaczne. Najwigk-
sze trudno$ci sprawialo wyznaczenie pracy przeciwko sitom tarcia

i straty energii w koncowym punkcie drogi cigzardw. Poprawki te

muszg by¢ wyznaczone bardzo doktadnie, gdyz wzrost temperatury

wody w naczyniu jest na ogoét niewielki: dwudziestokrotne spadanie
cigzaro6w powodowato w doswiadczeniach Joule’a podniesienie si¢ tem-

peratury wody zaledwie o 0,2° C.

Szczegodlnie dokladne pomiary stosunku (1) wykonat
Rowland (1879—1880 r.), wprowadzajac pewne ulepszenia do
metody, uzytej przez Joule’a, nastepnie Miculescu (1892 r.)
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D
rys. 208

i ostatnio Jaeger i Steinwehr (1915 r.). Podobng metoda postu-
giwal si¢ rowniez Puluj (1876 r.).

Hirn wyznaczal (1850 r.) warto§¢ J sposobem nastepu-
jacym. Na mocnej ramie drewnianej (rys. 208) zawieszony byt
blok kamienny, na ktéry w B nasadzona byla zelazna plytka;
na tej samej ramie wisial walec zelazny 4, miedzy za§ walcem
i blokiem grubo$cienne naczynie otowiane D, zawieszone tak,
aby otwor jego przypadat na osi walca; naczynie to przed do-
$wiadczeniem napetniano woda, ktorej temperature, réwng tem-
peraturze naczynia, starannie wyznaczono, po czym wod¢ z na-
czynia wylewano. Walec 4 podnoszono do gory na wysokos$¢ i,
i opuszczano ; walec uderzal o naczynie, ktore ze swej strony ude-
rzato o blok, i odskakiwal na wysokos¢ A4\ mniejszg znacznie
od A, gdyz uderzenie byto w tym przypadku niesprezyste, blok
za$ podnosil si¢ na wysokos¢ i"”. Zaraz po tym uderzeniu wyjmo-
wano naczynie i wyznaczano jego temperature, skad obliczano
ilos¢ ciepta O, jakg musiatoby odda¢, aby wréci¢ do stanu po-
czatkowego. Oznaczajac przez mu — mas¢ walca, przez mb —
mas¢ bloku, na stosunek J otrzymujemy

- mw,h}g— mwh fg—ny’l’,rg

Wszystkie tego rodzaju pomiary daly na J stosunkowo mato
roznigce si¢ wartos$ci i potwierdzity istnienie proporcjonalnosci
migdzy nadwyzka pracy i iloScig wywigzanego ciepta. Co wigcej,
doswiadczenia Hiroa nad praca, wykonang przez maszyn¢ pa-
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rowg, ustality analogiczng proporcjonalnos¢ miedzy cieplem,
otrzymywanym przez par¢, i praca, wykonang przez maszyng.
Mozemy zatem, opierajac si¢ na rozwazaniach, podobnych do
tych, jakimi postugiwalismy si¢ w ust. 9 rozdz. II, stwierdzi¢, ze
ciepto jest pewnym rodzajem energii, mogacym powstac z pracy
mechanicznej lub w prace te si¢ przeksztatci¢. Wielko$¢ J, nazy-
wana rownowaznikiem mechanicznym cieptla,
wyraza stosunek pracy, zamienionej w cieplo, do ilosci ciepta
wywigzanego.

Na podstawie bardzo dokladnych pomiaréw, wykonanych
w ciagu ostatnich lat (Callendar i Barnes — 1900 r., Dieterici —
1905 r., Jaeger i Steinwehr 1915 r.), za najprawdopodobniejsza
warto$¢ J uwazamy

4,184 -yF" = °4269 | ¢ )

Jezeli energia ruchu badanego ciata lub badanego uktadu
cial, poddanego przemianie kolowej, pozostaje bez zmiany, tak
ze L1 = L0, wzOr (1) przybiera posta¢

—JQ =0, 3)
wyrazajacg zasade rOwnowaznosci cieplta i pracy
w przemianach zamknigtych. Gdy prace i ciepto, pobrane przez
uktad, bedziemy uwazali za wielkosci dodatnie, prace za$ wyko-
nang i ciepto wywigzane za ujemne, otrzymamy

+JQ = 0. (3a)

3. PRZEMIANY OTWARTE. ENERGIA WEWNETRZNA. ZA-
SADA ZACHOWANIA ENERGII

Doswiadczalne potwierdzenia zasady réwnowaznosci ciepta
i pracy, rozpatrzone w ustgpie poprzednim, dotyczyly tych przy-
padkéw, gdy praca zewnetrzna powodowata wzrost temperatury
ciatla tub uktadu. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze w wyniku wyko-
nanej pracy ciata uktadu doznaja innych jeszcze, nie tylko ciepl-
nych, zmian swego stanu fizycznego. Doswiadczenia Joule’a
(1843 r.), Favre’a (1857 r.), Violle’a (1870 r.) udowodnity, ze
i w tych przypadkach powrotowi uktadu do stanu poczatkowego
towarzyszy¢ bedzie wywigzanie ciepla w ilosci takiej samej, jaka
bySmy otrzymali, przeksztalcajgc bezposrednio prace w ciepto.
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Wyobrazmy sobie, ze prace mechaniczng zuzywamy na obracanie
twomika pradnicy pradu statego, ktérej bieguny nie sg ze soba po-
faczone, obwod elektryczny jest wiec otwarty. Umie§émy pradnice
w kalorymetrze i zmierzmy ilo$¢ Q wywigzanego ciepta, gdy sily,
obracajace twomik, begdziemy réwnowazyli odpowiednio dobranymi
sitami oporu tak, aby predkos¢ katowa twornika byla stata i niewielka.
Nastepnie usunmy sity hamujace, zamknijmy obwod i dzialajmy na
twomik tymi samymi silami, co poprzednio. Ilo$¢ ciepta Q' wywia-
zana w kalorymetrze przy uzyciu tej samej pracy, bedzie mniejsza,
niz Q. Jezeli jednak do kalorymetru zanurzymy i przewodnik, tgczacy
bieguny pradnicy, a przez ktéry przeptywa prad elektryczny, stwier-
dzimy, ze ilo$¢ ciepta Q", wywiagzana w tym drucie, rowna jest 0—Q".
Przypusémy wreszcie, ze w obwod wlaczone jest naczynie z zakwa-
szona woda; podczas przechodzenia pradu wydzieli si¢ z tego roz-
tworu wodor i tlen; niech ilosci ciepta, wywigzane tym razem w twor-
niku i drucie, beda QUI i QIV; suma tych wielkosci bedzie znowu
mniejsza od Q. Wystarczy jednak zamieni¢ otrzymany gaz piorunu-
jacy z powrotem w wodg, aby stwierdzi¢, ze ciepto, oddane przy spa-
laniu Qg, wyréwna réznice 0 — Qni — QIV.

Rozumujgc znow tak samo, jak w ust. 9 rozdz. II, docho-
dzimy do wniosku, ze zmianom stanu fizycznego ciat uktadu,
spowodowanym przez prac¢ mechaniczng, towarzyszg zmiany
energii, ktére moga ujawnia¢ si¢ zgola inaczej, niz rozpatry-
wane dotychczas energie mechaniczne i1 cieplna, lecz ktére sa
z nimi w stalym oznaczonym stosunku.

Stad wynika, ze gdy przemiana, jakiej uklad podlega, jest
przemiang otwarta, tzn. koncowy stan ukladu jest ré6zny od
poczatkowego, bedziemy mieli na ogdt nierdwnosé

+JQ 4= 0.
Przypusémy, ze przy przej$ciu uktadu ze stanu 1 do stanu 2 nad-
wyzka pracy pobranej nad cieplem wywigzanym wyniesie e

Gz + ==j (&)
Przeprowadzmy uktad z powrotem do stanu | i niech tym
razem praca pobrana bedzie rownaTT , ciepto zas§ wywigzane Q'
przypusémy, ze bedziemy mieli wtedy
+ JO'=z¢ (b)
Obiedwie te przemiany stanowig przemian¢ zamknicta. Zgodnie
wigc ze wzorem (3a) otrzymamy

G+ +TQ+Q)=ec+e =0, (©)
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gdzie zaréwno <£z i jak i Q oraz @' moga by¢ wielko$ciami
dodatnimi lub ujemnymi, zaleznie od tego, czy praca zostata po-
brana przez uklad czy tez przez uktad wykonana i czy cieplo zo-
stalo pochtonigte czy wywigzane.

Ze wzoru (c) wynika, ze

e — —e¢/

ze wiec warto$¢ bezwzgledna wielkosci (“*z+ JQ) nie zalezy by-
najmniej od rodzaju przemiany, jakiej uktad podlega, lecz od
koncowego i poczatkowego stanu uktadu. Gdy za stan poczatkowy
bedziemy przyjmowali zawsze jeden i ten sam stan uktadu (np.
stan 1), wielko$¢ e zaleze¢ bedzie jedynie od koncowego stanu
uktadu, bedzie tego stanu funkcjg (rozdz. VIII, ust. 1).

Funkcja stanu nie jest jednak ani praca (GZ ani cieplo O, gdyz
warto$¢ kazdej z tych wielkosci oddzielnie zalezy od rodzaju prze-
miany, jakiej podlega uklad, od ksztattu drogi, jaka przebiega punkt,
odtwarzajacy stan ukladu (rys. 206).

Na podstawie wyzej przytoczonych rozumowan mozemy
wielko$¢ e uwaza¢ za miar¢ zmiany energii uktadu, spowodowa-
nej przez zmiang jego stanu fizycznego; energi¢ t¢ nazywac be-
dziemy energig wewnetrzng ukladu, rozumiejac przez
to wszelkie postaci energii, ktorych kosztem uktad przy powro-
cie do stanu poczatkowego moze wykonaé¢ prace lub wywigzac
ciepto. Niech vy bedzie energia wewnetrzng ukladu w stanie po-
czatkowym, t/2 — w stanie koncowym, wzor (a) lub (b) prze-
piszemy w postaci

IGZ + JQ = U2 — Ut 4)

wyrazajacej] pierwszg zasade¢ termodynamiki.
Czesto mierzymy energie¢ wewnetrznag w jednostkach ciepl-
nych, wtedy wzor (4) przybiera taki ksztatt

<Gz + JQ = J (U2 — Ux). (4a)
Dla uktadu odosobnionego i @ rbwne s3 zeru, wobec czego
u\ = Uv

W uktadzie odosobnionym energia wewnetrzna ma warto$¢ stalg.
Gdy uktad jest jedynie cieplnie odosobniony, tak, ze nie po-

biera ani nie oddaje ciepta na zewnatrz
%z = U2 — Uv ®))
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Pobieraniu pracy przez uklad towarzyszy zwickszanie sig,
wykonywaniu pracy — zmniejszanie si¢ energii wewnetrznej
uktadu. Te twierdzenia, bedgce wyrazem uogolnionej zasady
zachowania energii (por. rozdz. II, ust. 11), prowadza,
podobnie jak zasada zachowania energii mechanicznej w ukla-
dach zachowawczych, do wniosku, ze nie moze istnie¢ uklad,
ktory by moglt dostarcza¢ pracy w nieograniczonej ilosci, ktory
by wigc byt tzw. perpetuum mobile pierwszego
rodzaju.

4. CIEPLO WLASCIWE

Przypusémy, ze cialo o masie m g pobiera pewng ilos¢ cie-
pta @, na skutek czego ogrzewa si¢ od temperatury # do t2-

Wielko$¢ t—p bedziemy nazywali pojemnoscia ciep l-

n 3 danego ciala, wielko$¢ zas —TII -r- = e , , a wigc po-

jemnos¢, odniesiona do jednostki masy, cieptem wilasci-
wym ciala w granicach temperatur # i 2 Gdy r6z-
nica temperatur #2 — ¢t bedzie dazyta do zera, wielko$¢
. JQ I dQ
Wmar=wd =% &
nazwiemy cieplem wtasciwym w temperaturze t
(por. rozdz. VIII, ust. 2).

Z rownania (4a) po podstawieniu cf t (12 — zamiast

Q i po uwzglednieniu, Ze ciato ogrzewane nie pobiera pracy, lecz
ja wykonywa, tak, zef>z = —"otrzymujemy

= U.-Ut + (6)

lub w zastosowaniu do przemiany elementarnej
Clz = (62)

Z wielkosci, stojacych po prawej stronie rownan (6) i (6a),
pierwsza U2 — v (lub dZ7) jest zalezna jedynie od poczatko-
wego i koncowego stanu uktadu, druga zas(lub d™) od warun-
kow, w jakich ciato jest ogrzewane, skad wynika, ze i wartos¢
ciepla wlasciwego zalezy od tych warunkéw, tak, ze mowiac
o cieple wlasciwym, musimy $cisle okresli¢ warunki, w jakich
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jest wyznaczane. W fizyce (nie technice) najczgsciej mamy do
czynienia z ogrzewaniem ciala albo w statej objetosci, czemu
odpowiada ciepto wlasciwe c(i, lub tez pod stalym cisnieniem,
gdzie w wyniku pomiaru otrzymujemy ciepto wlasciwe c

Zalozmy, ze badane cialo poddane jest ci$nieniu, dziatajagcemu

normalnie i rownomiernie na wszystkie elementy jego powierzchni.

Na element 4B = ds powierzchni

N (rys. 209) dziata sita zewnetrzna

~~~ ~N' d/=pds,; praca, wykonana przeciwko

i e tei s™e Przy przesunigciu si¢ elementu

5 %4 b dlugos¢ ai, tworzaca z kierunkiem

. @ —sily kat a, roéwna jest pds.dl cosa;

% \ praca za$, wykonana przeciwko sitom

/7 \ ci$nienia przez nieskonczenie mato
/1 \ rozszerzajace si¢ ciato,

\ \ 77 d% = J7 pdsdicos a,

AN s/ gdzie catka podwdjna oznacza sumo-
I % wanie, rozciggnicte na wszystkie ele-
menty powierzchni ciata przy prze-
suwanju si¢ kazdego z nich o dl.
rys. 209 ]ﬂoczyn as. d?cos a wyraza obje-
to$¢ .walca elementarnego o podsta-
wie ds 1 wysokosci dl cos «; sume tych objetosci mozemy z doktadno-
$cig do nieskonczenie matych rzedu wyzszego uwazaé za rowng zwigk-
szeniu si¢ objetosci ciata. Mamy zatem

d™a = pdv.

Wzrostowi objgtosci o warto§¢ skonczona odpowiada suma prac ele-
mentarnych

Warto$¢ tej catki zalezy nie tylko od poczatkowej i koncowej war-
tosci vi i u3, lecz rowniez i od chwilowych wartosci, na ogét zmien-
nych, ci$nienia podczas rozpatrywanej przemiany. Jezeli jednak
ci$nienie jest state, rowne po, wtedy

‘G =po «2—up
Podstawiajac do wzoru (6), znajdujemy

p - <') = QX: (]’_ Ut + (i>7 - «>) =

= (U, + —\U +
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W tym przypadku ciepto wyraza si¢ réznicag dwu wielkosci, z ktorych
kazda wyznaczona jest catkowicie przez chwilowy stan ciata. Wiel-

kos¢ U + -~ pv = H jest, podobnie, jak U, jedng z tzw. funkcyj

termodynamicznych, nazywang zazwyczaj funkcjg Gib-

bsa. Nazwa entalpii (grec, enthalpein — ogrzewaé sig), za-
proponowana przez Kamerlingh Onnesa, rzadko, jak dotychczas, jest
uzywana.

Pomiary ciepla wilasciwego cial statych i cieczy pospolicie
odpowiadaja temu ostatniemu warunkowi, tak, ze przez ciepto
wlasciwe tych cial zazwyczaj rozumiemy ciepto wlasciwe ¢p
pod statym ci$nieniem i czgsto dla skrécenia oznaczamy je
przez c.

Z podanych wyzej okreslen ciepta wlasciwego pod statym cisnie-
niem i w stalej objetosci, jak réwniez z tego, ze cialo, zachowujace
podczas ogrzewania niezmienng obj¢tosé, nie wykonywa zadnej pracy
zewngtrznej, nie wynika jednak bynajmniej, aby réznica ¢p i ¢v byla
réwnowazna pracy, wykonanej przez zwigkszajace swa objetosé ciato.
W kazdym bowiem z tych szczegdlnych przypadkdéw ogrzewania stan
koficowy ciata, i co za tym idzie, warto§¢ jego energii wewnetrznej
jest inna. W przypadku pierwszym zmienia si¢ temperatura i obje-
to$¢ ciata, w drugim — temperatura i ci$nienie, ktéoremu cialo jest
poddane. Dla ciat statych i ciektych roznica energii wewnetrznych tych
dwu réznych stanéw koncowych przewyzsza o wiele prace zewnetrzna,
wykonang przez ciato podczas zwigkszania swej objetosci, tak, ze za-
zwyczaj pracy tej w obliczeniach nie uwzgledniamy (por. ust. 5).

5. WYZNACZANIE CIEPLA WLASCIWEGO CIAL STALYCH

Kalorymetry, stuzace do pomiaru ciepta wlasciwego ciat
statych, mozna sprowadzi¢ do dwu zasadniczych typow: kalo-
rymetréw o zmiennej i statej temperaturze. Najczgsciej uzywa-
nym kalorymetrem typu pierwszego jest kalorymetr wodny.
Naczynie ¢ (rys. 210), zazwyczaj mosiezne, poniklowane od
wewnatrz i zewnatrz (dla zmniejszenia strat, spowodowanych

¥ przez promieniowanie), wypelione woda, umieszczamy na za-
ostrzonych podstawkach korkowych wewnatrz drugiego podob-
nego naczynia 4. Ciatlo badane, ogrzane do temperatury zb
wyzszej od temperatury wody w kalorymetrze, i nastgpnie
wrzucone do kalorymetru, oddaje, ostygajac do temperatury
réwnowagi z. ilo§¢ ciepta Q = c(tl —<)
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Zakladajac, ze cale to cieplo pobrane jest przez kalorymetr,
i oznaczajac pojemno$¢ cieplng kalorymetru przez g, mamy
¢ (P —ty—q (t—1f0).
W rzeczywistosci jednak zachodza zawsze pewne straty ciepla,
tak, ze wyznaczona temperatura ¢ jest nizsza od tej, ktora

rys. 210

by$my otrzymali, gdyby
cate ciepto, oddane przez
cialo, bylo zuzyte na
podniesienie temperatu-
ry kalorymetru. Odpo-
wiednia poprawke moz-
na wyznaczy¢, znajac
szybkos¢ ostygania ka-
lorymetru. W tym celu
obserwuje si¢ w T1OW-
nych odstgpach czasu
zmiany wskazan termo-
metru przed i po wrzu-
ceniu ciala. Poprawke te
mozna tym doktadniej
wyznaczyC, im mniejsza
jest poczatkowa roznica
temperatur — #t 1 im
mniejszym  wahaniom
ulega temperatura oto-
czenia. Dlatego tez przy
pomiarach, w ktérych
chodzi o wigkszag do-
ktadno$¢, umieszcza si¢

czesto naczynia C 1 4 w jednym jeszcze naczyniu D o podwoj-
nych $cianach, miedzy ktéorymi znajduje si¢ do§¢ znaczna masa

wody (rys. 210).

Bledy, zwigzane z obliczeniem pochlaniania ciepla przez termo-
metr, zanurzony w kalorymetrze, probowali usungé¢ (1852 r.) Favre
i Silbermann, a pdézniej Schottky (1913 r.) w ten sposob, ze rozsze-
rzajaca si¢ przy ogrzewaniu ciecz kalorymetryczna jest jednocze$nie
ciecza termometryczng. W kalorymetrach wodnych tzw. adiaba-
tycznych (grec, diabainein — przechodzi¢, a — przeczenie) po-
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mystu Atwatera i Rosa (1892 r.), nastepnie wielokrotnie ulepszanych,
temperatura plaszcza ochronnego, otaczajagcego ze wszystkich stron
(i z géry) naczynie kalorymetryczne, jest utrzymywana stale na tej
samej mniej wigcej wysokosci, ponad temperatura cieczy kaloryme-
trycznej. Osiaga si¢ to albo przez wywigzywanie w plaszczu odpowied-
nich reakcyj chemicznych (ptaszcz ochronny wypetniony jest roztworem
alkalicznym, zoboje¢tnianym stopniowo przez doplywajacy kwas), albo
przez ogrzewanie pradem elektrycznym, lub wreszcie, jak w kalory-
metrze Swietostawskiego i Dorabialskiej (1927 r.), przez zanurzenie
kalorymetru o malej pojemnosci cieplnej w bardzo wielkiej masie
wody o statej temperaturze. W kalorymetrach rézZznicowych
(Steinwehr 1901 r., Wertenstein 1920 r.) mamy dwa jednakowe na-
czynia kalorymetryczne, z ktorych jedno ogrzewane jest przez badang
ilos¢ ciepta, drugie zas, przez prad elektryczny o tak dobranym na-
tezeniu, aby temperatury obydwu naczyn byly stale rowne. Te rdzne
odmiany kalorymetrow, mogace w pewnych przypadkach lepiej nada-
waé si¢ do pomiaréw, niz opisany wyzej kalorymetr wodny, nie po-
zwalaja jednak, jak si¢ zdaje, osiagna¢ doktadnosci wigkszej, niz ta,
ktora si¢ otrzymuje po uwzglednieniu wszystkich poprawek przy uzy-
ciu kalorymetru wodnego i ktéra moze dojs¢ do 1°/00 mierzonej
wielkosci.

Odmienny typ przedstawia kalorymetr

Nerosta i Lindemanna (1910 r.), wyobra-
zony na rys. 211 w tej postaci, jaka mu na-
dat Pollitzer (1911 r.). Badane cialo C za-
wieszone jest na dwu cienkich drutach D
wewnatrz naczynia N, w ktorym wytworzona
jest préznia. Naczynie to umieszczond jest
w wigkszym zbiorniku o stalej, zazwyczaj
niskiej, temperaturze. Na ciele nawinigty jest
cienki drut platynowy, laczacy si¢ poprzez
druty, na ktorych ciato wisi, z zewngtrznym
zrodtem pradu. Drut ten jest jednoczesnie
termometrem oporowym (rozdz. VIII, ust. 1).
Prad, przechodzacy przez ten drut, ogrzewa
ciato, ktérego wzrost temperatury najczesciej
wyznacza si¢ w sposob nastepujacy: w row-
nych odstepach czasu przed i po ogrzaniu
mierzymy op6r drutu i z wykresu, wyraza-
jacego zalezno$¢ oporu od czasu, znajdujemy
zmiang oporu w chwili ogrzewania ciafa.

Wyklady fizyki, t. 1

rys. 211

23
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Niech ¢ oznacza nat¢zenie pragdu w amperach, V' — roznice po-
tencjaldow na koncach drutu, mierzona w woltach, r — czas w se-
kundach

J JivdT =

Poniewaz zmiany temperatury, jakich doznaje ciato, sa po-
spolicie niewielkie, wyznaczone w ten sposob $rednie ciepto wia-
$ciwe mato ro6zni si¢ od ciepta wlasciwego w danej tempera-
turze. Tej metody uzywat Nernst (1910 r.), Eucken (1913 r.),
Lange (1924 r.) i inni do wyznaczania ciepla wlasciwego w ni-
skich temperaturach.

Pewng odmiang tego sposobu, uzywang do pomiaréw w wysokich
temperaturach, stanowi ogrzewanie pradem, przechodzacym przez
samo badane cialo (Lecher, 1907 r.). I w tym przypadku badane ciato
znajduje si¢ w naczyniu (w doswiadczeniach Lechera — w rurce por-
celanowej), z ktérego usuni¢to powietrze i ktoére umieszczone jest
w zbiorniku o stalej temperaturze (np. w piecu elektrycznym). Tem-
peratur¢ wyznacza si¢, mierzac albo opor badanego ciata (Behrens
i Drucker, 1924 r.) albo tez sile elektrobodzczg ogniwa termoelektrycz-
nego, stykajacego si¢ z danym ciatem (Lecher, 1907 r., Lapp, 1928 r.).

Z kalorymetrow o stalej
temperaturze najczesciej sto-
sunkowo uzywany jest kalory-
metr Bunsena (rys. 212). Szkla-
ny zbiornik, wypetiony woda,
jest w dolnej swej czesci pota-
czony z rurka Rr, zawierajaca
rt¢g¢ az do pewnej podziatki
rurki poziomej 7, starannie wy-
cechowanej. Zbiornik i rurka
umieszczone sg w wickszym na-
czyniu s, zawierajagcym wode
i otoczonym plaszczem ochron-
nym, wypehlionym topniejagcym
lodem. Nalewajac do probéwki,
umieszczonej w zbiorniku, ja-
kiejs latwo parujacej cieczy
(alkoholu, eteru) i powodujac
gwaltowne jej parowanie (np.
usuwajgc przedmuchiwaniem
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tworzacg si¢ nad nig parg), obniza si¢ temperature wody
w zbiorniku tak, ze czg$¢ jej, przylegajaca do probowki, za-
marza, tworzac na probowce mniej lub wiecej gruba powtoke
lodowa; jezeli wtedy do probowki wrzucimy badane cialo, cie-
pto, przez nie oddawane, topi¢ bedzie 16d, otaczajacy probowke,
czemu towarzyszy¢ bedzie zmniejszanie si¢ objetosci uktadu
l16d — woda (rozdz. XI, ust. 2) tak, ze rte¢, ktéra poczatkowo
dochodzita do podziatki 7T rurki poziomej », cofnie si¢ do po-
dziatki n0. Znajac pojemnos¢ jednej podziatki i wiedzac, ze | g
lodu w temperaturze 0° C zajmuje objeto$¢ o 0,09070 cmj
wigkszg, niz woda w tej samej temperaturze, mozemy od razu
wyznaczy¢ ilo$¢ jednostek lodowych ciepta, oddanego przez ciato,

7Ze wzoru 'v gdzie v — pojemnos$¢ jednej podziatki

lub z uwagi, ze | & .=179,7 kal (ust. 1), 0.09070 79,7 kal.

Swietostawski wraz ze swymi wspotpracownikami przystosowat

(1933 r.) kalorymetr Bunsena do pomiaru niewielkich ilosci ciepta.

Do tego samego typu kalorymetrow o statej temperaturze na-
lezg kalorymetry, w ktdrych ilo$¢ ciepta, oddang (lub pobrang) przez
ciato, wyznacza si¢ z ilosci pary, wytworzonej przez ciecz (lub skro-
plonej), przy czym temperatura pary pozostaje bez zmiany (por.
ust. 8). Tego typu kalorymetru uzywali mi¢dzy innymi Curie i Dewar

(1904 r.) dla wyznaczenia ilosci ciepla, wywigzywanych przez ciata

promieniotworcze.

Wykonane przy uzyciu wyzej opisanych metod pomiary
doprowadzity do wniosku, ze ciepto wlasciwe ciat stalych jest
w znacznym stopniu zalezne od temperatury, zmniejszajac si¢
przy jej obnizaniu do warto$ci mato réznigcych si¢ od zera
w temperaturach bliskich zera bezwzglednego. W wysokich
temperaturach cieplo wlasciwe pierwiastkow stalych jest na
ogét tym mniejsze, im wigkszy jest ciezar atomowy danego
ciala. Dulong i Petit, ktorzy pierwsi (w 1819 r.) zwrocili na
ten fakt uwage, zatozyli, ze w temperaturach normalnych ilo-
czyn ciepta wilasciwego ciata przez jego cigzar atomowy lub,
innymi slowy, ciepto atomowe Cp! tzn. cieplo wilasciwe, odnie-
sione do jednego atomu gramowego (masy tylu gramow, ile
jednostek zawiera ciezar atomowy), posiada dla wszystkich
pierwiastkow statych te sama wartos¢, rowng mniej wigcej

23*
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6,3 g}fcc)l[g . To zalozenie potwierdzily dla znacznej wigkszo$ci
pierwiastkéw stalych badania poézniejsze, przede wszystkim
Regnaulta (1840 r.).

Grupujac pierwiastki wedlug zmniejszajacych si¢ cig¢za-
row atomowych, otrzymujemy nastepujaca tablice

cp cigzar atomowy
od 0° do 100» A cP

bizmut 0,0303 209,02 6,33
olow 0,0305 207,20 6,32
ztoto 0,0316 197,2 6,23
platyna 0,03224 195,2 6,3

iryd 0,0323 193,1 6,24
cer 0,0448 140,25 6,25
srebro 0,05625 107,88 6,06
pallad 0,0592 106,7 6,32
nikiel 0,1089 58,68 6,39
zelazo 0,113 55,84 6,31
wapn 0,152 40,07 6,09
fosfor (czerw.) 0,1829 31,04 5,68
glin 0,217 27,1 5,88
sod okoto 0,308 23,00 7,08
lit okoto 0,8 6,94 5,55

Od podanych wyzej wartosci ciepta atomowego odbiega znacz-
nie cieplo atomowe krzemu, wegla, boru i berylu. Dla tych
pierwiastkOw mamy

cp 4 CcP

krzem (kryst.) okoto 0,17 28,3 4,8
wegiel (grafit) ,, 0,16 | 12 1,92
, (diament) , 0,113 / 1,36
bor 0,307 11 3,38
beryl 0,425 9,01 3,83

Roznice sg zbyt znaczne, aby je mozna bylo przypisac¢ btedom po-
miaru. Ale oto tych wlasnie pierwiastkow ciepto wlasciwe wzra-
sta o wiele szybciej ze wzrostem temperatury, niz pierwiastkow,
czyniacych zado$¢ prawu Dulonga i Petita w temperaturach nor-
malnych. Tak np. wedlug Webera (1875 r.) ciepto wtasciwe dia-
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mentii w granicach od 11° C do 140° C zmienia si¢ od 0,113 do
0,222, wzrasta wigc blisko o 100%, gdy tymczasem ciepto wia-
sciwe miedzi w wickszych granicach temperatur, od 20° C do
200° C, zmienia si¢ od 0,0912 (Gaede, 1902 r.) do 0,0963 (Nac-
cari, 1887 r.), a wigc zaledwie o 5,5%. Mozna wiec przypuszczac,
jak to uczynit Weber, ze w miarg wzrostu temperatury odstep-
stwa poszczegdlnych pierwiastkéw od prawa Dulonga i Petita
stajg si¢ coraz to mniejsze i ze warto$ci ciepta atomowego wszyst-
kich pierwiastkow statych zblizaja si¢ asymptotycznie do pewnej
wspolnej wartosci, ktorg przyjmujemy za rowna 6,4. To przy-
puszczenie potwierdzaja wyniki pomiarow Bohna (1900 r.), za-
warte w ponizszej tablicy, ktorg podajemy za Chwolsonem.

— 1800 do — 790 — 790 do —+ 180 -+ 180 do looo
olow 6,0 6,2 ! 6,4
platyna 5,4 6,1 6,3
iryd 5,1 5,8 6,2
pallad 5,2 6,0 6,3
antymon 5,5 5,8 6,0
cyna 5,8 6,1 6,5
kadm 5,6 6,0 6,3
srebro 5,4 5,9 6,0
nikiel 4,3 5,8 6,4
zelazo 4,0 5,6 6,0
wapn 4,5 5,6 6,0
glin 42 5,3 6,0

W temperaturach nizszych od tych, w jakich Bohn wykony-
wal swe pomiary, Cp spada, jak o tym juz wyzej mowa, do bar-
dzo matej wartosci. Tak np. w temperaturze — 258,65° C ciepto
atomowe miedzi wynosi zaledwie 0,0396 (Keesom i Kamerlingh
Onnes, 1916 r.), ciepto wlasciwe zatem 0,0006, otowiu w tempera-
turze — 253,16° C (Keesom i van Ende, 1930 r.) odpowiednio
—2,62 10,012, w — 270,16° C juz tylko 0,0233 i 0,0001. Spadek
wiec, jak widzimy, jest bardzo gwaltowny: warto$¢ ciepla wia-
sciwego glinu zmniejsza si¢ przy obnizeniu temperatury od
—233° C do —240,6° C 0 45% (Nernst, 1911 r.).

Prawo zatem Dulonga i Petita jest prawem granicznym,
obowiagzujacym tylko w wysokich temperaturach.
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Do tego wniosku prowadza rdwniez rozwazania teoretyczne,
z ktorych wynika, ze ciepto wilasciwe Cy w stalej objetosci powinno
kfll

mie¢ w wysokich temperaturach warto$¢ 5,94 . Cieplo to mo-
zemy, znajac Cpl obliczy¢ ze wzoru

Cp-Cv=T2)6-",
gdzie vo oznacza objeto$¢ atomu gramowego, a — spétczynnik roz-
szerzalno$ci objetosciowej, y — spotczynnik $cisliwosci. W tempera-

turach wysokich réznica ta nie przekracza 10%, w temperaturach
niskich praktycznie réwna jest zeru. Nalezy jednak zaznaczyé, ze
niektore nowsze pomiary, jak np. Carpentiera i Harle’a (1932 r.) nad
bizmutem, zdajg si¢ przeczy¢ temu wnioskowi, aby cieplo atomowe

wszystkich pierwiastkow dazylo do wyzej podanej granicy.
Zaleznos$¢ ciepta atomowego od temperatury w granicach od
—255°C do —230° z duzym przyblizeniem wyraza wzor Debye’a
C,—464,5.%_, %

gdzie O jest pewng stalg temperaturg, zalezng od rodzaju ciala. Za-
lezno$¢ od temperatury ciepta Cy cial bezpostaciowych lepiej, jak
mozna sadzi¢ na podstawie prac Wietzela (1921 r.) i Simona
(1922 r.), odtwarza wzor

Cv=aT\ (7a)

6. CIEPLO WELASCIWE CIECZY

Do wyznaczenia ciepta wlasciwego cieczy pod staltym cisnie-
niem mozna uzywac¢ ktorejkolwiek z wyzej opisanych metod,
wprowadzajac do nich odpowiednie, niewielkie zreszta, zmiany,
poza tym jednak sg w uzyciu i inne metody, nie nadajace si¢ do
badania ciat staltych. Jedng z nich jest metoda przeptywu (Calen-
dar i Barnes, 1902 r.). Badana ciecz przepltywa stalym strumie-
niem przez waska rurke (o srednicy okoto 2 mm), wzdluz ktore;j
rozpiety jest drut platynowy, ogrzewany pradem elektrycznym.
Z rdznicy temperatur cieczy wplywajacej i wyplywajacej mozna,
znajac mas¢, przyptywajaca w ciagu jednej sekundy, oraz do-
starczong w ciggu tego czasu energi¢, obliczy¢ cieplo wlasciwe.
Do pomiaréw wzglednych shuzy¢ moze metoda Pfaundlera
(1869 r.). Z dwu mozliwie identycznych kalorymetrow jeden
wypehiony jest woda, drugi ta samg masg badanej cieczy. Oby-
dwie ciecze ogrzewa ten sam prad elektryczny. Jezeli opory prze-
wodnikéw, zanurzonych do cieczy, sa jednakowe, energia dostar-
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czana cieczom ma w obydwu kalorymetrach te sama wartos¢,
stosunek wigc ciepla wlasciwego badanej cieczy do ciepta wiasci-
wego wody rowny jest odwrotnesci stosunku wzrostow tempera-
tury tych cieczy.

Szczegoblnie starannie byto wyznaczone cieplo wlaspiwe wody.
Rowland wyznaczat je (1879 r.), mierzac ilos¢ pracy, potrzebna
do ogrzania danej masy wody o 1° C. Przyrzad, ktérym si¢ po-
shugiwal, niewiele si¢ réznit od przyrzadu, ktérego Joule uzyt do
wyznaczenia mechanicznego rownowaznika ciepla (ust. 2). Przy-
taczamy tutaj w skroceniu wyniki jego pomiardw, odniesione do
jednostki masy. Praca, potrzebna do ogrzania 1 g wody od tem-
peratury o pot stopnia nizszej od odpowiedniej temperatury, po-
danej w pierwszej kolumnie, do temperatury o po6t stopnia wyz-
szej, jest obliczona w ergach

10° 47196.107
15° 4]188.107
20° 4,181.107
25° 4,176.107
30° 47174.107
35° 4,175.107

Przyjmujac za jednostke ciepta, zgodnie z okres$leniem kalorii
(ust. 1), te jego ilos¢, ktora jest potrzebna do ogrzania 1 g wody
od 14,5 do 15,5° C, otrzymujemy na ciepto wlasciwe wartosci

10° 1,0019
15° 1,0000
20° 0,9983
25° 0,9972
30° 0,9967
35° 0,9969

skad wynika, ze ciepto wlasciwe wody przechodzi w poblizu tem-
peratury 30° C przez minimum. Wedlug Rowlanda temperatura
minimum wynosi 32° C, wedtlug Jaegera i Steinwehra (1921 r.),
ktory postugiwali si¢ tg samg metodg pomiaru, 33° C.
Podobne minimum wykazuja rowniez i inne ciecze, np. rt¢é
(w wysokiej temperaturze) ; w wigkszosci jednak przypadkow
cieplo wtasciwe cieczy stale wzrasta ze wzrostem temperatury.
Przejsciu ciata ze stanu stalego w ciekly towarzyszy pospolicie
wzrost ciepla wlasciwego, dochodzacy nieraz, jak np. dla wodoru



360

(temperatura krzepnigcia okoto—259° C) lub dla wody, do
100% wartosci ciepta wihasciwego ciala stalego.

Ciepto wlasciwe w stalej objetosci nie ulega jednak przy zmianie
stanu skupienia prawie zadnej zmianie. Jedyny znany, jak dotychczas,
wyjatek stanowi woda, ktorej ciepto wlasciwe cy wzrasta, podobnie,
jak cp, przy topnieniu dwukrotnie.

7. CIEPLO POBIERANE PRZEZ GAZY. PRZEMIANY ADIA-
BATYCZNE

Badajac wlasnosci cieplne gazéw, nie mozna poprzestaé tak,
jak to czyniliSmy dotychczas, na rozpatrzeniu ogrzewania pod
statym ci$nieniem. Wielka $cisliwo§¢ gazéw sprawia, ze niewiel-
kie stosunkowo zmiany ci$nienia zewn¢trznego, ktorych mogli-
smy zupehie nie uwzglednia¢ przy pomiarach ciepta wlasciwego
cial statych i cieklych, powoduja znaczne stosunkowo zmiany
objetosci gazu i, co za tym idzie, w znacznym stopniu wplywaja
na wynik pomiarow. Podobnie, wielka rozszerzalno$¢ gazow,
0 wiele przewyzszajaca rozszerzalno$¢ cial statych i ciektych,
pozwala, gdy gaz znajduje si¢ w szczelnie zamkni¢tym naczyniu,
pomijaé, przynajmniej w pierwszym przyblizeniu, zmian¢ obje-
to$ci naczynia i uwazaé objetos¢ gazu podczas ogrzewania za
stala, czego urzeczywistnienie w przypadku ciat statych i ciektych
byloby potaczone z wielkimi trudno$ciami doswiadczalnymi.
Mimo jednak tej réznorodnosci warunkow, w jakich gazy moga
by¢ ogrzewane, i tym razem bedziemy mogli zda¢ sobie sprawe
z zachodzacych zjawisk, postugujac si¢ okreslonymi wyzej po-
jeciami ciepta wlasciwego pod stalym ci$nieniem i ciepta wiasci-
wego w statej objetosci.

Przypusémy, ze | g gazu, znajdujacego si¢ w naczyniu, za-
mknigtym tlokiem, ogrzewamy od poczatkowej temperatury ¢
do temperatury fu przy czym objeto$¢ gazu zmienia si¢ od
vl do prezno$¢ zas od p0 do Pi- Zatézmy, ze jakkolwiek
zmieniataby si¢ podczas ogrzewania pre¢zno$¢ gazu, posiada ona
w kazdej chwili dla catej masy gazu te samg warto$¢, rowna
ci$nieniu, wywieranemu przez tlok na gaz. Bedziemy mogli wtedy
przebieg zjawiska przedstawi¢ krzywa AB, odniesiong do osi pe>
(rys. 213), temperatura bowiem gazu bedzie w kazdej chwili
wyznaczona przez odpowiednie wartosci p i v. Praca, wykonana
podczas tej przemiany, jest, oczywiscie, suma prac elementar-
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nych, wykonanych przeciwko sitom zewnetrznym. Niech S bedzie
przekrojem tloka, p — chwilowa warto$cig ci$nienia, wywiera-
nego na gaz, ré6wna, w mysl zalozenia, preznosci gazu w danej
chwili. Sita zewng¢trzna, przezwycigzana przez gaz przy zwigk-
szaniu jego objetosci, rOwna jest p. S. Jezeli tlok podniesie si¢

podczas przemiany elementarnej na wysoko$¢ &\ praca elemen-
tarna wyniesie p .S .dh albo z uwagi, ze Sdh réwne jest zmia-
nie objetosci gazu di), p. di). Praca catkowita wyrazi si¢ polem
figury CABD (rozdz. 11, ust. 8) bedzie wigc, jak o tym byla juz
mowa (ust. 3), zalezna od sposobu, ktéoregosmy uzyli dla prze-
prowadzenia gazu ze stanu A do stanu B, lub, innymi stowy, od
ksztattu krzywej AB. 1lo$¢ ciepla, pobrana przez gaz podczas tej
przemiany skonczonej, bedzie rowna

O = uB—ze4 + ™-G.

Zastapmy dang przemian¢ skonczong szeregiem przemian
elementarnych, w ktérych gaz poczatkowo ogrzewany jest w sta-
lej objetosci, nastgpnie za$ pod stalym ci$nieniem, krzywa 4B
zastapimy wtedy linig tamang MAt Bt A2 B) ..., ktéra w gra-
nicy nieograniczenie mato rézni si¢ od krzywej 4AB. Przejscie ze
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stanu 4 do stanu By wyobrazamy sobie zatem jako wynik dwu
przemian: AAt w statej objetosci, At Bt — pod stalym cisnie-
niem. Niech d7 bedzie zmiang temperatury, odpowiadajaca

, gdzie znaczek D u dohlu
dp/u

nawiasu oznacza, ze przemiana zachodzi w stalej objetosci, bedzie
zmiang temperatury, odniesiong do jednostki zmiany prgznosci,

d7 . . o

—chp—/ dp zmiang temperatury gazu przy zmianie preznosci

o dp. Przyjmujac, ze w granicy zmiana pr¢znosci 4A¢ rowna

jest dp, otrzymujemy na ilo$¢ ciepta, pobrang podczas prze-
miany 4At (dT\
Co\ap

-T . .

(d \ zmian¢ temperatury, jaka

odpowiada zmianie objetosci o jednostke przy ogrzewaniu gazu

pod statym cis$nieniem, otrzymamy na wartos$¢ ciepta, pobranego

podczas przemiany AT Bt

A
Cp Lcilv)\ dv.
Catkowita wigc ilo$¢ ciepta, pobrana przy przejsciu od 4 do By
w warunkach nieograniczenie malo réznigcych sie od rzeczywi-
stych, wyniesie
dT '\
d0 =\ Y o ®

Analogicznie mozemy obliczy¢ ilosci ciepta pobrane w prze-
mianach Bt B2, B? B} itd. Suma wyznaczonych w ten sposob
warto$ci da nam ilo$¢ ciepta, pobrana podczas przemiany skon-
czonej AB, zalezna, jak na to niejednokrotnie zwracaliSmy juz
uwage, od drogi, na jakiej zachodzi przej$cie gazu ze stanu A
do stanu B.

Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze gaz zmienia swoj stan fizyczny,
nie pobierajgc ani nie oddajac ciepta na zewnatrz, gdy wigc jest
odosobniony cieplnie. W takiej przemianie adiabatycznej praca
wykonana jest przez cialo kosztem jego energii wewngtrznej
(patrz wzor (5) ust. 3), praca przez cialo pobrana zuzywa si¢
na jej zwigkszenie. Przypusémy, Ze i tym razem przemiana czyni
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zado$¢ warunkom, jakim podlegata, zgodnie z poczynionymi zato-
zeniami, przemiana 4B. Kladac we wzorze (8) dQ = 0, otrzymu-
jemy dla kazdej przemiany elementarnej

AN s
Cp pdV CA d’p 0. (9 a)

Jezeli badany gaz niezbyt odbiega od stanu gazu doskonatego,

. d>T, . Z(IT\II C . .
mozemy (Ié};}p i Igﬁ . obliczy¢.z rownania gazow doskonatych
ptr=RT.

Niech 4 i) bedzie niewielkim przyrostem objetosci, 4 T —
odpowiadajacym mu przyrostem temperatury. Przyjmujac, ze p
zachowato warto$¢ poprzednia, bedziemy mieli

9V + z/v) = R(T4-dT)
lub po uproszczeniu pdv =RdT

JT
skad, z/V z
i w granicy WY (9b)

Podobnie, gdy przypuscimy, ze v pozostaje stale i zmienia si¢
jedynie preznosc, znajdziemy

(%)

Podstawienie tych wartosci do wzoru (9 a) nada mu postac
nastepujaca

\~"F1u

P 4_ i =
cP. Rdv CO.R dg 0

lub
dp = % .dv .
O (9d)
c
Wzgledne zmniegjszenie si¢ preznosci gazu jest = Kk razy

wigksze od wzglednego przyrostu objetosci. Jest to mozliwe tylko
wtedy, gdy preznosé i objeto$¢ gazu sg zwigzane ze sobg wzorem

pvk = stalej, (10)
gdzie warto$¢ stalej jest zalezna od poczatkowych warunkow,
w jakich gaz sie znajduje. Krzywa AB, wyrazajaca w tym przy-
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padku zwiazek migdzy preznoscia i objetoscig gazu, nosi nazwe
adiabaty. Rownanie adiabaty wyprowadzit w 1822 r. Poisson.
Stad tez wzor (10) czesto nazywany jest wzoremPoissona.
Poniewaz « jest zawsze wigksze od jednosci, adiabata opada ku
osi u bardziej stromo, niz izoterma (rozdz. VI, ust. 8), dla kto-
rej wzgledne zwigkszenie objetosci jest rowne wzglednemu
zmniejszeniu si¢ preznosci.

Wzér (10) otrzymujemy, caltkujac (9d) i przyjmujac, ze k ma

warto$¢ stalg

? = k. fEL
I p J P
Po »0

IgPi —IgPi=—x (Ig —Igv0)
Ig"L = Alg”™ b 1g"L = 1g(A)A,
* Po * 6 P» 6 \ng
skad

i ostatecznie pr vk = p{ vii .

W przypadku, gdy przemiana jest czg§ciowo tylko adiabatyczna,
gdy wigc istnieje wymiana ciepta z otoczeniem, zwigzek migdzy prez-
noscig i objetoscia gazu mozna wyrazi¢ wzorem

pvn = stalej, (10a)
gdzie n na ogodt nie jest rowne k. Wzor ten stosuje si¢ rowniez do
przemian izotermicznych, dla ktérych n = 1.
Przepiszmy wzér (8) w postaci
dQ =cdT =c¢ Ne-\ dvi-c dp,

gdzie dT oznacza przyrost temperatury gazu przy przej$ciu ze stanu
A do B, (rys. 213), ¢ — cieplo wlasciwe gazu, odpowiadajace danej
przemianie. Ze wzoru tego wynika, ze w przemianie adiabatycznej
o = 0, w przemianie izotermicznej ¢ = £ co (dT jest wtedy réwne
zeru), w przemianie izobarycznej (dp — 0) ¢ = cp, w izochorycznej
(dv = 0) ¢ = ¢,,. Obszerniejsze rozpatrzenie tego politropizmu
ciepta wilasciwego (wielopostaciowosci, grec, polys — mnogi, tropos —
rodzaj, sposob) dat Szyszkowski (1912 r.).

8. WYZNACZANIE CIEPLA WLASCIWEGO GAZU

Pierwsze doktadne pomiary ciepta wlasciwego gazow ¢p pod
statym ci$nieniem wykonat Régnault (1862 r.). Metoda przez
niego opracowana byla az do ostatnich lat jedyng, powszechnie
uzywana.
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Z poprzednikow Regnaulta zastuguja na wymienienie Delaroche
i Berard (1813 r.). Pomiary ich dawaly mozno$¢ wyznaczenia sto-
sunku wartosci Cp dla rozmaitych gazow.

Gaz znajdujacy si¢ w zbiorniku, (pomini¢tym na rys. 214),
przechodzil przez rurke r, zaopatrzona w wentyl regulujacy F,
do wezownicy, umieszczonej w naczyniu C, zawierajagcym olej
(lub mieszanine chlodzaca przy pomiarach w niskich tempera-

rys. 214
turach), gdzie dochodzit do pewnej oznaczonej temperatury,
stamtad za$§ przeptywat do naczynia, utworzonego z czterech pta-
skich pudetek metalowych, potaczonych ze sobg rurkami piono-
wymi. Spiralne przegrédki, odpowiednio rozmieszczone we-
wnatrz pudelek, zamienialy je w rodzaj wezowatego kanatu, tak,
ze gaz przebywal dostatecznie dluga droge, aby, wychodzac
z tych naczyn, posiada¢ t¢ sama temperature, co kalorymetr D,
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w ktorym naczynia te byly zanurzone. Stalo$¢ cisnienia przepty-
wajacego gazu, wyznaczang przy pomocy manometru, regulo-
wano wentylem F. Znajac mase¢ gazu, ktora przeplynela przez
kalorymetr (mase t¢ mozna wyznaczy¢, mierzac cisnienie gazu
w zbiorniku przed i po pomiarze, oraz wiedzac, jaka jest po-
jemnos$¢ zbiornika), znajac dalej poczatkowa temperature gazu
oraz poczatkowa i koncowa temperatur¢ kalorymetru, mozna
wyznaczy¢ cp.

Metoda ta, do ktorej pozniejsi badacze niewielkie i nie-
istotne wprowadzili zmiany, jest ostatnio coraz czgsciej, szcze-
goblniej przy pomiarach precyzyjnych, zastgpowana przez metode
przeptywu, dajaca wyniki dokladniejsze (Knoblauch 1907 r.,
Swann 1909 r. i wielu innych).

Wigksze trudno$ci nastrecza pomiar ciepta wtasciwego gazu
co w stalej objeto$ci. Z metod, zazwyczaj uzywanych, opiszemy
jedynie dwie: metode skraplania pary Jolly’ego (1888 r.) i me-
tod¢ wybuchowa Le Chateliera i Maliarda (1881 r.).

Na belkach czulej wagi zawiesza si¢ dwie jednakowe kule
z cienkiej blachy miedzianej. Jedna z nich wypetniona jest ba-
danym gazem, w drugiej jest wytworzona mozliwie daleko po-
sunieta préznia (lub tez w jednej jest gaz pod wysokim ciénie-
niem, w drugiej — pod normalnym). Przy pomocy odwaznikow
wage doprowadza si¢ do stanu réwnowagi i umieszcza w komo-
rze, wypehionej parg nasycong wody o temperaturze wyzszej
od poczatkowej temperatury kul. Para w zetknig¢ciu z zimniej-
szymi kulami skrapla si¢ na nich dopodty, dopoki kule nie dojda
do tej samej, co para, temperatury. Poniewaz jednak ogrzanie
kuli, zawierajacej gaz, wymaga wickszej ilosci ciepta, niz kuli
proznej, masy skroplonej na kulach pary beda niejednakowe;
rOwnowaga zostanie zaktocona. Przypusémy, ze dla jej przywro-
cenia nalezy doda¢ mase odwaznikdéw; masa ta wyznacza
nadwyzke skroplonej pary na kuli, zawierajacej gaz. Oznacza-
jac ciepto utajone skraplania przez r, mase gazu w kuli przez m |,
temperature poczatkowa gazu przez tlif temperature pary
przez t2, otrzymujemy

mi .r =mg.cv (22— <i).

Ten sposob pomiaru, nastreczajacy przy wykonaniu duze
trudnosci doswiadczalne, obecnie rzadko jest uzywany. Czgsciej
stosowana jest metoda wybuchowa. Do gazu, umieszczonego
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w grubo$ciennym szczelnym naczyniu (tzw. bombie kalory-
metrycznej), domieszana jest niewielka ilo§¢ gazowej miesza-
niny wybuchowej (np. gazu piorunujacego). Wybuch powoduje
bardzo znaczny wzrost temperatury, ktory wyznaczamy, mierzac
cisnienie gazu w chwili wybuchu i przy koncu pomiaru, gdy tem-
peratura gazu zréwna si¢ z temperaturg kalorymetru, przy czym
przyjmujemy, ze gaz w danych warunkach podlega prawu gazow
doskonatych. Mamy wtedy (v ma wartos¢ stalg)

= Zk

Pt T»

Nieraz jednak poprzestaje si¢ na wyznaczeniu do$wiadczal-
nym cp 1 obliczeniu cv z rOwnan, wyrazajacych zwigzek migdzy
cp 1 cv, a ktore mozemy wyprowadzi¢, opierajac si¢ na zasadach
termodynamiki, lub tez z wyznaczonej do$wiadczalnie wielko-
;. c
sci k= —-p.

cy

Najprostszym sposobem wyznaczenia x jest sposéb de-
menta i Desormes’a (1819 r.). Gaz badany znajduje si¢ w du-
zym naczyniu szklanym (rys. 215) pod ci$nieniem, nieco r6éznia-
cym si¢ od ci$nienia atmo-
sferycznego Po ])- Niech #it
oznacza wysokos$¢ stupa cie-
czy w manometrze, wyraza-
jaca te réznice cisnien, TA
za$ objetos¢ wlasciwa gazu
(tzn. objetos¢, jaka zaj-
muje w danych warunkach
1 g gazu), — jego tem-
perature. Otwarcie na krot-
ka chwile kranu K wyréw-
na prezno$¢ gazu i cisnie-
nie zewnetrzne. Gaz albo
rozprezy sig, gdy >0,

i wykona prace przeciwko
ci$nieniu  zewng¢trznemu, rys. 215

1) Na rysunku uwzgledniony jest tylko przypadek, gdy ci$nienie gazu
jest mniejsze od atmosferycznego, gdy wigc, zgodnie z naszymi oznacze-
niami, Ai < 0.
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wskutek czego temperatura jego si¢ obnizy lub tez ulegnie zge-
szczeniu, gdy << 0, pobierze pewna, prace, wskutek czego do-
zna zwyzki temperatury. W koncowym wyniku tej przemiany,
ktora przyjmujemy za adiabatyczng, preznos¢ gazu réwna be-
dzie p(, objetos¢ wilasciwa v2, temperatura 7". Po zamknigciu
kranu gaz zacznie si¢ stopniowo ogrzewac (lub ostygac¢) do tem-
peratury otoczenia, a wigc do swej temperatury poczatkowej;
preznos¢ jego wzrosnie (lub zmniejszy si¢) o k2 ponad cisnie-
nie Po, objeto$¢ wlasciwa zachowa wobec zamkniecia kranu K
warto$¢ poprzednig D2. Poniewaz gaz ostatecznie bedzie mial te
sama temperature, co na poczatku, zwigzek migdzy poczatkowym
cisnieniem i objetoscia, a koncowymi wartosciami tych wielkosci
wyrazi si¢ prawem Boyle’a-Mariotte’a

(Po + AJ = (Po + A2) -2
B Po+ Il
lub — ’
4 Po  Aa @)

W przemianie adiabatycznej, ktorej gaz doznat podczas rozpre-
zania (lub zgeszczania), zwigzek miedzy p i i) ustala wzor
Poissona

(p) + Alv* =PovlV (b)
Zestawienie wzorow (a) i (b) prowadzi do rOwnania

/Po + AJl* = Po + M
Po + A/ pl
skad

A UP (Po + AJ — Ig (Po + AJ] = Ig (p0 + foj — Igpo

Ig (Po + AT — Ig Po
Ig (Po + AJ — Ig (Po + AJ

Ig (Po + AJ mozemy przepisa¢ w postaci

Ig(Po + AJ = Igpl (1 +4" =1IgPo + (1 +4-).

Utamek o jest zawsze mniejszy od jednos$ci, wobec czego
0

PAFY) 2P + 3}“(;/}031
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Wynika to ze znanego wzoru:
Ig(l+x)=X—yxl4-yaj— =4,

A
Po
Odrzucajgc drugie i wyzsze potegi utamka, otrzymujemy

gdzie X =

Analogicznie

Po podstawieniu do wzoru (c) otrzymujemy

}'ng— vl—7ig P» :
> Vi

7 Wi — (i1)
igP» +———IgPo — ~r
Po Po

Pomiar sprowadza si¢ zatem do wyznaczenia poczatkowej
i koncowej rdéznicy ci$nien, w jednostkach zupeinie dowolnych.

Wada zasadnicza tej prostej metody jest, jak to wykazal
Rontgen (1873 r.), ze przemiana, ktorej gaz podlega, nie czyni
zado$¢ warunkom, o jakich byla mowa przy wyprowadzaniu wzo-
row (8) i1 (10) : podczas rozprgzania lub zgeszczania adiabatycz-
nego preznos$¢ gazu nie jest rowna cisnieniu zewnetrznemu. Tego
podstawowego btedu metody unikng¢ nie sposéb; wyrownywanie
bowiem ci$nien musi zachodzi¢ dostatecznie szybko, aby mozna
byto przynajmniej w przyblizeniu uwaza¢ wymiang ciepla z oto-
czeniem za réwna zeru, wtedy zas w masie uchodzacego gazu
powstaja gwaltowne ruchy burzliwe lub drgajace, powodujace
znaczne stosunkowo straty energii.

Od tego btedu wolna jest w pewnym stopniu metoda Lum-
inera i Pringsheima (1898 r.), w ktérej wyznacza si¢ przy po-
mocy termometru oporowego zmiang temperatury, jakiej do-
znaje podczas zgeszczania (lub rozprezania) Srodkowa czes¢
masy gazu, zawartego w kuli metalowej, zanurzonej do zbior-
nika z wodg o stalej temperaturze. Wyréwnywanie ci§nien moze
zachodzi¢ dostatecznie wolno, gdyz ta cz¢$¢ masy gazu, ktorej
temperaturg si¢ wyznacza, jest dobrze zabezpieczona przez war-
stwy sasiednie od wymiany ciepta ze $cianami naczynia.

Wyklady fizyki, t. 1 24
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0 ile gaz znajduje si¢ w stanie bliskim stanu gazu doskonatego,
mozna wzig¢ za punkt wyjscia do wyznaczania xk wzor (10). Podsta-

. . . RT . .. RT . .
wiajac w nim —| zamiast pi i —— zamiast pa, otrzymujemy po

po skroéceniu przez R Ty o
ub VE—L  m
Y A1 TV
) 1 !
Poniewaz jednak vx=C.pxk i — C. p, ¥, bedziemy mieli
*_1
. * m
Pi, _ m s g r]lnX
Pt

Znajac poczatkowa i koncowg preznos¢ gazu oraz poczatkowa

i koncowg jego temperaturg, mozemy wyznaczy¢ k.

Tego rodzaju zgeszczenia i rozrzedzenia adiabatyczne po-
wstajg rowniez, jak to wykazal Laplace (1816 r.), i wtedy, gdy
w masie gazu rozchodza si¢ fale glosowe. Predkos¢ rozchodzenia
si¢ fal wyraza si¢ wzorem

1

V = kp
I

gdzie ¢ = gestos$¢ gazu, stad

k=-Jv- (12)

Z pomiaru zatem predkosci rozchodzenia si¢ glosu w gazie
mozna wyznaczy¢ k. Ten sposdb, uzyty, miedzy innymi, przez
Kundta i Warburga (1876 r.) do wyznaczenia x pary rteci, na-
stepnie przez Wiillnera do wyznaczenia x wielu innych gazow,
jest jeszcze i dzisiaj dos¢ czesto stosowany (Dixon, 1921 r., Par-
tington i Shilling, 1923 r.) szczegdlniej, gdy chodzi o pomiary
w wysokich temperaturach, jakkolwiek, jak si¢ zdaje, ustepuje
on w doktadnosci metodzie Lummera i Pringsheima.

Prosta, aczkolwiek niezbyt doktadng odmiang metody, uzytej po

raz pierwszy przez Assmanna (1852 r.) i nastgpnie Miillera (1883 r.),

dat Riichardt (1929 r.).

Przez korek, zamykajacy szczelnie spora butle z badanym ga-
zem, przechodzi pionowa rurka szklana, w ktorej umieszczona jest

kulka metalowa, o promieniu réwnym promieniowi rurki i mo-
gaca swobodnie si¢ w niej przesuwac. Niech b oznacza ci$nienie atmo-
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sferyczne, p — preznos¢ gazu, s — przekrdj rurki, m — mase¢ kuli.
Kula bedzie w rurce w spoczynku, gdy

Przypusémy, ze wpychamy kulke nieco glebiej; gaz ulega wtedy
zgeszezeniu 1 preznosé jego wzrasta o dp. Na kulke dziata wtedy ku
gorze sita, rowna sdp; zakladajac, ze zggszczenie jest adiabatyczne
i oznaczajac glebokos¢, na jaka kulka jest wepchnigta, przez x, otrzy-
mujemy z réwnania (9d)

c’z’p:—kpdv — _ip X

Sita zatem, dziatajagca na kulke, jest proporcjonalna do jej od-
chylenia od potozenia réwnowagi; nadaje jej przyspieszenie, skiero-
wane ku gorze, ktore stopniowo maleje i dochodzi do zera, gdy kulka
wraca do poczatkowego potozenia; gdy kulka, na skutek nabytej
energii ruchu, podnosi si¢ wyzej, powodujac rozrzedzenie gazu, kie-
runek sily zmienia si¢ na odwrotny i warto$¢ jej wzrasta w miar¢
podnoszenia si¢ kulki, ktéra, wyczerpawszy na pokonanie tej sity swa
energi¢ ruchu, zaczyna opada¢ na dot ruchem o przyspieszeniu stop-
niowo malejagcym az do polozenia réwnowagi, a pozniej znéw wzra-
stajacym. Do tych drgan kulki, ktére by trwaty nieograniczenie dtugo,
gdyby w uktadzie nie dziataly sily tarcia, mozemy zastosowaé wzory,
wyprowadzone w rozdz. II, ust. 13. Mamy zatem

~rrr. N =/épS1—x

stad R="_;--2=-=;

znajac wigc objeto$¢ i preznos¢ gazu i mierzac okres drgan kulki,

mozemy wyznaczy¢ k.

Wedlug Regnaulta, ciepto wlasciwe gazdéw pod statym cisnie-
niem jest w temperaturach, odleglych od temperatury krytycz-
nej danego gazu (rozdz. XI, ust. 7), prawie niezalezne od ci-
$nienia. Zmieniajgc cisnienie od 1 do 10 Atm, otrzymatl on na
$rednie cieplo wlasciwe ¢ w granicach od 0° do 200° wartosci
prawie doktadnie state, przy czym dla powietrza rowne 0,2375,
azotu — 0,2434, tlenu — 0,2175, tlenku wegla — 0,2450, me-
tanu — 0,5929 i1 wodoru — 3,409.

W rzeczywisto$ci jednak i w tych temperaturach ¢p wzrasta
nieco ze wzrostem cisnienia: wedlug Holboma i Jakoba wzrost ten nie
przekracza jednak 1°/00 przy wzroscie cisnienia o 1 Atm; wedtug
wczesniejszych (1894 r.) pomiaréw Lussany wzrost ten jest nieco
wigkszy.

24
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W niskich temperaturach zalezno$¢ c¢p od cis$nienia wyste-
puje o wiele wyrazniej. Witkowski w swych klasycznych bada-
niach nad wtlasno$ciami termodynamicznymi powietrza wy-
kazat (1896 r.), ze w niskich temperaturach ¢p przechodzi przez
maximum, tym wyrazniejsze, im temperatura jest nizsza
(rys. 216). W miar¢ zmniejszania si¢ ci§nienia rdéznice wartosci

rys. 216

¢ w réznych temperaturach stajg si¢ coraz mniejsze, dazac do
wspoélnej granicy, przy p -* 0 rownej 0,2372, prawie rownej
liczbie, otrzymanej przez Regnaulta.

Zalezno$¢ ¢ od ci$nienia wyznaczal doswiadczalnie Jolly
(1886 r.). Z pomiaréw jego wynika, ze warto§¢  powietrza
i wodoru w granicach od 20° C do 100° C zmienia si¢ bardzo
niewiele ze wzrostem cisnienia od 1 do 25 Atm. Zmiany te sa
nieco wigksze dla dwutlenku wegla: w danych granicach tempe-
ratur c¢i wzrasta 0 mniej wigcej 6% swej poczatkowe] wartosci
przy wzroscie ci$nienia od 1 do 20 Atm. Witkowski, wyznacza-
jac na drodze teoretycznej ¢y ze znalezionych do$wiadczalnie
wartosci cp, stwierdzil, ze i w tym przypadku zalezno$¢ od ci-
$nienia jest tym wieksza, im nizsza jest temperatura (rys. 217).
Dla wszystkich jednak temperatur zalezno$¢ ta wyraza si¢ mniej
wigcej linig prostg: c¢v nie przechodzi tak, jak ¢ przez maxi-
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mum. Pod ci$nieniem p -* 0 otrzymujemy i tutaj graniczng
warto$¢ (réwng w przypadku powietrza 0,169), niezalezng
w danych granicach od temperatury. W rzeczywistos$ci jednak
warto$¢  nie zalezy od temperatury jedynie w przypadku ga-
z6w jednoatomowych. Biorac zamiast co ciepto witasciwe dro-
binowe Cv (odniesione do jednej drobiny gramowej), otrzymu-
jemy dla tych gazéw mniej wigcej te¢ samg we wszystkich tem-
peraturach warto$¢ 3 kal/stop. (para rteci, sodu, hel, argon,
neon, krypton, ksenon). Dla gazéow dwuatomowych, ktérych
C w temperaturze normalnej wynosi okoto 5 kal/stop. (wodor,
tlen, azot, tlenek wegla, chlorowodor), zmiany ciepta wlasciwego
w zaleznosci od temperatury sg tak male, ze w niewielkich
granicach temperatur mozemy ich zupetnie nie bra¢ pod uwagg,
tym bardziej, ze doktadnos¢, z jaka pospolicie wyznacza si¢
ciepto wlasciwe, jest o wiele mniejsza, niz przy innych pomia-
rach kalorymetrycznych.

Tak np. wedtug Henry'ego (1932 r.) przy wzroécie temperatury
o I'C, w granicach od 0° C do 100° C, Co powietrza wzrasta prze-
cigtnie o 0,016%, C, azotu o 0,008%, tlenu o 0,03%. Wyjatek stanowi
chlor, majacy w temperaturze pokojowej (17°C) Cv o wyjat-
kowo wysokiej wartosci 5,86; C,, chloru wzrasta przecigtnie o 0,085%
przy wzroScie temperatury o 1° C.
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Dla gazéw trzy- i wigcej atomowych, ktorych Ct>6, za-
leznos¢ ciepta wlasciwego w stalej objetosci od temperatury jest
o wiele wyrazniejsza; C ze wzrostem temperatury wzrasta tym
bardziej, im wigksze jest cieplo drobinowe danego gazu.

9. ENERGIA WEWNETRZNA GAZOW DOSKONALYCH

Ustalenie na drodze teoretycznej zwigzku miedzy ¢p 1 ¢y
jest w przypadku gazow doskonatych rzecza stosunkowo prosta.

Przypusémy, ze mamy dwie masy gramowe gazu o tej sa-
mej poczatkowej temperaturze 7, objetosci v, i, co za tym idzie,
preznosci p, i ze jedna z nich ogrzewamy pod statym ci$nieniem,
druga za$§ w stalej objetosci do tej samej temperatury 7.
Zmianie stanu tych dwu mas gazowych odpowiadajg zmiany
ich energii wewngtrznej. Oznaczmy przez UTpy poczatkowa
warto$¢ energii wewnetrznej, jednakowag dla obydwu gazow;
gaz, ogrzewany pod stalym cisnieniem, doznal zmiany tempera-
tury i objetosci, koncowa warto$¢ jego energii wewngtrznej
wynosi UT, n t/. gdzie V' — objeto$¢ po ogrzaniu; gaz, ogrze-
wany w stalej objetosci, doznat zmiany temperatury i prezno-
$ci, jego energia wewnetrzna przybrata wartos¢ U7, , v, gdzie

p’ — preznos¢ po ogrzaniu. Z rownania (6) otrzymamy
eom' — T)=Ul_p,v-UTiP. +"p(»'-V) (2)
o’ Ap,." (b)

Stany koncowe tych dwu mas gazowych réznig si¢, jak widzimy,
wartos$cig preznosci i objetosci; gdybysmy wiec wiedzieli, w jaki
sposob energia wewngtrzna gazu zalezy od tych dwu wielkosci,
moglibySmy na podstawie wzoréw (a) i (b) ustali¢ zwigzek
migdzy ¢p i ™

Na drodze doswiadczalnej zagadnienie to zostalo rozwia-
zane po raz pierwszy przez Gay-Lussaca (1807 r.), a nastgpnie
przez Joule’a (1846 r.). Doswiadczenia, wykonane w obydwu
przypadkach w sposéb prawie identyczny, mozna ujaé w na-
stepujacy schemat. W kalorymetrze odpowiedniego ksztaltu
(rys. 218) umieszczone sa dwa zbiorniki, potgczone rurkg
z kranem. Jeden ze zbiornikow wypelniony jest badanym ga-
zem, w drugim wytworzona jest préznia. Gdy kran otworzymy,
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gaz rozpreza si¢ bez wykonywania pracy (ci$nienie zewnetrzne
rowne jest zeru) do zbiornika proznego, wypekiajac w koncu
doswiadczenia obydwa zbior-

niki réwnomiernie. Doswiad-

czenie wykazuje, ze tempera-

tura kalorymetru nie ulega

zadnej zmianie, gaz zatem,

przechodzac od wickszej prez-

nosci i mniejszej objetosci do

mniejszej preznosci i wigkszej

objetosci, nie pobral ani nie

wywigzal ciepla. Z podstawo-

wego wzoru rys. 218

Q = Ui— +
otrzymujemy, ktadac Q i 77=0
U2 = UX.
Energia wewngtrzna zachowata wigc warto$¢ poczatkowa.

W doswiadczeniu tym nalezy rozréznia¢ dwa stadia: po otwarciu
kranu gaz ze zbiornika uchodzi z pewna predkoscig, energia jego
ruchu powstaje kosztem energii cieplnej gazu, ktérego temperatura
si¢ obniza; strumien gazu, przechodzac do zbiornika préznego i ude-
rzajac o §ciany naczynia, oddaje im swoja energi¢ ruchu, ktéra prze-
ksztalca si¢ w energi¢ cieplna, czgsciowo za$ zuzywa ja na pokona-
nie oporéw tarcia; wywigzana w ten sposob ilo$¢ ciepta réwna jest
cieptu pobranemu. Mozna to wykazaé, mierzac, jak to robit Gay-Lus-
sac, temperatur¢ gazu w zbiorniku, z ktérego gaz wyplywal, i w zbior-
niku, do ktérego gaz wptywal, lub tez umieszczajac, jak to robit Joule,
kazdy ze zbiornikow w oddzielnym kalorymetrze.

Stad wynika, Ze energia wewnetrzna gazu nie zalezy od
objetosci 1 preznosci, lecz jest jedynie funkcja jego temperatury
[7=f(T). (13)

Mozemy zatem we wzorach (a) i (b) uwaza¢ UTpv, i UlLp,ti za

rowne.
Podstawiajac wartos¢ ¢v ze wzoru (b) do wzoru (a), znaj-

dujemy
p(T'—T) =cAT'— T)+yP(>»'-<0 " (c)
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lub ecp—cNT"-T') = ~P(v' ) (c)

We wzorze tym D' oznacza objetos¢ gazu po ogrzaniu o 7' — T
stopni pod statym cisnieniem. Przyjmujgc, ze badany gaz jest
gazem doskonatym, ze wzoru

PO R

otrzymujemy
ViV = (T —T)

i po podstawieniu do (c)
Co—on="7" )

Poniewaz ¢y i ¢ odniesione s3 do jednego grama, nie za$
do jednej drobiny gramowej, stala gazowa R nie ma tej war-
tosci, jaka podaliSmy w rozdz. VIII, ust. 4, lecz tyle razy mniej-
sza, ile jednostek ma ciezar drobinowy danego gazu. Niech ba-
danym gazem bedzie powietrze o cigzarze drobinowym 28.8;
wartos$¢ statej gazowej, ktdra oznaczymy tym razem przez
wyniesie

. _ «414. 107
Ri =" 39— er2/stop. = 0,29.107 erg/stop.

(

Biorac na ¢p i x = warto$ci, wyznaczone przez Regnaulta,

rowne odpowiednio 0,2375 i 1,41 i znajdujac stad cy = 0,168,
mamy
0,2375 — 0,168 = 0,0695 =-L.- 0,29.107.

Na warto$¢ wiec J — mechanicznego réwnowaznika ciepta —
otrzymamy liczbe 4,173.107, nieco mniejszg od podanej w ust. 2.

W ten wiasnie sposob J. R. Mayer wyznaczyt (1842 r.)
mechaniczny rownowaznik ciepta.

10. ZJAWISKO JOULE’A I THOMSONA

Z rozwazan ustepu poprzedniego wynika, ze gdy gaz roz-
preza si¢ do prozni, a wigc bez pokonywania oporu zewngtrz-
nego, z predkoscig wyplywu tak matlg, ze praca, zuzyta na zwigk-



szenie jego energii ruchu, stanowi znikomy ulamek jego energii
wewngetrznej, temperatura jego si¢ nie zmienia. W rzeczywisto-
Sci jednak tak nie jest: rozprgzaniu gazu towarzyszy zawsze
zmiana jego temperatury. Zmiany tej nie mogly wykaza¢ po-
miary Gay-Lussaca i Joule’a; w warunkach bowiem, w jakich
byly wykonywane ich do$wiadczenia, zmiana ta byta zbyt mata,
aby mogla by¢ stwierdzona pomiarem.

W doswiadczeniach Joule'a np., gdzie ci$nienie poczatkowe rdwne
byto 22 Atm, koncowe 11 Atm, obnizenie temperatury kalorymetru

wynosiloby, wedlug Pollitzera, okolo —Q- ° C, wartos¢, lezacag w gra-
nicach btedu doswiadczenia.

Dopiero uzycie przez W. Thomsona i Joule’a (1853 r.) do-
ktadniejszej metody pomiaru pozwolito stwierdzi¢, ze podobnie,
jak prawo Boyle’a-Mariotte’a i Gay-Lussaca, wzor (13) odpo-
wiada pewnemu stanowi granicznemu, gdy zaréwno warto$¢ po-
czatkowe] preznosci, jak i réznica preznosci przed i po rozpre-
zeniu jest znikomo mata.

Metoda, uzyta w tym pomiarze, jest zgola odmienna od
metody Gay-Lussaca i Joule’a. Gaz, znajdujacy si¢ w rurce, za-
bezpieczonej od wymiany ciepta z otoczeniem, przepychany byt
pod ci$nieniem pv przez zatyczke z waty, dzielaca rure na dwie
czesci, rozprezajac si¢ poza zatyczka do cisnienia atmosferycz-
nego p? (rys. 219). Przypusémy dla uproszczenia rozumowania,

ze przed rozpoczeciem do$wiadczenia do zatyczki przylegal bez-
posrednio tlok B, wywierajacy cisnienie p2, tlok za§ 4 wywie-
rajacy cisnienie pl/t znajdowat si¢ w odlegtosci /¢t od zatyczki,
tak ze objetos¢ gazu, znajdujacego sie przed zatyczka, wyno-
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sita lyS, gdzie S — przekrdj rury. W ciagu doswiadczenia ttok A4
przesunat si¢ w glab rury, przepychajac przez zatyczke zawartg
pod nim mase gazu. Praca sit zewnetrznych, wykonana podczas
tego przesuniecia, wyniosta PyliS = pli)l. Gaz, wychodzac na
druga stron¢ z predkoscig znikomo malg, cata bowiem jego
energia ruchu zuzyla si¢ na pokonanie bardzo znacznego oporu
tarcia w zatyczce, odsuwal stopniowo tlok B, wykonywajac
prace pSI2 = P2v2- Rdznica pracy pobranej i wykonanej p<vy —
—p2v2 nie jest, jak wiemy, (rozdz. VI, ust. 8) réwna zeru.
Mozemy bez trudu jga wyznaczyé, znajac zaleznos¢ iloczynu pi)
od cisnienia w danej temperaturze. Pod cisnieniami mniejszymi
od p , pod ktorym pi) ma warto§¢ najmniejsza, pli) jest
wieksze od pwvvi; praca wykonana przez gaz jest wigksza od
pracy pobranej. Gdyby energia wewng¢trzna gazu byla istotnie
niezalezna od objetosci 1 preznosci, mogliby$my oczekiwac obni-
zenia temperatury, odpowiadajacego tej wilasnie nadwyzce
pracy. Pomiary Thomsona i Joule’a wykazaly, ze tak bynaj-
mniej nie jest: chcac doprowadzi¢ gaz po rozpre¢zeniu do tej
samej temperatury, jakg mial przed rozpre¢zeniem, musimy do-
starczy¢ mu ciepla w ilosci, ktoéra na ogét nie jest rOwnowazna
réznicy prac pxi)l — P2v)- Stad wynika, ze zmiana temperatury
spowodowana jest nie tylko przez nierowno$¢ pracy pobranej
i wykonanej, lecz rdbwniez przez zmiang, jakiej doznala energia
wewnetrzna gazu na skutek zmiany jego objetosci.

W temperaturach bliskich 0° C wszystkie gazy, z wyjat-
kiem wodoru, helu i neonu, rozpr¢zane w tych warunkach, obni-
zaja swag temperature. W granicach cisnienh od 1 do 6 Atm
i temperatur od 0° do 100° obnizenie temperatury, przy roz-
nicy ci$nien przed i po rozprezeniu rownej 1 Atm, wyraza si¢
z dostatecznym przyblizeniem wzorem empirycznym Thomsona
i Joule’a

a=a °F) (13

gdzie a jest wielkoScia stala, charakterystyczng dla danego
gazu. Dla powietrza a=—0,276.
Oznaczmy przez Ui poczatkowg warto$é¢ energii wewnetrznej

| grama gazu, przez U'T — wartoéé jej po rozprezeniu, gdy tempe-
ratura gazu zmienila si¢ o A T, objcto$é za$ wlasciwa przybrata war-
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tose Z rownania zasadniczego (6) mamy, ktadac Q —0, uktad
bowiem jest cieplnie odosobniony,

lub, przyjmujac dla uproszczenia, ze energi¢ wewnetrzng mierzymy
w jednostkach mechanicznych, i przenoszgc wyrazy z tymi samymi
znaczkami na t¢ samg strong,

UNp~-IT-Vp™t (a)
przemiana zatem zachodzi przy stalej wartoSci funkcji H Gibbsa
(patrz, ust. 4).

Aby doprowadzi¢ gaz do poprzedniej temperatury, nie zmienia-
jac jego preznosci, musimy dostarczy¢ mu (lub odja¢ w przypadku
wodoru, helu i neonu) ilo§¢ ciepta rowna cp .A T. Objetos¢ jego wia-
Sciwa przybierze wtedy warto§¢ V2, energia za§ wewngtrzna — UL
Bedziemy mieli

U * C.-»,)
lub 02+P2V] = O;—+P2y; + 7cCO.21T. D)

Podstawiajac na ¢7'4-p,v? ze wzoru (a) Ur 4-P”» otrzymamy
po uproszczeniu

t/) — we =Jcp.zjT"rPx-»x—p> v

Dla wszystkich gazéw, z wyjatkiem trzech wyzej wymienionych, war-

to§¢ pivi— P2V2 jest w warunkach do$wiadczenia Thomsona i Joule’a

mniejsza od zera, Jep.J7 > 0. Kazdy z tych wyrazow oddzielnie
mozemy obliczy¢; okazuje si¢, ze Je . J7T  jest wigksze od pii)l—

—pivi, Ui jest zatem wigksze od Ui. Dla wodoru, helu i neonu

pivi—P2V2 > 0 (patrz rozdz. VI, ust. 8), Jep I T < 0, gdyz gazy

te si¢ ogrzewajg przy rozprezaniu; i w tym jednak przypadku suma
tych dwu wyrazéw ma warto$¢ dodatnig. Stad wynika, ze w danych
warunkach, pod stosunkowo miernymi ci§nieniami, energia wewnetrzna
wszystkich bez wyjatku gazéw wzrasta wraz ze wzrostem objetosci

w stalej temperaturze.

Wzoér (15) jest jedynie wzorem przyblizonym, obowiazuja-
cym w niewielkich stosunkowo granicach temperatur i ci$nien.
Przebieg bowiem zjawiska zalezy w wysokim stopniu od po-
czatkowej temperatury i poczatkowej preznosci. W miar¢ wzro-
stu temperatury wielko§¢ d poczatkowo wzrasta i to tym bar-
dziej, im nizsze jest ci$nienie poczatkowe, przechodzi przez ma-
ximum i nastepnie maleje, dochodzac w pewnej temperaturze
do wartos$ci zero, powyzej za$ tej temperatury, zmieniajagc znak
na odwrotny. Istnienie takiej temperatury odwrdcenia
(inwersji), powyzej ktorej gaz, rozprezany, ogrzewa sie,
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pierwszy stwierdzil Olszewski (1902 r.), wyjasniajac w ten
sposob pozorng anomalie¢ wodoru w temperaturze 0° C, lezacej
0 80,5° C powyzej jego temperatury odwrédcenia. Dla helu tem-
peratura odwrdcenia wynosi nieco ponizej —173° C (Perry,
1924 r.).

E. Natanson (1887 r.) powtorzyt doswiadczenia Joule’a i Thom-
sona, rozpr¢zajac dwutlenek wegla w temp. 20°; ostatnio badania
tego zjawiska przeprowadzil w szerokich granicach temperatur i ci-
$nien Hausen (1925 r.).



ROZDZIAL X

DRUGA ZASADA TERMODYNAMIKI

. DRUGA ZASADA TERMODYNAMIKI. PRZEMIANY OD-
WRACALNE

Uzyte przez nas w rozwazaniach rozdziatu poprzedniego po-
jecie rownowazno$ci ciepta i pracy mogloby nasungé przypu-
szczenie, ze przeksztalcenie energii mechanicznej w cieplng i od-
wrotnie nie poddane jest zadnym innym warunkom poza tym,
ktory wyraza wzoér (3) rozdz. IX, aby wartosci przeksztatcanych
energij byly do siebie w stosunku, wyznaczonym przez warto$¢
mechanicznego rownowaznika ciepla J. Taki wniosek bylby jed-
nak w calkowitej sprzecznosci z do§wiadczeniem, jak o tym mo-
zemy si¢ przekonaé, rozpatrujac z nieco innego, niz dotychczas,
punktu widzenia zjawiska, zachodzace w uktadach zachowaw-
czych i rozpraszajacych.

Nazwijmy, uzywajgc terminu wprowadzonego przez W. Na-
tansona, przemiang kolowa zamknig¢ta zupelna
(zjawiskiem kolowym zupelnym) taka przemiang
zamknieta, w ktorej wyniku nie tylko badany uklad, lecz row-
niez 1 wszystkie ciata otaczajace wracaja do stanu poczatkowego,
przemianami za§ obojetnymi poszczegdlne sktadajace si¢ na
przemian¢ zupelng przemiany. Przemiany, jakim podlega uktad
zachowawczy, sg zawsze przemianami obojetnymi. Niech np.
w prostym przypadku uktadu, ztozonego z dwu cial — kamien
i ziemia, rozpatrywana przemiang bedzie ruch kamienia pod
dzialaniem sily grawitacyjnej; przemiana taka jest przemiang
obojetng, mozemy bowiem zawsze uzupehic ja takg inng prze-
miang, po ktérej konfiguracja uktadu wréci do stanu poczatko-
wego, w ciatach za$ otaczajacych nie pozostang zadne trwale
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zmiany. Istotnie, wystarczy na drodze kamienia umiesci¢ ptytke
doskonale sprezysta; kamien odbije si¢ od niej z tg sama pred-
kos$cia, z jakg poprzednio spadal, i podniesie si¢ na t¢ sama, co
poprzednio, wysokos¢, wracajac wzgledem ziemi do potozenia
poczatkowego; ptytka za§ odksztatcona podczas uderzenia przy-
bierze po odbiciu kamienia swdj ksztalt poprzedni.

Podobnie byloby i w przypadkach bardziej ztozonych; je-
dyna réznica polegalaby na tym, ze mechanizmy, ktérych mu-
sielibySmy uzy¢, aby ukladowi przywroci¢ stan poczatkowy,
i ktére w ostatecznym wyniku nie doznatyby zadnych zmian, by-
lyby réwniez bardziej zlozone.

Uwazajmy poddany przemianom uktad i mechanizmy po-
mocnicze za jeden uktad odosobniony; przytoczone wyzej rozu-
mowanie prowadzi nas do wniosku, ze zachowawczy uktad od-
osobniony zawsze moze wroci¢ do stanu poczatkowego.

Jezeli jednak tak, jak to zresztg jest w rzeczywistosci, ciata
uktadu, poruszajac sie, musza przezwycigza¢ opor sil tarcia, je-
zeli wiec uktad badany jest ukladem rozpraszajacym, wtedy
cze$¢ przynajmniej energii mechanicznej przechodzi w energi¢
cieplna, ktorej, jak o tym wiemy z doswiadczenia, nie mozemy
przeksztatci¢ catkowicie w energie¢ mechaniczna bez wytworzenia
trwalych zmian w ciatach otaczajgcych.

Mozemy to stwierdzi¢ na pospolitym przyktadzie ciata poru-
szajacego si¢ po szorstkiej powierzchni. Cialo to, pchnigte
z pewng predkoscia, stopniowo zwalnia swoj bieg i wreszcie
staje; jego energia ruchu, zuzyta na prace przeciwko tarciu,
przeksztalca si¢ w cieplo, ktore podnosi temperaturg zar6wno po-
wierzchni tracej, jak i poruszajacego si¢ ciala. Gdyby nam si¢
udato przy pomocy jakiegokolwiek mechanizmu, ktéryby nie
podlegat zadnym zmianom trwaltym, przeksztalci¢ z powrotem
cieplo w energi¢ mechaniczng, moglibysmy pobudzi¢ cialo do dal-
szego ruchu kosztem ozigbiania si¢ powierzchni, na ktorej ciato
spoczywa, i samego ciala. Co wiecej, nic by nie stalo na prze-
szkodzie, aby po przywroceniu cialu tym sposobem predkosci
poprzedniej, nadawa¢ mu predkos$¢ coraz wigksza, ozigbiajac co-
raz bardziej podstawg.

Tak np., ze uzyjemy tu przykladu, podanego przez W.
Thomsona, okret, znajdujacy sie¢ na morzu, moglby, przy uzyciu
odpowiedniego, nie ulegajacego zmianom mechanizmu, czerpac
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dowolne ilosci ciepta z otaczajacych go wod, przeksztatcaé je na
energi¢ ruchu, ktéra, zuzywajac si¢ na pokonanie tarcia, prze-
chodzitaby z powrotem w ciepto, pobierane przez morze. Uktad —
okret, morze — nie doznawaltby zadnych zmian poza zmiang po-
lozenia okrgtu w tym uktadzie. Tego rodzaju zjawisko, ktore
Ostwald nazwal perpetuum mobile drugiego ro-
dzaju, uwazamy za niemozliwe, za sprzeczne z codziennym do-
$wiadczeniem i z zatozeniami, przyjetymi przez nas uprzednio
dla wyjasnienia przebiegu zjawisk fizycznych.

Prowadzitoby ono, migdzy innymi, do zaprzeczenia zasad-
nos$ci pierwszego prawa termometrii (rozdz. VIII, ust. 1), na
ktorym oparliSmy wyznaczanie temperatur. Wtedy bowiem by-
toby rzeczg mozliwg, aby z dwu cial, odosobnionych i nie dzia-
lajacych na siebie chemicznie, chtodniejsze ostygalo coraz bar-
dziej, goretsze za§ coraz bardziej si¢ ogrzewato; wystarczytoby
w tym celu dotaczenie do ukladu odpowiedniego urzadzenia, ijie
podlegajacego zadnym trwalym zmianom, przeksztalcenie przy
jego pomocy czesci energii cieplnej ciata chtodniejszego w ener-
gie mechaniczng, i nastgpnie zuzycie tej energii na ogrzanie
ciata cieplejszego.

Taki przebieg zjawiska jest nie do pogodzenia z wyobra-
zeniem, jakie mamy o $wiecie nas otaczajagcym. Na tej podsta-
wie wnioskujemy, ze przemiany, jakim podlega uktad, w ktorym
zachodza zjawiska cieplne, a wiec kazdy uktad rzeczywisty, —
nie znamy bowiem uktadow, w ktorych zjawiska te by nie wyste-
powaty, — nigdy nie sg przemianami oboj¢tnymi: rozpraszajacy
uktad odosobniony nigdy nie moze wroci¢ do stanu poczatko-
wego. Stwierdzenie tego faktu stanowi tres¢ drugiej za-
sady termodynamiki, ktoérag podamy tutaj w sformu-
fowaniu Plancka.

Jest rzeczg niemozliwa zbudowac¢ okre-
sowo dziatajacy motor, ktoérego dziatanie
polegatoby jedynie na podnoszeniu cic¢zaru
(a wiec na wykonywaniu pracy) i ozig¢bianiu zbior-
nika ciepta.

Druga zasada termodynamiki zostala po raz pierwszy wypowie-
dziana, w sformutowaniu niec¢ odmiennym od podanego wyzej, przez
Sadi-Camota (1824 r.), nastepnie rozwinigta przez Clausiusa (1850 r.),
ktory ja uzgodnit z zasada zachowania energii, wkrotce za$ potem
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(1851 r.) przez W. Thomsona (pdézniejszego lorda Kelvina), ktoéry

nadat jej posta¢, mato roznigca si¢ od tej, w jakiej wyrazit ja Planck.

W pewnych jednak przypadkach réznica przebiegu zjawisk
w uktadach, w ktorych wystepujg zjawiska cieplne, 1 w ukla-
dach, w ktéorych mamy do czynienia jedynie ze zjawiskami me-
chanicznymi, staje si¢ znikomo matla; zachodzi to wtedy mia-
nowicie, gdy uktad jest bliski stanu rownowagi i gdy nie dzia-
lajag w nim sily tarcia.

Przypusémy, ze pionowe naczynie, zawierajace gaz i za-
mknigte tlokiem, zanurzone jest w dostatecznie wielkiej masie
wody, aby$my w ciagu catego do$wiadczenia mogli uwazaé
temperatur¢ jej za stalg. Jezeli preznos$¢ gazu jest wigksza od
ci$nienia zewnetrznego, wywieranego przez ttok, i od oporu sit
tarcia, gaz si¢ rozprezy, temperatura jego si¢ obnizy i pewna
ilos¢ ciepta przejdzie ze zbiornika z woda do gazu, podnoszac
jego temperatur¢ do wartosci poprzedniej. Podczas tego roz-
prezania zarowno prezno$¢ gazu, jak i jego temperatura, nie
beda mialy na ogdt jednakowej wartosci w poszczegolnych ele-
mentach objeto$ci masy gazowej ; przeci¢tna ich warto$¢ zaleze¢
bedzie nie tylko od objetosci gazu, lecz rowniez i od predkosci
rozprgzania, wobec czego przemiana ta nie bedzie bynajmniej
ta przemiang izotermiczng, o ktorej byla mowa w rozdz. VI,
ust. 8 i w ktorej zwigzek miedzy preznoscig i objetoscia wy-
raza si¢ prawem Boyle’a-Mariotte’a. Zgeszczenie gazu z powro-
tem do objetosci poprzedniej bedzie w tym przypadku, zgodnie
z tym, o czym byla mowa wyzej, mozliwe jedynie przy uzyciu
ciat otaczajacych, ktorych stan fizyczny doznalby wskutek tego
trwatych zmian.

Inaczej jednak bedzie, gdy ttok porusza si¢ bez tarcia i gdy
nadwyzka preznosci gazu nad cisnieniem zewnetrznym jest do-
wolnie mata. Przypusémy, ze za kazdym razem, gdy na skutek
tego, tym razem, nieograniczenie malego rozpr¢zania si¢ gazu
i podnoszenia si¢ tloka, preznos¢ gazu stawac sie bedzie rowna
ci$nieniu zewnetrznemu, bedziemy zmniejszali nieograniczenie
mato obcigzenie tloku (przesuwajac np. z powierzchni ttoka nie-
ograniczenie maly cig¢zarek na umieszczong na tym samym po-
ziomie nieruchomg podstawke) i w ten sposob stopniowo zwick-
szali objeto$¢ gazu od poczatkowej wartosci do koncowej v2.
Gdy gaz osiagnie t¢ objetos¢, powickszmy nieograniczenie mato
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obciazenie tloka, tlok nieco opadnie i gaz zmniejszy swa obje-
tos¢. Postepujac podobnie, jak poprzednio przy rozrzedzaniu,
zgeszczajmy stopniowo gaz (zsuwajac np. stopniowo na tlok te
ciezarki, ktoreSmy poprzednio usuwali), dopoki nie dojdzie do
objetosci poczatkowej DV W obydwu przemianach predkosé
masy gazu i predkos¢ tloka sa nieograniczenie mate; praca, wy-
konywana przez gaz przy rozpre¢zaniu, jest prawie rOwna pracy,
wykonywanej przez sily zewnetrzne przy analogicznych przesu-
nigciach tloka podczas zgeszczania, wobec czego i cieplo, jakie
gaz pobiera ze zbiornika, nieograniczenie malo si¢ rézni od cie-
pta, oddawanego zbiornikowi w tych samych granicach potoze-
nia tloka, tak ze stan fizyczny gazu, odpowiadajacy danemu
polozeniu tloka podczas rozprezania, rézni si¢ nieograniczenie
mato od stanu, jaki przy tym samym polozeniu ttoka gaz posiada
podczas zgeszczania. W granicy, gdy przemiana zachodzi nie-
skonczenie powoli, réznice te mozna uwazaé za rOwne zeru, i gaz
za znajdujacy si¢ w kazdej chwili w stanie rownowagi. Wtedy
nieskonczenie mata zmiana obcigzenia tloka moze, jak widzie-
lismy, spowodowa¢ przemian¢ odwrotna, w ciggu ktoérej gaz
przechodzi¢ bedzie przez te same stany, przez jakie przechodzit
podczas przemiany pierwotne;.

Odktadajmy na osi odcigtych chwilowe objetosci gazu (lub
proporcjonalne do nich, gdy naczynie ma ksztatt cylindryczny,
odleglosci ttoka od dna), na osi rzgdnych odpowiadajace danej
objetosci (danemu potozeniu ttoka) ci$nienie zewngtrzne (rys.
220). Krzywa CC, bedaca znang nam izoterma, i wyrazajaca
zwigzek migdzy objetoscig i preznoscig gazu, dzieli plaszczyzne
rysunku na dwie czgsci, z ktorych gorna odpowiada zggszczaniu,
dolna — rozrzedzaniu gazu. Istotnie, przypusémy, ze w chwili,
gdy gaz zajmuje objetos¢ OB i gdy preznos$¢ jego wynosi BA,
zwickszamy obcigzenie tloka, tak ze ci$nienie zewngtrzne wzrasta
do BA" > BA. Tlok zacznie opadac i to tym prgdzej, im wigksza
bedzie roznica AA"; zmniejszajac t¢ roznicg, zmniejszamy pred-
ko$¢ przemiany. Gdy wigc punkt 4" bedzie si¢ zblizal wzdhuz
prostej BA" do A4, predkos¢ przemiany bedzie si¢ stopniowo
zmniejszata, w punkcie nieskonczenie bliskim 4 stanie si¢ nie-
skonczenie mata; gdy ci$nienie zewngetrzne jeszcze nieco zmniej-
szymy, punkt 4" przejdzie na druga strong¢ krzywej : preznosc
gazu stanie si¢ wigksza od ci$nienia zewng¢trznego i gaz zacznie
Wyklady fizyki, t. I 25
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si¢ rozprezac. W chwili zatem, gdy zaréwno gaz, jak i cisnienie
zewnetrzne posiadaja, te¢ sama wartos¢ BA, nieskonczenie mala
zmiana ci$nienia zewnetrznego moze spowodowac albo rozpre-
zanie si¢ gazu albo jego zgegszczanie. Krzywa CC jest granica,
wzdluz ktorej stykaja, si¢ dziedziny odpowiadajace przemianom,
zachodzacym w kierunkach przeciwnych. Przemiany takie, jak
ta, ktorg, odtwarza krzywa CC, nazywamy odwracalnymi.
Sa one, jak widzimy, nieskonczenie powolne, przechodzac w gra-
nicy w szereg kolejnych stanéw réwnowagi.

Pojgciem przemiany odwracalnej niejednokrotnie postugiwalismy
si¢ milczaco w rozdzialach poprzednich. Na identycznych zalozeniach
opieraliSmy si¢ np. przy wyprowadzaniu prawa Boyle’a-Mariotte'a,
wzoru Poisson’a, odksztalcenia doskonale spre¢zystego itd.
Przemiana odwracalna jest jednak nie do pomyslenia

w uktadach, w ktorych wystepuje tarcie. Niech opor, jaki sta-
wia tarcie przesuwaniu si¢ tloka, wynosi /. Ttok nie bedzie
opadat, dopoki jego obciazenie P bedzie mniejsze od (pS + /),
nie bedzie si¢ podnosit, dopoki P bedzie wigksze od (pS — /),
gdzie S przekroj tloka. Warunek rownowagi sprowadza sie wiec
do nieréwnosci

pPS—/<P<pS+/f.
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Niech tak, jak poprzednio, zwigzek migdzy preznoscig gazu
i jego objetoscig wyraza sie krzywg CC (rys. 221) i niech w da-
nej chwili gaz ma objetos¢ OB i preznosé BA, przy czym cisnie-
nie, wywierane przez ttok, niech bedzie takze réwne AB. Dla

wywolania zgeszczenia nie wystarczy tak, jak poprzednio,
zwickszy¢ nieskonczenie mato obcigzenie ttoka, w tym bowiem

przypadku cisnienie zewngtrzne musi co najmniej o , prze-
0

wyzsza¢ preznos¢ gazu. Punkt A", odpowiadajacy tej wartosci
ci$nienia, jaka powoduje zgeszczanie gazu, bedzie lezat w skon-
czonej odleglosci od 4. Podobnie punktu 4’ odpowiadajgcego
ci$nieniu zewng¢trznemu, przy ktorym zajdzie rozpr¢zanie gazu,
nie bedzie mozna przyblizy¢ do punktu 4 bardziej, niz na od-

leglos¢ A4 = - Wyznaczajac w ten sposoéb punkty A* i A"

dla kazdego potozenia ttoka, otrzymamy dwie krzywe DD i EE,
ktore bedg dzielity plaszczyzng rysunku na trzy czesci. Punkty,
lezace powyzej krzywej DD, beda odpowiadaty cisnieniom ze-
wnetrznym, powodujacym zgeszczanie gazu, lezace ponizej EE —
ciSnieniom, wywolujacym rozrzedzanie, punkty miedzy krzy-
wymi — stanom rownowagi. Dziedziny zggszczenia i rozrze-

25
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dzenia nie beda miaty wspolnej granicy, nie bedzie mozna za-
tem przez nieskonczenie matg zmian¢ warunkéw zewnetrznych
spowodowa¢ odwrocenia biegu zjawiska.

Dwa sg zatem warunki odwracalno$ci przemiany: 1) aby
uktad byt w kazdej chwili nieskonczenie bliski stanu rownowagi
i 2) aby przemiana ta stanowita wspo6lng granice dla przemian,
zachodzacych w kierunkach przeciwnych.

Tym warunkom nie czynig nigdy zado$¢ przemiany rzeczy-
wiste. Przemiana odwracalna jest przypadkiem granicznym, do
ktérego przemiany rzeczywiste zblizajg si¢ tym bardziej, im
wolniej zachodzg, i im mniejsze sg w ukladzie sily tarcia.
Podobnie jednak, jak analogiczne do pewnego stopnia pojecia
ciata doskonale sztywnego, cieczy doskonatej i gazu doskona-
fego, i to pojecie, wprowadzone do rozwazan fizycznych przez
Carnota, oddaje duze ustugi, jak o tym zaraz si¢ przekonamy,
rozpatrujac bardziej szczegblowo warunki, w jakich energia
cieplna moze przechodzi¢ w mechaniczng.

2. TWIERDZENIE CARNOTA

Warunki te bedziemy uwazali za wyznaczone, gdy, znajac
je, bedziemy mogli w kazdym poszczegdlnym przypadku obli-
czy¢ stosunek ciepta przeksztalconego w prace do ogolnej ilosci
ciepta pobranego przez uklad. Gdy uktad wykonywa prace jedy-
nie kosztem pobranej energii cieplnej, stosunek pracy wykonanej
do pobranego ciepta nazywamy wydajnoscia lubwsp 6 1-
czynnikiem skutku uzytecznego, uklad zas§ —
motorem cieplnym. Wydajnos¢ jest w tym przypadku
rowna

=J5 = Q_
moJo o'

Tak jednak jest tylko wtedy, gdy energia wewnetrzna cial, po-
bierajacych ciepto i wykonywajacych pracg, ma na poczatku
i koncu doswiadczenia warto$¢ te sama, gdy wigc ciata te —

tzw. ciala czynne — podlegaja przemianie zamknigte;.
Przypusémy, ze cialem tym jest gaz doskonaty o tempera-
turze tl# preznosci pl i objetosci zamkni¢ty w naczyniu

o S$ciankach cienkich, doskonale przewodzacych ciepto, i za-
opatrzonym w tlok, mogacy si¢ przesuwacé bez tarcia. Poczat-
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kowy stan gazu odtwarza na wykresie (rys. 222) punkt A. Za-
nurzmy naczynie z gazem do zbiornika o niezmieniajacej si¢ pod-
czas do$wiadczenia temperaturze zr, rbwnej temperaturze gazu,
i rozprezajmy go odwracalnie do cisnienia p2 i objetosci t2. Pod-
czas tej przemiany izotermicznej, odtworzonej na wykresie przez
izoterm¢AZ?, gaz pobiera
ze zbiornika, ktoéry na-
zwiemy ogniskiem,
ilo$¢ ciepta Or i wyko-
nywa pracg, rOwng po-
lu AYABBX Nastepnie
wyjmujemy ze zbiornika
naczynie z gazem, nakta-
damy na nie plaszcz
ochronny, nieprzewodza-
cy ciepta, i poddajemy
gaz odwracalnemu roz-
prezaniu adiabatyczne-
mu, w ktoérego wyniku
preznos¢ gazu spada do wartosci p3, objetos¢ zwigksza sie do v3,
temperatura za$ obniza si¢ do t2. Podczas tej przemiany, ktora
odtwarza adiabata BC (na rysunku adiabata opada bardziej
stromo niz w rzeczywistosci), gaz nie oddaje ani nie pobiera
ciepta, wykonywa za$ kosztem swej energii wewngtrznej prace,
wyrazong polem BXBCCX. Gdy gaz dojdzie do wymaganej tem-
peratury, zdejmujemy z niego ptaszcz ochronny, i zanurzamy
naczynie do chtodnicy, zbiornika o niezmieniajacej si¢ pod-
czas do$wiadczenia temperaturze t2, nizszej od zx, nastepnie zas
zgeszczamy go odwracalnie do preznosci p4 i objetosci v4. Ta izo-
termiczna odwracalna przemiana, podczas ktérej gaz oddaje
chlodnicy ilos¢ ciepta Q2, zachodzi kosztem pracy zewnetrznej,
wyrazonej polem DXDCCX. Dobierajac odpowiednio koncowe
wartos$ci p4 1 v4, mozemy odwracalnym zggszczeniem adiabatycz-
nym (a wiec, zabezpieczajac od wymiany ciepta z otoczeniem)
doprowadzi¢ gaz do stanu poczatkowego, tzn. do objetosci vy,
preznosci pr 1 temperatury zx. V/ tej przemianie gaz nie pobiera
ani nie oddaje ciepta, zgeszczenie zachodzi kosztem pracy ze-
wnetrznej, wyrazonej polem DIDAAX Nadwyzka pracy, wy-
konanej przez motor, nad praca pobrang wyraza si¢ polem czwo-
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roboku ABCD; jest ona réwnowazna roznicy Q4— Q2, energia
bowiem wewngetrzna gazu wrocita do wartosci poprzedniej. Tego
rodzaju przemian¢ zamknieta, sktadajaca si¢ z dwu odwracal-
nych przemian izotermicznych i dwu odwracalnych przemian
adiabatycznych, nazywamy cyklem Carnota; motor za$,
podlegajacy jedynie przemianom odwracalnym, — motorem
odwracalnym lub doskonatym.

W takim motorze wszystkie przemiany moga przy nieskon-
czenie malej zmianie warunkéw zewnetrznych zachodzi¢ w kie-
runku odwrotnym. Mozemy wigc sobie wyobrazié, ze gaz, znajdu-
jacy si¢ poczatkowo w stanie, wyobrazonym przez punkt 4, roz-
prezamy odwracalnie i adiabatycznie tak, aby temperatura jego
obnizyta si¢ do 72, prezno$¢ za$ i objetos¢ przybraty wartosci
p4 i v4. Przemiang t¢ odtworzy ta sama adiabata 4D, jaka od-
twarzala poprzednio zggszczenie adiabatyczne w tych samych
granicach objetosci i prezno$ci; prace wigc przez gaz wykonang
wyrazi to samo pole AjA-WA, jakie poprzednio wyrazato prace
pobrang przy zgeszczaniu. Nastgpnie umieszczamy gaz w chtod-
nicy i poddajemy go odwracalnemu rozpre¢zaniu izotermicznemu,
w ciggu ktorego gaz wykonywa prace DIDCCI i pobiera
z chlodnicy ilo$¢ ciepta Q2, rowna tej, jaka oddal przy przemia-
nie poprzedniej, zachodzacej w kierunku prostym, prze-
miana bowiem, w mysl zatozenia, jest calkowicie odwracalna.
Gdy gaz dojdzie do stanu, wyobrazonego przez punkt C,
zgeszczamy go odwracalnie i adiabatycznie do temperatury zv
preznosci p2 i objetosci -v2, co bedzie wymagalo pracy zewnetrz-
nej CICBBX Wreszcie, zanurzajgc naczynie z gazem do ogniska,
poddajemy go odwracalnemu zgeszczaniu izotermicznemu ko-
sztem pracy BIBAAV Gaz odda wtedy ognisku ilos¢ ciepta QOx.
Ciepto to mozemy uwaza¢ za sume¢ ciepta Q2, odebranego ciatu
chtodniejszemu (chtodnicy) i przeniesionemu w skutku tej prze-
miany wstecznej do ciala goretszego (ogniska), oraz ilosci
ciepta Q4 — Q2, rownowaznej nadwyzce pracy pobranej nad wy-
konana, nadwyzce, ktérg wyraza pole ADCB.

Jezeli wiec puscimy motor raz w kierunku prostym, na-
stepnie za$§ w kierunku wstecznym, uktad, zlozony z gazu i oby-
dwu zbiornikow ciepta, wroci doktadnie do stanu poczatkowego,
praca bowiem wykonana przez motor w pierwszej przemianie
zostanie w przemianie wstecznej zuzyta na odebranie chtodnicy
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tej ilosci ciepla, jaka poprzednio otrzymata, i oddanie ognisku
tego ciepla, jakie poprzednio utracito. Dwie te przemiany tworzy¢
bedg zatem przemiang kotowa (zamknigta) zupeina.

Przypus$cmy teraz, ze ciatem czynnym jest nie gaz doskonaty,
lecz jakiekolwiek inne ciato, np. gaz rzeczywisty, ciecz lub nawet
cialo state, ktore przebiega cykl Carnota w tych samych grani-
cach temperatur ogniska i chtodnicy, przy czym masa jego jest
tak dobrana, ze ilo§¢ ciepta, jaka pobiera z ogniska przy prze-
mianie w kierunku prostym, jest réwna ilosci ciepta Q¢ jaka
pobierat rozpatrywany poprzednio motor gazowy. Zaldézmy, ze
udalo si¢ nam znalez¢ ciato, ktore w tych warunkach osiaga wy-
dajnos¢ T]' wicksza od wydajno$ci i) poprzednio rozpatrywanego
motoru. Mamy zatem

V>4

ub % 4
u JO\ > JOx

co, z uwagi, ze Q=0 oraz, ze Ys'=allli—Q')=J(QOr+—QV)
i Y =JOx—Q2 przechodzi w nier6wnos¢

a@i Q) _ Qi JQi Q) _1_ Q
ag " Ox JOI O

1 ostatecznie

Sprzegnijmy obydwa motory tak, aby motor nowy pracowat
w kierunku prostym, dawny za§ w kierunku wstecznym. Motor
nowy wykona prac¢'G”, pobierajagc z ogniska ciepto Q¢ i odda-
jac chtodnicy ciepto Q2, motor poprzedni pobierze prace U
chtodnica odda mu ciepto Q2, ognisko za§ otrzyma od niego
ciepto Or. W wyniku ostatecznym otrzymamy pewng nadwyzke
pracy*G' — Y3, rownowazng cieptu O, — 02, pobranemu z chtod-
nicy; ognisko i ciatlo czynne wrdéca do poprzedniego stanu.
Powtarzajac ten zabieg dowolng ilo§¢ razy, otrzymamy dowolnie
wielka prace, wykonang kosztem ciepla pobieranego z chtodnicy,
przy czym pozostate ciata ukladu odgrywalyby jedynie role po-
mocniczg. Taki przebieg zjawiska jest w oczywistej sprzecznosci
z druga zasada termodynamiki (ust. 1), musimy go przeto uznaé
za niemozliwy. Spoétczynnik 7' nie moze wiec by¢ wickszy od 1]
Nie moze by¢ rowniez i mniejszy od 7. Aby tego dowies¢, wy-
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starczy uktad motordéw sprzezonych pusci¢ w kierunku odwrot-
nym. Motor dawny wykona prace ‘S’, pobierze z ogniska ciepto
Qi, odda chlodnicy ilos¢ ciepta Q2 ; motor nowy pobierze prace (G’
(mniejszag tym razem od (G), z chlodnicy zaczerpnie ciepto
O\ > Qi i ognisku odda ciepto Qv Wynik wiec ostateczny bedzie
i tym razem sprzeczny z druga zasada. Spolczynnik jest zatem
réowny ).

We wszystkich wigc tego rodzaju motorach odwracalnych,
pracujacych w tych samych granicach temperatur, 17 ma t¢ sama
warto$¢. Stad wynika, ze wydajno$¢ takiego motoru nie zalezy
od rodzaju ciata czynnego. Dochodzimy w ten sposéb do twier-
dzenia Carnota: w motorach odwracalnych przebiegaja-
cych cykl Carnota, spélczynnik skutku uzytecznego jest funkcjg
jedynie temperatur ogniska i chtodnicy

= d>

Stosujac analogiczne rozumowanie do motorow, pobieraja-
cych ciepto z tego samego ogniska, co motory rozpatrywane po-
przednio, i oddajacych ciepto tej samej chtodnicy, lecz podlega-
jacych przemianom nieodwracalnym, stwierdzimy z latwoscia,
ze spOlczynnik ich skutku uzytecznego in nie moze by¢ wigkszy
od spotczynnika motoréw odwracalnych 0. Dowodzenia poprzed-
niego nie bedziemy mogli jednak przeprowadzi¢ do konca. Motor
bowiem nieodwracalny, poruszajac si¢ w kierunku wstecznym,
zuzyje na ogoét ilos¢ pracy rozng od tej, jaka wykonat przy obiegu
prostym, pobierze z chtodnicy nie to samo, co poprzednio, ciepto
i odda ognisku rowniez nie t¢ samg ilo$¢ ciepta. Rdéznica tych
warto$ci zaleze¢ bedzie od warunkéw, w jakich uktad podlegat
danym przemianom. Mozemy wiec jedynie stwierdzi¢, ze

Za Clausiusem zakladamy
In<Ily* 2)

Spotczynnik skutku uzytecznego motoru nieodwracalnego
jest zawsze mniejszy od spoétczynnika skutku uzytecznego mo-
toru odwracalnego, pobierajacego cieplo z tego samego ogniska
i oddajacego ciepto tej samej chtodnicy.
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3. SKALA TEMPERATUR BEZWZGLEDNYCH

We wzorze (1) ksztalt funkcji / (ti,12), wyrazajacej spot-
czynnik skutku uzytecznego motoru odwracalnego, pracujacego
w granicach temperatur # i 72, pozostat nieoznaczony. Funkcje
te mozemy, jak to stwierdzit Thomson (1847 r.), latwo wyzna-
czy¢, biorgc zmian¢ wielko$ci 7 za miar¢ zmiany temperatury
jednego ze zrddet ciepta (ogniska lub chlodnicy), gdy tempera-
tura drugiego pozostaje w czasie do§wiadczenia stalg. Skala ter-
mometryczna, w ten sposob zbudowana, niezalezna, w mysl twier-
dzenia Carnota, od rodzaju ciata czynnego, jest tzw. skalag
termodynamiczna lub bezwzgledng, o ktorej byla
mowa w rozdz. VIII, ust. 1.

Potaczmy, idac drogg rozumowania, wskazang przez Poin-
caré’go (1908 r.), dwa motory odwracalne Carnota w ten spo-
sob, aby chlodnica jednego z nich byla ogniskiem drugiego 1 aby

rozprezania i zgeszczania adiabatyczne zachodzity w obydwu mo-
torach wzdhuz tych samych krzywych. Tym warunkom czynig
zado$¢ motory, przebiegajace cykle ABCD 1 BCEF (rys. 223).
Spotczynniki skutku uzytecznego tych dwu motorow wyraza si¢
odpowiednio wzorami

= ey = @)

gdzie Oy 1 Q2 oznaczajg ilosci ciepla, pobrane przez kazdy z tych
motoréw ze swego ogniska, przy czym ilo$¢ ciepta Q2, pobrana
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ze zrodla o temperaturze #) przez motor drugi, jest rowna, jak
to wynika bezposrednio z wyzej postawionych zalozen, ilosci
ciepta, oddanej temu samemu zrodlu przez motor pierwszy.
Kladac ~==7 (Qt — Q2), otrzymujemy z pierwszego wzoru (a)

skq«d /\' = 1 _/(<3,<9)

lweszte  Yo=idra=victy )

Podobnie znajdziemy dla drugiego motoru

= (©)

Zastepujac te dwa motory jednym, przebiegajacym cykl ABEF,
bedziemy mieli n

= (d)
Dzielagc wzor (d) przez (c), otrzymamy
0 _ "s)
o y('i")

Zestawiajac ten wzor ze wzorem (b), znajdujemy

Zaldézmy teraz, ze temperatura najchtodniejszego zroédia t3
pozostaje w ciggu calego doswiadczenia stalg i ze zmieniamy
temperatury zrodet # i #) lub, $cislej mowiagc, uzywamy coraz
to innych zrodet ciepla, biorac np. za zrédia coraz to inne ciata
skali podstawowej (rozdz. VIII, ust. 1) o temperaturach wyz-
szych od t3. Wtedy kazda z funkcyj y (tD t3) i ¢ (12, #3) bedzie
funkcja jednej tylko zmiennej #v lub t2. Wzoér (e) mozemy zatem
przepisa¢ w postaci

lub, podstawiajac zamiast {p (fu t2) wartos¢ tej funkcji ze
wzoru (b)
1 <A<
1-JIVvF) >(<«)
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skad ostatecznie otrzymamy
no=Ry—">~=_—& —~_ v,
o Vi)

Poniewaz 1]l = f (%, £2) ma, z natury rzeczy, zawsze wartos¢
dodatnia, r6znica ¢ —<p(t2) roéwniez bedzie zawsze dodatnia;
(/) jest zatem wielko$cia, stale wzrastajaca ze wzrostem tempe-
ratury i majacg w kazdej temperaturze warto$¢ scisle oznaczona.
Czyni wigc ona zado$¢ warunkom, jakim, wedlug ust 1, rozdz.
VIII, powinna odpowiada¢ wielkos¢ termometryczna. Mozemy
przeto zmiany jej wartosci przyjac¢ za miar¢ zmian temperatury;
i zalozy¢, ze zmianie wartosci ¢ (¢2) o jednostke bedzie odpowia-
data w tej nowej skali zmiana temperatury ciata o jeden stopien.

Oznaczmy warto$¢ funkcji ¢pw temperaturze ¢ przez 7, tak
ze y(<) — T. Wzor (3) przybierze wtedy postaé

i— Qi 71— 7|
_@—0 71— W
lub po uproszczeniu

8};: ;lﬂ , (4 )

gdzie Tt i T2 oznaczajg temperatury dwu danych zrédet ciepta,
odniesione do skali bezwzgledne;.

Dla wyznaczenia zwigzku mig¢dzy stopniami skali bezwzgled-
nej i stopniami skali gazowej obliczamy spotczynnik skutku uzy-
tecznego motoru odwracalnego Carnota, w ktoérym ciatem czyn-
nym jest np. gaz doskonaly. Z warto$ci tego spotczynnika oraz
z dodatkowego warunku, aby 7% — 77— t&x—I2, znajdujemy
znany juz z ust. | rozdz. VIII zwigzek

— 14-273,16 (5)

Praca gazu podczas rozprgzania izotermicznego AB (rys. 224)
w temperaturze ti, rOwna sumie prac elementarnych pdv, jest wy-
konana catkowicie kosztem ciepta Qi, pobranego z ogniska, energia
bowiem wewnegtrzna gazu doskonatego w stalej temperaturze zacho-
wuje jak wiemy (rozdz. IX, ust. 9), warto§¢ niezmienna, niezalezng
od objetosci i preznoSci gazu. Mamy zatem

»2
=7 paw. (®

"
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rys. 224

W ciggu tej przemiany izotermicznej zwigzek migdzy preznoscia
1 objetoscia gazu wyraza prawo Boyle'a-Mariotte’a. W kazdym zatem
punkcie krzywej mamy

pv—pi Ul— pi DI
lub

F D *

Podstawiajac do wzoru (g), otrzymujemy

JOx = J -"m==P ViiffL==Povo(l + ati) [ff"™- (h)
P, 0, | |
gdzie znak Ig oznacza logarytmy naturalne.

Podobnie ilo§¢ ciepta Qi, oddana chtodnicy podczas przemiany
izotermicznej w temperaturze #i, jest rownowazna pracy zewnetrznej,
pobranej przez gaz. Bioragc wartosci bezwzgledne ciepta i pracy, be-
dziemy mieli analogicznie do (h)

JOI =p.Vig™~-=PoMi-Va ig . ()
Poza tymi przemianami izotermicznymi gaz podlega rowniez odwra-

calnym przemianom adiabatycznym, w ktorych zwigzek migdzy prez-
nos$cig i objetoScia wyznacza wzor Poissona. Mamy wigc

PA=PJST 1| PJT =PiJT (k)
skad z uwagi, ze P— ~(1 + otrzymujemy
iVil = P§ = povo(l+a<a) . v, =V, , l4att
Ivi/ pt " u " PeMIl + otJ v ' l-baz,
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1 <M/*:‘IJA,‘=‘34"14-M

albo po skroceniu

/Y, l1+a<i . /» )*~1 1+a®
\y, / l4-ant 1 \ V47 l14-an
. . Y, Y, =A.
i ostatecznie W Vi lub @, 7
Stosunek zatem @l wyrazi si¢ wzorem
Q P,».(14-at,) X-Vat

(1)
Ql  Povo(l -Var g~ 17+ at,

Ze wzorow (b) i (f) wynika, Ze stosunek ten rowny jest sto-

sunkowi ? ) A wiec
(<)
JL Lt
£CLj r. _ Q. -+ e -
o) T 0 I4-aB £
a I

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy
PW=T1=C (-1 4-1),

gdzie C jest stalym, niezaleznym od temperatury czynnikiem propor-
cjonalnosci; ktadac dodatkowo, ze C=1, ze wiec Ti— Tt =1ti — i,
i podstawiajac zamiast -i- jego wartos¢, roéwng 273,16, otrzymujemy

wzor (5).
Ze wzoru (m) otrzymujemy

T, T, T’

gdzie Q ilo§¢ ciepla pobrana lub oddana przez ciato czynne w dowol-
nej przemianie izotermicznej o temperaturze 7 migdzy dwiema adia-
batami, tymi samymi, miedzy jakimi sa zawarte przemiany izoter-
miczne o temperaturze 77 i T». Z drugiej jednak strony z réwnania
(4) mamy, przyjmujac ze ognisko ma temperatur¢ wrzacej wody pod
cisnieniem 1 Atm, chlodnica za§ temperaturg topniejacego lodu i kta-
dac Ti— T — 100

Qi _qie0 — Qo

Tz— 100 °
Q __ Pipo QO
stad 77 100
i - T — 2 0. o)
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Wzér (5a) wyznacza, wedlug orzeczenia migdzynarodowej komi-
sji przy Migdzynarodowym Instytucie zimna (Int. institut du froid),
temperatur¢ bezwzgledna (1924 r.).

Gdy 7—0, t =—273,16; temperatura zera skali bez-
wzglednej jest nizsza od temperatury topniejacego lodu
0 —273,16° C. Zero bezwzgledne nie ma charakteru umownego,
jak zero skali gazowej, wybrane, jakeSmy widzieli, catkowicie
dowolnie. Oznacza ono najnizsza temperature, jakg mozemy so-
bie wyobrazi¢. Istotnie, zalézmy, ze istnieje ciato o temperaturze
nizszej od zera bezwzglednego i uzyjmy tego ciala, jako chlod-
nicy w motorze odwracalnym Carnota. Zgodnie ze wzorem (4)
otrzymaliby$my wtedy

I = =Tt+ T
I T, r =

[los¢ ciepta przeksztatconego w prace bylaby zatem wick-
sza od ciepta pobranego z ogniska; cialo czynne pobieraloby
w tym przypadku réwniez ciepto z chtodnicy. W wyniku zatem
obiegu w kierunku prostym otrzymaliby$Smy pewng prace i ozig-
bienie zbiornikdw ciepla, co jest sprzeczne z drugg zasadg termo-
dynamiki. Wielko$¢ 7' ma wigc zawsze warto$¢ dodatnig.

Ze wzoru (4a) wynika jeszcze jeden wazny wniosek. Przy-
pusémy, ze uzywamy motoru Carnota nie do wykonywania pracy,
lecz do ozigbiania chtodnicy. W tym celu wystarczy, jak wiemy,
pusci¢ motor w kierunku wstecznym. Praca zewnetrzna wyniesie
wtedy J(Qz— Q2), gdzie oznacza ilo$¢ ciepla, oddana ogni-
sku, Q2 — ciepto, pobrane z chtodnicy. Stosunek tych dwu ilosci
ciepta

Tl

bedzie tym wickszy, im nizsza bedzie temperatura chtodnicy.
W miare zatem obnizania si¢ jej temperatury wzrasta¢ bedzie
coraz bardziej ilo$¢ pracy, potrzebnej do odebrania chlodnicy
jednostki ciepta. Mamy bowiem

T
Q = QF 1]
i 16 = JQ,(-"--1) = Jo,
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skad 7 —T1%
JOi Tt

gdy T? dazy¢ bedzie do zera, stosunek —— dazy¢ bedzie do nie-

skonczonosci. Ozigbiajgc w ten sposdb chlodnice, odbieramy jej
w miare zblizania si¢ do zera bezwzglednego te same ilosci ciepta
kosztem coraz to wigkszej pracy (por. ust. 5b).

4. UOGOLNIENIE NA DOWOLNE PRZEMIANY ODWRACALNE
ENTROPIA

Umowmy si¢ uwazac¢ ciepto pobrane przez cialo czynne za
dodatnie, ciepto za$ oddane za ujemne. Otrzymamy wtedy wzor
(4a) w postaci

JL =21
- 0* K

lub 271\4_‘_ 7\ 0 (6)

Wzor ten mozemy zastosowaé rowniez i do przypadku, gdy
ciatlo czynne wymienia ciepto nie z dwoma, lecz z wigksza iloscia
zrodel ciepta. Niech np. cialo czynne przebiega droge
ABEFGHCD, pobierajac ciepto ze zbiornikdw o temperaturach
7t i 73, oddajac za$ ciepto zbiornikom o temperaturach 74 i 7?7
(rys. 225). Przypusémy, ze po dojsciu ciata do stanu, wyobra-
zonego przez punkt C, za-
chodzi dalsze zgeszczenie p A
adiabatyczne od C do B,
nastgpnie za§ przemiana
odwrotna od B do C. Wpro-
wadzenie tych dwu dodat-
kowych przemian, zacho-
dzacych wzdluz tego same-
go odcinka krzywej, lecz
w kierunkach odwrotnych,
nie wptywa, rzecz prosta,
W niczym na ostateczny
wynik przemiany, suma bo-
wiem prac wykonanej i po- Q
branej, i suma pobranego rys. 225
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i oddanego ciepla, rowne sa zeru, cialo za§ czynne wraca do
stanu, jaki mialo poprzednio. W ten sposob jednak uzupeliamy
dang przemiang do dwu catkowitych cyklow Carnota: ABCDA
i EFGHE. Dla pierwszego z nich mamy

o . _
om0
dla drugiego
Qs . QL B
"Te + T4 V'
Stad dla danej przemiany, rownowaznej sumie tych dwu cyklow
Qi i i i =0

Tx TV Ty T '

Podobnie rzecz si¢ bedzie miata i z kazda inng, byle odwracalna,
przemiang zamknigtg. Jedyna roznica polega¢ bedzie na tym,
ze na ogot ilos¢ zrddet,
z ktorymi cialo czynne
wymienia ciepto, bedzie
woOwczas nieograniczenie
wielka. Niech np. 4BCA
odtwarza w plaszczyznie
dang odwracalng prze-
miang zamknigtg (rys.
226). Przeprowadzmy
szereg nieskonczenie bli-
skich adiabat NLN4, NN\
Zl BB' itd:, ktore podzielg

0 226 dang przemiang zamknig-
ta na nieskonczenie wiele
nieskonczenie matych przemian zamknictych NINN,N4NI itd.
Podczas przemiany ciatlo pobiera z jakiego$ zrodia o tem-
peraturze 7t nieskonczenie mato rézniacej si¢ od temperatury
ciata czynnego na danym odcinku krzywej, nieskonczenie matg
ilo$¢ ciepta dLQv Ilo$¢ t¢ mozemy przyjac za réwng ilosci, kto-
ra by byla pochtoni¢ta podczas przemiany izotermicznej N¢N2.

Istotnie, przypusémy, ze cialo podlega przemianie zamknigte]
NINN2, podczas ktorej pochlania na drodze NiN iloé¢ ciepta dQi
i oddaje na drodze N2NI ilo§¢ ciepta dQ' (na drodze NN-z, stano-
wigcej cze$¢ adiabaty nie pobiera i nie oddaje ciepta). Z zasady row-
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nowazno$ci ciepta i pracy wynika, ze roznica dQ —dQ' jest rowno-

wazna pracy, wykonanej podczas tej przemiany, a ktdéra wyraza pole

NINN2. Pole to ograniczone nieskonczenie matymi odcinkami krzy-

wych jest wielko$cig nieskonczenie matg drugiego rze¢du, réznica za-

tem dQ — dQ't jest rowniez nieskonczenie mata w pordwnaniu

z kazda z wielkosci dQ.

Podobnie przyjmiemy ilo$¢ ciepla dQ2, oddana podczas prze-
miany N'N4 zrodhu o temperaturze 72, nieskonczenie mato roz-
nigcej si¢ od temperatury ciala czynnego na danym odcinku
krzywej, za réwng iloscig ciepla, ktore by ciato oddato podczas
przemiany izotermicznej N3N4. Ilosci ciepla pobrane w tempe-
raturze 7\ i oddane w temperaturze 77 podczas przemiany ele-
mentarnej NINN,N4N| (w przemianach adiabatycznych NN’
1 2v42v1 nie zachodzi wymiana ciepta z otoczeniem) sg zatem
odpowiednio rowne ilosciom ciepta, pobranym i oddanym w tych
samych temperaturach podczas elementarnej przemiany Car-

nota. Mamy wigc
dQi . dOt 1
A

Stosujac to samo rozumowanie do pozostatych przemian
elementarnych, na jakie rozbiliSmy badang przemiang¢ zamknig-
ta, otrzymamy

=N+~ =0 ™

lub, uzywajac innego znakowania,
= <7 a)

gdzie T oznacza temperature zrodta, z ktorym ciato czynne wy-
mienia (pobiera lub oddaje) ciepto dQ, lub rowng jej tempera-
ture ciata czynnego w chwili danej wymiany.

Zatézmy, ze cialo czynne podlega odwracalnej przemianie
otwartej, przechodzac ze stanu | do stanu 2 i wymieniajac z n
zrodtami ciepta o temperaturach, rownych odpowiednio 7X 772...
Tn ilosci ciepta QIf Q2.. On. Uwazajmy, jak poprzednio, ciepto
pobrane za dodatnie, oddane za ujemne; bedziemy mieli

Vi+ & + ,+/\_=a: gag

55
rp | rp v | rp
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Przeprowadzmy w jakikolwiek, byle odwracalny sposdb
ciato z powrotem do stanu 1. Niech podczas tej przemiany cialo
wymienia ciepto z m zrodlami o temperaturze T'm ; otrzy-
mamy wtedy

B %3

Obydwie te przemiany stanowig razem odwracalng przemiang
zamknieta, dla ktorej, wedtug wzoru (7)

. 91+91 4....+">=a+a =0
T 7, T gl

skad a——a'.

Warto$¢ zatem bezwzgledna sumy wyrazoéw jest nieza-

lezna od rodzaju przemiany, w ktérej skutku ciato przechodzi
odwracalnie ze stanu 1 do stanu 2, lecz jest catkowicie wyzna-
czona przez koncowy i poczatkowy stan ciata. Wybierzmy sobie
raz na zawsze pewien poczatkowy stan ciata i przypusémy, zesmy
w sposOb odwracalny przeprowadzili cialo z tego stanu do

stanu 1 ; warto$¢ sumy ktora oznaczymy przez St, jest wtedy

zalezna jedynie od koncowego stanu ciala, jest wiec funkcjg
stanu ciata. Niech S? bedzie ta funkcja dla stanu 2, do ktérego
mozemy cialo doprowadzi¢ ze stanu poczatkowego albo, omijajac
stan 1, albo, przeciwnie, przeprowadzajac ciato przez ten stan;
w obydwu przypadkach wartos¢ S? jest ta sama.

Przypusé¢my, ze badanym cialem jest pewna masa wody, za ktorej
stan poczatkowy przyjmiemy stan jej w temperaturze 0° pod ci$nie-
niem, rownym ci$nieniu jej pary nasyconej w tej temperaturze. Niech
stanem | bedzie stan, w ktorym woda o temperaturze 100° znajd