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0 dochodzeniu powierzchni czworokqta zjegoprzekgtnych
i z kqta miedzy niemi zawartego.

TWIERDZENIE |, Kazdy czworokqt ABCD (fig. 1)
A7 Jjest polowq rownolegltoboku,
zrobionego z przekgtnych AC,

BD iz kgta miedzy niemi za-

wartego.

DowoDz. Przez wierzcholki 4, C, poprowadzmy
linie réwnolegle do BD, a przez wierzchotki B. D,
poprowadzmy linie rownolegte do AC, i przedluzmy

(*) Nie mamy peryodycznego pisma, ktoreby ciagla koleja donosito
0 postgpie umiejetnosci; coz dopiero pisma, ktoreby nadawalo umiejet-
noéciom postgp.” Niemala bezwatpienia jest sztuka pocieszy¢ tub roz-
rzewnié, podobaé si¢ i zajac¢ chocby tez i ostroznie pozyczonym dow-
cipem; zawladnac¢ dusza czytelnika, przekonac go o czem nie byt prze-
konany, zrgcznie nauczy¢ czego nie znal, lub pracowicie zebraé jprzed-
stawi¢ mu co tylko dotad ludzie odkryli, a przez to wszystko zjednaé
sobie zastuge w granicach szczuplej literatury wtlasnej. Lecz inne
jest stanowisko zashugi tych zwolennikéw um ej¢tnosci wybrane;j,
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te rownolegle az do przecigcia si¢ z pierwszemi
w punktach G, H, K, L. Poniewaz tréjkaty ACB, ACD,
sg potowami rownolegltobokow AK, AL, summa prze-
to trojkatow ACB, ACD, jest polowa summy rowno-
legtobokow AK, AL, czyli czworokat ABCD jest poto-
wa rownolegloboku GK, zrobionego z przekatnych AC,
BD i z kata migdzy niemi zawartego. Co b. d. d.

WNIOSEK. Oznaczajac przez (AC,BD) kat, pod
ktorym przekatne AC, BD sa do siebie naklonione, i
biorgc promien zajednos$¢, bedzie

ABCD—jAC.BD. wst (AC,BD), (D)
tojest: powierzchnia czworokgta rowna sie potowie ilo-
czynu z przekgtnych, pomnozonego przez wstawe kqta
miedzy niemi zawartego. Okazalo si¢ bowiem, ze czwo-
rokat ABCD jest polowa réwnolegloboku GK* ten za$
rownolegtobok ma podstawe GL réwnag AC, a wyso-
kos¢ rowng BD. wst (AC, BD).

UwWAGA 1. Wylozony dopiero dowod wzoru (1),
lubo nie nowy, podato si¢ z przyczyny, ze jest dla po-
czatkujacych tatwiejszym i bardziej widocznym, niz
dowodzenie najczesciej uzywane; a ktore zalezy na
tern, azeby wyrazenie powierzchni tréjkata przez dwa
jego boki i przez wstawe kata migdzy niemi zawar-
tego, przystosowa¢ do kazdego z czterech trojkatow,
majacych punkt przeciecia si¢ przekatnych za spoiny
wierzchotek, a boki czworokata za podstawy. W ta-

kaptanow dozgonnym S$lubem do ottarza jéj przywiazanych, ktorzy
nietylko jéj dogmata uznali; jeszcze nad rozszerzeniem jé&j czci nie-
zmordowanie pracujg. Ilekro¢ tym $mialym dazeniom jprzez pismo
nasze usluzy¢é wypadnie, poczytamy to za udzial w obowiazku wa-
znym, ktoérego wypelnienie przyniesie nam rados¢ ze dopomoglo spra-
wie nauki i miejscowej korzysci. P. R.



3

kiém albowiem dowodzeniu, potrzeba summe czterech
wyrazow rozklada¢ na czynniki, (co poczatkujacym
zwykle z trudnoscia przychodzi), i potrzeba nadto
przechodzi¢ przez dwa przypadki, rozrozniajac czwo-
rokat wypukly, od czworokata majacego kat jeden
wskakujgcy. Jezeli zreszta nie zechcemy przechodzié¢
przez twierdzenie 1, nalezy wzoru (1) dowodzi¢ na-
stepujacym, takze wiadomym sposobem. Niech E bg-
dzie punkt, w ktorym si¢ przekatne AC. BD z soba
przecinaja. Bioragc AC za spoing podstawe trojkatow
AGB, ACD, wysokosci ich beda odpowiednio réwne
iloczynom BE. wst (AC, BD), ED. wst (AC,BD); a na-
stgpnie powierzchnie tych dwoch trojkatow beda:
ACB="AC.BE. wst (AC, BD), ACD="AC.ED. wst (AC,
BD). Dodajac ninigjsze dwie rownosci do siebie, i
uwazajac, ze BE-\-ED~BD.przychodzimy do wzoru (1).
UWAGA 2. Twierdzenie | i wniosek S$ciggajg si¢
wlasciwie do takiego tylko czworokata prostokrosl-
nego i na jednej plaszczyznie, jakiip si¢ w poczatkach
gieometryi zwykle ograniczamy, tojest: do czworokata,
ktorego boki nie krzyzujg si¢ z soba. Jezeli za§ wez-
niiemy czworokat ABCDA (fig. 2), boki krzyzujace sig¢
majacy, czyli tak zwany dwoisto-wkle-

sty, i bedziemy w nim uwazali AC. BD

zajego przekatne; natenczas w twierdze-

niu pdprzedzajagcém i we wniosku, trze-

ba w miejscu powierzchni czworokata

ABCDA, potozy¢ réznice trojkatow, ten-

ze czworokat skltadajacych, tojest: r6zni-

ce trojkatow, majacych te dwa jego boki

przeciwne AD, BC. co si¢ z"soba nie krzyzuja, za pod-
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stawy, a punkt skrzyzowania si¢ dwoch drugich bo-
kéw JIB, CD, za spoiny wierzchotek. W terazniejszym
bowiem przypadku, nie summa trojkatow A CD.
ACB. ale ich réznica jest poto\Va réwnoleglobo-

ku GK
1L

Opunkcie, z ktorego prowadzone linie proste do srodkow
bokow czworokqta, dzielg tenze czworokqt, na cztery
czesci rownowazne.

TWIERDZ. 2. Jezeli w czworokqcie™ bgdz wypukiym
bgdz majgcym kqt jeden wskakujgcy”™ przez srodek kaz-
dej przekqtnej poprowadzimy rownoleglg do drugiej, .
punkt spolnego przeciecia si¢ tak poprowadzonych dwoch
rownoleglych ztgczymy ze srodkami bokow przez linie pro-
ste; te cztery linie proste podzielg czworokqt na cztery
czesci rownowazne, byleby punkt przeciecia si¢ rzeczo-
nych dwoch rownoleglych nie przypadal za czworokqtem

majgcym kqt jeden wskakujgcy.
Dowopz. Niech be-

dzie czworokat ABCD
wypukly lub pojedyn-
czo wklesty (fig. 3 a i
3 7#), ktérego przekatne
AC, Bl). przecinajace
si¢ w E,podzielmy kazda
na dwie rowne czesci
w punktach M. N; przez
punkt M poprowadzmy
réwnoleglta do BD, a
przez punkt N popro-
wadzmy rownoleglta do
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AC, iniech te dwie rownolegle przecinajg si¢ w pun-
kcie P.  Jezeli czworokat A BCD jest wypuklym (fig.
3 «); punkt P przypada zawsze wewnatrz tegoz czwo-
rokata: gdy bowiem odcinki wicksze AE, DE, prze-
katnych, podzielimy mys$la na potowy w punktach
A, Y.a na liniach EX, EY dokoficzymy réwnolegloboku,
czwarty wierzcholek Z tego rownolegtoboku padniena
srodek boku AD, aponiewaz EM—" N A—"EC<EX, i
podobniez EN—LED—"EB<EY; oczywiscie punkt P
lezy w rownolegloboku EXZY. a tém samém lezy on
wewnatrz czworokata ABCD. Inaczej ma si¢ rzecz
w czworokacie ABCD (fig. 36) majacym kat jeden
wskakujacy. Jakoz, niech G, H, beda punkta, w kto-
rych si¢ prosta NP przecina z bokami AD. BC. Po-
niewaz NP—E\i—;(EA-\-EC), a z podobienstwa troj-
katow GDN i1 ADE, BHN i BCE, wypada

. FEA.ND EA(EBA-ED)

ED — ZED
xu ECNB EC(EB-VED)
EB ZEB
NG—]@ EA.EB—EC.EI?
ZED

xmzNP EI%EB_E C. ED
ZEB

jest przeto

Zatrzymujac np. punkta 4, B, D. E w potozeniu stalem,
a zmieniajgc tylko potozenie punktu C na linii AE,
widzimy, ze licznik EA.EB—FEC.ED mozna wedlug upo-
dobania uczyni¢ dodatnym, réwnym zero lub odjem-
nym. Jezeli wspomniony licznik jest zero, punkta P
i H padaja na G; w przeciwym za$ razie, punkt P lezy
zawsze migdzy G i H wewnatrz czworokata ABCD.
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gdy ow licznik jest dodatnym, a zewnatrz, gdy tenze
licznik jest odjemnym. Jezeli zatem punkt P nie przy-
pada za czworokatem 4 BCD; natenczas zadna czeg$¢
linii prostej, taczacej punkt P ze $rodkiem ktérego-
kolwiek boku czworokata, i na tych dwoch punktach
zakonczonej, nie przypada tez zewnatrz rzeczonego
czworokata ABCD. Podzielmy teraz w rzeczy samej
kazdy bok czworokata ABCD (fig. 3. a i 3. 6) na dwie
réwne czeSci w punktach Q,R,iS,T. i zlagczmy te pun-
kta przez linie proste z punktem P, przyjmujac, ze ten-
ze punkt P nie lezy za czworokatem ABCD majacym
kat jeden wskakujacy. Aby dowiesé, ze-z/QPT jest

czworokata ABCD, poprowadzmy proste MQ, 0T, TM.
Poniewaz punkta O, 7,M sa s$rodkami linij AB, AD,
AC, oczywiscie trojkaty AQT, OMT sa podobne troj-
katom ABD, BCD, ijest AgT—"ABD, OMT—"BCD;
trojkaty zas OMT, QPT sa rownowazne, bo linia (T,
jako réwnolegla do BD, jest takze réwnolegla do MP.
Summa przeto lub roznica trojkatow AQT, OPT, \est A
summy lub réznicy trojkatow ABD, BCD, czyli AQPT
—"BCD. Dla té saméj przyczyny, kazda z pomigdzy
powierzchni BOPR, CRPS, DSPT, jest jakze=;z/BCD.

UWAGI.  Jezeli czworokat ABCD jest réwnole-
globokiem. punkt P pada na £ w czworokacie za$
ABCD majacym kat jeden wskakujacy, jezeli punkt P
przypada na obwodzie tegoz czworokata, czg¢sci z po-
dziatu wynikajace stajg si¢ trojkatami.

Sam tylko punkt P ma t¢ wlasno$¢, ze linie pro-
ste taczace go ze $rodkami bokow czworokata ABCD,
dzielg tenze czworokatna cztery czesci rOwnowazne:
zeby albowiem trojkat QTM zamieni¢ na inny QTP’
rownowazny, i1 ktoregoby wierzchotek P’ znajdowat
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si¢ z punktem M po jednej stronie spohié¢j podstawy
QOT, trzeba koniecznie wzig¢ punkt P na kierunku
prostej MPi podobniez, aby tréjkat QRN zamieni¢ na
inny QRP roéwnowazny, i ktéregoby wierzcholek P
znajdowal si¢ z punktem N po jednej stronie spolnéj
podstawy QOR- trzeba koniecznie wzig¢ punkt P na
kierunku prostej NP; aze nadto oba punkta Pi P ma-
ja by¢ jednym i tymze samym punktem, musza wigc
one leze¢ na przecigciu si¢ prostych MP, NP. czyli mu-
szg by¢ punktem P. Wreszcie co do czworokata wy-
puktego ABCD (fig. 3. a), widoczna jest, ze gdyby$Smy
wzigli inny jaki punkt P, potozony np. w czworoka-
cie AQPT, toby czworokat AQPT byl mniejszy od
AQPT, a zatem mniejszy od “ABCD.

TWIERDZENIE 2
B moznaby o0golniej
tak poda¢: W kaz-
dym czworokacie
danym, badz wypu-
klym, badz poje-
dynczo lubdwoisto-
wklestym, jezeli
przez S$rodek kaz-
dej przekatnej po-
prowadzimy  10-
wnolegta do dru-
giej; czworokat,
ktoryby za dwa
wierzchotki prze-
ciwne sobie, miatl $rodki dwoch ktorychkolwiek bo-
kow przylegtych czworokata danego, a zadrugie dwa
wierzchotki przeciwne, miat przecigcie si¢ tychze

P
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dwoch bokow i przecigcie sie¢ owych dwoch rownole
glych, bedzie rownowazny £ czworokata danego: by-
lebysmy przez powierzchnig kazdego czworokata dwo-
isto-wklestego rozumieli réznice trojkatow, majacych
te dwa jego boki przeciwne, co si¢ zsobag nie krzy-
zuja, za podstawy, a punkt skrzyzowania si¢ dwocli
drugich bokéw przeciwnych za spoiny wierzchotek.
Dowodzenie to samo jak powyzej, z przybraniem
tylko figur 3. ¢ I3. (I

Powyzsze twierdzenie 2 podat Brune w Journal fiir
Mathematik™ T. XXIL str. 379. r. 1841, bez dotacze-
nia jednak tego warunku, ze punkt P nie ma si¢ znaj-
dowaé za czworokatem, majacym kat jeden wskaku-
jacy: co zapewne ztad poszlo, ze autor mmiemat, iz
wspomniony punkt sam przez si¢ zawsze wewnatrz
czworokata przypada. Dowodzenie p. Brune jest na-
stepujace:

W czworokacie ABCD (fig. 3. <z7) podzielmy prze-
katne AC) BD, na polowy w punktach JI/, N, i przez
N poprowadzmy NP rownolegla do JIC, a przez M po-
prowadzmy MP rownolegla do BD. Przecigcie si¢ P
tych dwoch rownolegtych zlaczmy z punktami 4. B,
C, D, tudziez Nz punktamilJl, C, a M z punktami B, D.

Poniewaz

1. ABP+PBC=ABC+APC—ABC-VANC—ANB-VNBC—;ABCD
2.PBC-{-PCDz=BPD+BCD=2BMD+BCD—BCM-\-MCD*ABCD
i.ADP-VPCD—ACD—APC=ACD-ANC=AND-VNDC—%ABCD

jestprzeto (wedtug 1. i 2.) ABP=PCD, (wedlug 2. 13.)
PBC—ADP. Jezeli zatem wszystkie boki czworokata
ABCD podzielimy na potowy w punktach O, B .8, T,
i ztaczymy te punkta z P, bedzie
AQP—QBP—CSP=SDP,
ATP—BRP—RCP—TDP; \

aztad AQP-\-"TP=QBP-V BRP— CSP + RCP—SDP-VTDP,
tojest: .4QPT—QBRP—RCSP—SI)TP—"ABCD. Co b. d. d.
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Gdyby kat jeden czworokata, np. kat przy C byt
wskakujacym, latwo widzie¢, ze w poprzedzajagcym
dowodzeniu, trzebaby tylko znak -j- przed trojkatami
BCD, NBC. NDC, zamieni¢ na przeciwny (—).

III.

0 potozeniu  srodkow trzech przekqgtnych czworoboku
zupetnego na jednej linii prostej.
OPISANIE. Przez czwo-
robok zupetny (voll-
standiges Vier-
seit) rozumiemy kaz-
de cztery linie proste
1z, 5. 7. d (fig. 4) na
jednej plaszczyznie,
razem czyli jako jedna
cato$¢ uwazane; a te
sze$¢ punktow A4.B, C,
D. E, F. w ktérych si¢ wspomnione cztery linie pro-
ste czyli boki przecinaja, nazywamy wierzchotkami te-
goz czworoboku zupelnego. Ma on zatem trzy pary
wierzchotkow przeciwnych: 4 iF, Bi  C i D, atém
samém trzy przekatne: AF, BE”CD, i obejmuje w so-
bie trzy czworoboki proste czyli trzy czworokaty pro-
ste (pojedyncze, einfaches Vierseit lub einfaches Vie-
reck}'. ABFEA,ACFDA,BCEDB. Przekatne rownie jak
boki czworoboku zupetnego , uwazaja si¢ wlasciwie
jako linie nieograniczonej nastepnym jednak ciggu,
gdy mowimy o koncach i §rodku przekatnej,. potrzeba
si¢ dorozumiewaé, ze uwazamy tez przekatng jako na

wierzcholkach czworoboku zakonczong.
2
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TWIERDZENIE 3. W czworoboku zupetnym 7,7
(fig. 41lub 5), srodki G, H, | trzech jego przekqtnych
AF.BENCD" znajdujg si¢ zawsze na jednej linii prostej.

DowoDz, ANALIT. (fig. 4). ¥ Wezmy dwa ktorekol-
wiek boki et, fTza osi @,y; i niech odci¢te punktow B,
C, beda, b, c. rzedne za$ punktow D, £, niech beda. (Z e.
Przez $rodek G téj przekatnej, ktéora przez poczatek
JI spotrzednych przechodzi, wystawmy sobie popro-
wadzone réwnolegle do dwoch drugich bokow / i d*:
poniewaz pierwsza rOwnolegla przecina na dwie ro-
wne czgsci kazda, z dwoch odleglosci JIB i dru-
ga za§ przecina na dwie réwne czesci kazda, z dwdch
odlegtosci 7IC i/[lv, rdwnaniami przeto tych dwoch
rownoleglych beds., jak wiadomo:

2L+JL= i, —+-?2.=],

czyli: 2dee-Y-2by=bd. ZX
2earV2cy=ce. !
Odejmujac niniejsze dwa rdéwnania od siebie, otrzy-
mujemy
2((l—e)x-\-2(b —c)y—bd—-ce. 2)

roOwnanie pewnej linii prostej. Ta linia prosta przecho-
dzi naprzéd przez punkt G: spotrzgdne bowiem pun-
ktu 6. jako czynigce zados¢ obu réwnaniom (1), musza
tez koniecznie sprawdzi¢ i roznice (2) tychze dwoch
rownan. Przechodzi ona nadto przez oba punkta H\/:
bo widzimy, ze rownaniu (2) staje si¢ zados¢, tak przez
warto$ci x—Lb. y—lje* ktére sg spotrzgdnemi punktu
//, jako tez przez wartosci x—"c, y—Id" ktoére sa
spotrzednemi punktu /. Sg wigc punkta £, //, Z, na
jednej linii prostej, ktorej rownaniem jest (2).
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Niniejszy dowod twierdzenia 3, ktore jest twierdze-
niem Newtona (Principia Lib. I, Prop. XXVII), poda-
lem tu dlatego, ze od znanych mi takich dowodow ana-
litycznych, w ktérych sie zwyczajnych tylko spotrze-
dnych uzywa, zdaje si¢ by¢ krotszy.

DOWODZENIE SYNTETYCZNE (fig. 5).

Przez pun-
kta 7 G,
H, | popro-
wadzmy li-
nie rOwno-
legte do”'z),
przecinaja-
ce si¢ z AC
w punktach
bgl>4 a
przez pun-
kta F, G

poprowadzmy nadto linie rownoleglte do JIC, z ktérych

pierwsza niech si¢ z AD przecina w punkcie f, a dru-

ga niech si¢ z prosterni Hh, [i przecina w punktach H¢

1 " Trojkaty podobne BFf i FDf, EFf i FCf. daja:

Bf- Ff-Ff-.Df,
Ff-.Cf-Ef- Ff-,
a ztad Bf-.Cf—Ef-Df.

Poniewaz za§ GH'-=Ah—Ag=LAB—Af™—"Bf,
GI[—Ai—Ag—LAC—" A4z C7
HH'=-Hh—Gg " A E—yf="Ef".

'=1i-Gg="AD~"FDf";
zaczern jest takze GH:GF—HH':II". Trojkaty przeto
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GH H, Gil, dla rownosci katow przy Zi , I, tudziez dla
proporcyonalnosci bokow te katy obejmujacych, sg po-
dobne, a w szczegdlnosci kat HGH—IGYf: a ze punkta
G, na jednej linii prostej; zatem punkta  Zi, Z
sg takze na jednej linii prostej. Co b. d. d.

Inne dowodzenie syntetyczne tego samego twier-
dzenia podaje Poncelet w dziele: Traité des propriétés
projectives des figures, str. 86—S8 7.

WNIOSEK. W czworoboku zupetnym, odleglosci srod-
kow ktorychkolwiek dwoch przekgtnych od srodka trze-
ciej przekgtnej, sq do siebie w stosunku trojkgtow, ma-
Jacych owe dwie pierwsze przekgtne za podstawy a kto-
rykolwiek koniec trzeciej przekgtnej za spoiny wierz-
chofek.

Jakoz, oznaczajac przez x,y spéirzedne punktu G (fig.
4), mamy GH:GIl=ib—x,;c—x,; a ze rOwnania (1)

) b c . be
daja ib—x—;?/, Lc—x—;y, jest pijeto GH : GI—~*
z=d)e:cd=.AB.AE : AC.A)=ABE:ACD. Ztad za$§ mozna juz
wnies$¢, ze biorgc boki /i 6 za osi spotrzednych, wy-
padnie podobniez GH:GI~FBE:FCD.

Aby to samo udowodni¢ syntetycznym sposobem,
mozna (fig. 5) albo wzia¢ pod uwage trojkaty podobne
DAB i Ggh, EAC i Ggi* albo tez uwazaé, ze poniewraz

AB-.AD—Bf-.Ff FB-FD—Bf-Af,
AE:AC=zFf:C[\ FE-FC -Ap.Cf,
jest wVoAB.AE-. AC.AD=FB.FF/.FC.FD=Bf-.Cf~-GH"-.GI
—GH-.GI, a ttm samém ABE-.ACD-FBE :FCD—GH:GL

UWAGA. Niech 7* 0, B (fig. 5) beda punkta, w kto-
rych si¢ przekatne czworoboku zupelmego <z, . d,
z sobg przecinaja. WidzieliSmy dopiero, ze bez wzgle-
du na twierdzenie 3 ijego wniosek, samo tylko popro-
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wadzenie linii //"daje proporcyg ABE-.FBE—ACD'FCD-,
a poniewaz ABE-FBE—AP-.FP, ACD:FCD=AQ\FQ-,
jest przeto v4P\FP—:'iQ\FQ. Prowadzac przez ktory-
kolwiek z dwoéch wierzchotkéw E. B. réwnolegla do
jednego z bokoéw czworoboku zupelnego przecinajg-
cych si¢ w drugim z dwoch wspomnionych wierzchot-
kéw, i na drugim z tychze dwoch bokow zakonczona,
dowiedziemy podobniez, ze BP:EP-BR:ER-, a prowa-
dzac znowuz przez ktérykolwiek z dwoch wierzchotkow
P, 6\ rownoleglag do jednego z tych dwoch bokéw
czworoboku zupelnego, ktérych przecigciem si¢ jest
drugi z dwoch wspomnionych wierzchotkéw, dowie-
dziemy, ze COvDQ—CR;DR. Kazde cztery punkta A,
P, £\ na jednej linii prostej tak potozone, ze AP\FP
7=z4Q:FQ czyli PF-QF—PA'QzI., zowia si¢ punktami
harmonijnemi, A sprzezony e FP sprzezony z Pro-
porcye zatém AP-.FP—AQ-FQ. BP.EP=BR'ER, CQ-.DQ
z=CR-.DR, wyrazaja nast¢pujaca prawde , znang juz
starozytnym i kilku innemi sposoby udowodni¢ si¢
dajaca; w czworoboku zupetnym”™ punkta przeciecia sie
trzech jego przekqtnych sq po dwa” do odpowiednich par
wierzchotkow przeciwnych, punktami harmonijnemi” sprze -
zonemi z sobg.

Jezeli sobie figury 4t¢j wystawimy zrobiony obraz
perspektywiczny na plaszczyznie do przedmiotu pochy-
lej, i zwazymy, ze wierzchotki przeciwne czworobo-
ku zupelnego, $rodek odleglosci tych dwoch punktow
od siebie, i punkt nieskonczenie odlegly przekatnej,
wspomnione dwa wierzchotki taczacej, staja si¢ na
obrazie czterema punktami harmonijnemi; wypadnie
z twierdzenia 3go nastepujace ogolniejsze:

TWIERDZENIE 4. Gdy na ptaszczyznie czworoboku zu-
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petnego poprowadzimy od upodobania linig prostg”™ a
do jej przecigé z przekqtnemu i do odpowiadajqcych par
wierzchotkow przeciwnych czworoboku zupetnego, znaj-
dziemy czwarte punkta harmonijne™ z owemiprzecieciami
sprzezone, te trzy nowe punkta bedq takze na jednej
linii prostej.

Jak si¢ niniejsze twierdzenie moze wprost udowo-
dni¢, i jaka ztad prawda przez zasade podwodjnosci
(principe de dualité) wyplywa, okazemy to na innéin
miejscu.

IV.
0 cieciwach sprzezonych w ognisku ellipsy lub hyperboli.

W drugiém wydaniu swojego dzieta: Manuel de
géométrie (Paris, a la librairie de Roret, 1835) na str.
413 podaje Terquem bez dowodu nastgpujace twier-
dzenie, ktére ma za nowe.

TWIERDZENIE. 5. W ellipsie summa, a w hyper-
boli roznica cigciw sprzezonych”™ przezjednoz ognisko lub
przez ogniska przechodzgcych, jest stalg. (Cigciwami
sprzezonemi nazywa Terquem kazde dwie cieciwy do
srednic sprz¢zonych rownolegle).

Na udowodnienie tego twierdzenia, przypomnijmy
sobie najprzod, ze jezeli przez jakikolwiek punkt elli-
psy lub hyperboli poprowadzimy do niej styczng, a
ktorekolwiek dwie s$rednie sprzezone wezmiemy za
osi spolrzednych; prostokat majacy za jeden bok rze-
dna punktu styczno$ci, a za drugi bok rzedng stycznej
ze Srodka linii krzywej wyprowadzong, bedzie réwno-
wazny kwadratowi z potowy téj Srednicy, ktorgSmy
wzieli za 0§ rzednych. Wiadomo bowiem, ze jezeli
z dwoch $rednic sprzezonych, dlugos$¢ wzigtej za o ¢
oznaczymy przez la, a dlugo$¢ wzigtej za o y orna-



rzymy przez 2/#, rownaniem ellipsy lub hyperboli jest
a tyldch e ica—Va2 b In a réwnaniem jéj stycznej
w punkcie @\ jest a ey yAj3 b 2. (W obu
tych rownaniach, na przypadek ellipsy, stuza znaki
na przypadek hyperboli, trzeba bra¢ po lewej zawsze
znak —, a po prawej znak — lub -j- stosownie do te-
go, jak o$ @ przecina krzywa lub nie). Juz za§ wi-
dzimy, ze gdy w napisanéin dopiero rownaniu stycz-
nej zatozymy @&=o, a odpowiadajace), rzedna, czyli
rzedng punktu gdzie si¢ styczna przecina z osig .7,
nazwiemy »"; wypada yy ~=A4ib'2: co dowodzi wtasno-
$ci, ktorgSmy przypomnie¢ chcieli. Jezeli wigc na-
przyktad w ellipsie (fig 6) poprowadzimy od upodoba-
nia cigciwe -O, a przez
ktorykolwiek koniec M
téj cigciwy nakre§limy
do ellipsy styczna; ije-
zeli ze srodka Ckrzywoj,
wyprowadzimy dwie li-
nie proste:jedne do $rod-
ka P cigciwy MN, prze-
cinajaca si¢ z ellipsa
w punkcie D a ze stycz-
na w punkcie ¢, druga
za$ rownolegle do l/IV, przecinajaca si¢ z ellipsa
w punkcie FE, a ze styczng w punkcie T bedzie
MP. CT—CEI" CP. CQ—CD#?" gdyz C7]1 CE sa poto-
wami $rednic sprz¢zonych ellipsy.
Uwazmy powtore, ze gdy w ellipsie lub hyperboli,
rzedna y punktu stycznosci, przedtuzona gdy tego
potrzeba, przechodzi przez ognisko; natenczas rze¢dna



165

y stycznej, ze $rodka krzywej wyprowadzona, ma dtu-
go$¢ rowng potowie t&j z dwoch osi linii  krzywe;j,
na ktoérej leza ogniska, czyli potowie osi pierwsze;j.
Niech bowiem F.F' (fig. 6) beda ogniska ellipsy, Cz/
potowa jéj osi wielkiej, iniech cieciwa MN przecho-
dzi przez ognisko F. Poprowadziwszy promien wo-
dzacy F''M, a na przedluzeniu drugiego promienia FM
wzigwszy MR—FM ztaczywszy FR, wiadomo, ze pro-
stopadta spuszczona z punktu M do prostej F' R, czyli
linia prosta taczgca punkt M ze S$rodkiem odleglosci
FR, jest do ellipsy w punkcie M styczng; a nastgpnie
linia prosta, tgczaca srodek Podleglosci F Fze $rod-
kiem odleglosci F'R i na tych dwoch punktach zakon-
czona, jako réwnolegta do FR ikonczaca si¢ na sty-
cznej, jest wilasnie linig CT. Jest wigc C7T=yR=
NFMA-FM}—CA', a podobniez okaze si¢ rzecz dla
hyperboli.

Wedtug tych dwoch prawd, kazda cieciwa f3 ellipsy
lub hyperboli, przez ognisko przechodzqca, jest trzecig
cigglo proporcyonalng do pierwszej osi 2a tejze linii
krzywej i do jéj Srednicy 2b' rownoleglej wzgledem
owéj cieciwy, czyli f3 251 Jezeli zatém przez to sa-

a
mo lub przez drugie ognisko ellipsy lub hyperboli,
poprowadzimy ci¢ciwe a sprzezong wzgledem f5; bedzie

a=——, gdzie 2d oznacza $rednice sprzgzong wzgle-
a

dem 2b-, a nastgpnie - Zwazajac
a

teraz, ze w ellipsie summa, a w hyperboli r6znica kwa-
dratow ze $rednic sprzgzonych jest stalg, w pierw-
szej krzywej réwna summie, a w drugiej rOwna r6-



19

znicy kwadratéw z dwoch osi; widzimy, ze wellipsie
summa, a w hyperboli réznica cieciw a i3 jest zaw-
sze taz sama, jak kiedy jedna =z tych dwodch cigciw
jest osig pierwsza krzywej, a druga do tejze osi pro-
stopadia: co b. d. d.

Niech # oznacza kat zawarty miedzy sSrednicami
sprzezonemi 2a i 2b', a tern samem i kat zawarty mig-
dzy cieciwami a i/?; 2b za$§ niech wyraza dtugos¢ dru-

giéj osi ellipsy lub hyperboli. Rownosci bz i /7=
a
.2b z E)iajq a%’ wst 1) —4 I{_'Q__yy_s_t__@_y . a ze,jak
a a
wiadomo, ab' wst = ab-, zatem af3 wst 2 be.

Tak wigc do twierdzenia Terquema moznaprzydac
nastepujace:

TWIERDZENIE 6. W ellipsie i hyperboli, -na ktorych-
kolwiek cieciwach sprzezonych, przezjednoz ognisko Ilub
przez ogniska przechodzqcych, wystawimy rownoleglo-
bok-, zawsze prostokgt z dwoch wysokosci tego rownole-
globoku bedzie rownowazny kwadratowi z drugiej osi linii
krzywej.

Niech w ellipsie lub hyperboli, cooznacza kat, ktory
jakakolwiek srednica 2a, atémsamém icigciwa do tej-
ze rownolegle $rednicy przez ktorekolwiek ognisko po-
prowadzona, tworzy z pierwsza osig 2;z krzywej. Mamy,

jak wiadomo Zf_-l----zdosl « thSt20>

W tej rowno-

az al
Sci, trzeba dla ellipsy bra¢ znaki +; dla hyperboli za$
trzeba bra¢ po prawej zawsze znak —, a po lewej

znak 1? hib — wedlug tego, jak sty2 oi< hﬁa — 2.
a

3
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(uwazamy tu bowiem 2t/ za ilo§¢ zawsze rzeczywista,

czyli, ze w danej hyperboli JE----— — 1, przez diu-
as bz

gos¢ takiej $rednicy, ktéra si¢ nie przecina ztg krzy-
wa. rozumiemy cze$¢ tejze Srednicy zakonczona na
C2, 112

hyperboli—L— —=——1, z hyperbolg dang sprze-
g

a 2

zonej). ?'nczac niniejszg rownos¢ przez 2- ,iwsta-

.. . a . .. W 1
wiajac potém za ----- warto$¢ powyzej znallezmnq—
2132 . a
)
tudziez kladac ﬂ —p” otrzymujemy w ellipsie i by-
t
perboli, pomiedzy diugoscig 2a osi pierwszej, parame-
trem 2p krzywej, i cieciwg przez ognisko do pierwszej
osi pod kqtem co poprowadzong, zwigzek:

[ 1 dosato j, wstaw
a La Lp @)
Dla ellipsy shuza znaki -H dla hyperboli za$ trze-
ba bra¢ po prawej zawsze znak —, a po lewej znak-f-

lub— wedhug tego, jak konce cigciwy a przypadaja,
jeden na jednej, drugi na drugiej odnodze, lub tez oba
na jednejze odnodze hyperboli. Z czego widzimy, ze
pomigdzy cigciwami gltownemi 2« i Lp a cigciwg a,
zachodzi taki sam zwigzek, jaki w punkcie na powierz-
chni krzywej zachodzi pomiedzy promieniami krzywosci
przecie¢ gtownych, a promieniem krzywos$ci przecigcia
normalnego, tworzacego zjedném ztychze przeciec
gtownych kat co.

Mozna tez jeszcze te same prawdy wyprowadzié
z rownan biegunowych ellipsy 1 hyperboli. Jakoz,
biorac ktorekolwiek ognisko krzywej za biegun, i
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oznaczajac przez ( promien wodzacy, a przez tu kat,
ktory tenze promien tworzy z czeScia pierwszej osi
linii krzywej, prowadzaca od bieguna w strong prze-
ciwng wzgledem wierzchotka biegunowi najblizszego;
rownaniem ellipsy lub hyperboli jest p = ------—-----
l—edos o
Gloska p oznacza jak przedtem, poloweg parametru
krzywej, e za§ oznacza stosunek odlegtosci bieguna
od s$rodka, do potowy a osi pierwszej; i pamigtajmy,
ze co do hyperboli, wartosci dodatne na ef nalezg do
téj odnogi, w ktorej lezy ognisko wzigte za biegun,
warto$ci za§ odjemne na () naleza do odnogi drugie;j.
Zamieniajac w przeraeczoné¢m réwnaniu o nalS0°-|-to,
i oznaczajac przez Q' warto$¢, ktora wtedy przybie-
ra (), bedzie <f=-----—— - Dodawszy te dwa rowna-
1-j-edosio
nia do siebie, 1 zwazajgc, ze bezwzgledna wartos¢
summy p+(/ wyraza cieciwe 1z krzywej, przechodza-
cg przez biegun, a do pierwszej osi pod katem o# na
kloniong, otrzymujemy
—————— oo @)
1-- ~ad0S2W
A poniewaz druga strona niniejszej rOwnos$ci, po-
rozmnozeniu licznika i mianownika przez 72, i po wsta-
wieniu potem za ap, alez ich wartosci /22, <i2Zjln2,
27712 2<72

rzechodzi na—;—————;—=7zh----- " jestprze-
P a? wst2io+h2dos2oi a Jestp

Dowiodlszy tego zwiazku, wyprowadzimy juz z nie-
go twierdzenia 5 i 6. jak wyzej. Podstawiajagc w (2)
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!
: I . fn .
za ez jego warto$¢ iqzi-, otrzymujemy +<z=
a

————————— roOwnanie toz samo co (1). A jezeli
a wst2 ii)— Vp dos20?

ztad zechcemy wyprowadzi¢ twierdzenie 5,bez opierania

si¢ na witasnosci a e—aek.be; pomndézmy mia-
nownik i licznik drugiej strony przez —I | i stv2i,

doszco oy
a otrzymamy (a). Dla cigci-

«8Ly20#+1?
wy Il przez to samolub przez drugie ognisko przecho-
dzacej, a sprz¢zonej z cigciwa as trzeba, podtug wiado-
mego warunku na sprzezno$¢, w miegjscu styw potozy¢
-U/j 2(iz2sty20j-|-02) &)}5

oL—2 . ¢ czego wypada

"1 styw (zsty2cozt/?
W obu tych rownaniach (a) i (b), dla ellipsy nalezy
po obu stronach bra¢ znaki dla hyperboli za$

trzeba w mianowniku braé przed p zawsze znak—, a
przed a i f3 znak-]- lub — stosownie do tego, jak

sty2co>lub<—. Dlaellipsy wigc, z przyczyny ze summa
a

licznikéw w (a) i (b) jest rowna(2z-|-2/>)(«sty2io--7;)>
mamy

a-Vp—"a-V"p.
Dla hyperboli za$, przyjmujac sty2cu<—, czyli ro

a

zumiejac przez a t¢ z dwoch cigciw Sprzezonych, kto-
rej jeden koniec lezy najednej, drugi na drugiej od-
nodze linii krzywej, i zwazywszy ze przewyzka li-
cznika w (a) nad licznik w (b) jest réwna
(2«—2/N(/?—a sty2iii), mamy
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a—/pfF=2a—2p.
Co dowodzi twierdzenia 5.

Aby w powierzchniach drugiego rzedu, da¢ przyktad
wilasnosci twierdzeniu pigtemu podobnej; oznaczmy
przez 2«, 2Z*, 2c dhugosci trzech osi ellipsoidy, a przez
2a\ 2b', 2¢' dlugosci trzech ktorychkolwiek jéj Sre-
dnic sprzezonych. Gdy przez o$ najwicksza 2a i przez
kazda z trzech dopiero wspomnionych $rednic 2a\ 25/,
2¢" poprowadzimy plaszczyzng; te trzy plaszczyzny
przetna ellipsoide podhlug ellips, 2a za 0§ wielka ma-
jacych. Jezeli potem w tych trzech ellipsach, przez kto-
rekolwiek ognisko kazdej z nich, poprowadzimy trzy
cigciwy cc, 1 y, porzadkiem do $rednic 2a\ 2bH\ 2¢ r6-

2vz2

wnolegle; bedzie, wedlug powyzszego, a—---,
a

Y. 202  2ch
> , Y
a a

, atérn samem <z-r_8_f_ —

2
_ Cdx-\-b'a4“(C 2): a ze, jak wiadomo, a,-\-b2-\-c¢ z
a

;zatem 2«-f* 4--7_ > como-
a i

zna tak wyslowic:

Gdy ellipsoide przetniemy plaszczyznami™ z ktorych-
by kazda przechodzita przez oS najwigekszy i przez co-
raz inszy z trzech ktorychkolwiek srednic sprzezonych, a
w tych przecieciach, przez ktorebydz z dwoch ognisk
kazdego.) poprowadzimy cieciwy do owych trzech Srednic
sprzezonych rownolegle; summa tak poprowadzonych
trzech cieciw bedzie zawsze rowna summie z najwigkszej
osi iz parametrow najwigkszego i Sredniego przeciecia
glownego ellipsoidy.
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0 rzucie stereograficznym.

Gdy chcac zrobi¢ karte gieograficzng podtug pra-
widel perspektywy, stawiamy oko w jakimkolwiek
punkcie na powierzchni kuli ziemskiej, a plaszczyzne
rysunku bierzemy prostopadia do srednicy przez ten-
ze punkt przechodzacej; mowi sie wtedy, ze robimy
rys czyli rzut stereograficzny. Glowne wlasnosci ry-
su stereograficznego zawieraja si¢ w dwoch nastepuja-
cych podaniach.

TWIERDZ. 7. Jezeli przez dwie linie proste AB, AB
(fig. 7) wjednymze punkcie A do kuli styczne, poprowa-
dzimy dwie plaszczyzny, z ktorychby kazda przechodzita
przez drugi punkt O gdziekolwiek na téj samej kuli wzie-
ty,; przecigcia ab, ab' tych dwoch plaszczyzn przez kaz-
dej, ptaszczyzne rownoleglej do ptaszczyzny w tym drugim
punkcie O z kulg stycznej, uczynig z sobg taki sam kqt
co iprzerzeczone dwie styczne.

Ptaszczy
zna bowiem
/2™ jestdo
kuli w pun-
kcie A4 sty-
czng. Jezeli
zatem spolne
plaszczyzn
OJIB i OJIB'
przecigcie, linia prosta przechodzi przez $rodek
kuli; natenczas obie ptaszczyzny BAB i bab sa do tej-
ze linii OJI prostopadle; a dlatego kat bab jest rowny
katowi BAB . Powiadam, ze przerzeczone dopiero
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dwa katy sa i wtedy sobie réwne, gdy linia prosta
Od nie przechodzi przez §rodek kuli. Jakoz ptlaszczy-
zny OABXOAB przecinaja kule w dwoch kotach,
do ktoérych linie AB i AB sa styczne w punkcie A;
a te same dwie plaszczyzny, z plaszczyzng do kuli
w punkcie 0 styczng, przecinaja si¢ w dwoch liniach
prostych OC, OC' ktore sg takze do przerzeczonych
dwoch kot w punkcie Ostyczne. Poniewaz zakladamy,
ze linia OA nie jest srednica kuli; oczywiscie linia
AB przetnie si¢ z linig OC, a linia 4B’ z linia OC:
niech punktatych przecie¢ beda Z), D', i poprowadzmy
linig prosta DD’ Trojkaty ADD'1 ODD' majg bok
DD’ spoiny, bok AD—OD jako styczne jednegoz ko-
ta, zjednej strony na punkcie ich przecigcia si¢ z so-
ba a z drugiej na punktach stycznos$ci zakonczone, i
dla téj samej przyczyny bok A4/D—OD'; te wigc dwa
trojkaty sa réwne,a w szczegolnosci kgqdDAD —DOD'.
Lecz katy bab’' i DOD' sa rowne, bo ich ramiona ab
1 OD"ab i OZ),jako przeciecia ptaszczyzn OAB~ OAB
ptaszczyznami bab' i DOD ' od siebie z zatozenia rowno-
legtemi, sg rownolegle; wigc i kat bab’ jest réwny ka-
towi DAD'. Co b. d. d.

WNIOSEK.  Gdy dwie powierzchnie ostrokrggowe ma-
Jag punkt jakikolwiek O na kuli za spoiny wierzcholek
(czyli za spoiny srodek), a dwie- jakiekolwiek linie krzy-
we na tejze kuli nakreslone i przecinajqce si¢ z sobg za
podstawy (czyli za kierownice); przeciecia tych dwoich
powierzchni ostrokregowych przez kazdg ptaszczyzne ro-
wnoleglg do ptaszczyzny w spolnym wierzchotku tychze
powierzchni z kulg stycznej™ przecinajq sig¢ z sobg* pod
takim samym kqtem” co i samez podstawy: biorac pun-
kta przecig¢ odpowiedne sobie, tojest z wierzchotkiem
O na jednej linii prostej lezace. Jezeli podstawy po-
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wierzchni ostrokrggowycb stykaja si¢ z sobg; to i prze-
cigcia tych powierzchni przez wspomnionag ptaszczy-
zne, beda takze do siebie styczne.

Podany dopiero wniosek wyraza sie inaczej i
krocej tak: Podjakim kgtem przecinajq sig, % sobg dwie
Unie krzywe na kuli nakreslone, pod takim samym kq-
tem przetng sie¢ z sobq i rzuty stereograficzne tych dwoch
linij krzywych.

TWIERDZENIE 8. 3ezelipunkt jakikolwiek O (fig. 8) (*)
na kuli weimiemy za wierzchotek, a kolo K na tejze kuli
nakreslone za podstawe ostrokregu: lo, Przecigcie k tego
ostrokregu, przez kazdg plaszczyzne p rownoleglq do
plaszczyzny w jego wierzchotku z kulg stycznej, bedzie
takze kotem; 2°, Srodek tego drugiego kota bedzie sie
znajdowat na linii prostej, tqczqcej wierzcholek O rze-
czonego ostrokregu z wierzchotkiem T drugiej powierzchni
ostrokregowej, ktoréjby wszystkie tworzgce byty na okre-
gu podstawy pierwszego ostrokregu do kuli styczne.

DOWODZENIE.
Przez linig prosta OT,
poprowadzmy od; upo-
dobania plaszczyzng.Ta
plaszczyzna f przetnie:
kule, w kole ONNj spoi-
na podstawe K, obu
ostrokrggdbw, w cieci-
wie 2K'; powierzchnia
boczng pierwszego o-
strokregu, w liniach
prostych ONi ON': po-

(*) W figurze tej doda¢ nalezy linie 7N i TN* przez omylke
opuszczone. P. R.
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wierzchnia, boczng, drugiego, w liniach prostych TN i
TN\ ktore sg do okrggu kota ONN' w punktach Ni N
styczne. Ta sama plaszczyzna, z plaszczyzng do kuli
w punkcie 0 styczng, przetnie si¢ w linii prostej (Z/,
do kota ONN' w tymze punkcie 0 stycznej; a z pla-
szczyzng >, do przerzeczon€j plaszczyzny stycznej ro-
wnolegla, przetnie sic w linii prostej do AA rowno-
leglej, przecinajacej linie O.\l ON', OT w punktach
n, Z, w ktorych tez linie ON, ON\ OT spotykaja pta-
szczyzn¢ p. Przez punkt T poprowadzmy do linii LL'
réwnolegla, ktorg przedtuzmy az do przecigcia si¢
z przeciagniong ON w punkcie M. Katy TMN i LON, jako
naprzemianlegle wewngtrzne wzglgdem linij rownole-
gtych T, LL i siecznej MO, sa réwne; a ze kat
MNT—LON. bo kazdy z tych dwoch katéw ma za mia-
re potowe tuku NRO-, w trojkacie zatém MNT katy
przy M i N sg rdbwne sobie, a dlatego i bok TM—TN.
Lecz w trojkatach OTM i Om” jako majacych kat przy
0 spoiny i boki TI/, tn do linii LL a tern samem i
wzgledem siebie rownoleglte, OT:Ot-TM*.tn-, zatém
OT\Ol-=zTN:tm. Poniewaz za$, z wykrecaniem si¢ pta-
szczyzny przechodzacej przez linia OT, linia TN. jako
bok ostrokrggu prostego, nie zmienia swojej dtugosci,
a punkta T it sg zawsze te same; czwarty przeto
wyraz powyzszej proporcyi, linia tm, ma na wszy-
stkich ptaszczyznach przez i przechodzacych, jedne
i tgz sarng dlugo$¢; a wiec przecigcie x pierwszego
ostrokregu przez plaszczyzng p, jest kotem, majacem
punkt ¢ za Srodek.

Gdy koto K jest kotem wielklem kuli, natenczas
powierzchnia ostrokrggowa opisana na kuli wzdhuz
okregu kota dopiero przerzeczonego, ma wszystkie
swoje tworzace prostopadie do ptaszczyzny tegoz ko-
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ta, a zatém staje si¢ powierzchnig walcowa. Jezeli
wszakze przez OTrozumie¢ bedziemy teraz linia, z pun-
ktu O réwnolegle do wspomnionych tworzacych, czyli
prostopadle do plaszczyzny kota A"poprowadzong; za-
toZone twierdzenie bedzie jeszcze prawdziwém. Jakoz
kat Ont—nOL—MNT* a ze teraz dla rownoleglosci
linij NT i OT od siebie, kat MNT—nOt" jest przeto kat
Ont—nOI] a dlatego tn—t0O, na wszystkich plaszczy-
znach przechodzacych przez linig OT. Przecigcie wiec
K jest i teraz kolem, majgcem $rodek w punkcie ¢
Co b. d. d

Wylozony dopiero dowdd, w przypadku gdy koto
TTjest kolem matém kuli, wychodzi w gruncie na to:
ze si¢ dowodzi, iz przecinajac ostrokrag pierwszy NN'O
plaszczyzna przechodzacg przez punkt 7, a roOwnole-
gla do ptaszczyzny stycznej z kula w punkcie O, otrzy-
mujemy na przeci¢cie koto, majace srodek w punkcie
T; z czego juz wypada, ze i wszystkie przecigcia do
tamtego rownolegle, sg takze kotami, majgcemi $rod-
ki na linii OT. Gdyby$my wreszcie chcieli udowo-
dni¢ sarne tylko cze$¢ pierwsza niniejszego twier-
dzenia, dosy¢ byloby, jak wiadomo, uwazac: ze pla-
szczyzna poprowadzona przez o$ ostrokrggu pierwsze-
go, prostopadle do jego podstawy, jest oraz prosto-
padia do plaszczyzny p;zi ze na tak poprowadzonej
ptaszczyznie, (w ogoélnosci na kazdej plaszczyznie
przechodzacej przez wierzcholek wspomnionego ostro-
kregu a tenze ostrokrag przecinajacej), kat NN 0—NO/,
—(hm.

Punkta /z, w, Z, w ktorych si¢ plaszczyzna p ry-
sunku przecina z liniami prosterni, od punktow N, N\ T
do oka 0 prowadzacemi, sgto wilasnie rzuty stereo-
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graficzne punktow N, JIr, T; a twierdzenie wyraza si¢
‘naczéj w ten sposob: lo Rzut stereograficzny kazdego
kota na kuli, przez oko nie przechodzgqcego, jest takze
kotem; 2° Srodkiem tego drugiego kolajest rzut ste-
reograficzny wierzchotka ostrokregu opisanego na kuli
wzdtuz okregu kota pierwszego.

Tak wystowiong cze¢$¢ druga twierdzenia 8 nazy-
wa Chasles trzecig wlasno$cig rzutu stenograficzne-
go, i dowodzi jéj za pomoca trygonometryi (Journal
de Mathématiques, publié par Liouville, poszyt z mie-
sigca lipca 1842 r. str. 172); a ze p. Chasles szto wta-
$nie o podanie dowodzenia jak najbardziej elementar-
nego, sadze wiec, ze dowod ktory sie tu podato, jest
stosowniejszy.






