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PRZEDMOWA

Z satysfakcja przekazujemy Panstwu materialy poswiecone Sesji Naukowej . Me-
chanika Stosowana 2004™.

Oddzial bydgoski PTMTiIS powstatl przeszlo 30 lat temu, ale dopiero ostatni okres
istnienia zaowocowat bardziej zauwazalnym dzialaniem. W 1998 roku odbyta sie
pierwsza Sesja Naukowa ,.Dynamika i Wibracje”. Duze zainteresowanie jej tematyka
oraz rozwoj srodowiska naukowego sprawilty, ze zdecydowalismy sie kontynuowac te
spotkania. W roku 2000 odbyta si¢ Sesja ..Mechanika Stosowana 20007, nast¢pna —
o podobnym tytule — w roku 2002 i wreszcie obecna.

Najtrudniejsze byly poczatki, dlatego raz jeszcze dzigkujemy Panom Prof. An-
drzejowi Tylikowskiemu i Prof. Jézefowi Niziotowi za pomoc oraz zyczliwos¢, a takze
Zarzadowi Gléwnemu i jego dwezesnemu przewodniczacemu Panu Prof. Eugeniuszowi
Switonskiemu.

Tematyka obecnej Sesji ..Mechanika Stosowana 2004” — podobnie jak i poprzed-
nich — jest bardzo szeroka i w zwiazku z tym organizatorzy nie zdecydowali si¢ podzie-
li¢ przyjetych artykuléw tematycznie. Na spotkaniu zaprezentowane zostana rowniez
referaty plenarne i sesja plakatowa.

Mechanika stosowana jest i pozostanie podstawa konstrukcji i technologii oraz
eksploatacji maszyn i urzadzen. Zastosowane programy komputerowe naleza do zna-
komitych narzedzi rozwiazywania zagadnien mechaniki stosowanej. Wspomaganie
komputerowe ogranicza czas poswiecony na zmudne obliczenia i rozszerza mozliwosci
analizy. modelowania oraz wnioskowania.

Tworcza mysl naukowa, ktorej zasieg w technice ciagle sie poszerza. zawsze opie-
ra si¢ na wynikach badan naukowych. Rozwoj ksztaltuje nasz poglad na naturg zjawisk
otaczajacej rzeczywistosci i jest wynikiem naszej czynnej woli oraz dazenia do pozna-
nia prawdy. W oryginalnych artykutach naukowych z zakresu szeroko rozumianej me-
chaniki stosowanej przedstawiono jeden z gléwnych trendéw obserwowanych w na-
szym kraju. a okre$lany jako podejscie systemowe do proceséw zachodzacych w nauce
i technice. Problematyvka prac uwzglednia takze szeroko rozumiane bezpieczenstwo
i efektywnosc. Tres¢ przedstawionych referatow §wiadczy o dalszym rozwoju mechani-
ki stosowane;j.

Goraco dzigkujemy wszystkim osobom uczestniczacym w pracach Komitetu
Organizacvjnego | Naukowego. pracownikom Katedry Mechaniki Stosowanej oraz
wladzom Wydzialu Mechanicznego 1 Akademii Techniczno-Rolnicze} za zyczliwg
pomoc i patronat.

Przewodniczycy Przewodniczacy
Komitetu Naukowego Komitetu Organizacyjnego
prof. dr hab. inz. Krzysztof Wernerowski dr hab. inz. Henryk Holka

prof. nadzw. ATR
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TECHNIKI ULTRADZWIEKQWE W BADANIACH
IN VITRO MATERIALOW KOSTNYCH.
PRZEGLAD ZASTOSOWAN

Jozef Kubik, Michat Pakula

Instytut Mechaniki Srodowiska i Informatyki Stosowanej
Akademia Bydgoska im. Kazimierza Wielkiego
ul. Chodkiewicza 30. 85-064 Bydgoszez

W pracy zaprezentowano gldwne metody ultradzwigkowe stosowane w la-
boratoryjnych badaniach materiatow kostnych: metode fali ciaglej i impulsowej.
metody mikroskopii ultradZwigkowej i rozpraszania wstecznego. Zdetiniowano
ilosciowe miary wykorzystywane do charakteryzowania materialow  kostnych
w oparciu o pomiary ultradZwigkowe oraz przedyskutowano wazniejsze problemy
metodologiczne wynikajace ze specytiki badanyveh materialow. Zwrocono uwage
na takie elementy jak niewielkie wymiary dostepnych probek. niejednorodnosé
i anizotropia materiatow oraz wiclofazowy charakter osrodka. W pracy zebrano
reprezentatywne dane liczbowe dla wybranych rodzajow materialow pochodzenia
ludzkiego i zwierzgcego. wyznaczone z pomocg omawianyvch metod.

Stowa kluczowe: fala ultradzwickowa. kos¢ zbita i gabezasta

1. WSTEP

W ostatnich latach obserwuje si¢ gwaltowny wzrost zainteresowania i intensywny
rozwoj technik ultradzwigkowych w zastosowaniu do diagnozowania i oceny stopnia
zaawansowania chorob ukladu kostnego takich jak: osteoporoza. osteopenia i osteoma-
lacja. Uznana zaleta metody ultradZzwigkowej w badaniach in vivo jest to, ze jest to me-
toda praktyveznie nieinwazyjna dla organizmu. W badaniach laboratorvijnych (in vitro)
zas metoda ultradZzwigkowa jest wygodna z uwagi na jej nieniszczacy charakter, pozwa-
lajac na prowadzenie wielokrotnych pomiaréw na tej samej probee (np. w celu badania
wlasnosci materiatow w roznych kierunkach).

Glownym cetem ultradzwigkowych badan kosci in vitro jest wyznaczanie wlasno-
sci materiatowych. Poczatkowo badania te byly przede wszystkim skoncentrowane na
okreslenie modutow sprezystosci [1.16]. przy zastosowaniu metod fali ciaglej lub metod
falt impulsowej. Rozwdj technik ultradzwigkowych. zwlaszcza zastosowanie metody
szerokopasmowej spektroskopii ultradZwigkowej. pozwolit na rozszerzenie zakresu
badan i wyznaczanie wspoétczynnika tlumienia lub zwiazanych z nim wielkosci charakte-
rvzujacych absorpcje w materialach kostnych jako funkcje czestotliwosci oraz wyzna-
czanie charaktervstyk dyspersyinych {4.10.12]. Aktuainie rozwijane zastosowania ultra-
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dzwiekow koncentruja sie takze na wyznaczaniu charakterystyk strukturalnych takich
jak udziat objetosciowy poroéw oraz ich charakterystyczne wymiary.

Celem niniejszej pracy jest omowienie wazniejszych metod ultradZzwigkowych sto-
sowanych w badaniach in vitro materiatow kostnych. Pod uwagg wzigto powszechnie
znane i stosowane metody fali impulsowej, metode fali ciaglej oraz wzglednie nowe
techniki badania materialow kostnych, takie jak metody mikroskopii ultradzwiekowe;j
i rozpraszania wstecznego. Obok przedstawienia idei pomiaru oraz charakterystyk
otrzymywanych wynikéw zwrécono uwagg na wazniejsze problemy wynikajace z zasto-
sowan omawianych metod ultradzwiekowych do badan kosci. Ponadto majac na wzgle-
dzie bardzo aktualnie dyskutowany w literaturze problem konsekwencji dwufazowej
natury kosci, w szczegolnosci kosci gabezastych. rozwazono istotne problemy interpre-
tacji badan ultradzwiekowych kosci jako materiatow dwufazowych.

2. METODA FALI CIAGLEJ

Metodg fali ciqglej wykorzystuje si¢ gldwnie do wyznaczania predkosci propagacji
fali, ktora z kolei moze byé zrodlem informacji o wlasno$ciach sprezystych materialu.
Ze wzgledu na nieniszczacy charakter oraz na fakt. ze w pomiarach ultradzwiekowych
mozna wykorzystywaé probki o niewielkich wvmiarach (typowe grubosci probek moga
wynosi¢ ok. 1 cm, a nawet mniej) mozliwe jest wzglednie proste okreslanie wilasnosci
materiatu w roznych kierunkach. W szczegoinosci mozna takze wyznaczy¢ role nasyce-
nia materiatu. wlasnosci dyspersyjne czy rodzaj anizotropii tkanki kostnej. W pracy [1]
zaproponowano zastosowanie fali ciagtej do wyznaczania predkosci fazowej, ktdra
okresla si¢ rejestrujac przesunigcie fazowe pomigdzy sygnalem przechodzacym przez
probke a svgnalem odniesienia mierzonym przy uzyciu tych samych glowic bedacyvch
w bezposrednim kontakcie. Typowe rozwiazanie ukfadu pomiarowego przedstawia
rysunek 1.

Sinusoidalny svgnal z generatora jest podawany na gtowice nadawcze. Glowica od-
biorcza bedaca w bezposrednim kontakcie z glowicg nadawcza (kanal odniesienia) daje
sygnat odniesienia. W rownolegtym kanale pomiarowym fala generowana w nadajniku jest
odbierana po przejsciu przez probke. Pojawiajaca sie przy zmianie czestotliwosci frdznica
faz A¢ w kanale pomiarowym i kanale odniesienia jest rejestrowana przez detektor fazy
i stanowi podstawe do obliczania predkosci fazowej zgodnie ze wzorem (1):

N

V=2nlL ,
Ad

(h

adzie:
L — grubosé probki.
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przy silnym thumieniu fal w takim osrodku wymagatoby stosowania duzych, nie zawsze
osiagalnych lub niewskazanych ze wzgledu na zjawiska nieliniowe sygnaléw nadaw-
czych.

3.1. Pomiary w oparciu o sygnaly czasowe

Stosujac zanurzeniowa metodg impulsowa wyznaczanie predkosci propagacji fali
w osrodku o pomijalnej dyspersji (zaleznosci predkosci fali od czestotliwoscei), moze
odbywac si¢ przez pomiar czasu przejscia impulsu przez uklad pomiarowy ¢. (tzw. TOF
- Time of Flight). Przy znanej grubosci probki L i odlegtosci pomigdzy przetwornikami
S oraz predkosci w plynie V), predkosé fali ¢y okresla sig zgodnie ze wzorem [2,7,17]:
. B V, L
o _“‘“—Vp [ +L-5S
Z uwagi na fakt. ze w metodzie tali impulsowej opartej na sygnatach czasowych
pojawia si¢ problem z precyzyjnym okresleniem poczatku impulsu i zwiazany z nim
btad odczytu szczegdlnie widoczny dla pomiaréw na cienkich probkach, dla bardziej
doktadnego okreslenia czasu przejécia czesto uwage koncentruje si¢ na inny charaktery-
styczny punkt impulsu (maksimum lub minimum impulsu, punkt pierwszego przecigcia
z osig czasu itp.). Aby dodatkowo zminimalizowa¢ ten btad czesto stosuje sie pomiar
odniesienia w samym plynie, przy niezmienionej odleglosci migdzy gtowicami. Na tej
podstawie wyznacza si¢ opdZnienie czasowe At pomiedzy charakterystycznymi punkta-
mi impulsu przechodzacego przez probke i ptyn, z ktérego oblicza predkosé fali [2,17].
Podobnie jak w metodzie fali ciaglej wyznaczanie predkosci fali w materiale wykorzy-
stuje sie do okreslenia wtasnosci mechanicznych tkanki kostnej.
Jezeli ¢ 1 4y sa odpowiednio amplitudami fali impulsowej przechodzacej przez
tkanke kostna i plyn odniesienia o niewielkiej absorpcji (najczesciej woda). to tlumienie
fali charaktervzuje si¢ przez wspolczynnik ttumienia. ktéry mozna okresli¢ nastepujaco:

1 Ag
a=—in A, (4)

LAy
adzie L jest gruboscia probki. Wspdlezynnik tlumienia stanowi zrédlo informacji
o dyssypacyjnych procesach w materiale i ewentualnej niejednorodnosci. poniewaz jego

wielkos¢ zalezy od mechanizmow ostabiania fal. takich jak tarcie wewnetrzne i rozpra-
szanie.

3.2. Szerokopasmowa spektroskopia ultradzwigkowa

Bardzo istotnym problemem w badaniach eksperymentalnych materiatéw kostnych
jest uwzglednienie obserwowanej dyspersji predkosci fal jak i zaleznosci wspotezynnika
ttumienia fali od czestotliwosci. W takim przypadku w celu wyvznaczenia parametrow
propagacji fal niezwyvkle przydatne jest zastosowanie analizy spektrainej w mozliwie
szerokim zakresie czestotliwosci.

Metoda ta nazywana szerokopasmowa spektroskopia ultradzwiekowy jest obecnie
szeroko wykorzystywanyim narzedziem do wyznaczania parametrow talowych na pod-
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stawie zarejestrowanych impulséw przechodzacych przez tkanke kostna i plyn. Wspot-
czesnie stosowane metody spektroskopowe opieraja sie gldwnie na tzw. szybkiej trans-
formacie Fouriera — FFT, dostgpnej w standardowyvch bibliotekach oprogramowania
i pozwalajacej na szybkie wyznaczenie widm amplitudowych i fazowych sygnatow
falowych przechodzacych przez probke kosci i przez ptyn (rys. 3).

Rozklady amplitudowe oraz fazowe s podstawa do wyznaczania parametrow fa-
towych: predkosci fazowej i wspolezynnika tlumienia wedhg nastepujacych relacji (dla
uktadu przedstawionego na rysunku 2) [21:

- 2nf L
2+ @y —Qy

(3

o :%/n[%{:—%;—;] (6)

gdzie L jest gruboscia probki, 4x(f) i 4,(f) odpowiednio amplitudami. a ¢y i ¢y fazami
sktadowych harmonicznych o czgstotliwosci f impulséw przechodzacych odpowiednio
przez probke kosci i plyn; n jest catkowita liczba dlugosci fal mieszczacych sie na od-
cinku L.

Inna realizacja metody spektroskopii ultradzwigkowej jest technika bazujaca na
pomiarach dla probek tego samego materiatu, ale o roznej grubosci. Na podstawie do-
swiadezen prowadzonych na kosciach gabczastych (realizowanych w Laboratorium
Instytutu) stwierdzono, ze zalozenie o takim samym materiale dwoch sasiednich probek
(np. kosci z tej samej glowy) jest dyskusyjne ze wzgledu na silna niejednorodnose
I anizotropi¢ kosci. Alternatywnym i lepszym rozwiazaniem jest wykonywanie serii
pomiarow na probkach grubszych i kolejnym ich scinaniu oraz przebadaniu ich na nowo
w takich samych warunkach eksperymentalnych.

W 1984 roku Langton wprowadzil parametr zwany Szerokopasmowym Tlumie-
niem Ultradzwickowym (w skrocie od angielskiego Broadband Ultrasonic Attenuation
BUA), [17]. Parametr ten wyznaczony w oparciu o pomiary ultradzwickowe metoda
impulsowej fali przechodzacej i analize spektralna stat si¢ bardzo uzvtecznvm wskazni-
kiem w diagnozowaniu wiasnosci strukturalnych tkanki kostnej wykorzystujac fakt. ze
w pewnym zakresie czgstotliwosci. dla kosci ludzkich od 200 kHz do | MHz. wspol-
czynnik tlhumienia wykazuje dodatnia, liniowa dyspersj¢ (wspolezynnik rosnie liniowo
w funkcji czgstotliwosei (rys. 3)).
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W- zakresie tym wyznacza si¢ tzw. wspolczynnik BUA, ktéry jest tangensem kata
nachylenia dla krzywej tlumienia w funkeji czestotliwosci i jest wyznaczany wedtug
nast¢pujacej relacji [2]:

BUA=L[1a(r)]= /n[“'“*(ft)] [N"p‘)’l (7)

df a0 e

Wyzsza wartos¢ BUA, tj. bardziej strome nachylenie krzywej swiadczy o lepszym
stanie zdrowia pacjenta od ktérego pobrano tkanke kostna. Wiele prac teoretycznvch
i eksperymentalnych zwiazanych z pomiarami wspolczynnika BUA dla roznego rodzaju
kosci ukazalo sie w ciagu ostatnich lat i wiekszos¢ z nich wskazuje, ze spadek porowa-
tosci determinuje spadek wspofczynnika BUA oraz. ze dla danej porowatosci powick-
szone wymiary porow powoduja zwigkszenie wartosci tego wspolczynnika. Warto
zwrécic uwagg na fakt, ze wspétezynnik BUA dla tego samego rodzaju materiatu zalezy
od grubosci probki. Stad wprowadzono pochodna wielkosé¢ #BU oznaczajaca znorma-
lizowany (odniesiony do grubosci probki) wspotczynnik BUA, ktory jest bardziej repre-
zentatywna wielkoscia charakteryzujaca material kosci gabczastej.

4. WYKORZYSTANIE POMIAROW ROZPRASZANIA
WSTECZNEGO

Z rozchodzeniem fal ultradzwigkowych w osrodkach niejednorodnych. do jakich
nalezy materiat kostny, zwiazane jest rozpraszanie energii fal w objetosci osrodka
i w ogolnosci we wszystkich kierunkach. Rozpraszanie to uwarunkowane jest wystepo-
waniem obszaréw, gdzie ma miejsce skokowa zmiana impedancji akustycznej (iloczynu
predkosci propagacji i gestosci materiatu) i gdzie lokalnie nastepuje odbicie i zatamanie
fal na tych granicach opisane prawami Snelliusa. Granicami. na kiérych nastepuje sko-
kowa zmiana wlasnosci w kosciach zbitych i gdzie fale sq rozpraszane sa granice oste-
onow. Z kolei w ko$ciach gabczastych rozpraszanie nastepuje przede wszystkim na
granicy pomiedzy beleczkami lub ptvtkami tworzacymi staly szkielet a plynem wypel-
niajacym przestrzen porowaq.

W osrodkach silnie niejednorodnych. do jakich zaliczane sa kosci. ma miejsce
skomplikowany proces rozpraszania wielokrotnego i w efekcie wzajemne oddzialvwanie
fal odbitych od i ugietych na roznych elementach struktury. Wypadkowy sygnat pocho-
dzacy od wielokrotnych odbic i ugig¢ fali wewnatrz badanego materialu i odbierany pod
katem 180° w stosunku do kierunku fali wchodzacej do osrodka nazywany jest sygnalem
wstecznego rozpraszania (backscattering). Obok badan migkkich tkanek biologicznych
(p. [24]) wczesniejsze zastosowania metody wstecznego rozpraszania skoncentrowane
byly na wyznaczaniu wad w materialach. w szczegolnosci w metalach i kompozytach
[20]. Obecnie badania wstecznego rozpraszania sa intensywnie prowadzone takze dla
kosci [5.22.23.24].

llosciowa miarg rozpraszania wstecznego jest wspotczynnik charakteryzujacy wy-
padkowg ilos¢ energii odbitej wewnatrz badanego materiatu. Wspolczynnik rozprasza-
nia wstecznego definiuje sie jako stosunek przekroju czynnego rozpraszania (differential
cross section) mierzonego pod katem 180° w stosunku do kierunku fali padajacej
z pewnego obszaru materialu odniesiony do objetosci tego obszaru [20]. Pod pojeciem
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szajacych) wyznacza sie usredniona funkcje przejscia. Usrednianie odbywa sie na zbiorze
wigkszej liczby wynikéw pomiaréw wvkonanych dla réznych potozen przetwornika
wzgledem badanej probki (w praktyce wygodnym rozwiazaniem jest prowadzenie pomia-
réw dla cylindrycznej probki, obracanej wzgledem osi).

Predkosc i wspotczynnik tlumienia fali, potrzebne dla wyznaczenia parametru roz-
praszania wstecznego, moga by¢ wyznaczone w oparciu o metode szerokopasmowej
spektroskopii ultradzwigkowej. Z kolei tunkcj¢ natezenia wiazki latwo wyznaczyé wy-
konujac pomiary natezenia fali w wodzie z zastosowaniem punktowego przetwornika
(np. typu hydrofon) i stosujac korekte wynikajaca z roznicy predkosci fali w wodzie
i w probce.

W literaturze mozna znalez¢ niezalezne dane z pomiarow in vitro wspotczynnika

Weara w zakresie czestotliwosei od 0.4 do 0,8 MHz [24] przedstawiaja potegowa zalez-
no$¢ wspéiczynnika rozpraszania wstecznego od czestotliwosci z wykladnikiem rownym
3.2+1.4. Pomiary Chaffai i innych [5] pokazuja, ze w zakresie czestotliwosci od 0.4 do
1.2 MHz wykladnik potegowy zaleznosci wspétczynnika rozpraszania wstecznego od
czestotliwosci wynosi 3.38+0.31. Jednoczesnie wspolczynnik tlumienia fali podtuzne;j
w tym zakresie wykazywal w przyblizeniu liniowa zaleznos¢ od czestotliwosci.

Badania prowadzone w szerszym zakresie czestotliwosci [22]. od ok. 1 do 2.5 MHz.
pokazaly. ze wspofczynnik rozpraszania wstecznego zmienia charakter osiagajac dla wyz-
szych czestotliwosci warto$¢ stala. Na uwage zasluguje fakt, ze badania porownawcze
wspofczynnika rozpraszania wstecznego prowadzone in vivo dla czestotliwosci 2.5 MHz
oraz pomiary gestosci kosci metoda tomografii komputerowej wykazaly dobra liniowa
korelacje wspolczynnika rozpraszania wstecznego i gestosci masowej kosci (BMD) [23].
Jakkolwiek niezbedne sa dalsze prace w celu ustalenia fizycznych podstaw zaleznosci
wstecznego rozpraszania i gestosci kosci, biorac pod uwage role struktury badanych tka-
nek. uzyskiwane wyniki sa obiecujacy przestanka dla prowadzenia badan w kierunku dia-
gnostycznego wykorzystania pomiarow wstecznego rozpraszania.

5. MIKROSKOPIA ULTRADZWIEKOWA W BADANIACH
TKANKI KOSTNEJ

Pomyst wykorzystania fal ultradzwickowych wysokiej czestotliwosci (50-2000 MHz)
w mikroskopii pojawil sie juz w latach pigédziesiatych ubieglego stulecia. jednak dopiero
w 1970 r. powstalo pierwsze prototypowe urzadzenie. ktore przez nastepne dwadziescia
lat podlegalo ciaglej ewolucji. Poczatkowo pozwalalo ono jedynie na wizualizacje
struktury materiatu na podstawie amplitudy fali odbitej od powierzchni materialu. Obec-
nie w nowszych -mikroskopach ultradZwiekowych wykorzystuje sie takze informacje
zawarta w fazie sygnatu akustycznego. ktéra pozwala na wyznaczanie mikroskopowych
wiasnosci fizveznych materiafow.

Mikroskopia ultradzwigkowa w badaniach tkanki kostnej jest stosunkowo nowa
dziedzina i obecnie jest intensywnie eksploatowana ze wzgledu na swoj nieinwazyjny
charakter. Metoda ta pozwala na wielokrotne badanie danego materiatu, moze stanowié¢
niezalezne Zrodto informacji. oprocz standardowo stosowanych technik badawczyvch ta-
kich jak rentgenografia czy skaningowa spektroskopia elektronowa. W ramach tej meto-
dv mozna wyroznic {8]:












{20]

[21]

[22
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Obcigzenia losowe duzych konstrukeji pochodzace zardwno od wiatru, ru-
chow skorupy ziemskiej lub fal morskich charakteryzuja si¢ przestrzenna korela-
cja. W pracy przedstawiona jest analiza stateczno$ci dvnamicznej typowych kon-
struk¢ji jednowymiarowych. takich jak maszty. wieze lub mosty wiszace. podda-
nych obciaZzeniu zmiennemu w czasic i przestrzeni prowadzacemu do drgan pa-
rametryeznych konstrukeji. Wyprowadzone bezposrednia metoda Lapunowa do-
stateczne warunki statecznosei wyrazone sg przez podstawowe parametry kon-
strukeji i obciazenia. takie jak wspolezynnik tlhumienia wiskotycznego. wymiary.
sztvwnosel oraz intensywnoscei i dlugoscei korelacji obeiazenia.

Stowa kluczowe: statecznos¢ dynamiczna. metoda Lapunowa. drgania parame-
tryczne. przestrzenna korelacja

1. WSTEP

Dynamika statystyczna w poczatkowym okresie swojego rozwoju zajmowala sig
wymuszeniami bedacymi jedynie procesami stochastycznymi. Przyjmowano zatem, Ze
wymiary elementu poddanego obciazeniu sa na tyle mate. ze mozna zaniedbac prze-
strzenne zmiany losowe obciazenia. Zatozenie to jednak jest zbyt upraszczajace, gdy
wymiary konstrukeji sa duze i porownywaine z przestrzennym promieniem korelacji
obciazenia. Zjawisko to szezegolnie zachodzi przy oddziatywaniu wiatru na konstrukcje
cienkoscienne mostow. Obserwuje sie wowczas powstawanie drgan parametrycznych,
przv czvm wplvw korelacji przestrzennej moze mie¢ roznoraki wptyw na utrate stabil-
nosci. Stochastyczny charakter obciazenia wiatrem byl uwzgledniony przez Lina i Aria-
ratnama [3]. w analizie pierwszej postaci drgan skretnych. Ibrahim [4] analizowat sta-
teczno$¢ momentow statystveznveh kata skrecenia pokladu mostu poddanego obciaze-
niu wiatrem. Badanie statecznosci plaskiej postaci zginania dwuteowych belek podda-
nych czasowo-przestrzennemu obciazeniu jako statecznosci rozwiazan ewolucyjnych
bvlo podjete w pracv [7]. Rozszerzenia tego podejscia dokonal Pavlovic [6]. Celem
niniejszej pracy jest wprowadzenie konsekwentnego ciagltego modelu do opisu drgah
mostu poddanego dzialaniu sit aerodynamicznych z uwzglednieniem historii obciazenia.
Nastepnie zbadana bedzie statecznos¢ dvnamiczna nieodksztalcone] postaci (rozwiaza-
nia trvwialnego) za pomoca bezposredniej metody Lapunowa. Zajmiemy si¢ stocha-
stycznym rozszerzeniem pojecia statecznosci w sensie Lapunowa. to znaczy wyzna-
czvmy warunki zapewniajace prawdziwos¢ nastepujacegzo zdania logicznego:
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VoY 3 Hlt(.,O)HSrDPJsup{lyll(.,!)‘I\E‘}}iu)‘ (1)

£>00>0r>0 =0
Bedziemy woéwczas mowi¢ o jednostajnej stabilnosci stochastycznej wzgledem

miary odlegtosci ||.1|.

2. ROWNANIA DRGAN SKRETNYCH MOSTU

Opisujac skrecenie mostu funkcja a(r.x) uwzgledniamy zmienne w czasie oddzia-
fywanie wiatru oraz opézniony efekt aerodynamiczny Wagnera. Zaktadamy ponadto
tlumienie wiskotyczne w osrodku gazowym ze statym wspétezynnikiem:

o, + B*oc‘, T OO (o — €20 — Al = Q(UCL +ba, )<§(t,x)+
1
ra [0+ 2800 exply, (- )+ Cexpl-v3 (- o aar v (0.7)

gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:

o = El, e El, g pH u” Of'”
! N / [ Ca

b=aX, P =p-b (3)

gdzie: 7 — masowy moment bezwtadnosci, £/, - sztywnos¢ paczenia, G/, — sztywnosé
skrecania. p — gestos¢ powietrza, H — szeroko$é mostu. ¢ — diugos¢ mostu, B — wspol-
czynnik tarcia wiskotycznego w ruchu obrotowym. x — wspotrzedna. u — $rednia war-
tos¢ predkosci wiatru. u&(z.x) — czasowo-przestrzenna losowa skladowa predkosci wia-
tru, C;, Cs, vy, 3. X, Con/Cot — state i funkcje otrzymane na drodze doswiadczalnej [3].
Jezeli przyjmiemy, ze turbulentna sktadowa predkosci wiatru Jjest gaussowskim szero-
ko-pasmowym procesem rownanie (2) mozna zapisa¢ w postaci rownan ewolucyjnvch
It6 (por. Chow [1]) w przestrzeni Hilberta .Y z iloczynem skalarnym (...) nad przestrze-
nig probabilistyczna (Q. B. P):

dy, = [— ol e+ aly =BV + Yy + Y, )]d[ +2(al, + by )dw
dYs = (=v\ Yy + O\ Y2 )dt + 2C, Yy dW
dYy == y3¥, + C3¥y Yt + 2C,Y,dW

(4)

gdzie ¥\ = a. Ys= @, oraz Y. Y, sa zmiennymi pomocniczymi. Korzystajac z zapisu
wektorowego mamy:

dY = AYdi+[BY Jaw xe(0.7) (

h
—

Y =collr. 121 15] (6)

W jest procesem Wienera o wartosciach w przestrzeni Hilberta Z. z operatorem jadro-
wym O, A: X 2 D(4) =X B: X—L1Z.X)
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0 I 0 0
P ()" +e(y+ra - a a 7
0 ¢ -y, 0
0 C, 0 -y
0 0O 0 0
20 26 0 0
B= (8)
0 20, 00
0 2C; 0 0

Operator jadrowy () wyraza si¢ przez funkcje korelacyjne obciazenia w nastepuja-
cy sposob:

EE(t,x)=0 9)

E[E_(t.xl)i(s..\‘j) = K(.\‘,,xl)é(t—s) (10)
edzie K(.\‘I,xz) jest przestrzenna funkcja korelacyjna procesu predkosci wiatru, £ jest
wartoscia oczekiwana, 6(/ - s) jest funkcja 6—Diraca, ktéra opisuje czasowa korelacje.

a raczej jej brak. Zakladamy. ze poklad mostu jest zamocowany na obu koncach
z mozliwoscia paczenia. to znaczy:

«(r0)=0  af./)=0 o (0)=0 o (.r)=0 (1)

Uktad rownan (4) opisuje drgania parametrvezne mostu. Uklad ten z warunkami
brzegowvmi (11) ma rozwiazanie trywialne odpowiadajace polozeniu réwnowagi. Celem
dalszvch rozwazan jest wyznaczenie warunkow stabilnosci tego polozZenia réwnowagi
przy uwzglednieniu zaburzen losowych. ktore w szerokim zakresie czgstotliwosci maja
widmo rézne od zera. tak aby méc wzbudzi¢ wiele postaci drgan. Ponadto wymiary mostu
sa na tvle duze, ze w analizie nalezy uwzgledni¢ korelacje przestrzenna obciazenia.

3. ANALIZA STATECZNOSCI DYNAMICZNE]J

Badanie statecznosci dynamicznej rozpoczynamy od doboru odpowiedniego funk-
cjonatu Lapunowa. Jako funkcjonal przyjmujemy modytikacje sumy energii kinetycz-
nej. sprezystej ukladu [81:

o . N I > >
I :SL[(‘h#—B Vo2 BT e e - (12)
S A +5m’4]¢v
Jak latwo zauwazvé. pierwsze dwa skladniki funkcjonatu (12) sa zmodyfikowana

energia kinetvezna. podczas gdy dwa nastepne sa energia sprezysta. Funkcjonal jest
dodatnio okreslony. jezeli stale v i 6 sa dostatecznie mate. W celu wyznaczenia warunku



26 Andrzej Tylikowski

dodatniej okreslonosci postuzymy sie nierdwnosciami wariacyjnymi zachodzacymi na
zbiorze funkeji spetniajacych warunki brzegowe (11).

! It

_[Yl.z.\-xdxz A _[Yr:dx (13)
0 0

J.Y']f)_\.c[vz Ay J-)/,zcl\‘ (14)
0 0

gdzie state sa rowne odpowiednio A, =n* /¢4, Ay =t/ 07 Korzystajac z nierownosci
(13) 1 (14) przez sprowadzenie do sumy kwadratow tatwo wykaza¢. ze funkcjonat (12)
Jest dodatnio-okreslony, jezeli stale y i § spelniaja nierownosé:

Y 48" <alen, +enhs )+ B (15)

Zatem pierwiastek kwadratowy z funkcjonatu (12) przyjmujemy jako miare odle-
glosci w definicji stabilnosci (1):
5

yp=pt 2 (16)

W analizie statecznosci nie mozemy posluzy¢ sie klasycznymi wzorami réznicz-
kowymi ze wzgledu na nierézniczkowalnosé procesu Wienera. W celu obliczenia roz-
niczki funkcjonatu (12) wzdhiz dowolnego rozwiazania rownania ewolucyjnego nalezy
postuzy¢ sie lematem [td w wersji Curtain i Falba [2]:

v =(v. 4 )i+ % {(By] v, [ v1o)ar + (1) [ Y]aw (17)

gdzie Tr jest operatorem, V) i V;y oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga pochodna
funkcjonatu w sensie Frecheta oraz O jest przestrzenng funkcja korelacji. W réwnaniu
(17) pierwszy sktadnik odpowiada rézniczkowaniu w klasycznym sensie, drugi skladnik
to czes¢ sladowa wynikajaca z wlasciwosci procesu Wienera. trzeci sktadnik Jjest sto-
chastyczny. Wybierajac stale y i § tak, aby wyzerowad wspolczynniki przy skladnikach
Y;¥soraz Y,Y, w czgdci deterministycznej to jest przyjmujac:

y==-2a+C)) 5=-2(a+Cy) (8)

i

Pierwszy . deterministvezny™ skiadnik jest rowny:

! ( ” : 2 i | LY i
<VY'AY> - LA(_B (e, N+ el _L’Yf)/ R T R Ay

+(—a+(Cy+C8) 2y, + (B*a —yn iy, 24 (B°u —51/})>'1 Y, z}dx

(19)

Poslugujac sig nierdwnosciami (13) i (14) otrzymujemy dolne dodatnie oszacowa-
nie funkcjonatu (19):
(7YY 2 [ B ek =il 2B 2y oy
P @t = YOS Y (20)
N {
Har(Cy - OOl M = Ba o Wy 2=y by 2l
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Korzystajac z rozkladu operatora w bazie przestrzeni .Y otrzymujemy czes¢ sladowa
rézniczki funkcjonatu:

%Tr([BYT Vi [BY]Q): 2 ﬂ(a Y, +bYs P+ CHYE + C3YF ]Q(x, x)dx Q2

Wstawiajac nierownosé (19) i réwnanie (21) do (17). catkujac wzgledem czasu od
t=sdo t= Td([): min(rs,t), edzie 7, jest losowym czasem wyjscia realizacji rozwia-
zania z obszaru || v[|< 3§ oraz usredniajac warunkowo wzglgdem o — algebry genero-
wane przez zdarzenia, ktore zaszty do chwili s. otrzymujemy:

Ty (t)e
EV(eg()<v(s)- E j J' Y GY d dr 22)
s 0
¢dzie macierz G jest okreslona, jednak ze wzgledu na przestrzenna korelacje uwzgled-
’
niona w funkcji korelacyjnej K jest ona funkcja zmiennej x. Jezeli J-Y*(]de jest
0
funkcjonatem dodatnio okreslonym, to funkcjonal Lapunowa (12) spetnia oszacowanie:

EV(es() <V (s) (23)

Zatem funkcjonat (12) jest nadmartyngatem. Postepujac analogicznie jak w dowo-
dzie nierdwnosci Czebyszewa dowies¢ mozna. ze rozwigzanie trywialne réwnania (5)
jest jednostajnie stochastycznie stabilne wzgledem miary odlegtosci (16). Efektywna
posta¢ warunkow stabilno$ci zalezy od whasciwosci przestrzennej funkcji korelacyjnej.
Zakfadajac np., ze funkcja korelacyjna K jest statystycznie jednorodna, to znaczy
I\'(xl,xz): K(x, —xz) w skladniku $ladowym wystepuje K(0). Wéwczas warunek sta-
bilnosci jest rownowazny dodatniej okreslono$ci macierzy G o postaci:

g1 812 813 8

G =812 &2 0 0 24)
213 2100
£i4 U6

adzie:
g =B eh +erks —ay 2- 247 K(0)
g=p" 2-20p" + 2 + K (0)
g =[FuCla+ )+ Cila+Cy)) 2 -2abK(0)
&3 :(Bk”—’/’/l)/z
8= (B =y )/' 2

~

2
L

—~
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Macierz G jest dodatnio okreslona, jezeli g, >0oraz detG>0. Podsumowujac

warunkami stabilnosci jednostajnej sa nierownosci (15) oraz warunki Sylvestra dodat-
niej okreslonosci macierzy G.

4. STABILNOSC DRGAN GIETNO-SKRETNYCH MOSTU
WISZACEGO SPRZEZONYCH AERODYNAMICZNIE

W celu wyznaczenia ogohiejszego modelu ruchu pokladu mostu wiszacego nalezy
uwzgledni¢ sprzezenia. w tym sprzezenia silnie nieliniowe migdzy przemieszczeniami
pionowymi i skretnymi [9]. Oddzialywanie wiatru sprowadzone Jest do obciazenia mo-
mentami i sitami roztozonymi po dtugoéci mostu. Efekt aerodynamiczny powoduje
powstanie sprzezenia migdzy przemieszczeniem i skreceniem. Jest ono tym silniejsze.
im wigksza jest predkos¢ wiatru. Opisujac skrecenie mostu funkcja a(r,x). przemiesz-
czenie pionowe funkcja n(zx) oraz pomijajac sprzezenie sprezyste miedzy funkcjami
réwnania ruchu maja postaé [3]:

o, + B*a., QU oy — @0 a0 — [, = 2(aa +ho, + f, )E_(z,x)+

+a [f(l + 280y expl= vy (0= 1))+ Cs expl= v e~ Oec, + el e -
M +BI0, +e30  — g0t —aa —bat, = 2aa +ha, + fin, Elnx)+
+ay /f(l = 28(0 Gy expl=yilt -+ Crexpl=val - e+ Jr - 2D
B xe(0.r)
gdzie obowiazuja oznaczenia (3). oraz
a=tt =S gy 8)

m m

gdzie: m — masa, £/, — sztywnosé zginania. S — stata skfadowa sily osiowej. 3; — wspot-
czynnik tarcia WISkOtVCZHeUO w ruchu mostu w plaszezyznie pionowej. «,, b, d. f -
stale doswiadczalne. Wskutek sprzezenia aerodynamicznego otrzymujemy uklad row-
nan opisujacych drgania skretne i w plaszczyznie pionowej. Rozwiazania ukladu
(26)~(27) spetniaja warunek brzegowy (11) oraz warunki zamocowania przegubowego:

Ne0)=0  nltr)=0 0 (0)=0 0 (n1)=0 (29)

Zmieniajac zmienne zapisujemy rownania dynamiki w postaci rownan ewolucyj-
nych 1t6:
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dY, =Y, dt

dYy = [— N e TV o tal - BYs + 1Y, +alvs + Y, )]dt +
+2(a¥, +bYy + fY, )dW

dYy =Y, dt

dy, = [ &Yy v + Vs o =B Y+l Yy +a (Vs + Y())]dt+
+2aY, + b)Yy + £Y)dW

dYs =(=v,Ys + CYs + C Y )de + 20 (Y + Y )dW

dY, = (= 7Y, + Cis + Cy fY, )t +2C (Y + Y, )dW

W celu wyznaczenia warunkow stabilnosci jednostajnej wybieramy funkcjonat
Lapunowa w postaci:

Vo= % f)[(y +BY, / 2)2 +B7N eV vt +

flyy ey af +BrE dr eyl
+~nly5+6m6+gw5 +(pY3Y6]ch

NN AP A (31)

odzie state v.8,&,¢ powinny by¢ na tyle male, aby funkcjonat byt dodatnio okreslony.
Korzystajac z nierownosci wariacyjnych (13) i (14) otrzymujemy dolne oszacowanie
funkcjonatu w postaci:

l/ * 2
Ve [Y'GY dx (52)
2
-0
gdzie:
Y = coll)). Vs, Yy, 10 Y5 Y ] (33)
‘ﬂsf Yo teh, B2 0 0 v 2 82
i B2 | 0 0 0 0
\ .
() 0 B Dok, e ) 0 ¢ 2 o 2
= | R A 3
| 0 0 0 0 0 (34)
| ;2 0 e 2 0o 10
i 6 2 0 ¢ 2 0 0 (.

Warunki Svlvestra dostarczaja ograniczenia stalvch v,5.e.¢. Skorzystanie z le-
matu 1td stuzv do wyznaczenia rozniczki funkcjonatu (31). Postepujac analogicznie jak

w punkcie 3 otrzymujemy warunki wystarczajace stabilnosci rozwiazania trywialnego
jako warunki dodatniej okreslonosci macierzy R:
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ny oAy Ay ohe 0 0
o T s Iy s h
By Ty ooy 0000 (35)
Ny Ty g Ty By Py

0 ns 0 rns v 0
_0 e 0 1 O ”/3j

gdzie:
=B (e +exhs —a)/ 2-2(a + a2 )K (0)
=B /2 2(172 +hl+ O +CF )K(O)
rys = Brleshy +ehy )2
ry =B /2-2p e et )k (0)
N2 = [1 +B(C) /vy + Gy 71)/ 2] 2~ 2{ab + b, )K(0)

3= ~BI<a1 /2

ra=—a/2=B [+ dC /y +C/ v3)l-2(af +a £)K(0)
=Bl +alC v+ Gy 4

ro=(f+ ) 2-aley b+ G LK)

Fas = —[a +C, (1 +B a2y, )] 2

Frg = ~[a +Cy (l +Bu’ 27,4 )]/ 2

34 = —Bi‘kalf((*l T C ‘/3)/' 4

fis =4 (1 +Bray /27,2

ro =G +ali+B; 2y ) 2

Warunki stabilnosci Sylvestra sprowadzaja si¢ do zadania. aby wszystkie glowne
podwyznaczniki macierzy R byly dodatnie. to znaczy:
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e Tys o Ty
rson 01>0
e 00 Ta

Iy iy s e

>0
Fys 7 0
e 00 v
itd. az do warunku
det R >0
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Andrzej Tylikowski

DYNAMIC STABILITY OF STRUCTURES SUBJECT TO TIME
AND SPACE DEPENDENT LOADINGS

Summary

Random loadings of wind turbulences. sea waves and the earth’s crust acting on
large structures are characterized by the spatial correlation. In the present paper dy-
namic stability of one dimensional structures such as masts. towers. chimneyvs and sus-
pension bridges subject to space and time dependent loading is investig gated. Via Liapu-
nov direct method sufficient stability conditions are derived. The stabllltv conditions are
expressed by geometrical and stiffness data. the viscous damping coefficient as well as
intensities and correlation lengths of loading.

Keywords: dynamic stability. Liapunov method. parametric vibrations. spatial correla-
tion
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MINIMALIZACIA DRGAN
NAPEDOW ELEKTROMECHANICZNYCH

Arkadiusz Mezyk, Eugeniusz Switonski

Katedra Mechaniki Stosowanej
Politechnika Slaska
ul. Konarskicgo 18a. 44-100 Gliwice

W pracy omowiono sposdb modelowania elektromechanicznych uktadow
napedowych maszyn roboczyeh. Opisywane badania dotyeza ukladow skladaja-
cveh sig 2 silnika asynchronicznego i przektadni zgbatej. Do modelowania prze-
ktadni zastosowano metod¢ hybrvdowa sztvwnveh i odksztalcalnych elementow
skonczonyeh. Opracowane modele matematyczne wykorzystano do analizy wraz-
liwosci i optymalizacji uktadu. Omowiono zastosowane algorytmy obliczen oraz
przedstawiono wyniki optymalizacji uktadu napedowego maszyny robocze;.
Stowa kluczowe: dynamika uktadow napedowych. analiza wrazliwosci. optymali-

zacja

1. WPROWADZENIE

Badania w zakresie wykorzystania metod programowania matematycznego pro-
wadzone w odniesieniu do zagadnien dynamiki maszyn zmierzajg do poszukiwania
rozwiazan. ktére zapewnia stabilng realizacje zalozonego procesu oraz minimalizacje
niekorzystnych oddziatywan na otoczenie. Bezposrednia. intuicyjna analiza wptywu
cech konstrukcyjnych na zjawiska dynamiczne mozliwa jest tylko w najprostszych
przypadkach. Dla bardziej ztozonych modeli badania takie moga by¢ skutecznie wspo-
magane przez zastosowanie metod modelowania, analizy wrazliwosci i optymalizacji.
Poczatkowo zastosowania procedur optymalizacyjnych dotyczyly gléwnie zagadnien
statvcznvch, takich jak np. minimalizacja kosztow. masy. gabarytow lub maksymali-
zacja przenoszonej mocy itp. Obecnie coraz czesciej analiza wrazliwosci i optymali-
zacja staja sie narzgdziem rozwiazywania zlozonych zagadnien dynamiki uktadow
maszynowyvch oraz wspomagania procesu projektowania [1]. Optymalizacja uktadow
dynamicznych wvmaga opracowania modeli fizvcznych. umozliwiajacych matematy-
¢zny opis badanych zjawisk. Wyznaczane na ich podstawie charakterystyki odpowiedzi
czestotliwosciowych sa szeroko stosowane w procesie optymalizacji. kontroli poziomu
drgan i doskonaleniu modeli MES [4].

2. MODELOWANIE ZJAWISK DYNAMICZNYCH

Mechaniczna czesé ukladu napedowego najezescie] stanowia przekladnie zebate,
ktore modeluje sie w postaci dvskretmej lub dyskretno-ciaglej. z uwzglednieniem
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nieliniowych charakterystyk sztywnosci zazebien, luzéw obwodowych. podatnosci pod-
par¢, sztywnosci waléw i korpuséw, sit zyroskopowych itp. Model ukladu mecha-
nicznego opisuje uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych, ktory w postaci macie-
rzowej ma nastepujaca postac:

Mi+(C +C, Ji+Kg=0

()
gdzie:
M, C,, Cy, K — macierze bezwladnosci, thumienia, efektu zyroskopowego i sztyw-
nosci,
q — macierz kolumnowa wspotrzednych uogélnionych,
0 — macierz kolumnowa sit uogélnionych.

Charakter przebiegéw czasowych wielkosci dynamicznych zalezy rowniez w znacz-
nym stopniu od charakterystyki i mocy silnika napedowego. Model silnika elektrycznego
Jest opisem zjawisk elektromagnetycznych zwigzanych z powstawaniem i dziataniem pola
magnetycznego w maszynie. Dynamiczne rownania ruchu modelu maszyny asvnchro-
nicznej moga by¢ sformufowane w postaci macierzowej:

4 Li+Ri=U 2)
dt
My =Lt Sy
2 Qo
gdzie:

L, R.i. U — macierze indukcyjnosci, rezystancji, pradow i napie¢ zasilajacych.
My — moment silnika.
Q; — Kkat obrotu wirnika.

Jednoczesne rozwiazanie rownan ruchu modelu ukladu mechanicznego (1) i elek-
trycznego (2) umozliwia badanie zjawisk dynamicznych w uktadzie elektromecha-

nicznym. Sprzgzenie pomiedzy ukladami realizowane jest przez kat obrotu wirnika 0
wyznaczany z modelu uktadu mechanicznego oraz moment elektromagnetyczny 14,

obliczany z modelu silnika elektrvcznego.

2.1. Modelowanie silnika asynchronicznego

Zjawiska dynamiczne wystepujace w maszynach asynchronicznych opisywane sa
zazwyczaj ukladem nieliniowych rownan rozniczkowych [8]. Nieliniowosci te wynikaja
z charakteru powiazan pomiedzy wielkosciami mechanicznymi i elektrveznymi. Do
analizy maszyn indukcyjnych wvkorzystuje si¢ zazwyczaj jeden z dwuosiowvch uktadow
wspoirzednych: ukiad sktadowych symetrycznych [1.2] lub uktad wspolrzedny ch osiowvch
(o, B), wirujacy wzgledem stojana z predkoscia katowa w,. Dla silnika asynchronicznego
dwuklatkowego zazwyczaj wystarcza przyjecic modelu z dwoma obwodami zastep-
czymi w wirniku (rvs. 1).
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&)

CX | K oM
AT [ ARy i—]\ 9)
b, ch, cb,
gdzie:

A, — warto$¢ wlasna /,

X, — unormowany wektor wlasny odpowiadajacy i-fej wartosci wlasnej.

3.2. Badanie wrazliwos$ci funkcji zmiennych w czasie

Analiza wrazliwosci przebiegow czasowych jest procesem ztozonym, gdyz wymaga
rozwiazania modelu matematycznego ukfadu. Model taki, opisany we wspotrzednych
stanu. jest dodatkowo funkcja wybranych zmiennych decyzyjnych. Réwnania ruchu uktadu
mozna zapisa¢ nastepujaco:

X = f(x, /7) (10)
x(ro) = Hlb) (1
gdzie:
x(r) = [,\‘l (z) ,,,,,, Y (1 )]l — macierz kolumnowa zmiennych stanu,
b=1{b;... b — macierz kolumnowa zmiennych decyzyjnych,
I - czas poczatkowy.

Czas 1;, okreslajacy moment wystapienia badanego stanu uktadu, moze by¢ rowniez
zmienna decyvzyjna. W ogolnym przypadku opisany jest wtedy nastepujaca funkcja:

Fli x(re).b) =0 (12)

Wybrana funkcja celu moze zawieraé czton catkowy dotyczacy opisu w pewnym
przedziale czasu oraz czton opisujacy stan ukladu w okreslonej chwili czasu #;:

w = gl x(e).p) J.T(t..\‘.b)dt (13)

Rozniczkujac funkcjonal (13) wzgledem A, po przeksztatceniach uzyskuje sie wy-
razenie:

{f’g ‘g |oF
Ay : ) e | O A Ch R ET Ox CT
i ;! (I/\-w\'(fk)'h)(' i — J‘(—_+ ’bjdt (1

b ch b Fii) M

o

(15)
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Pochodne czastkowe, ktore wystepuja w wyrazeniach (14) i (15). moga by¢ okreslone
analitycznie, z wyjatkiem czlonu &x(#,)/2h. gdyz x(¢) wyznacza sie poprzez numeryczne
catkowanie rownan ruchu. Okreslenie brakujacego wyrazenia wymaga rozwiazania do-
datkowych uktadéw réwnan rozniczkowych, ktérych liczba zalezy od wybranej metody.
rozmiaréw zadania i liczby zmiennych decyzyjnych. Do stormulowania tych réwnan
stosowana jest m.in. metoda bezposredniego rézniczkowania. W metodzie bezposredniego
rézniczkowania formutyje si¢ dodatkowe zadanie poczatkowe, uzyskane przez zroznicz-
kowanie rownan modelu (10) i (11) wzgledem 4.

Z.d 209 (16)

Rozwiazanie zadania poczatkowego (16) okresla wartosci pochodnych &x(r)/Ch,
brakujacych w rownaniach (14) i (15). Zaleta metody bezposredniego rézniczkowania
jest stosunkowo prosty algorytm oraz mozliwos¢ obliczania pochodnej Ox(1)/Ch jed-
noczesnie z x(f). Wada jest koniecznos¢ rozwiazania duzej liczby dodatkowych rownan
rézniczkowych,

4. DOBOR CECH KONSTRUKCYJIJNYCH ELEMENTOW UKLADU
NAPEDOWEGO

Rozpatrywany uklad napedzany jest asynchronicznym, jednoklatkowym silnikiem
elektrycznym. ktéry zamodelowano za pomoca modelu obwodowego z jednym obwo-
dem zastgpczym w wirniku. Rozwiazanie modelu silnika elektrycznego polaczonego
z modelem ukfadu mechanicznego umozliwia okreslenie charakterystyki dynamicznej mo-
mentu napedowego.

Przestrzenny model dynamiczny czes$ci mechanicznej napedu ma 119 stopni swo-
body. Zarowno jego strukture, jak i parametry okresla si¢ na podstawie dokumentacji
konstrukcyjnej prototypu uktadu napedowego. Wyboru liczby stopni swobody oraz po-
dziatu na elementy skonczone dokonuje si¢ analizujac posta¢ konstrukcyjna i dominu-
Jjace postaci drgan (rys. 5.6).
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Weryfikacja zalozen przyjetych w procesie modelowania, zastosowanych algoryt-
mow obliczen i otrzymanych wynikow symulacji numerycznych zostata przeprowa-
dzona na drodze do$wiadczalnej podczas pomiaréw na prototypie maszyny. Przy$pie-
szenia drgan rejestrowano za pomoca dziesieciu czujnikow rozmieszczonych na korpu-
sie maszyny. Analizujac wyniki przeprowadzonych badan doswiadczalnych stwier-
dzono, ze zastosowanie w ukladzie napgdowym watka bezpieczenstwa o wspotezynniku
sztywnosci okreslonym w procesie optymalizacji powoduje zmniejszenie wartosci
chwilowych przyspieszen drgan we wszystkich punktach pomiarowych.

5. PODSUMOWANIE

Badania symulacyjne i optymalizacyjne, przeprowadzane na modelach matema-
tycznych, dostarczaja wielu cennych informacji na temat cech dynamicznych uktadow
elektromechanicznych oraz sposobdéw ich ksztaltowania. Prezentowane algorytmy mogq
by¢ stosowane do okreslania cech konstrukcyjnych szerokiej klasy elektromecha-
nicznych uktadéw napedowych z silnikami indukcyjnymi. Dalszego uscislenia wyma-
2aja stosowane modele matematyczne ztozonych ukladéow elektromechanicznych. Efek-
tywnos¢ procesu optymalizacji mozna natomiast zwigkszy¢ przez odpowiedni dobor
funkeji celu oraz udoskonalanie algorytméw optymalizacji. Poza klasycznymi metoda-
mi programowania matematycznego szerokie mozliwosci zastosowan otwieraja sie
przed algorytmami genetycznymi i ewolucyjnymi. Szybki rozwoj techniki kompute-
rowej zarowno sprzetu, jak i oprogramowania umozliwia znaczne skrocenie czasu ob-
liczen numerycznych. zmniejszajac tym samym znaczenie tego czynnika w procesie do-
boru metody rozwiazania zadania.
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MINIMIZATION OF VIBRATIONS OF ELECTROMECHANICAL
DRIVE SYSTEMS

Summary

The paper deals with modelling of electromechanical drive systems of working
machines. The presented investigations concern systems consisting of asynchronous
motor and gear train. The mechanical system was modeled by using finite element
method and finite segment method. Elaborated mathematical models were applied for
sensitivity analysis and optimization of a system. Applied algorithms and results of
optimization of working machine were discussed.

Keywords: dynamics of electromechanical drive systems, sensitivity analysis, optimi-
zation
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TLUMIENIE DRGAN PLYT I MEMBRAN
W UJECIU PROBABILISTYCZNYM

Jozef Niziot
Katedra Dynamiki Ukladéw Materialnych, Instytut Mechaniki Stosowanej
Wydzial Mechaniczny. Politechnika Krakowska
Al Jana Pawla 11 37. 31-864 Krakow

W pracy przeanalizowano drgania ukladu dwoch cienkich ptyt i dwoch
membran potaczonych elementem lepkosprezystym. Na jeden z elementow dwu-
wymiarowych dziata obcigzenic bedace procesem stochastycznym o zadanej
funkeji korelacji. Drugi element stanowi dynamiczny eliminator drgan. Podano
ogdlna metodg wyznaczania funkeji korelacji elementu ..chronionego™ oraz opty-
malnego doboru wartosei wspélezynnikow sprezystosci w celu minimalizacji
sredniej wartosei amplitudy drgan ptyty lub membrany.

Stowa kluczowe: thumienic drgaf. plyty. membrany. procesy stochastyczne

1. WSTEP

Problemy doboru optvmainych dynamicznych eliminatoréw drgan w uktadach
dyskretnych, zarowno w ujeciu linjiowym jak i nieliniowym, zostaty dobrze rozpraco-
wane. O wiele trudniejszy problem stanowi ttumienie drgan ukladéw ciagtych, zwlasz-
cza gdy mamy do czynienia z wymuszeniami losowymi. Takim przykltadem moze by¢
thtumienie eolskich drgan linii elektroenergetycznych. Pomimo losowego charakteru
wymuszen drgania samowzbudne przewodéw sa tego typu, ze duze ich amplitudy po-
jawiaja sie dla waskich, rozdzielonych migdzy soba przedzialow czestotliwosci i wow-
czas mozna dobra¢ odpowiednie tlumiki typu Stockbridge’a nastrojone na cztery czg-
stosci rezonansowe, skutecznie zabezpieczajace przewody przed zniszczeniem zmecze-
niowym na liniach 220 kV {2].

W przyvpadku drgan wiazek wieloprzewodowych wywotanych optywem wiatru
mozna poprzez odpowiedni dobor odstepnikow w grupie oraz rozmieszczenie grup
odstepnikow wzdluz przesta zdecydowanie obnizy¢ drgania poszczegéinych przewo-
déw [6]. Rozwiazanie znalazio potwierdzenie w praktyce na czteroprzewodowych li-
niach 750 kV.

Do interesujacych nalezy monografia [4], w ktorej wykazano mozliwo$¢ ttumienia
dvnamicznego jednego ukladu ciaglego za pomoca innego. potaczonego z nim uktadem
sprezyvstvm. Zagadnienie rozwiazano dla przypadku. gdy na pierwszy uklad (membrana.
plyta) dziala rownomiernie roztozone obciazenie harmoniczne.

W przedstawionej pracy przeanalizowano drgania dwoch ptyt i membran pofaczo-
nvch miedzy soba elementem lepkosprezystym. Gorna ptyta (membrana) poddana jest
obciazeniom losowym (szum bialy lub kolorowy). Dolna stanowi dynamiczny elimina-
tor drgant ukladu podstawowego. Sterujac sztywnoscia walcowa ptyty. sita naciagu
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Rozwiazan uktadu (1.1) poszukujemy w postaci:

w(x.vg) = ZW,,,” W), (i=1.2) )
m.n=|
W naszym przypadku funkcje wtasne sa rowne:
Y i 22 3)
a b

za$ wspotrzedne uogdlnione 7, nalezy wyznaczyc.

W (X, 3} =sin

Po wstawieniu przewidywanych rozwigzan (2) do ukladu rownan (1), przemnoze-
niu tak otrzymanych wyrazen przez funkcje wlasne, wykonaniu catkowania po obszarze
prostokata i wykorzystaniu warunkéw ortogonalnosci funkcji wilasnych otrzymamy
rozdzielone parami ciagi ukladow réwnan rozniczkowych zwyczajnych na nieznane

funkcje Tj,,(¢) . Przyjmuja one postac:
.. . . > .
Tlnm + 25"1»1/7@ lmnTlmn + wlmnTImn - bl T?.mn - hl TZmn - mn (l) (4)
. . 5 .
Tlmn + 2[9211117;2)11;7T2mn + wlnmrlmn - bL’Tlmn - h2Tlmn =0
gdzie:
ab
Foalt)= _”j(\’ vt}sm——wn——dra’v (%)
myub 5 a b

Dla przypadku gdy f(x.v.0) = FyF (1), czyli gdy obciazenie jest roztozone row-
nomiernie po gornej plycie. mamy:

[le F(t) )

edy m. n=1.3.5

m 't mn (6)

edy m. n=2.4.6.

ma

,_‘4;_

4 2
b Dy _4\n  smn m k
W1 T 4 t= 2,0 4
| a ab b m,
\ , (7N
2 N 4( nooomnT om k
W2 T 1 T3 1
> k(l a~h b ny
& C
5 - _ 9 ” —
=01 Stmm = bl =WrmS2mm = bl -
nn m:
k k
h=— h=
i I771
Rownania (4) przyjmuja postac:
A (SR hl k
T]mn + T!mn + (DImnTImn - T’,un - Tlmn = mn([)
Hy I77| m
(8)
L e A S
Tlmn + Tlum + L)“/HHT min Tinm - 7—‘l/nn =0
) 1712 3
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Réwnanie charakterystyczne dla uktadu jednorodnego ( £,,,(¢) = 0 ) ma postac:

s [ ¢ s ( 2 2 }2 P ¢ o 4 ck
ro= + A Opm O, 05, t O — < 7+
my

m m- My

, ©
> 2 k=
+ O Q2mm ~ =0
mmymm;

Dla przypadku gdy D; =D, , my =my =my, a=>b pierwiastki te sq rowne:

Pamn =

B = M (10)

b) b bl

¢ 2k m i nT+m”

Pyn =~ R + B T Pamn = = (1)
m my g a my

Na podstawie znajomosci tych pierwiastkow mozna znalez¢ ciagi calek szczegol-
nych liniowo niezaleznych. Na tej podstawie, stosujac metode wariacji statych, mozna
wyznaczy¢ catki uktadu niejednorodnego (8). Przyjmuja one postac:

1

1
lnm Z J.ZAnm Tjexp '/\um( )}h

k=]

0
11

nm Z JaAIII!lZAIIlli e‘(p(r/\nm( - T)}h
c=1g

Szczegotowe wyrazenia na funkcje Z,,,, (1) oraz wspolezynniki form «,,, mozna
znalez¢ w [5]. Rozwiazanie ukladu (1) mozna wigc zapisa¢ w postaci:

16 F; I . mx . mwmy
wi (v, y.t) = g Z ——sm—sm—h'—Tl,,,,,(z) (13)
M p=1.3.5 mn a
n=13.3
16 F 1 . mx . mmy
wh(x.v.t) = 0 Y —sin sin——175,,,.(1) (14
2 . - p o 2mn
mlﬂ- m=1.3.3 mn d
n=1.3.3

Z wyrazen (12). (13) i (14) widac. ze jedynie funkcje T/,,m(l), (i: 1.2) opisuja
proces stochastyczny. W funkcjach tych pod odpowiednimi wyrazeniami catkowymi. co
wynika ze wzordw (3), (6). (8) i (12), wystepuja procesy stochastvczne F,,,,,( ) o kto-
rych zatozylismy, Ze znane sa ich funkcje korelacji.

Naszym zadaniem jest dobor parametrow &7 i ..¢” lub tylko .k (przy zalozonym
.¢7) tak, by zminimalizowac wartos¢ sredniego kwadratu przemieszczen gornej plyty

- ([) Funkcja autokorelacji K,,,.,, (x.y:fy.f2) wyraza si¢ nastepujaco:
wy \ B) -
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K”‘l“’: (6, vatp 8 = <w{x, virDwa (x, vifo) > (13)

gdzie symbol <->oznacza $rednia po zbiorze realizacji procesu. Wykorzystujac (13)
mamy:

256F; 1 . Tax . mmy X . TS
i’ > sin =—=sin sin 2% sjn 12

K”. . (\ Vi ,l lw)f
'nl”t = l s'w Ia\’nnrs a b a b (16)

W

< Tlmn(tl ) Tlr\ ([2) >

Pozostaje wiec problem wyznaczenia funkcji korelaci <7,,,(f) Tj,5(f2) >.
W wyrazeniach na Tj,,,(t) w funkcjach Z,, (t) (wzor (1.12)) wystepuja iloczyny
funkcji F(¢) i funkcji deterministycznych. Zapiszmy je w postaci:

Zk/nn (T) = F(T)HI\'/H (T) (17)

Oznaczmy przez p(zy,z5:4.4,) dwuwymiarowa gestos¢ rozktadu procesu F (7).
Wdwczas mamy:

+r+n

<Tntt) ) T s (29) j J. J.H,l,,m 7| drlz J.f[/H(Tv)dZ"v p(z1,221T), T2 Yz dz
—w—w| k=10 =1 ¢
(18)
Zmieniajac kolejnos¢ catkowania otrzymamy ostatecznie:
40 42
< Tlnzn(,l)' Tyt2) > = Z J-H/\'nm(rl )drlz JH/rs(TZ)KFF(Tl* [} )dT2 (19)
k=1g =19
gdzie: K,;-(1,.71,) jest znana funkcja autokorelacji funkcji F(r).
Ostatecznie funkcja autokorelacji wyrazenia wy(x.y:4)./> ) przyjmie postac:
. 256 F; 1 HYZAY MY . TY . TSV
K, “.‘(.\’.."‘:ll.fﬂ)——;‘—il“ Z sin ——sin sin ——sin ——-
v - mint s s mars a a
n=13.35 y=1.3.5 (20)
40 4 0
Z J. /\,”,,(TI)L[TIZ J.H//'\(TZ )K/'/"(rl’rl)drl
=10 =10
Kladac 1 =15 =/ otrzymamy 57 (1).
|
7 wyrazenia:
~ 2
co (1)
—L =0 210
Ck

wyznaczy¢ mozna wartosé parametru sprezystosci .47, zapewniajaca minimalizcje
kwadratu przemieszczenia gornej ptyty. Z wyrazenia (20) mozna réwniez wyznaczy¢
linie wezlowe plyty gdrnej.
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Wykorzystujac (23) i (24) uktad (22) przyjmie postac:

m Z ”/mn(r" (P)fl/nn +c Z ’/an(}". (p)(fllnn _Tlmn) - [VIA Z I/an (l‘, (\D)Tlnm +

o= mom=0 n,m=0

+k Z ”//rl;l(rv Lp)(Tlum _TZum) = f(l”, (PJ)

non=0

m- ZW/HN(F*(p)TZmn +c Z ”/um(r*q))(TZ/nn —‘Tlmn) - NZA Z I/V/mz(r* (P)Tlmn +

n.m=0 nom=0 n,m=0 (25)

+k Z W'um ("~ (P)(Tlnm —Tlnm) =0

n.m=>0

Mnozac obie strony tego ukladu przez funkcje W, (r,(p) catkujemy wzgledem

zmiennych .. @” i,/ odpowiednio w przedzialach [O,Zn] oraz [0,R].
Wykorzystujac warunki ortogonalnosci funkeji trygonometrycznych w przedziale
[0,27) oraz funkcji Bessela./,,(k’,'”r) z waga ..+~ w przedziale [0, R] mozemy otrzymac

uktad réwnan na nieznane funkcje 7, (¢) podobny jak (4), przy czym obecnie:

Folt) = —2— (1) (26)
mlnhnm
adzie:
R
By = jJ,,(N,’,,r)rdr Q7
0

. L. . . ] ]
Obecnie wyrazenia OdeWIad‘U‘lLe (7) Opn > Oy - 20)1/11HC.>IIHH » 2(DZNMCJHIM
przyjmuja postac:

i1
> N X, k
Otyn = n +
m R m
"
5 N, X
W3, =— T — (28)

s R ms

20,, & - 2ma,,,C =<
~lmn=tmn =Y 2ma2mn

I ~

Rownanie charakterystyczne ukladu jednorodnego (F,,,,(¢)=0) przyjmie postac
identvczna jak (9). zmianie ulegna jedvnie wspolczynniki tego réwnania. W miejsce
wspolczynnikow (7) nalezy podstawi¢ wspdtezynniki (28). Daisze rozwazania zmie-
rzajace do wyznaczenia funkeji korelacji K, . (r.@:f.(;) przebiegaja podobnie jak
w rozdziale pierwszym.

W podobny sposob mozna przeanalizowac drgania uktadu dwoch ptyt kotowosy-
metryveznych polaczonveh elementem lepkosprezystym. Zmianie ulegna funkcje wiasne
1 obecnie przyima postac [8]:
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W..(r.o)y=[J (A, r)+AJ (iA)r](sinmp + B, cosmp). i=+-1 (29)

Wspolczynniki A, , B, wyznacza si¢ z warunkow brzegowych. Dla »=R mo-

n>=m

ment zginajacy, sita poprzeczna i sita osiowa przyjmuja postaé:

8w lew 1 oW
M=- —+ V| ———+——
or- r OR  rm foT

T = D(-v)< [l UW} (30

P -
cr|r Co

5| 1 oW
N=-D=| & Vf +li+—w( 5
cri Or~ roCcr re e

Przykladowo dla piyty swobodnie podpartej: W(R,q)):O, M(R,cp)zo.
N(R9)=0.

4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono ogdlna metode thumienia drgan jednego dwuwymiarowego
ukfadu ciaglego przez podobny drugi uklad ciagly. Nowoscia jest analiza w ujeciu proba-
bilistycznym. Dla ukladow deterministycznych zjawisko ttumienia dynamicznego wyste-
puje [4]. gdy spetione sa relacje: p, = 0.5(wy, + -, ). gdzie: p, - czestos¢ wymuszaja-

cej sty harmonicznej. Czestosci w,,, ®-, sa czestosciami determinujacymi dreania
Liy 20 5

przeciwbiezne.

Podane rozwiazanie dotyczylo wymuszen harmonicznych i dodatkowo nie uwzgled-
niono thumienia. Podobnie jak dla ukladow dyskretnych dostrojony eliminator jest bardzo
czuly ze wzgledu na duza ..stromosc” charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowej
w poblizu antyrezonansu. Dlatego jego przydatnosé¢ praktyczna jest watpliwa. Wprowa-
dzenie thumienia w sposéb zasadniczy lagodzi ten etekt. Wydaje sie, ze w przypadku
wymuszen losowych poprzez odpowiedni dobor wspotczynnika sprezystosci &7 czy tez
sztywnosci walcowej plyty i wspdlczynnika ttumienia ..” mozna dostroi¢ eliminator tak.
by thumit on drgania ukladu podstawowego w szerokim zakresie. Dostrojenie bedzie zale-
ze¢ od charakteru wymuszen. Inne bedzie dla wymuszenia szerokopasmowego (zblizone-
go do bialego szumu). a inne dla waskopasmowego. Przykltadowo gdy tfunkcja korelacji:

Ky =0y exp{—a‘r: _[11} cos p (t. —1))

nastrojenie bedzie jak dla wymuszenia harmonicznego (gdy o jest malea p, duze).
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PROBABILISTIC APPROACH TO VIBRATION DAMPING
OF PLATES AND MEMBRANES

Summary

The paper is concerned with the analysis of the complex 2-dimensional continuous

svstems composed of two plates or membranes connected by a viscoelastic element.
One plate (membrane) is subject to a continuous loading which is a stochastic process
with a known autocorrelation function. The second plate (membrane) serves as a dy-
namic vibration absorber. The vibrations of square thin plates and circular membranes
have been studied. The criterion of the optimal choice of the absorber is taken as the
minimum dispersion of the displacements of the system to which the loading is applied.

Keywords: vibration damping, plates. membranes. stochastic processes
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Przedmiotem pracy jest zastosowanic metody elementow czasoprzestrzennych
do rozwigzywania zagadnicn poczatkowo-brzegowych. Rozpatrzono réwnanie roz-
niczkowe czastkowe opisujace szeroki wachlarz takich zagadnien. jak np. nieustalo-
ny przephaw cicpla. konsolidacja gruntu zwigzana z przeplywem cieczy w porach
gruntu. fale thumione itp.

Stowa kluczowe: metoda elementdw czasoprzestrzennych. zagadnienie poczatko-
wo-brzegowe

1. WSTEP

Problemy formulowane i analizowane w mechanice kontinuum sprawdzaja si¢ do
rozwiazywania ukladow czastkowych rownan rozniczkowych wzgledem zmiennych
przestrzennych i czasu. Do rozwiazywania takich zagadnien stosuje si¢ obecnie gtownie
metody numeryczne (komputerowe). a wérod tych metod bezwzglednie przoduje metoda
elementow skonczonych (MES). Przy stosowaniu MES dokonujemy aproksymacji np.
pol przemieszczen. odksztatcen. naprezen i innych pol w catym analizowanym obszarze
przestrzennym. co sprowadza zagadnienie poczatkowo-brzegowe do ukladu réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, ktore nastepnie rozwiazujemy metodami analitycznymi lub
innymi metodami numerveznymi. Podstawy teoretyczne metody elementow czasoprze-
strzennych (MECZ) opracowal w 1975 roku Kaczkowski [1.2]. MECZ jest pewnym
wariantem MES. polegajacym na aproksvmacji pél w catym analizowanym obszarze
czasoprzestrzennym, co sprowadza zagadnienie poczatkowo-brzegowe do uktadu réw-
nan algebraicznych [1+3]. Dotychczas MECZ stosowano gtownie do rozwiazywania
szczegbdlowyvch problemow poczatkowo-brzegowyeh mechaniki ciata statego (np.
[6+11]). Ostatnie prace wvkorzystuja metody elementow czasoprzestrzennych przede
wszystkim do rozwiazywania probleméw nieustalonych z zakresu mechaniki ciata stafe-
2o 1 mechaniki ptvnow (np. [12+14]).

Do sformutowania rownan ruchu MECZ stosuje sie najczesciej zasade czteropracy
wirtualnej (zasadg czasopracy wirtualnej). ktora odpowiada uogolnionej zasadzie Ha-
miltona [10]. Mozliwe tez jest inne stormutowanie MECZ. wykorzystujace do tego celu
wazona metode residualna (w szczegdlnosci metode Galerkina). Pierwsze takie sformu-
towanie MECZ przedstawiono w pracy [10]. Rownanie czasopracy wirtualnej. a wiec
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takze i zasada Hamiltona w postaci uogoélnionej nie zawsze dadza sie wyrazi¢ prosto
Jjako minimum dobrze okreslonego funkcjonatu. Na tym tle powstaja pewne niejasnosci
i niescislosci. Wydaje si¢ wiec celowym dokladne przedstawienie rownan ruchu MECZ
dla ogolnego przypadku proceséw nieustalonych pola i zagadnien dynamicznych. Do
tego celu wykorzystano wazna metode residualna.

2. PODSTAWOWE SFORMULOWANIA PROCESOW
NIEUSTALONYCH POLA [ ZAGADNIEN DYNAMICZNYCH

Zakres zagadnien ze zmienna czasowa jest duzy i obejmuje np. procesy nieustalone
przeplywu ciepta. rozchodzenia sig fal w cieczach, dynamike budowli.

Wiele zagadnien fizycznych opisuje si¢ rownaniem quasi-harmonicznym. w kto-
rym wystepuja takze pochodne nieznanej funkcji ¢ wzgledem czasu [3]:

) A 3
- (k,\-ﬁd)}r:(;[kywj (k (b] [ —H p
ox cx ) ¢y oy ) ¢z cz

x,v,zelV, te<0,x),

(1

\ 0.
)

gdzie: k_, k , k,,O sazadanymi funkcjami zaleznymi od wspotrzednvch ~. v,z oraz od
czasu f.

Sens fizyczny tych wielkosci zalezy od rodzaju i charakteru rozpatrywanego za-
gadnienia. Na przyklad w przypadku przepltywu ciepta & .4 .4 sa anizotropowymi
wspotczynnikami przewodnictwa cieplnego. O jest funkcja predkosci wytwarzania ciep-
ta, a ¢ jest temperatura. Rownanie (1) uzupehiaja warunki brzegowe i poczatkowe.
Przy p =0 rownanie (1) jest rownaniem nieustalonego przeplywu ciepla lub konsolida-
Cja gruntéw zwiazana z nieustalonym przeptywem cieczy w porach gruntu. Jezelip =0,
to wtedy rownanie (1) staje si¢ rownaniem falowym (fale elektromagnetyczne. falowanie
powierzchniowe cieczy. fale cisnieniowe itp.). Przy pw=p=0 mamy do czynienia

z rownaniem fali ttumionej, ktore jest bardzo waznym rownaniem w mechanice cieczy.

3. RESIDUALNE SFORMULOWANIE MECZ

Najogolniej uznanym sposobem przedstawienia metody elementow skonczonych
(MES), a co za tym idzie i metody elementéw czasoprzestrzennyeh (MECZ) jest mini-
malizacja pewnego funkcjonafu y w obszarze V' (w przypadku MES) lub w czasoprze-

strzeni Q e} x¢ (w przypadku MECZ).

Istnieja liczne zagadnienia mechaniki procesow nieustalonych. ktore nie dadza wy-
razi¢ sie jako minimum dobrze okre§lonego funkcjonalu. np. w przypadku obciazen
niezachowawczych. W takiej svtuacji nalezy stosowac¢ inne metody bezposrednie. Jedna
Z takich efektywnych metod jest wazna metoda residuaina. ktora jest sposobem przybli-
zonego rozwiazywania réwnan rozniczkowych.

Do sformulowania istoty MES lub MECZ mozna dojs¢ na drodze matemaryczne]
wychodzac z rownan rozniczkowych opisujacvch zagadnienie. Niech tvm rownaniem
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rozniczkowym bedzie réownanie (1). Dla rozwiazania przyblizonego podzielmy nasz
obszar czasoprzestrzenny 2 na skonczone elementy czasoprzestrzenne (SKECZ), czyli

na skonczona liczbe podobszarow € . dla ktorych nieznana funkcje ¢ opisujemy
W nastgpujacy sposob:

)
a=12...n xyztef2, e=12.E

gdzie: N sa funkcjami ksztaltu zaleznymi od wspéirzednych x, v,z oraz od czasu t,

zas r, reprezentuje zbidr n parametrow weztowych. bedacych w tym przypadku wprost

wartosciami ¢ w wezlach SKECZ.

Jezeli przyblizenie (2) podstawimy do rownania (1). to rownanie to nie bedzie
rowne zeru, lecz wygeneruje reszte R:

z ["f i (kk - ]+%£kgifb— cl o D B0 e
(1 Z <z

Ox Cx e ot or? (3)

Xz eQ.

W tej sytuacji nalezy zredukowac reszte R do najmniejszej wartosci we wszyst-
kich punktach czasoprzestrzeni Q. Minimalizacji reszty R mozna dokonaé w obszarze
Q z funkcja wagi Wy = W (. voz0):

I3
Z ijR dVdt _Z [jwy Redex =0, Q)
0= e=1Q,

edzie: funkcja wagi w szczegolnosei moze byc rowna funkeji ksztattu, czyli Wy =Ny

(metoda Galerkina). W tvm przypadku tunkcje ksztattu definiujemy w sposob charakte-
rystyczny dla metody elementow skonczonych. Takie postgpowanie nosi nazwe wazonej
metody residualnej [15]. W naszym przypadku mamy do czynienia z wyrazeniem:

{ EyNe ¢
S [ ( ( if”b W R ["“”b |- - 0 v
) z}'%\ ovo ooz ) (3)

e=ly .

G

ot ([‘

gdzie: funkcja ¢ zadana jest wzorem (2).

Catka w podanej postaci wymaga ciaglosci pierwszych pochodnych w obszarze
miedzy elementami. aby uniknac nieskonczonych wartosci drugich pochodnych. Ograni-
czenie to mozemy ominac dokonujac przeksztalcen poszczegolnvch catek poprzez za-
stosowanie przeksztalcenia Gaussa-Ostrogradskiego i catkowania przez czesci:
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£ WS oet WS oy AWy o
_H. AT, S B/\: —Cd) PR kS (b WI’: pPro +
< v Y By o
puur} s Oy Cy cz
W w0t lavdi- [ | kY “d’ 2 +k‘39—n + (6)
i B¢ ™
1. el e

oz

+ k¢ inﬁ}d(@k’)dt + Wy e day
I,

I
= 0‘
I

gdzie: n,n i n. sa kosinusami kierunkowymi normalnej zewnetrznej kolejno wzgle-
dem osi x,y,z, natomiast ¢} jest powierzchnig graniczna (brzegiem) obszaru } .
Druga catka przedstawia catke po brzegu z przeptywu 4,0¢/ én, tzn.:
¢ op¢ ¢ 0o
J ws| k== ‘1’ ——n +k fb nt +k‘-ﬁln_. Vi = [[Wiks — d(cQ),
1.8V, - T o0, (7

8Q, = oV, xt,.

W analizie poszczegdlnych probleméw wystepuja czgsto zlozone warunki brzego-
we. Warunek brzegowy (7) mozna wzbogaci¢ o dodatkowe elementy. np.:

HW[ ‘;—+q +0<¢\ Q). (8)
a0 ¢t )

gdzie: w przypadku przewodnictwa cieplnego ¢ przedstawia przepltyw ciepta przez jed-
nostke powierzchni i czasu. natomiast cdp oznacza straty konwekcyvine. Po wprowadze-

niu (2) i (8) do réwnania (6) otrzvmujemy uklad rownan algebraicznych w postaci:

g K
Z( ,&Bru - F[; ,): 0. N

e=]

gdzie:

, AWy eNE CWY  aNS O CNY
K&]} — J. — B k: — [Z S — |5 k; - 4 + [3 /(‘
oL Y X cy cy ‘= cz

\ 10

SN+ N )L/Q, (1%
/

:(bt' ) N . a

jjmg dQ + HWB( k= =g+ Q)= [Wypte ar

a0, ¢ / I r
Po agregacii. rownanie ruchu (9) ma postac:

A=Kr-L£=0 (IH
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4. REKURENCYJNY CHARAKTER ROWNAN MECZ

Niezaleznie od sposobu dyskretyzacji (rys. 1), struktura rownania ruchu MECZ jest
nastepujaca:

1
]
1
]
i
—

A B r F
(_I —il +QI §I £| EI
S (12)
¢ 4+D B r F
I ARG

gdzie: 4'.8.C'i D' sa kwadratowymi macierzami czasoprzestrzennymi po agregacji,
w chwili /. W macierzach tych uwzglednione sa wystepujace warunki brzegowe. Macie-
rze te oczywiscie moga ulega¢ zmianie w czasie. Rownanie (12) mozna zapisa¢ w po-
staci:

o s e 03
Crlalg D) By =F
i=0.1.2

N s

0! / : ()‘ ‘ - 7 ;

— — I N

S | PRI N

RS B B LI,

i Q % S N /1 S

I , : I SENZANE ~

RN R AR FANN g

v : o 7N

Rys. 1. Proykiady dyvskretyzacji obszaru czasoprzestrzennego



64 Adam Podhorecki

Przy analizie zagadnien poczatkowo-brzegowych na ogét znane sa warunki po-
czatkowe, np. w postaci:

olr=0)=¢", ¢lr=0)=¢". (14)

Pierwszy warunek poczatkowy. na podstawie (2), prowadzi do znajomos$ci para-
metrow weztowych:

rlr=0)=/" (13)
natomiast drugi warunek poczatkowy dotyvczacy predkosci tkwi we wzorze na impulsy

weztowe F, (10),. Ostatecznie istotne jest to, ze znane warunki poczatkowe (14) umoz-

liwiaja przeksztalcenie rownan ruchu MECZ (13) w formule rekurencyjna:
s
£H—I :(_Ql) [El _(_w/f./Al ‘(AI +QI)FI:|. (]6)

Przy stosowaniu elementow czasoprzestrzennych o ksztaltach symplektveznych
uzyskujemy naturalne rozseparowanie poszczegolnych réwnan (13) lub (16) na mniejsze
uklady lub pojedyncze rownania z jedna niewiadoma [3.4].

Metoda elementow czasoprzestrzennych nalezy, w podanym sformutowaniu, do
metod warunkowo stabilnych. stad na wymiary SKECZ naloZzone sa pewne ograniczenia
[10.16].

Zbadajmy, jak niewielki blad w chwili poczatkowej 0" wplywa na proces rekuren-
cyjny:

P =8, F'=0. i=012.. (17)

Wzor rekurencyjny (16) zalezy od zaburzenia poczatkowego §” w nastepujacy spo-
sob:

=z k=12 (18)

gdzie:

2 =T
z - -+ p')z7)
(19)

sa macierzami przemieszczenia [16]. Schemat obliczeniowy bedzie stabilny, tzn. r
pozostanie ograniczone {j — 1:). jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy przemiesz-

czenia Z' spelniaja nastgpujaca nierownosc:

Mg L =012 (20)
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Istotna (dominujaca) czestos¢ wlasna A/, mozna przyja¢ wykorzystujac rézne osza-
J Q My p y.l o - .]

cowania promienia spektralnego macierzy p{Z’ ):

e Sl AT paferlz) -0z e
s=1

3
A Inax

5. ZAKONCZENIE

Rozpatrzono réwnanie rozniczkowe czastkowe opisujace szeroki wachlarz zagad-
nien poczatkowo-brzegowych (nieustalony przeplyw ciepta. konsolidacj¢ gruntu zwia-
zang z nieustalonym przeplywem cieczy w porach gruntu. fale elektromagnetyczne.
falowanie powierzchniowe cieczy, fale ci$nieniowe itd.). Do rozwiazania takiego ogol-
nego i ztoZzonego réwnania uzyto metody elementow czasoprzestrzennych (MECZ).

Do sformutowania réwnan ruchu MECZ uzyto waznej metody residualnej. Rowna-
nia ruchu MECZ to uklad rownan algebraicznych. Przy znanych warunkach poczatko-
wych réwnania te przechodza w forme réwnan rekurencyjnych. Metoda elementow
czasoprzestrzennych wydaje sie by¢ bardzo dobrym narzedziem do rozwiazywania tego
typu problemow.
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THE SPACE-TIME FINITE ELEMENT METHOD
IN AN APPLICATION TO THE ANALYSIS
OF INITIAL-BOUNDARY PROBLEMS

Summary

The scope of the task is an application of the space-time finite element method to
the analysis of initial-boundary problems. The paper present differential equation which
defines a wide variety of such problems. for example: a transient heat-tlow. a consolida-
tion of a soil influenced by a liquid-flow in a porous soil. damped waves. etc.

Keywords: the space-time finite element method. initial-boundary problems
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In this paper the uniform analytical method [11] has been used for solving
a problem of vibrations of the plate with a viscoelastic interlayer. External layers
are modelled as  Kirchhoff-Love's plates. while the internal layer possesses the
characteristics of a viscoelastic. one-directional Winkler foundation. In the case
small transverse vibrations of the complex system with damping is excited by the
dynamical steady torce f1(x.v.0) = PO(x — x,)0(v = v,)sin(e,f) at the point

x,. v, and varving in time /. Numerical results are presented in the diagrams.

(7.

Kevwords: vibrations. complex plate. numerical results

1. INTRODUCTION

Compound systems coupled together by viscoelastic constraints play an important
role in various engineering and building structures. Since 1923. Timoshenko's model [1]
for various compound constructions has been applied. Vibration analysis of laminated
plates was presented in [2. 3] and in many other works.

The problem of nonaxisymmetrical deformation of flexible rotational shells was
solved in [4] with the used of the classical Kirchhoff-Love model and improved
Timoshenko's model. The dynamic problem of elastic homogeneous bodies was pre-
sented in [3]. Vibration analysis of systems of solid and deformable bodies for complex
motion was considerated in [6].

Vibrations of elastically connected rectangular double-plate compound systems
under moving loading are presented in {7]. Vibration analysis of compound systems with
vibration damping is a difficult problem. In the above complex cases. especially where
viscosity and discrete elements occur. it is recommended to adopt the method of solving
a dvnamic problem for a system in the domain changing of a complex function [8.9].
The property of orthogonality of free vibrations of complex types was first described in
[8] for discrete svstems with damping. for discrete-continuous systems with damping in
[9] and for continuous systems with damping in [10].

The voal of this paper is to present a method for solving the problem and dynamic
analysis of free and forced vibrations for a complex system with damping. which con-
sists of two elastic plates coupled by a viscoelastic interlayer. for various types of dy-
namic loading.






Vibrations of the plate with ... 69

E =100 Pa. E =110 107, 10° Pu. py=2*10°Ns’m™, h =02m,
h=104. 06. 08. lm. v, =02, a=Ilm b=10m, c=1{0, 00001} s,
p=2* 10°N. x, =05a. ¥, =05b, v = 100ms™.

In order to solve the boundary value problem the following boundary conditions
are used:

Wil oo =0. Wl =0. Wl' =0 =0 Wl‘ v=h = 0

AW dW d*W, d°W, (h
T xs T 0. 5 fv=u T 5 |v=0 "~ 0, T3 |v=h T 0

dx” dx” dyv " dve

In order to find the Fourier's @, coefficients the following initial conditions have

been assumed:

wy, = AysingZE), wa =0, A, = 00002 cm.
o ) (2)
. p/ae
w, = d.sin(—), w, =0, A, =000015cm.
4]

Some results of this problems given in Figures 2-3 present values of moduli of de-
rerminant ‘A‘ and values of complex eigenfrequencies v, . =in,, T®,, of free
vibrations for s =1. #n, =1 and damping coefficient ¢=0.0001s. The complex
eigenfrequencies for the various Young's moduli £ = (0%, 107, 10%} Pa and for a
small thickness of the inertial interlayer 4 = 04 m are shown in Figure 2. The complex

eigentfrequencies for various thicknesses of the inertial interlayer 4= {0.6, 08. 1} m
and for the Young's module £ = 10" Py are shown in Figure 3.

The diagram of the natural frequencies @, , of free vibrations for ny =1, = 1

and damping coefficient ¢ = 0 s and for parameters: £ = 10" Pa, h =06 m is shown
in Figure 4.

The effect of various thicknesses 4 =104, 0.6im of the viscoelastic inertial
interlaver for the complex plate on the free vibrations is shown in Figures 5-6.

The diagrams in Figures 5-6 show dynamic displacements of the complex plate
with a viscoelastic inertial interlaver for v =035 «. v =055 in two cases; in the first
case — Figure 3 where a large thickness of the interlaver 4 = 0.6 m occurs, in the second
case - Figure 6 where a small thickness of the interlayer /4 = 0.4 m occurs. Calculations
ot dvnamic displacements . s for the two cases are compared.

In the first case dvnamic displacements for the large thickness of the interlayer are
fading slowly with time 7 than dynamic displacements for which account of a small
thickness of the interlaver (in the second case).
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DRGANIA PLYTY Z LEPKOSPREZYSTA PRZEKELADKA

Streszczenie

W pracy zastosowano analityczng jednolita metode [11] do rozwiazywania zagad-

nienia drgan ptyty z lepkosprezysta przekladka. Zewnetrzne warstwy zamodelowano
ptyta Kirchhoffa-Love'a, ktdrej wewnetrzna warstwa posiada charakter lepkosprezys-

tego. jedno-kierunkowego podloza Winklera. Male drgania poprzecznego ztozonego
ukladu z tlumieniem sa pobudzane dynamiczna ustalona sita
Slxv.t)y= PBo(x = x,)0(v — v,)sintw,r) w punkcie v,. v, i zmieniajaca si¢ w czasie /.

Wyniki numeryczne przedstawiono na rysunkach.

Siowa kluczowe: dreania. zlozona ptyta. wyniki numeryezne
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ZASTOSOWANIE GRANICZNYCH MODELI PRZESTRZENI
POROW DO INTERPRETACJI DANYCH
POROZYMETRII RTECIOWE]

Mieczystaw Cieszko, Marcin Kempinski
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W pracy zaproponowano wykorzystanie kapilarnego i tancuchowego mo-
delu architektury porow do wyznaczania granicznych rozkladéw wymiaréw po-
row materialow porowatych w oparciu o krzywe potencjatu kapilarnego otrzymy-
wane metoda weiskania rteei. Okreslaja one zakres wystgpowania rozkladu wy-
miarow porow badanego materiatu. Wykazano. ze model kapilarny. standardowo
wykorzystywany w porozymetrii rtgciowej. oraz model lancuchowy sa dwoma
granicznymi przypadkami modcelu sieciowego architektury poréw dla danego roz-
kladu ich wymiardw. Analizg przeprowadzono w oparciu o wzory dla potencjatu
kapilarncgo warstwy osrodka o kapilarnej i fancuchowej architekturze porow. dla
dwustronnego weiskania rtecei,

Stowa kluczowe: porozymetria rtgeiowa. rozktad wymiarow porow. potencjat ka-
pilarny

I. WSTEP

Rozklad wymiarow porow jest podstawowq charakterystyka mikroskopowej struk-
tury przestrzeni porow materialéw porowatych. Umozliwia okreslenie szeregu makro-
skopowych parametrow struktury porow (np. porowatosci objeto$ciowej, przepuszczal-
nosci. powierzchni wewngtrznej) wspotdecydujacych o przebiegu procesow filtracji.
transportu masy i energii. reakcji chemicznych. a takze o wlasnosciach akustycznych
materialow porowatych [1-3].

Najbardziej rozpowszechniona metoda wyznaczania rozkladu wymiaréw porow
polega na interpretacji krzywych potencjatu kapilarnego, otrzymywanych z pomiaru
objetosci rteci weisnietej w probke [4], lub z pomiaru objetosci cieczy zwilzajacej (wo-
da. alkohol etylowy) usunigtej z probki (np. przez wyciskanie gazem [2]) pod wplywem
progresywnie wzrastajacego ci$nienia. Podstawe tej interpretacji stanowi zalozenie. ze
ze wzrostem cisnienia rte¢ jest weiskana przeciwko silom kapilarnym w coraz to mniej-
sze pory. Jest to rownowazne zalozeniu. ze struktura pordéw rzeczywistego materiatu
porowatego moze by¢ modelowana wiazka rownolegtych kapilar o statystycznym roz-
kladzie ich promieni. Umozliwia to bezposrednie zastosowanie wzoru Washburna wia-
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zacego cisnienie w cieczy z promieniem cylindrycznej kapilary. w ktorej menisk cieczy
Jjest w stanie rownowagi. W rezultacie otrzymuje si¢ kumulacyjne krzywe objetosciowe-
go rozkladu promieni poréw w tak modelowanym materiale porowatym. Podobnie in-
terpretuje si¢ dane uzyskane przy wyciskaniu cieczy. Oczywistym niedostatkiem takiego
modelu jest nieuwzglednienie sytuacji wystepujacych w rzeczywistych materiatach.
w ktorych duze pory potaczone sa z pozostatymi porami poprzez waskie przejécia.
Uniemozliwia to zapemienie (oproznienie) tych poréw rtecia (z cieczy) przy cisnieniu
odpowiadajacym ich promieniowi. Dlatego wyznaczone w ten sposob krzywe rozkladu
wymiaréw porOw znacznie zanizaja objetos¢ zajmowana przez duze pory przenoszac ja
na objetos¢ zajmowana przez pory mate. W konsekwencji wielkosci okre$lane na pod-
stawie tak otrzymanego rozktadu obciazone sa duzym bledem. Krytyka bezpoéredniego
wykorzystania wzoru Washburna do interpretacji krzywych potencjalu kapilarnego
w porozymetrii rtgciowej znalazta odzwierciedlenie takze w pracach innych autorow
(np. [8]).

Celem pracy jest pokazanie mozliwosci wykorzystania kapilarnego i lancuchowego
modelu architektury poréw do wyznaczania granicznych rozktadow wymiaréw poréw
materiatéw porowatych w oparciu o krzywe potencjatu kapilarnego otrzvmane metoda
wciskania rt¢ci. Wykazano, ze oba modele sa granicznymi przypadkami modelu siecio-
wego architektury poréw dla danego rozkladu ich wymiaréw, a rozklady wyznaczone
w oparciu o te modele okreslaja zakres wystepowania rozktadu wymiaréw poréw bada-
nego materiatu.

W pracy wyprowadzono wzory dla potencjatu kapilarnego warstwy osrodka o ka-
pilarnej i fancuchowe;j strukturze poréw. dla dwustronnego weiskania rteci, w ktérych
rozklad wymiar6w poréw jest parametrem funkcyjnym. Wiasciwy dobor tej funkcji (np.
metoda optymalizacji) umozliwia uzyskanie jakosciowej i ilosciowej zgodnosci teore-
tycznych i eksperymentalnych krzywych potencjatu kapilarnego.

2. MODELOWANIE WCISKANIA RTECI W MATERIAL
POROWATY

W pracy rozwaza¢ bedziemy modele osrodkéw porowatych., w ktorych poszcze-
g6lne pory sa cylindrycznymi kapilarami (ogniwami) o jednakowej dtugosci i staty-
stycznym rozktadzie promieni » opisywanym funkcja gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa w(r). O strukturze przestrzeni poréw takiego osrodka decvduja dwa niezalezne
czynniki: rozklad wymiarow ogniw (r) oraz sposéb polaczenia ogniw miedzy soba.
Ten drugi czynnik bedziemy nazywali architektura przestrzeni porow. Architektura po-
row powoduje, ze dla takiego samego rozkladu promieni ogniw w modelu materiatu
jego struktura przestrzeni poréw moze by¢ rozna.

Ze wzgledu na architekture w pracy bedziemy wyrozniaé¢ trzy rodzaje modeli prze-
strzeni porow: kapilarny. fancuchowy oraz sieciowy. W modelu kapilarnym ogniwa
o jednakowym promieniu potaczone sa szeregowo. tworzac dhlugie. przenikajace caly
materiat kapilary o statej Srednicy. W modetu fancuchowym ogniwa polaczone sa szere-
gowo w sposob losowy tworzac kapilary o skokowo zmiennej srednicy. W modelu sie-
ciowym natomiast potaczone losowo ogniwa tworza przestrzenna siec.

Aby opisac¢ proces statycznego wciskania rtgci w material porowaty rozwazymy
uktad. w ktorym osrodek taki o pustych w chwili poczatkowej porach zajmuje potprze-
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n= [yrjdr 3)

wystapienia ogniwa nadkrytycznego wsrod pierwszych ogniw kapilar. Mamy:

=) = . 4

Aby wyznaczy¢ rownanie okreslajace posta¢ funkcji F(z) wewnatrz pélprzestrzeni
z>a przyjmujemy, ze w jednostce powierzchni pdlprzestrzeni wystepuje (Srednio) m
kapilar. a przez m. oznaczymy liczb¢ kapilar w jednostce powierzchni, w ktérych rtegé
wystepuje na glebokosci z. Z czgstotliwosciowej interpretacji prawdopodobienstwa
otrzymujemy:

m. = m#F(z). (5)

Ze wzoru (5) bezposrednio otrzymujemy, Ze liczba m_, kapilar zapeinionych rte-
cig na glebokosci z—a dana jest wzorem

m._, = mF(z—a). (6)

-

Jednakze, jezeli wzia¢ pod uwagg jedynie te kapilary jednostkowej powierzchni
w ktdrych na glebokosci z—a wystgpuje rteé, to wsrod tych Kapilar czes¢ bedzie zapet-
niona rtgcia réwniez na glgbokosei =. Prawdopodobienstwo wystapienia kapilar zapet-
nionych rtecia na glgbokosci = wérdd kapilar zapetnionych na glebokosci z——a jest rowne
prawdopodobiefistwu wystapienia ogniwa nadkrytycznego wsréd ogniw faczacvch po-
ziom z—ag iz. Mamy:

m_[m._, = 1. (7)
Po uwzglednieniu wyrazen (5) i (6) otrzymujemy:
F(:):nF(:*a). (8)

Jest to poszukiwane réwnanie funkcyjne dla prawdopodobienstwa F(z) wystapienia
rteci na glebokosci = od powierzchni potprzestrzeni. Jest ono okreslone dla = > « . Funk-
cja ta musi spetnia¢ warunki (2) i (4).

Rozwiazaniem rownania (8), spetniajacvm warunki (2) i (4). jest wyrazenie:

[: u]¢l .
F(_') _ 4 n o dla = aeN . 9)
(n- dla z/a eN |

w ktorym [z/a] jest czescia catkowita liczby z/u. Moze by¢ ono aproksymowane z gory
funkcja:

F(,'(:):n: ¢/+|‘ (10)
a z dotu funkeja postaci:

F/)(—'):ﬂ:” . (rn
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3. POTENCJAL KAPILARNY WARSTWY OSRODKA
POROWATEGO

1. Model jednostronnego wciskania rteci

Wykorzystamy funkcje F(z) glebokosci wnikania rteci, okreslajacej prawdopodo-
bienstwo wystapienia rteci na glebokosci = od powierzchni pdtprzestrzeni osrodka po-
rowatego. aby wyznaczy¢ zaleznos¢ objetosci Vi(p) rteci weisnietej w powierzchniowa
warstwe oérodka porowatego o grubosci L i polu powierzchni S, od cinienia p w rteci.
Zaleznosé taka jest scisle zwiazana z architekturg porow i rozkladem ich wielkosci
w osrodku i jest nazywana potencjatem kapilarnym osrodka porowatego.

Ogolna postaé funkeji potencjatu kapilarnego osrodka porowatego o tancuchowej
strukturze pordw dana jest wzorem:

Vilp) _ o LJ (12)
1 2 L)

adzie:

n 5
jest srednia wartoscia kwadratu promieni ogniw nadkrytycznych. Przez r~ oznaczono
natomiast $rednia warto$¢ kwadratu promieni wszystkich ogniw. a przez V, calkowita
objetos¢ porow w wyroznionym elemencie osrodka:

Vo= amLSr’

o
Wielkos¢ w(r)/n moze by¢ interpretowana jako gestos¢ rozktadu prawdopodobien-
stwa promieni ogniw w zbiorze ogniw nadkrytycznych. Mamy:

n

J‘\p (r)fn dr = 1.

I

Wprowadzajac funkcje:

S(r) = \u(r),* P (14)
opisujaca gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa wzglednej objetosci ogniw kapilar
w osrodku:

folrydr =1
0
wyrazenie (12) mozemy przedstawi¢ w postaci:

L'(

‘—J.F(:)L/ )Ij'S dl (13)

/
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Przebieg wciskania obustronnego rtgci w warstwe moze by¢ rozwazany rowno-
waznie jako proces realizowany w dwoch etapach. najpierw wciskania np. lewostronne-
20. a nastepnie prawostronnego. Przy wciskaniu lewostronnym rtecia zostana zapelnione
calkowicie wszystkie kapilary nadkrytyczne (o ogniwach nadkrytycznych), a przebieg
weiskania prawostronnego rteci w kapilary podkrytyczne (zawierajace rowniez ogniwa
podkrytyczne) bedzie niezalezny od przebiegu wciskania lewostronnego. Wyznaczymy
rozktad rteci w warstwie. tj. prawdopodobienstwo G(z) wystapienia rteci na glgbokosci
z od jej powierzchni.

Poniewaz wielkos¢ (patrz wzor (9))

F(L) =n" (18)

okresla prawdopodobienstwo wystapienia rtgci w dowolnie wybranej kapilarze na gle-
bokosci L od powierzchni warstwy. przy lewostronnym weiskaniu rteei (kapilara jest
calkowicie zapelniona rtecia). liczba my kapilar catkowicie zapetnionych rtecia (nad-
krytycznych) w jednostce powierzchni warstwy dana bedzie wzorem:

my = mFWL) = m n". (19)

Oznacza to ze liczba m,, kapilar podkrytycznych (czgsciowo zapetnionych rtgcia)
bedzie réznica liczb m 1 my . Mamy:

m, = m(l - r]'\" ). 20)

Wykorzystujac z kolei fakt, ze funkcja F(z), dana wzorem (9), okresla prawdopo-

dobienstwo wystepowania rteci na glebokosci = dowolnie wybranej kapilary przy lewo-

stronnym weiskaniu rteci. liczba m;  kapilar w jednostce powierzchni warstwy, w kto-

rvch taka sytuacja wystepuje okreslona jest wzorem:
mi = mF(z). @2n

natomiast liczba m;, kapilar podkrytycznych zapetionych lewostronnie rtecia na gle-

bokosci = bedzie roznica m; oraz liczby my kapilar nadkrytycznych (catkowicie zapel-
nionych):

mi, = m(F(z)=F(L)). (22)

Poniewaz zagadnienie wciskania rteci w kapilary podkrytyczne jest symetryczne.

otrzymamy podobne do (22) wyrazenie okreslajace liczbe m,,, kapilar podkrytycznych

zapehionych na glebokosé s od prawostronnego brzegu warstwy.
Mamy zatem:
myy, = m(F(s)- F(L)). (23)

Ze wzgledu na zalezno$¢ =+s = L otrzymujemy

miy, = m(F(L-z)-F(L)). 24
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Diatego liczba my, wszystkich kapilar podkrytycznych zapetionych na giebokosci

z przy obustronnym wciskaniu rteci w warstwe, bedzie suma kapilar podkrytycznych
zapelnionych lewostronnie i prawostronnie do glebokosci =:

mp = mpp, + my, . (25)
Po uwzglednieniu (22) i (24) otrzymamy:
my, = m(F(z)+ F(L-z)-2F(L)). (26)

Liczba m™ wszystkich kapilar zapelnionych rtecig na glebokos$¢ = przy obustronnym
weiskaniu rteci bedzie natomiast suma liczby my kapilar nadkrytycznych i liczby m;j,
kapilar podkrytvcznych zapetnionych na glebokosé -

Biorac pod uwage, ze prawdopodobienstwo ((z) wystepowania rteci w kapilarze
warstwy na glebokosci = przy obustronnym wciskaniu dane jest wzorem:

G(z) =m/m, (27
z(19) 1 (26) mamy:
G(z) = Fz)+ F(L-2)- F(L). (28)

Dla aproksymacji z dotu wzorem (11) otrzymujemy

G(Z) _ n(n.\'/; S _n,\') (29)
gdzie: Z = z/L.

Funkcja potencjatu kapilarnego warstwy przy dwustronnym wciskaniu rteci dana
bedzie wzorem analogicznym do wyrazenia (15):

4 nl

o

vilp) _ (L | G(:)d:] Tol)ar (0

ktore po uwzglednieniu (28) redukuje si¢ do postaci:

b2l

. N
vlp) [il:j_ - q\") J9(r)dr. (31

V N 1l-n

7]

4. WPLYW STRUKTURY POROW NA POTENCJAL KAPILARNY
OSRODKA

W poprzednim podpunkcie otrzymaliSmy dwa rozne wyrazenia dla funkeji poten-
cjatu kapilarnego warstwy osrodka porowatego. Funkcja ta dla modelu kapilarnego
struktury porow w warstwie o$rodka porowatego dana jest wzorem (16). natomiast dla
modelu tancuchowego przy jednostronnym i dwustronnym wciskaniu rteci dana jest
wzorami (17) i (31). Z ich postaci wynika, ze wzgledna objgtosé porow w wyroznionej
czesci osrodka. zapelnionych rtecia przy danym cisnieniu okreslona jest przez iloczyn
dwoch wielkosci: udziat objetosciowy ogniw nadkrytveznych w osrodku dany calka
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»
J. S(r) dr,
e
oraz wspolczynnik charakteryzujacy stopien zapelnienia ogniw nadkrytycznych rtecia,
ktérego wartos¢ okreslona jest wyrazeniem wystepujacym przed ta catka. Wspoiczynnik
ten zalezy od przyjetego modelu architektury poréw osrodka, od sposobu realizacji
procesu wciskania rteci, a takze od wzglednej grubosci warstwy o$rodka N = L/a. Po-
sta¢ tego wspolczynnika okresla roznice pomigdzy uzyskanymi w pracy postaciami
funkcji potencjatu kapilarnego. Wynika z nich, ze jedynie w przypadku modelu kapilar-
nego wszystkie ogniwa nadkrytyczne zapelniane sa rtgcia przy danym cisnieniu. Jest to
ewidentny niedostatek tego modelu.

Na rysunku 3 przedstawiono przebiegi krzywych potencjatu kapilarnego dla war-
stwy osrodka porowatego o kapilarnej i fancuchowej architekturze poroéw szkieletu przy
dwustronnym wciskaniu rteci. Zalozono przy tym. ze rozklady rozmiaréw porow w obu
przypadkach opisane sa tréjparametrowa tunkcja wymierna postaci:

" m
()= m+n sin[ n—1 rt] (r/r) (32)

nr, m+n 1+(r //"U)WM

ktérej parametry r, , m i n sa zwiazane z wartoscia srednig promienia ogniwa r 1 $red-

nia wartoscia jego kwadratu -

sin ((n(n—l)/(m-&—/j)) r_jz 2 5‘[[’1(71(/”[—])/(/7’14—/’1)).
sin(n(n—Z),'(/n+n))‘ ! sin(ﬁ(n—3)/(m+n))

zaleznosciami:

F=r,

Taka postac¢ funkcji (32) zapewnia, ze zarowno w zakresie duzych, jak i matych
wartosci promieni porow ich rozklady sa funkcjami potegowymi. Wykresy na rysunku 3
sporzadzono dla takich samych wartosci parametrow funkcji rozktadu: », = 0,05 um,
m=3.n=6.przy N =30. 6 = 0,485 N/m. 6 = 130. Oznacza to, ze w obu przypadkach
objetosciowy rozkiad porow w osrodku jest identyczny. Roznia si¢ one jedynie archi-
tektura przestrzeni porow, tj. sposobem potaczenia ogniw. Roznica w przebiegu krzy-
wych potencjatu kapilarnego okresla zatem stopien ich zaleznosci od architektury prze-
strzeni porow.

Z rysunku 3 wynika. ze w calym zakresie ci$nien objetosc rteci wceisnigtej w osro-
dek o architekturze lancuchowej porow jest mniejsza od objetosci rteci, jaka przy takim
samym cisnieniu zostalaby wcisnigta w osrodek o architekturze kapilarnej. Obie krzywe
reprezentuja przy tym graniczne przebiegi funkeji potencjalu kapilarnego. jakie dla
danego rozktadu objetosciowego promieni ogniw moga osiaga¢ osrodki o réznej ich
architekturze. W modelu kapilarnym wszystkie ogniwa nadkrytyczne osrodka sa zapel-
niane rtgcia przy danvm ci$nieniu. Natomiast w modelu tancuchowym o statystycznym
charakterze polaczen ogniw liczba ogniw nadkrytvcznych zapetnianych rtecia jest mini-
maina, ze wzgledu na brak polaczen pomiedzy lancuchami ogniw. Wystapienie takich
potaczen w osrodku zmienia architekture porow z tancuchowej na sieciowa, powodujac
jednoczesnie wzrost liczby ogniw nadkryvtveznych zapetnionych przy danym cisnieniu.
W modelu sieciowym bowiem znacznie wzrasta liczba drég zapehiania kazdego ogni-
wa. W rezultacie krzvwe potencjatu kapilarnego osrodka o sieciowej architekturze po-
row beda lezaly pomiedzy krzywymi potencjalu kapilarnego osrodkéw o architekturze






Zastosowanie granicznych modeli przestrzeni porow ... 85

przyblizony w oparciu o prosty. kapilarny model struktury przestrzeni poréw materiatow
porowatych.

W punkcie tym pokazemy. ze wykorzystanie modelu kapilarnego i fancuchowego
architektury przestrzeni poréw do interpretacji eksperymentalnych krzywych potencjahu
kapilarnego materialow porowatych umozliwia wyznaczenie granicznych rozkladow
okreslajacych zakres wystepowania rozkladu promieni porow badanego materiatu. Aby
to wykaza¢ przyjmiemy zatozenie, ze model sieciowy dobrze opisuje przestrzen porow
materiatu porowatego oraz wykorzystamy fakt. ze model kapilarny i tancuchowy prze-
strzeni porow sa granicznymi przypadkami modelu sieciowego.

Zgodnie 7 rozwazaniami przeprowadzonymi w poprzednim punkcie, wyznaczona
eksperymentalnie krzywa potencjatu kapilarnego materiatu porowatego bedzie przebie-
gaé pomiedzy krzywymi potencjatu kapilarnego dla kapilarnego i taficuchowego modelu
architektury porow wyznaczonymi dla takiego samego rozkladu promieni ogniw jak
w materiale (rvs. 3). Rozklad ten mogiby by¢ okreslony na podstawie kazdej z tych
trzech krzywych potencjatu kapilarnego, jesliby$my do ich interpretacji zastosowali
odpowiadajacy im model architektury poréw. Jednakze. w przypadku badanego mate-
rialu porowatego nieznany jest model (sieciowy) jego architektury porow, a w pozosta-
tych dwéch przypadkach sytuacja jest odwrotna; znane sg modele, nieznane sa natomiast
przebiegi krzywych potencjatu kapilarnego. Dokladne okreslenie rozktadu wymiarow
poréw materiatu w tym przypadku jest niemozliwe. Mozemy jednak zastosowac oba
znane modele architektury pordéw do interpretacji krzywej potencjatu kapilarnego mate-
rialu. Umozliwia to wyznaczenie krzywych rozktadu ograniczajacych zakres wystepo-
wania krzywej rozkladu promieni ogniw w materiale. Wynika to z faktu, ze niezaleznie
od architektury porow modelu. kazdemu przesunigciu krzywej potencjatu kapilarnego
w kierunku wickszych ciénien (rys. 3) odpowiada przesunigcie generujacej ja krzywej
rozktadu wymiaréw porow w kierunku mniejszych promieni. i odwrotnie. Oznacza to.
ze interpretacja krzywej potencjalu kapilarnego osrodka o architekturze siecciowej porow
za pomoca modelu kapilarnego umozliwia wyznaczenie granicznego rozktadu porow
w zakresie matych ich wymiarow. natomiast taka interpretacja za pomoca modelu fanicu-
chowego umozliwia wyznaczenie rozkladu granicznego w zakresie duzych poréw. Jest
to bezposrednia konsekwencja faktu, ze krzvwe potencjatu kapilarnego dla modeli sie-
ciowych leza pomiedzy krzywymi potencjatu dla modelu kapilarnego i fancuchowego.
Dlatego rzeczywiste krzywe rozkladu porow w materiale beda lezaly pomigdzy wyzna-
czonymi w ten sposob rozktadami granicznymi.

Na rvsunku 4 przedstawiono wykresy krzywych rozktadu promieni porow odpowia-
dajace krzywym potencjatu kapilarnego przedstawionym na rysunku 3 linig ciagla (R)
i wykreslono krzywa rozkladu promieni ogniw na podstawie ktorej sporzadzono wykresy
potencjatow kapilarnvch osrodkow o kapilarnej (K) i tancuchowej (£) architekturze porow.
Krzywa ta reprezentuje takze rozklad wymiarow poréw w osrodkach o sieciowej architek-
turze. ktorveh potencjaly kapilarne wykreslono na rysunku 3 liniami przerywanymi (S,
i S5). Liniami przerywanymi na rysunku 4 przedstawiono natomiast dwie pary wykresow
rozkladow porow wyznaczone z krzywych potencjalu kapilarnego S, i S, w oparciu 0 mo-
del kapilamy i tancuchowy architektury porow. Linie Sk i Sy, reprezentuja rozktady gra-
niczne dla krzywej Sy, a linie S»; i S», rozklady takie dla krzywej 5.
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funkcji potencjalu kapilarnego, jakie dla danego rozkladu objgtosciowego promieni
ogniw moga osiagac osrodki o réznej ich architekturze. W modelu kapilarnym wszystkie
ogniwa nadkrytyczne osrodka sa zapetniane rtgcig przy danym cisnieniu. Natomiast
w modelu lancuchowym o statystycznvm charakterze potaczen ogniw liczba ogniw nad-
krytycznych zapetnianych rtecia jest minimalna, ze wzgledu na brak potaczef pomiedzy
tancuchami ogniw. Wystapienie takich polaczen w osrodku zmienia architekture porow
z tancuchowej na sieciowa. powodujac jednoczesnie wzrost liczby ogniw nadkrytycz-
nvch zapetnionych przy danym cisnieniu. W modelu sieciowym bowiem znacznie wzra-
sta liczba drog zapetniania kazdego ogniwa. W rezultacie krzywe potencjatu kapilarne-
go oérodka o sieciowej architekturze porow beda lezaly pomigdzy krzywymi potencjatu
kapilarnego osrodkoéw o architekturze kapilarnej i fancuchowej poréow. Umozliwia to
wyznaczenie krzvwych rozkladu ograniczajacych zakres wystgpowania krzywej rozkia-
du promieni ogniw w materiale.
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APPLICATION OF LIMIT PORE SIZE DISTRIBUTION OF POROUS
MATERIALS FROM MERCURY INTRUSION CURVES

Summary

The distribution of pore diameters is the fundamental characteristics of micro-
scopic pore space structure of porous materials. It enables one to determine basic macro-
scopic parameters of such materials (e.g. volume porosity. permeability or internal sur-
face) that play important role in many physical and chemical processes appearing in
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permeable porous materials (e.q. filtration, transport of mass, momentum and energy,
wave propagation or chemical reaction).

The wide spread method of determination of pore diameters consists in the inter-
pretation of capillary potential curves obtained from measurement of mercury intrusion
into porous sample or from measurement of volume of wetting tluid (water or ethyl
alcohol) removed from sample (e.g. by gas extrusion) at progressively increasing pres-
sure. Such interpretation is based on the assumption that at increasing pressure the mer-
cury is intrudes against the capillary forces in pores of decreasing diameter. It is
equivalent to the assumption that the pore structure of real porous material can be mod-
eled by a bundle of capillaries with random distribution of diameters. Similarly, the data
obtained from fluid extrusion are interpreted. That simplified model, however. do not
take into account the very common situations appearing in real porous material, where
large pores are often joined with other pores by narrow necks. It unable the mercury to
fulfill these large pores at pressure corresponding to their diameter. As a result the
curves of pore diameter distribution determined in such way reduce the volume of large
pores contained in measured material, enlarging the real volume of small pores.

The purpose of this paper is to present the method of determination of limit pore
size distribution in porous material based on interpretation experimental capillary po-
tential curves obtained from the mercury intrusion measurement. It is shown that the
capillary and chain models of pore architecture applied in the paper are the limit cases of
the web model for a given pore size distribution and distributions obtained on the basis
of these models determine the range of occurrence of pore size distributions if investi-
gated material.

Keywords: mercury porosimetry, pore size distribution. capillary potential
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W pracy sformulowano uogdiniony makroskopowy opis anizotropowych
wlisnosei metryeznyeh przestrzeni porow osrodka  porowatego utworzonego
przez wiazke rownolegtyeh wiokien o przekroju kwadratowym i osiach ulozonych
regularnie w wezlach siatki kwadratowej. Wykorzystano przy tym podejscie,
w Ktorym przestrzen porow szkieletu rozwazana jest jako anizotropowa przestrzen
Minkowskicgo. ktorej tensor metrvezny odgrywa podstawows rolg w opisie zja-
wisk transportu w takim osrodku.

Slowa kluczowe: materiat porowaty. przestrzen Minkowskiego. grupy symetrii

|. WSTEP

W pracy przedstawiono uogolniony makroskopowy opis anizotropowych wlas-
nosci metrveznyeh przestrzeni porow osrodka porowatego utworzonego przez wiazke
rownoleglych wilokien o przekro;u kwadratowvm i osiach utozonych regularnic w we-
zlach siatki kwadratowej (rys. 1). Z ukladami takimi mamy do czynienia przy rozwia-
zvwaniu pmblemow inzy mersl\mh w roznych dziedzinach. Dotvezy to zardéwno wlasno-
sci filtracyjnych i akustyeznych ukladu wldkien zanurzonego w plynie. wlasnosci ter-
micznych ukladu pretéw paliwowych. chiodzenia wytwarzanych wiokien syntetycz-
nveh. a takze wlasnosci elektrveznych osrodka o nieprzewodzacych widknach umiesz-
czonvch w przewodzacym materiale. np. w elekirolicie.

We wszystkich pracach dotyczacych opisu procesow transportu zachodzacych
w takim osrodku przyjmuje sie. ze jest on izotropowy w plaszczyznie prostopadiej do
osi widkien (pretow). Jest to bezposrednia konsekwencja zalozenia liniowej zaleznosci
pomiedzy wektorem gradientu potencjalu wywolujacego proces transportu i wektorem
gestoscei strumienia transportowane]j wielkosci. Wiazacy te dwie wielkosci wspdlczyn-
nik jest wowczas symetrycznym tensorem drugiego rzedu. Narzuca to silne ogranicze-
nia na rodzaj anizotropii osrodka. jaki moze by¢ opisany takim prawem. Ze wzgledu na
svmetrie tensora, w najogolniejszym przypadku jest to ortotropia. Opis taki odniesiony
do uktadu widkien uporzadkowanych w siatce kwadratowej pociaga za soba koniecz-
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2. OZNACZENIA 1 PODSTAWOWE DEFINICJE

Wektory i tensorv. W rozwazaniach prowadzonych w pracy przez V bedziemy
oznaczali 3-wymiarowa przestrzen wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych R,
a przez V* przestrzen wektorowa dualna do V. Elementy przestrzeni V oznaczamy
przez u. v. w i nazywamy wektorami. natomiast elementy przestrzeni V* nazywamy
kowektorami i oznaczamy ..gwiazdka . np. u¥, v¥, w*. Jesliu e Vi v* € V¥* wowczas
skalar:

u-v*=v¥au € R

nazywac bedziemy iloczynem dualnym wektora u i kowektora v*. Kropka (-) oznaczac
bedziemy biliniowe dzialanie zewngtrzne okreslone na elementach przestrzeni V oraz
V* i nazywaé bedziemy mnozeniem dualnym.

Tensory sa rozwazane w pracy jako wieloliniowe odwzorowania przestrzeni wek-
torowych. Sa one elementami przestrzeni liniowych bedacych iloczynami tensorowymi
przestrzeni wektorowych. Na przyklad tensor A € VaV* jest endomorfizmem prze-
strzeni ViV* Dlaw e Viv¥ e VEmamy: A-u € Vi v:A e V* lloczyny tensoro-
we wektoréow u@v* sa najprostszvmi postaciami tensoréw w przestrzeni VoV*.

Poniewaz w dalszych rozwazaniach bedziemy mieli do czynienia z tensorami dru-
giego i trzeciego rzedu. dla uproszczenia dzialan wykonywanych na tych obiektach
wprowadzamy alternatywne oznaczenia iloczynow tensorowych. Dlau. v. w € V mamy:

. u)
uc E(l‘ﬂ € VoV =32V7™. udveow Ekv J € OV . uovaxey 5(3 ;) caVv’
w

Unormovwane preestrzenie wektorowe. Przestrzen wektorowa V. nazywana jest
przestrzenia unormowana, jesli zostala na niej okreslona rzeczywista funkcja u = Ly(u),
ktora spetnia nastepujace aksjomaty [4}:

Lu)>0dlau=0 oraz L,(0)=0. ()
Lkw)y=KL(u)ydlak=>0, )
Lu+v)<Ly(u)t Ly (3)

dla liniowo niezaleznyvch wektorow u. v € V.
Funkcja L \(u) 0 wlasnosciach ( 1+3) jest nazywana norma przestrzeni wektorowej V.
Norma £ \(u) umozliwia okreslenie odlegtosci miedzy elementami przestrzeni V
spelniajace] aksjomaty uogoinionej metryki. Mamy:

dlu.vy=L(v-u) 4

Metrvka (4). jak wynika z aksjomatow (1+3). w ogolnym przypadku nie musi by¢
symetrvezna {d(u. v) = d(v. u) ).

W wielu przvpadkach wykorzystujac unormowana przestrzen wektorowa, zamiast
metrvki L \(u) wygodnie] jest postugiwac sie tensorem metryeznym tej przestrzeni.
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Tensor taki definiowany jest wzorem [6]:

~2

& Lz\(u)

|
—— e V*gV* (
2 cucu

AN
-

M‘,\(u) =

i ze wzgledu na jednorodnos¢ normy L.(u). dana wzorem (2). ma on nastepujace wla-
snosci:

u-My(u)u= L3 (u), 2 My(u)u=C L3 (u)/u. (6)

M. (ku)=M,(u), dlak > 0. (7)

7 wtasnosci (7) wynika, ze w ogdélnym przypadku tensor metrvezny M (u) zalezy
od kierunku wektora u, natomiast nie zalezy od jego dlugosci. Ta wlasnos¢ tensora
M. (u) okresla anizotropowe wlasnosci unormowanej przestrzeni wektorowej.

Przestrzenie ufiniczne. Par¢ (P, V) ztozona z punktu P i przestrzeni wektorowej V
bedziemy utozsamiali z afiniczng przestrzenia punktowa. Takie utozsamienie jest moz-
liwe, bowiem struktura obu obiektow jest izomorficzna. Punkt /° jest nazywany punk-
tem odniesienia, a V przestrzenig wektoréw polozenia punktow. Przestrzen (P. V) jest
unormowana, jesli przestrzen wektorowa V jest unormowana.

3. METRYKA MINKOWSKIEGO ANIZOTROPOWE]
PRZESTRZENI POROW

W niniejszym punkcie sformulujemy ogdlna posta¢ makroskopowej metrvki'
L\(r) dwuwymiarowej przestrzeni porow (r € V ; dim(V) = 2). wykorzystujac w roz-
wazaniach tensor C € ®V* czwartego rzedu o symetriach tensora sztywnosci. wyste-
pujacego w liniowej teorii sprezystosci anizotropowych materiatow. Metrvka ta ma
posta¢ [1.2]:

4 ry.e.[r
- (fels
przy czym tensor C ma nastepujace symetrie:
fuYo XY _ (vYogofxy v _ e w)
l\_\V/J'C'(y/} = (UJC(}/) = ( J (VY = [ ) C'[\V/? (9)

gdzie u. v, X, v € V sa dowolnymi wektorami. Tensor C bedziemy nazywali tensorem
struktury anizotropowej przestrzeni poréw. Skladowe tensora C, obok warunkow svy-
metrii (9) oraz zadania dodatniej okreslonosci. ogranicza¢ bedzie takze warunek wypu-
klosci funkcji (8) lub generowanej przez nia indvkatrysy metryki przestrzeni porow
danej rownaniem

NV.~.(NY _
N '(:'[NJ = 1. (10)

" poniewaz norma L.ir) przestrzeni Vogeneruje metryke L(r - $) tej przestrzeni. bedziemy za-

micnnic uzywali obu tych pojec.
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Norma-(8) w sposob jednoznaczny okresla postac¢ tensora metrycznego My(r)
anizotropowej przestrzeni. Otrzymujemy [1]:

L_(I) . -y .
Ay LA Lyr)20 + ¢y - zc;[' )c S D
¥

| ¢
M (r) =—
! 2 Crir L(’,(r) re -

Interesujaca posta¢ metryki (8) otrzymamy dokonujac rozktadu widmowego tenso-
ra C. W tvim celu w przestrzeni tensorow symetrycznych drugiego rzedu:

S* = sym! QV* I
definiujemy iloczyn skalarny UoV dowolnych tensorow U, V' € S*. Przyjmujemy:
M

vor =U: v 12
Ve (12)

adzie M jest tensorem metrycznym euklidesowe; dualnej przestrzeni wektorowej V*.
Przestrzen S* jest tréjwymiarowa. zatem dowo]ne trzy liniowo niezalezne tensory tej
przestrzeni tworza jej baze, np. {S,,} (m=1.2.3). Poniewaz w przestrzeni S* okreslony
zostal iloczyn skalarny (12). wsrod WSZyStl\th mozliwych baz mozemy wyrdzni¢ bazy
ortogonalne, np. {K,}. spetniajace warunek:

Km 0 Ku - 6m/h (171. n=1 2- 3) ( 13)
Wowczas dowolny tensor T & S* bedzie mial reprezentacj¢ postaci:
T = T/YI K/H ( 1'4')

edzie: T, =T » K, jest m-ta sktadowa tensora T w bazie {K,,}.

Wykorzystujac przestrzen S* tensorow symetrycznych drugiego rzgdu mozemy
utworzy¢ dziewieciowymiarowa przestrzen S*©S* tensorow czwartego rzedu. Wow-
czas tensor struktury C bedzie elementem tej przestrzeni

C € S*5S5*
i moze by¢ przedstawiony w postaci [6.7]:
C:C(;Kyt)K;*O(]K:S)K:'CL;K;‘S’"K;‘ (15)

o ile tensory K, € $* (n = 1. 2. 3) ortonormalinej bazy przestrzeni S sa tensorami wia-
snvmi tensora czwartego rzedu C. Wowczas skalarne wspotczynniki o, wystepujace we
wzorze (135) beda odpowiednimi jego wartosciami wiasnymi. Wielkosci te speiniaja
rownanie:

e

< ‘\/’l

= Wy Kn. (16)

Wykorzystujac tensory ortogonalinej bazy {K,} mozna utworzy¢ tensory ortogo-
nalnego rzutu P, postaci:

: _l\:\
M -
M-IVJ'K/IVK (17)
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spelniajace warunki:

. — PII = :
P — J n i

(]
! ! LO m#n.,

P

Tensory te umozliwiaja ortogonalny rozklad jednostkowego automorfizmu J prze-
strzeni S*, dany wzorem:
( (

P1+P1+P‘,:J. (]())

Dic:(1))- (1)

12| —

Zachodzi rownosé:

Za pomocy tensorow rzutu (17) reprezentacja (135) tensora struktury C moze by¢
przedstawiona w postaci:

C= (fx:j :(C(.| P] O &) P: tR VY P‘,) (30)

Z kolei uwzglednienie reprezentacji (13) w definicji metrvki (8) daje wyrazenie:

Lf\(r) = al(Kl:(:Dz + a:(Kzz(:)\f + aj(KJ:“jjz. (21)

z ktorego mozna wnioskowaé, ze norma Lfl\(r) bedzie dodatnio okreslona. jesli

wszystkie wartosci wlasne ¢, beda nieujemne.

Wzory (21) i (11) sa ogdlnymi postaciami normy i tensora metrveznego dwuwy-
miarowej przestrzeni poréw w materialach. w ktorvch makroskopowa struktura moze
by¢ charaktervzowana tensorem czwartego rzedu.

Z reprezentacji (20) tensora € wynika, ze tensor ten bedzie wyznaczal metrvke
przestrzeni porow o okreslonej symetrii. jesli wyréznione tensory rzutu beda niezmien-
nicze wzgledem grupy symetrii obrotowej charaktervzujacej svmetrie tej przestrzeni.

4. GRUPA PUNKTOWYCH SYMETRII SIATKI KWADRATOWE]

Aby otrzyma¢ jawng posta¢ metryki anizotropowej przestrzeni okreslonej przez ten-
sor czwartego rzedu, wlasciwej dla przestrzeni porow osrodka porowatego. utworzonej
przez uklad kwadratowych wiékien uporzadkowanych w siatce kwadratowej (rvs. 1),
wyznaczymy ortogonalne tensory tworzace grupe punktowvch svmetrii tej siatki. Za
punkt wyjscia przyjmiemy ogdlne przedstawienie tensora ortogonalnego Q = VOV*
trojwymiarowej przestrzeni wektorowej V za pomoca jednostkowego tensora przeciw-
Sprzezonego:

W=E, M ()

gdzie E; € AV~ jest tensorem antysyvmetryvcznym reprezentujacyvim element powierzchni
o jednostkowym polu mierzonym wzgledem metrvki Euklidesa.
Reprezentacja tensora ortogonalnego Q ma postac:

Q=1-sin(c) W - (1 -coste)) W-. (23}
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adzie o jest katem obrotu tensora Q dookota osi bedacej wektorem osiowym tensora W.
Wykorzystujac jednostkowy tensor antysymetryczny E; € AV~ trzeciego rzedu, wektor
osiowy e, tensora antysymetryeznego E> mozemy przedstawic w postaci :

e;=Ey:S: K. (24)

Woéwcezas, oznaczajac przez ¢, i e; dowolne dwa wersory. Ktore wraz z e; tworza
baze ortonormalna w przestrzeni V. tensor W dany bedzie wzorem:

W=e,®e' —¢,®e (25)
gdzie:
e =M-e (26)
sa wersorami dualnymi do e,. spetniajacymi zaleznos¢:
e e’ =3, 27
Wektor e, w takim przypadku jest wersorem whasnym tensora ortogonalnego Q.
Z (23) mamy:
Q-e;~es (28)

Jesli zatozymy., ze przestrzen V jest dwuwymiarowa (dim(V) = 2) i zawiera wekto-
rve; i es. wowcezas z (23) otrzymujemy:

W=-1, (29)
a reprezentacja (23) redukuje si¢ do postaci:
Q= 1cos(a) + W sin(c). 30)

Przvjmujemy teraz. ze wersory e, i e pokrywaja si¢ z gtéwnymi osiami symetrii
siatki kwadratowej (rvs. 1). Podstawowa symetria siatki kwadratowej wynika z jej nie-
zmienniczosci przy obrocie o kat o = 2. W takim przypadku tensor obrotu (30) redu-
kuje si¢ do postaci:

Q=W. (31

Poniewaz

automortizmy
W.l- 1L (32)

beda nalezaty do grupy symetrii siatki kwadratowej.

Tensor | jest automortizmem tozsamosciowym. natomiast — I okresla symetrig
srodkowa siatki kwadratowej. Nie sa to jednakze wszystkie symetrie punktowe tej siat-
ki. Pelna grupe otrzvimamy. zadajac dodatkowo spelnienia symetrii osiowych siatki
kwadratowe;.

Wyznaczymy posta¢ tensora. ktory w dwuwymiarowej przestrzeni reprezentuje
odwzorowanie wlasciwe svmetrii osiowej. Niech vektor m wyznacza kierunek osi sy-
metrii. Poniewaz wekior:

n=W-m



96 M. Cieszko. W. Kriese

jest prostopadly do m. zatem wektory n i m tworza baz¢ ortonormalna w 2-wymiaro-
wej przestrzeni V. Dla dowolnego wektora n € V mamy:

u=u, m-+u,n (33)
gdzie

u, =u-M-m , u

m

=u-M-n . (34)

n

Tensor V,, € VRV* bedzie odwzorowywal wektor u na wektor v symetryczny do
wektora u wzgledem osi wyznaczonej przez wersor m. j.:

v=V, -u, (33)
jesli reprezentacja wektora v bedzie postaci:
vV=1u,m-u,n. (36)

Wykorzystujac zaleznosci (34) i (36) w (35). oraz dowolnos¢ wektora u. dla tenso-
ra V,, otrzymamy wyrazenie:

V., = m@&m-M - n®n-M. (37)
Ze wzoru (37) wynika, ze tensor symetrii wzgledem osi e; ma postac:
Vi =e ®e' -6, ® e, (38)
natomiast wzgledem osi es dany jest przez wyrazenie:
V;Zez®e:-e|®e':-vl. (39)
Biorac pod uwage. Ze wersor e wyznaczajacy przekatna prostokata (rys. 1) moze
byé przedstawiony poprzez wersory e, i e: za pomoca wWzoru:
e=(e + ez)/\/5
tensor V symetrii wzgledem osi e przyjmie postac:
Vie|®e3 “e.®e (40)

Tensor V. podobnie jak tensory (32). jest elementem grupy syvmetrii siatki kwa-
dratowej. Poniewaz:
VW=WV-=-¢g ®e -e. Qe =V,

zatem pelna grupa symetrii siatki kwadratowej sklada¢ sie bedzie z nastepujacych li-
niowo niezaleznych elementow:

LV.V.W, (+1)

Tensory: 1. V, V, sa samosprzezone. a tensor W jest przeciwsprzezony. Tensory V
i V| tworza zbidr generatorow grupy svmetrii siatki kwadratowej. Oznacza to. ze kazdy
element tej grupy tensorow moze by¢ uzyskany jako iloczyn tensorow ViV,
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5. MAKROSKOPOWA METRYKA PRZESTRZENI POROW
UKEADU WELOKIEN KWADRATOWYCH

Wykorzystamy liniowo niezalezne. samosprzezone tensory: I, V. V), charaktery-
zujace symetrie siatki kwadratowej. aby ogdlna posta¢ metryki (21) zredukowac do
postaci opisujacej makroskopowa strukture przestrzeni poréw osrodka utworzonego
przez uklad kwadratowych wiokien ufozonych w siatce kwadratowej. W tym celu
z tensorow 1. V. V| utworzymy baze ortonormalng w przestrzeni tensorow symetrycz-
nych S* = syln{@V*"}. Mnozac tensory 1. V. V| lewostronnie przez tensor metryczny M
otrzymujemy symetryczne tensory bedace elementami przestrzeni S*:

M=M1. V=M-V. V =MV, (42)
Poniewaz przestrzen S* jest trojwymiarowa, a tensory M. V. V, sa liniowo nie-

zalezne, zatem tworza one baze tej przestrzeni. Latwo mozna sprawdzic. ze tensory te sa
ortogonalne wzgledem iloczynu skalarnego, zdefiniowanego wzorem (12):

MoV, =0.MoV =0.V oV =0.

Tensory M. V. V| nie sa natomiast unormowane. Biorac pod uwage, ze
MOM =M:M"' =2 V0V, =2.VoV =2,

jako ortonormaline tensory. przyjmujemy:

RS AR (KN

o= 3578 )

Wykorzystujac zaleznosci (43). tensory rzutu ortogonalnego (17) przyjma postac:

®
Il
=
=
[

l
ERNEY

5

Bl ‘Pl*P_B:J_PI_PZ' (44)

1 O € el /t‘,‘: €
P==-M'®M.P,= L
2 - e e kev €
: } 2
Tensorv (43) umozliwiaja przedstawienie wyrazenia (21) dla metryki przestrzeni
porow. w postaci odpowiadajacej strukturze o symetrii siatki kwadratowej. Przyjmuje
ono postac:

LJ\(r) = p(r:r)l + q((rcel‘): + (r:e:)l). (45)

adzic uov = u-M-v jest iloczynem skalarnym wektorow u i v w przestrzeni V.
natomiast

p =i+ (0 - )2 Q= ¢ - A (46)

Niezmienniczosé metrvki (43) przy zamianie miejscami wersorow e, i ey jest od-
zwierciedleniem svimetrii przyjetej struktury porow osrodka.
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Wystepujace w (43) parametry skalarne p i ¢ moga by¢ wyrazone przez wielkosci
o scisle okreslonym znaczeniu geometrycznym, jesli uwzglednimy bezposredni zwiazek
metryki L,(r) przestrzeni poréw z kretoscia porow 8(n) porowatego osrodka. Zwiazek
ten, dla dowolnego kierunku okreslonego euklidesowym wersorem n. dany jest wzorem

[1.2]:

8'(n) = n-M,(n)-n = Li(n). (47)
Wdwczas metryka (45) moze by¢ przedstawiona w postaci:
L:\(r) = Si [(ror)2 + Al((szl)(roe,)z(roez)2 . (48)
gdzie:
o =3} /5]. (49)

przy czym parametry 3, i &, sa kretosciami porow osrodka porowatego w kierunkach
glownych (odpowiednio) e, (lub e, ) i e przestrzeni porow (rys. 1). Z postaci normy (48)
wynika, ze jest ona dodatnio okreslona dla dowolnych wartosci parametrow 8, i 6, .
Parametr « jest miarg anizotropii struktury przestrzeni poréw. Dla przestrzeni izotropo-

wej a = |. Zakres zmiennosci tego parametru dodatkowo ogranicza warunek (3) wypu-
ktosci funkeji La(r). Z warunku tego otrzymujemy:

12 < <2

Oznacza to, ze maksymalny stopien anizotropii przestrzeni porow o symetrii siatki
kwadratowej nie moze przekroczy¢ wartosci .

Wykorzystujac norme (48). funkcj¢ kretosci porow. dana wzorem (47). mozemy
zapisac za pomocg wyrazenia:

§'n) = 811 + Ha-D(noe) (n>e\)]. (30)
a we wspolrzednych biegunowych redukuje si¢ do postaci:

§' = 811 + (x-Dsin"(2p)]. (5

edzie @ jest katem pomiedzy wersorami e, i n.
Biorac pod uwage. ze wektor:

r{n)=n.'3(n).

ma jednostkowa dlugos¢ wzgledem metryki Minkowskiego. odwrotnosc funkeji kreto-
sci porow bedzie opisywac dwuwymiarowa powierzchnig indykatrysy przestrzeni Min-
kowskiego.

Na rysunku 2 przedstawiono wykresy linii indvkatrys dla granicznych wartosci
kretosci porow &, oraz odpowiadajace im wykresy funkcji kretosci porow d(n). Z posta-
ci tvch wykresow wynika, ze zadanie wypuklosci indykatrysy przestrzeni Minkowskie-
2o nie pociaga za soba wypuklosci funkeji kretosci porow o(n).
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DESCRIPTION OF ANISOTROPIC PORE SPACE STRUCTURE
OF BUNDLE OF SQUARE FIBRES ARRANGED IN SQUARE NET.
APPLICATION OF MINKOWSKI SPACE METRIC

Summary

In the paper the generalized macroscopic description is formulated for anisotropic
pore space structure of porous material formed by bundle of square fibres arranged in
square net. In considerations the pore space of porous material is modeled as anisotropic
Minkowski space the metric tensor of which plays the fundamental role in description
of transport phenomena in such medium.

Kevwords: porous material, Minkowski space. groups of symmetry
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W pracy oméwiono dwa wydzielone zagadnienia. W pierwszym za pomoca
strukturalnej syntezy podatnosci okresiono warunki jakie musza by¢ spetnione.
abv w wyznaczonych punktach konstrukeji drgania byly rowne zeru. Rozwazana
konstrukcja reprezentuje uklad dyskretno-ciagly. W dalszej czesci pracy ilosé
punktow rozszerzono do trzech. a nastgpnie poszukiwano takich optymalnych
warunkow. aby dreania we wszystkich wybranych punktach byly minimalne.

Stowa kluczowe: drgania. optymalizacja drgan. podatnosé

1. WSTEP

Jedna z metod sterowania drganiami w wybranych punktach konstrukeji jest mo-
dyfikacja strukturalna. Polega ona na zmianie jego struktury poprzez dotaczenie uktadu
dodatkowego. W niniejszej pracy rozpatrywano ukfad dyskretno-ciagly. Problemem
otwartym tak postawionego zadania jest metoda opisu rozpatrywanego modelu. Ponie-
waz w rozpatrywanej pracy uklady ciagte sa gabarytowo duze i trudne do opisu anali-
tvcznego. wybrano metode opisu bazujaca na syntezie podatnosci dynamicznych [1].
Metoda ta jest o tyle wygodna, ze pozwala laczy¢ podatnosci uktadow ciagtych
i dvskretnych. Po drugie. podatno$¢ uktadow ciagtych mozna wyznaczy¢ analitycznie.
numerycznie — metoda MES lub zmierzy¢ doswiadczalnie. Liczba punktow w ktérych
bedziemy mierzyli podatnosci — i to jest wielka zaleta te) metody — jest ograniczona
tvlko do liczby potaczen z ukladami dyskretnymi i ewentualna liczba dodatkowych
wybranych punktow konstrukeji. Wymieniong powyzej metoda okreslono warunki.
jakie musza by¢ spelnione. aby w wybranym punkcie konstrukcji drgania byly réwne
zeru. Jezeli ilo$¢ interesujacvch nas punktow zwigkszymy (w niniejszej pracy do
trzech). to zadanie znacznie sie komplikuje, a drgania w dodatkowych dwdch punktach
nie beda juz réwne i moga nawet osiggac znaczne wartosci.

Celem pracy byt optymalny dobor dotaczonej lub istniejacej w innym punkcie
konstrukcji masy tak. aby drgania w wybranym obszarze konstrukcji bvty minimalne.

Powyzsze zadanie mozna opisa¢ bardziej praktycznie: posadowic istniejaca ma-
szvne w takim miejscu. aby drgania w wydzielonym obszarze hali (obszarze labora-
torium) byly minimalne.
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2. SYNTEZA PODATNOSCI

Analizowany bedzie uklad liniowy ciagly o podatnosci y, do ktérego w obszarze C
zamocowano poduktad dyskretny o podatnosci B, rysunek 1.

A ——— A 1 An

Rys. 1. Model ukladu

Nalezy zapewni¢ wymagany i optymalny poziom drgan w obszarze B w punktach
B\, B, i B;, poprzez dobor lub odpowiednie umiejscowienie istniejacej w punkcie
w obszarze C konstrukcji. uktadu o podatnosci B, jezeli w obszarze A dziala .n™ sil
o postaci P, = sin (m; + ;). Dla uproszczenia obliczen przy okreslonej liniowosci
ukladu zatozono, ze w obszarze ,,A™ dziala tylko jedna sila, co nie ogranicza ogélnosci
rozwazan. Uklad ciagly v opisany jest macierza podatnosci, w ktorej elementami sa
podatnosci pomierzone w interesujacych nas punktach konstrukeji.

Yar Yas Ve
VW)= Yey Yes Ve o

Tea Ve Yoo

Zachodzi rownos¢ v, = v, Ogolny schemat pofaczenia przedstawiono na rysunku 2.
Interesujaca nas podatno$¢ a.g po syntezie wyznaczana jest ze schematu przed-
stawionego na rysunku 3.

Po zwinigciu obwodu otrzymujemy poszukiwanag podatnosc o (im):

_YHA(Y('('+B((')_Yﬁ‘('7(}l -
Up.g= - (2)
Yoo TBec

Ze wzoru (2) wynika. ze dobierajac odpowiednio podatnosé B... mozemy sterowac
poziomem drgan w punktach B,.
Mozna bowiem zapisa¢:

] Ten oy o] P(f)—;
B |[:§ Oy Opy Cpe ' 0 ’ (3)
= Lam Cep Oy J 0 ]
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lub inaczej:

Zy (i0) = olpy(i0) -P(D) (4

e !

Rys. 2. Schemat strukturalny potaczenia

— JERTERES Coe

Rys. 3. Schemat blokowy podatnosci aga

Wspotrzedna Z; () bedzie rowna zeru. gdy agis(io) = 0. co bedzie spetnione, gdy
licznik (2) jest rowny zeru.
TBiA (h;/cc s B(‘(‘) =YBicYea T 0 (5)
W powyzszym wzorze wszystkie wystepujace podatnosci z wyjatkiem B, sa

dane. Mozna stad dobra¢ takie 3. aby warunek (5) zostat spemiony.

3. OPTYMALIZACJA PODATNOSCI
Przyjeto. ze kryterium oceny optymalizacji podatnosci bedzie miato postac:

nin Z {oc Bil 1 (6)
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Wobec czego funkcja dla ktérej bedziemy szukali optimum przvjmuje postaé:

n

o BidOpt = Z

i=/

+ Yaic Yoy

(7)
Yoo B

Y Bid

Przy zalozeniu, ze masa jest sztywno przytwierdzona do podioza otrzymujemy:

I
p=- (8)

mo-

i podstawiajac do (7) otrzymujemy podatnos¢ o, w funkcji masy.
Dla tej funkeji szukane bedzie minimum, obliczajac:

60(3/:!()/71 -0 (9)

om

4. PRZYKLAD LICZBOWY

Analizowany bedzie uktad dyskretno-ciagly o podatnosci v, do ktérego w obszarze
¢ przymocowano na state poduktad dyskretny o podatnosci f3.

Nalezalo zapewni¢ wymagany i optymalny poziom drgan w punktach B,, B, B;
dobierajac odpowiednio mase m w punkcie .,¢;”.

Dla rozpairywanego przykladu podatnosci ay ;. apzey. sy wyrazaé beda sie
wzorem:

A iV
Uy =Yg — T (10)
oo +Bec
dlai=1,2,3.

Przy zalozeniu. Ze masa m jest na stale przymocowana w obszarze ¢ otrzymu-
jemy:

!
B('(‘ == (rn

me”

Podstawiajgc (11) do (10) otrzymujemy o, (m):

i Ve
Lt = T pid ““L(‘;_ (12)

Teo —

mo-

Przyjeto nastepnie. ze nalezy znalez¢ taka mase. przy ktorej suma podatnosei
bedzie najmniejsza. Wobec tego funkcja. ktorej minimum bedzie szukane przyjmie po
przeksztatceniach postac:

T ric 11’”‘*):

O(/H()/vl = Z’/HH - R
=i} Yeomw =/
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i stad:

3 ‘ N 2 R 2
oY B eo™MO” =Y iy =Y pic Yo MmO ‘ /
Apiop = Z 3 (14
1=1 Yoomw™ =1

Zaktadamy, ze uklad pracuje przy czestosci o = 90 rad/s. Rozpisujac wartosci bez-
wzgledne otrzymujemy:

Yl MO =Y gy =Y gicY 470
Yeomw =1
2 2
’ Y =Y g =Y i Y
7 o dla Bictl ¢ /3/.17 BicYeq >0
!YHHY('('”’(D‘ Y Bid TV B Vom0 Yeomw” 1 (13)
2 N 2 2
Yoo =1 Il MY =Y gy =Y picY AT
Yooty =1
2 2
Vil O™ =Y i1 =Y gie Yo D
dla Vil ¢ Y/fm7 V BicY <0
Yoot ~1
Po rozwiazaniu nierownosci:
2 2
T aAY oMo ”Ym_—;‘_ { pic Y MO <0 (16)
Yoomo =1
otrzymujemy wartosci mas. przy ktorych tunkcje:
2 2
Yaidd oo MO =Y g = Yo G
Uy = Vil Vhia — T mictcd (17)

J
Yeomo™ —1

zmieniajg znak: okresla nam to przedziaty: w ktorych funkcja oy, ma taka sama
postac. Dla naszego przykladu otrzymano nastepujace wartosci mas: m; = -4.26 kg.
m->= 123, m;=1.84, my=2.39.

Dla wszystkich punktow B, i zmierzonych wartosci podatnosci y oraz dla przyjetej
czgstosci o funkcja o, przyjmie postaci:

> ~
o I eemMOT = gy =Y Yo Jmoe
RBAOpt — S
YeomoT |
2 b}
Vg oowOT = - RN TN
REERYY Tioa ~ ey i (18)

2
YoomeT =]

) 2l
Vi coMO™ =Y o | =Y g Y MO

]
Ve mwT =1

dla me (- -426>10<239:+x)
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2 2
~ It MO TV pia Ve eaMo” |

& gaop 5
Yoemo™ =1

ki 2
o] S dmdYeeMO — Vg Z Y pacY e Mo

! (19)
Yoemo™ ~1
2 2
N Tp24YcoMO™ =Y poy = Vpac A Mo
Yoomo™ —1
dla m e (4.26;1.23 >
. 2 2
_ 1Y cemu Y gy~ pcY MO
Apgopt = g +
Yeemo® —1
2. 2
YB2 4V CeMO™ =Y o =Y pacY o inmw
_YB2aYcc //imi {20V " (20)
Yoomn® =1
2 ) 2
B2 AYCoMOT Y pag T paCY 4O
2
Y(‘(‘lﬂ(’)_ _]
dla me (1,23;1.84 >
2 2
= YBLY e TR T B My
QpAOpt = 5
Voemo™ =1
2 I
B2l MO~V pa g TV BaCY MO Q1)

S
veemwT —1

el 7
Y24 ccmO” — Yoy ~YR2CY MW

5
Yoome =1
dla m e (1.84;2.39)

Spehiajac warunek konieczny 1 wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego
obliczamy:

oo BACOpt -0 (22
cm

Dla m e (~%:~ 426> < 2.39:+ ) pochodna bedzie miata postac:
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Copop

cm
( 2 X 2 z) :( 2 2)
Vo MO~ =T gy ¥ ®" = Ve Yea® )= Yo O WY oo MO™ — Vg — I pic¥ o +
.l
2
(y(v(vmco' - l)
™ — s s 07—t e ) 1000 i 10 s — 10
+ VoemMO™ — I o (VoW — VooV oq® Ve O WY goa¥ e MO Vo4~ Vpac Y mo n
R
2
(y(.(vm(u' - 1)

R 2 2. L 2
+( )(Ym.f/r('w T YouW )_Yu"” ({BSJYCL‘”Z(’O ~ V3.0 T Va3 Yy MO )

(‘/(V(vmw2 - lf

(23)
Warunek (22) bedzie spetniony, gdy:
s By 7 -t )
VoM™ =LY gy Ve ®T =YY ) F
2 2 ki
=YW (Y/s’HYwm('o = Yp14 — Y1t caMme )+
( me? -1 Y 52 4Y o’ Yy Y o’ )+
“WeeMOm = I Y poYee® Voo ¥oqt
\ 24)

5 ) R
Y .(r)‘(ymt,yt,[mw“ ~Yr24 ™ YISZ('Y(',4’7IUJ_)+
2 2 )
- (W("”‘“ - IX‘/BMY( O T Y3 Y@ )+
Bl [ N 5
Y ‘U’_(YB_MYW”’CO_ —Vp34 — VpacYeamo™ =0

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

2 2 2 2 2 2
“YBLICCOT FYRCTCAOT HY Y Bra®T Y B2 AV FY RO Y CCT B2A®
il 2 2
Y BATCCOT FYRCY 0T Yy 30T =0
(25)
Rownanie (25) nie jest spetnione dla zadnej wartosci m, wobec czego me .
Dla pozostatych przedziatow zachodzi podobna relacja, wobec czego ekstrema
funkeji beda na koncach przedzialow.
Po podstawieniu wartosci mas do (14) otrzymujemy dla m = -4.26158 clagop =
= 0000105, dla m = 1.842639 ooy = 0.000125909. dla m = 2399808 clapop =

=(,000083. Jako optymalna przyjeto mase m = 2.399808 kg i obliczono podatnosci.
Wyniki przedstawiono na wykresie.
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OPTIMIZATION OF VIBRATION OF THE SEPARETED AREA
OF DISCRETE-CONTINUOUS SYSTEMS

Summary

The paper consists of two separated problems. In the first by the structural
synthesis of receptances were described conditions, which have to be done for in the
selected points of the construction vibrations were equal zero. Consider construction
represents discrete-continuous system. In the second part amount of points was
increased to three and optimized conditions were found that vibrations in all selected
points was minimized.

Keywords: vibrations. optimization of vibration. flexibility
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DETEKCJA NIECIAGLOSCI W PRECIE NA PODSTAWIE
ANALIZY PROPAGACJI FALI LAMBA
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Praca przedstawia opis metody wyvkrywania nicciagtosei w pretach z wyko-
rzystanicm zjawiska propagacji fali Lamba w osrodku sprezystym. Do zamodelo-
wania omawiancgo zagadnienia zastosowano metodg elementow  spektralnych.
Opracowano clementy pretowe z nicciaglosciami w postaci pgkniccia zmeczenio-
wego. skokowej zmiany pola przekroju poprzecznego czy nicjednorodnosci mate-
rialu. z jakiego wykonane sg badane prety. wedlug teorii pretow elementarngj
i Love a. Przedstawiono wplyw nieciaglo$ci na zmiany w propagujacej fali Lamba.

Stowa klueczowe: elementy spektralne. detekeja uszkodzen

1. WPROWADZENIE

Artvkut omawia probe identytikacji nieciagtosci wystepujacych w elemencie pre-
towym na podstawie analizy zmian propagujacej fali Lamba. Wykrywanie uszkodzen
w elementach konstrukcji budowlanych lub mechanicznych w poczatkowej fazie ich
rozwoju stanowi powazne wyvzwanie dla wspolczesnej techniki. W ostatnich latach
prowadzone sg intensywne prace nad zastosowaniem metod wibracyjnych do oceny
stanu konstrukcji. Do chwili obecnej opracowano wiele metod detekcji uszkodzen
opartvch o analize modalna. Techniki te sa z powodzeniem stosowane do monitorowa-
nia stanu technicznego urzadzenia. w ktérvm pojawienie si¢ uszkodzenia powoduje
zmiany w kilku nizszych czestosciach i postaciach drgan wiasnych. Analiza wyzszych
czestosci prowadzi do wyznaczenia parametrow modalnych z wigkszymi biedami.
Mozna temu zapobiec zwigkszajac stopien zlozonosci modelu. co prowadzi do znacz-
nvch utrudnien numeryeznych zwiazanych miedzy innymi z czasem obliczeniowym.
Wiadomo réwniez, ze male uszkodzenia powoduja niewielkie zmiany parametrow mo-
dalnych. Sa to zmiany rzedu bfedow pomiarowych. Dlatego tez ostatnie badania prowa-
dzone sa w Kierunku wykorzystania zmian w propagowaniu si¢ fal w strukturach.

Przedmiotem niniejszej pracy jest omowienie zagadnienia propagacji fali Lamba
w pretach z nieciagtosciami w postaci jednostronnego. nie propagujacego peknigcia
zmeczeniowego. skokowej zmiany pola powierzchni czy niejednorodnosci materiatu,
z jakiego wykonane sa badane pretv. Modele pretdw zbudowane sa z wykorzystaniem
metody elementow spektralnyeh. ktora podobna jest do metodyv elementow skonczo-
nych. z tvm. ze w metodzie elementow spektralnych elementy macierzy sztywnosci sa
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gdzie: u, to srednie przemieszczenia osiowe, £ to modut Younga, A jest polem prze-
kroju poprzecznego preta, a p oznacza gestos¢ materiatu.

Element spektralny opracowany zgodnie z teoria elementarng opisany jest przez
Doyle’a [1]. Macierze sztywnosci dynamicznej dia dwuweztowego elementu spektral-
nego Ky oraz elementu throw-off Ky mozna przedstawic¢ w nastepujacej formie:

p KEA |14 _2e7M 3)
{ = i g — - 2
" (l~e ~//\/.) okl Yk

K, = ikEA

edzie: & jest liczba falowa obliczana w funkcji czestosci w oraz wlasnosci materiato-

wych p. E wyznaczamy z zaleznosci:
/ p
k=zto,— 4
E ®

2.2.Teoria Love’a

Model spektralnego elementu skonczonego opartego na teorii Love’a jest przed-
stawiony na rysunku 1. Element ma dlugos¢ L i staly przekroj poprzeczny A. Posiada
dwa wezty, w kazdym wezle jeden stopien swobody — przemieszczenia wzdhuzne. Mo-
dyfikacja teorii Love’a oparta jest na zatozeniu, ze kazdy punkt materialny preta ma
predkos¢ w kierunku poprzecznym. Oznacza to, ze energia kinetvczna zalezy od dodat-
kowych wielkosci. niemniej jednak energia naprezen jest taka sama jak dla teorii ele-
mentarnej. Pole przemieszczen jest wigc identyczne. a rodwnanie rozniczkowe charakte-
ryzujace zagadnienie jest w niewielkim stopniu zmodyfikowane i moze zosta¢ wyrazo-
ne w nastepujacy sposob [1]:

A2 22 ((.3” A2y
R T S G G A T G -
E.47+V p‘l,\Wi 3 —p‘{ > =0 (3)
X ext oot ot
przy czym warunki brzegowe przyjmuja postac:
-~ ~2
Cu > L0 :
uy: O, = EA—=L+vip) —2, (6)
cx it~

gdzie: .J oznacza biegunowy moment bezwladnosci pola przekroju poprzecznego preta,
a v to wspolczynnik Poissona materiatu.
Liczbe falowa dla tego modelu okresla zaleznosé:

k=t |—P1 (7)
Ed—-vpJo-

Nalezy zauwazy¢. ze liczba falowa 4. w przeciwienstwie do teorii elementarnej.
moze przyjmowac postac czysto urojona. W takim przypadku cafa energia wejsciowa
zostanie wykorzystana przez ruch poprzeczny.
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2.2.1. Pretowy element spektralny wg teorii Love’a

Model elementu przedstawiony jest na rysunku la. Rozwiazanie réwnania przyj-
muje sie jak w przypadku teorii elementarne;j:

Uy = Aoc*’/‘“‘ + Boe"k(/‘f") (%)
State 4, 1 By wyznacza si¢ z warunkow brzegowych w weztach:

tig (v = 0)= ¢,

9
z}()(x = L): 4> )

co prowadzi do nastgpujacego uktadu rownan:

A -
A ] —ikl. ;
o & (10)
B c-—//\/, 1 d-

Sity wewnatrz elementu moga by¢ wyrazone za pomoca rownania (6). Silv we-
zlowe zas wyznacza si¢ stosujac warunki weztowe:

f=0,(c=0 "
[:—2 :Q11(“VZL)

Biorac pod uwage wyrazenia opisujace przemieszczenia wzdluzne oraz sity we-
zlowe otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenie:

{F!}_ [k—EA+pv3J(oz) ik(— Ed+pviJo’ |p, {4@

’ > 3 (12)
£ k(E:” ~pv Jo- B,

K\ EA — pv=.Jo* )p] ;

Wykorzystujac zaleznosci pozwalajace na wyrazenie statvch A, i B, w tunkcji
przemieszczen wezlowych mozna obliczy¢ zaleznosé pomiedzy sitami weztowymi
i przemieszczeniami wezlowymi. Wyznaczona w ten sposéb macierz jest kwadratowa.
symetryczna macierza okreslajaca dynamiczna macierz sztywnosci K elementu spek-
tralnego opartego na teorii Love’a.

2.2.2. Spektralny element throw-off dla teorii Love'a

Dla elementu throw-oft (rys. Ib). opartego na teorii Love'a. przemieszczenia
wzdtuzne ogdlnie moga by¢ zapisane w podobny sposdb. jak dla teorii elementarne;j:

ly = Aje™™ (13)
Stafg 4 mozna znalez¢ z nastepujacego warunku wezlowego:
Uylx=0)=g, (1
co prowadzi do nastgpujacego rownania:
Ay = ¢, (13)

Sity wewnetrzne elementu mozna wyrazi¢ przy uzyciu formuly z réwnania (6).
Sity wezlowe mozna znalez¢ z nastepujacego warunku weztowego:



Detekcja nieciagtosci w precie ... 115

F=0,(x=0) C(16)

Biorac pod uwage wzory na przemieszczenia osiowe i zwezenie boczne sity we-
zlowe mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

F =l E1 s pvise?)] G, (17

Zaleznos$¢ w nawiasie kwadratowym w réwnaniu (17) opisuje dynamiczna macierz
sztywnosci K, spektralnego elementu throw-otf opartego na teorii Love’a.

2.2.3. Spektralny element pretowy z poprzecznym peknigciem zmeczeniowym
dla teorii Love'a

Wyprowadzenie macierzy sztywnosci dynamicznej dla elementu zbudowanego
w oparciu o teori¢ elementarna przedstawione jest w [3]. Spektralny element pretowy
z poprzecznym peknigciem zmeczeniowym oparty na teorii Love’a zostat przedstawio-
ny na rysunku lc. Element posiada dwa wezly, w kazdym wezle po jednym stopniu

swobody. Przemieszczenia wzdluzne u, dla lewej i prawej czesci preta elementu:

tiy (v) = 4™ 4 g dla xe(0.L)) (8)
z}():(,‘c) = A:eﬂ/"“" )y Bze*'k[/‘“(/“ - dla xe (0, L- L,)

przy czvim liczba falowa & opisana jest rownaniem (7).
Stale A, B,. d:i B> mozna wyznaczy¢ stosujac nastepujace warunki brzegowe:
— nalewym koncu elementu: (x = 0):

iy, (0)= gy, (19)

— w miejscu pekniecia (x = Lydla u,,{x) ix =0dla s,(x)):

. . Caig (L
tig 2 (0) =ty (L) =8, M (20)

X

Caig (]

‘1

Cx Cx (1)

) CiigH(0)

adzie © jest podatnoscia w kierunku wzdluznym, wyznaczana zgodnie z prawami
mechaniki pekania (patrz rozdziat 3) zaleznos¢ (20) okresla skokowa zmiang prze-
mieszezen wzdfuznych, natomiast zaleznosc (21) wyraza zgodnosc sit osiowych.

— prawy koniec elementu (x = L-L,):

l.’o‘:([‘ - L ): ‘]: : (22

przy ezym ¢, { ¢- to przemieszezenia weziowe.
Wykorzystujac funkcje aproksymujace przemieszczenia spektralne w prawej i le-
wej czesci elementu oraz uwzgledniajac warunki brzegowe mozna wyznaczyé stale A,.
By. 4> 1 B, jako funkcje spektralnych przemieszezen weztowych:
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4 9
Bl (23)
14 0/ -
B, q-
przy czym:
I et 0 0
_ . Sk IR, ik Ly L=tk AL =1y)
W= ( 1+1k“,6w25 (-1-ik,0,) ¢ | et o
— ik, e " L ik,, ik e —ik“,e%““’*/"}
0 0 e het ] J
Wezlowe sity osiowe wyznacza sig z nastepujacych zaleznosci:
- wlewym wezle (x = 0):
. &l N N -
Fropg P00 2 Gina(0) (3)
Cx cx
— wprawym wezle (x = L-L,):
Cug~{L — L 5 5 G (L= 1
Fy= EAM—V’Qu/ o < I”‘(ﬁ ) (26)
cx ox

Zalezno$¢ pomigdzy sitami weztowymi a przemieszczeniami wezlowvmi mozna

przedstawi¢ w postaci:
£ ;
ek, 27)
Fj o>

gdzie: K, jest macierza sztywnosci dynamicznej dana zwiazkiem:

ik, =ik e 0 0

1<u.:(EA—vzp~J-<°2)'t 0 0 —ikge ik

3. PODATNOSC W MIEJSCU PEKNIECIA

Podatnos¢ w miejscu peknigcia dla skonczonego spektralnego etementu pretowego
wyznacza si¢ zgodnie z teoria Castigliano:

& = _ (:’,9)

gdzie U oznacza energi¢ odksztalcenia sprezystego elementu w ktorvm pojawilo sie
pekniecie. 7 oznacza niezalezne sity wezlowe dzialajace w elemencie.
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Przykladowa odpowiedz ukladu wyznaczona dla preta z nieciagloscia przedsta-
wiono na rysunku 3c. Mozna zauwazy¢ pojawienie si¢ dodatkowego odbicia od tej
nieciaglosci. Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna powiedzie¢, ze dla réznych
rodzajow niecigglosci kolejne odbicia pojawiaja sie przesuniete w czasie, zwlaszcza
w przypadku tych zwigzanych ze zmiang wlasnosci fizycznych materialu. Zjawisko to
spowodowane jest inng predkoscia propagacji fali w osrodku. Z otrzymanych rezulta-
tow wynika rowniez, ze miedzy wymuszeniem a poszczegdlnymi odbiciami pojawiajg
sig przesunigcia fazowe, inne w kazdym z przypadkow nieciaglosci.

Z wyzej wymienionych przyczyn podjeto probe identyfikacji rodzaju nieciagltosci
na podstawie zmian wskaznika autokorelacji informujacego o wystepowaniu przesunie-
cia fazowego miedzy sygnalami. Wspotczynnik autokorelacji, ktory jest zaleznoscia
pomiedzy sygnalem odniesienia lub wymuszeniem X, a sygnatem odbitym od niecia-

glosci lub utwierdzenia, dla przesunigcia czasowego lub op6znienia t dany jest zwiaz-
kiem:

R(r) = i.*m (t)x(t + r), (35)

1=1

gdzie .V jest liczbg probek. Wartosci dodatnie tego wspolczynnika oznaczaja zgodno$é
w fazie badanych sygnatéw, natomiast ujemne — przesunigcie fazowe miedzy badanymi
sygnalami.

Druga analizowana wielkoécia byla chwilowa moc sygnatu dla dwoch kolejnych
odbic. ktora jest proporcjonalna do kwadratu wartosci chwilowych lub wartoéci bez-
wzglednych sygnahu. Moc sygnalu w dziedzinie czasu zapisuje sie:

N

Xy = D, X7 ()= Z\: |x(n)'2 (36)

n=l1 n=l

edzie ¥V oznacza liczbe prébek.

Wyniki analizy wplvwu rodzaju nieciaglosci na przebieg zmian wspolczynnika
autokorelacji pokazane sa na wykresach z rysunku 4. Badania przeprowadzono dla
pretow opisanych w rozdziale 2. W pierwszej kolejnosci analizowano nieciagtosé
w postaci jednostronnego peknigcia zmeczeniowego. Badano wpltyw zmian wzglednej
glebokosci pekniecia (od 0.5% do 30% wysokosci preta) na przebieg zmian wspolczyn-
nika autokorelacji. Z przeprowadzone]j analizy wynika. ze wspolczynnik autokorelacji
przyjmowat wartosci ujemne dla obu badanych odbi¢. Oznacza to. ze wystapilo przesu-
niecie fazowe miedzy wymuszeniem a odbiciem od nieciaglosci.
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Rys. 4. Stosunek mocy svgnalu odbitego od niecigglodei do mocy wymuszenia w [unkcji wspot-
czynnika autokorelacji

Kolejne obliczenia wykonano dla nieciaglosci w postaci skokowej zmiany pola
przekroju poprzecznego preta w zakresie od 50% do 150% wielkosci poczatkowej. Na
podstawie uzyskanych wynikow analizy zauwazono. ze w przypadku zwigkszania pola
powierzchni przekroju poprzecznego preta wspdlczynnik autokorelacji dla pierwszego
odbicia przyjmowal wartosci ujemne, natomiast dla zmniejszania — wartosci dodatnie.
Natomiast wspoétczynnik obliczony dla drugiego odbicia przyjmowal wartosci dodatnie
zardwno w przypadku zwigkszania, jak i zmniejszania pola przekroju poprzecznego.

Ostatnia seri¢ obliczen przeprowadzono dla nieciaglosci w postaci roznych wia-
snosci fizveznych materiatu. Zmieniano modut Younga o +4.5% wartosci poczatkowe;j
albo gestos¢ materialu 0£3% wartosci poczatkowej. W przypadku zwiekszania tych
wielkosci wspotczynnik autokorelacji dla pierwszego odbicia przyjmowal wartosci
ujemne, dla zmniejszania — dodatnie. Wspotczynnik autokorelacji dla drugiego z odbi¢
byl dodatni we wszystkich przypadkach.

Z rysunkow wynika, ze na podstawie przeprowadzonej analizy sygnatu mozna od-
rozni¢ jedynie peknigcie zmeczeniowe od innych rodzajow nieciagltosci. W pozostatych
przypadkach mozliwe jest tylko okreslenie wptywu nieciaglosci na sztywnos¢ ukiadu.

Na podstawie analizy pojedynczych odbi¢ sygnalu nie mozna jednoznacznie zidentyti-
kowac rodzaju niecigglosci.
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DISCONTINUITIES IDENTIFICATION IN RODS
WITH THE ANALYSIS OF LAMB WAVE PROPAGATION

Summary

The article presents a description of damage indentification method in rods, which
is based on the analysis of changes that appear in propagating Lamb waves. For proper
modelling of the problem spectral element method was used. New spectral rod element
with discontinuities. based on the elementary and Love theories is developed. The dis-
continuities analysed are the fatigue open and not propagating crack. the change in cross
section area and material discontinuities. The influence of discontinuities on the Lamb
wave propagation process is analysed.

Keywords: spectral elements. damage detection
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Artyvkut dotvezy konstrukeji zespolonych stalowo-betonowch. W celu pod-
niesicnia nosnodci dzwigara zespolonego. rozprezono go w gornej jego czgsci
(w plycie betonowej). a nastgpnie stan ten .zamrozono ™ Umicszczajac w tej stre-
fie pret z¢ stali o wysokiej wytrzymatosci. Aby potwierdzi¢ slusznosci zalozen te-
oretyeznyveh, na podstawie ktorych wyprowadzono wzory do obliczania belek
zespolonyeh rozprezanych. przeprowadzono badania doswiadezaine. Wyniki tych
badan zamicszczono w prezentowanej pracy.

Stowa kluczowe: stal. beton. rozprezanic. badania doswiadczalne

1. KONCEPCJA ROZPREZANIA

Koncepcje sprezania konstrukcji stalowych. przedstawiona miedzy innymi w pra-
cach [1.2] przejeto od sprezania konstrukeji betonowych [3]. Efekty sprezania konstrukeji
stalowych sa inne niz zelbetowyvch. gdyz stal ma cechy wytrzymatosciowe takie same
przy sciskaniu. jak i rozciaganiu. Rozwoj konstrukcji stalowych sprezanych nastapit
w latach piec¢dziesiatych ubieglego stulecia. W latach szes¢dziesiatych zrealizowano wiele
obiektow inzynierskich tego typu.

Sposob rozprezania konstrukcji stalowych zostal zgloszony do opatentowania
w 1966 r. i autor wynalazku uzyskal patent [4]. Sciéniete prety oparte na elementach ko-
twiacveh potaczonych z konstrukeja oddziatuja na te konstrukcje (por. [5]) sifa rozciaga-
jaca. Pierwsze badania i analizy dotyczace zachowania si¢ Kkonstrukcji opisano
w pracy [5]. W nastepnym okresie powstalo wiele prac dotyczacych rozprezanych kon-
strukeji stalowych [6.7].

W 1978 r. ukazala sie pierwsza publikacja dotyczaca rozprezania konstrukcji zelbe-
towvch sprezano-rozprezanych {8]. a w 1986 r. przedstawiono w referacie [9] propozycje
rozprezania konstrukeji zespolonych.

Rozprezanie konstrukcji zespolonych stalowo-betonowych ma na celu zmniejszenie
naprezen w sciskanej strefie betonu. w poszczegolnych fazach obciazenia konstrukcji.
W niektorveh etapach obciazenia. zwlaszeza przed obciazeniem eksploatacyjnym, mozna
dopusci¢ podczas rozprezania. do powstania w betonie naprezen rozciggajacych. mniej-
szvch od wytrzymatosci obliczeniowej betonu na rozciaganie. Efekt rozprezania zalezy od
zmniejszenia lub nawet catkowitego wyeliminowania naprezen $ciskajacych w betonie.
przed oddaniem obiektu do eksploatacji.
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Koncepcja rozprezania polega na wprowadzeniu do przekroju sity rozciagajacej (np.
sitownikiem Srubowym) i utrwaleniu jej (..zamrozeniu™) poprzez umieszczenie w strefie
rozciaganej pretow stalowych, ktére przyjma funkcje rozporu i w etekcie beda sciskane.

2. PODSTAWY OBLICZENIOWE

W konstrukcjach zespolonych stalowo-betonowych oraz w konstrukcjach rozpreza-
nych musza by¢ spetnione warunki wytrzymalosciowe we wszystkich etapach obciazenia.
Na rysunku 1 przedstawiono przekroj belki zespolonej stalowo-betonowe;j.

Rys. 1. Przekroj belki zespolonej stalowo-betonowej

Naprezenia wywolane obciazeniem zewnetrznym w konstrukeji zespolonej, odpo-
wiednio w gérnych wloknach betonu, gérnych i dolnych widknach belki stalowej wyzna-
€Za si¢ ze wzorow:

M, e
G_,,:~Z/—L/’-§ R, - (la)
. [.n
M, e,
Gy =y (1b)
vy .
M, e .
Gy = I/ S S-[A/ . (IC)

Naprezenia w precie sprawdza sie wzorem:

S .

¢
A

Naprezenia w konstrukeji zespolonej rozprezanej w gornyveh wloknach betonu. 20r-
nych i dolnych wloknach belki stalowej wyznacza sie z nastepujacveh wzorow:
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o, = S . (S e— M,,) ¢ R,.. (3a)
A.n I_n )
Oy :.ij;&?f_l_wilc_’igj;{, (3b)
A I.
oy oS S (3¢)
A I.
gdzie:
M, — moment zginajacy wywolany obcigzeniem zewnetrznym.
Iz — sprowadzony moment bezwladnosci przekroju zespolonego,
n=E E, - stosunck modutow sprezystosci stali i betonu,
e e Co €4 ~— odlegiosci wedtug rysunku 1.
S — warto$¢ sily rozprezajacej.
A, — pole przekroju preta rozprezajacego,
i — wytrzymalos¢ obliczeniowa stali elementu podstawowego (belki),
N — wytrzymalos¢ obliczeniowa stali elementu rozprezajacego,
R, — wytrzymatos¢ obliczeniowa betonu na $ciskanie,
Ri- — wytrzymalosé obliczeniowa betonu na rozcigganie.
3. BADANIA DOSWIADCZALNE

(US)

.1. Opis badanej konstrukcji

Zaprojektowano i wykonano model belki zespolonej swobodnie podpartej o dlugosci
2700 mm. Konstrukcje stalowa wykonano z dwuteownika walcowanego 1 160, ze stali
St3S. Plyte betonowa grubosci 80 mm zazbrojono pretami ze stali 34GS o srednicy 8 mm.
i wykonano z betonu klasy B13. Strzemiona wykonano ze stali St3S, z pretow o $red-
nicy 4.5 mm. Elementy zapewniajace zespolenie plyty z dwuteownikiem wykonano ze
$rub o $rednicy 20 mm. W plycie betonowej zostal umieszczony pret rozprezajacy o Sred-
nicy 24 mm ze stali o wysokiej wytrzymalosci. Pret rozprezajacy owinigto czterokrotnie
tasma izolacyjna w celu zabezpieczenia go przed przyczepnoscia do betonu i umieszczono
w plvcie przed betonowaniem. Szezegoly modelu pokazano na rysunku 2.

Rozprezanie konstrukcji realizowano za pomocg urzadzenia srubowego. ktore wy-
konano z sruby M30 kl. 8.8. z nakretka na stale zamocowana do konstrukcji oporowej
(rvs. 3). Urzadzenie Srubowe zamocowano do jednego konca belki stalowej. Do drugiego
konca zamocowano biok oporowy (rys. 4). Sciskanie preta rozprezajacego nastgpowato
w wyniku wkrecania sruby w staly element belki (rys. 3. 3).
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4. ANALIZA WYNIKOW BADAN DOSWIADCZALNYCH

Podczas wszystkich obciazen zastosowanych w czasie przeprowadzonych badan

konstrukcja zachowywala si¢ zgodnie z przewidywaniami i zalozeniami teoretycznymi.
Dotyczy to zaréwno obciazen zewnetrznych, jak i sit rozprezajacych. Sprawnie dziataja-
cym okazalo sie réwniez urzadzenie $rubowe stuzace do wywolywania sily sciskajacej
pret. oddziatujacej na konstrukcje w sposéb okreslony jako rozprezajacy.

Przedstawione badania przeprowadzono na jednym modelu. Otrzymane pewne roz-

nice wynikow podczas poszezegélnych obciazen mozna wytlumaczyc niedoktadnoscia
wykonania modelu, jak i posiadanego oraz zastosowanego sprzetu pomiarowego
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THE EXPERIMENTAL INVESTIGATION STEEL-CONCRETE

COMPOSITE BEAM EXPANDED IN THEIR UPPER PARTS

Summary

A steel girder strictly connected in it is upper side with the thick concrete slab is

subject of interest in this paper. To improve stress distribution within the section the
additional expansion is introduced in the upper part of the composite girder. The
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expanding force is carried into effect by the hydraulic or screw jack. The strut of the
Jack is taken over by the steel rod properly anchored in the upper flange of the steel
girder. In this manner the additional tensile force is ,.freezed™ for ever within the upper
part of the composite girder. In this paper are introduced the experimental investigation
the composite beam expanded in their upper parts.

Keywords: steel, concrete, expand. experimental investigation
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METODA PROGNOZOWANIA ZNISZCZENIA I ROZWOJU
MIKROUSZKODZEN W STALACH Ni-Mo-Cr
W ZAKRESIE TEMPERATURY PRZEJSCIA MATERIALU
7E STANU PLASTYCZNOSCI W STAN KRUCHOSCI

Jacek Jackiewicz

Katedra Mechaniki Stosowanej
Wydzial Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7. 85-796 Byvdgoszez

Treseiy artykutu jest metoda prognozowania zniszezenia i ewolucji mikro-
uszkodzen w stalach Ni-Mo-Cr w zakresie temperatury przejscia materiatu ze sta-
nu plastyeznosei w stan kruchosei. W tym celu zastosowano hybrydowy model
kruchego i ciagliwego pekania stali. wykorzystujacy podstawowe zatozenia do
mikromechanistyeznego opisu pekania stali sformulowane przez Beremina [2]
i Needlemana [8]. Model ten zostat ujednolicony w wyniku modyfikacji modelu
Gursona [4]. stuzacego pierwotnie jedynie do symulacji rozwoju sferoidainych
mikropustek wokot siarczkow w stall. poprzez uwzglednienic mozliwosci poja-
wienia sie rownicz silnie splaszezonych elipsoidalnych form uszkodzen rozpatry-
wanveh jako mikropeknigeia wsasicdztwie weglikow. Wyniki numerycznych
symulacji prawdopodobichstwa pojawienia si¢ kruchego przelomu standardowych
probek tvpu zwartego w zakresie temperatury przejscia materiatu ze stanu pla-
stveznosel wostan kruchosei zostaly zwery fikowane probami eksperymentalnymi
szacujacymi rozrzut wartosei odpornosei materiatu na pekanie kruche.

Slowa kluczowe: sprezysto-plastyezna mechanika pekania. ciagliwy wzrost pe-
kniccia. kruche pekanie. temperatura przejscia materiatu z¢ sta-
nu plastyeznosci w stan kruchosci

1. WPROWADZENIE

Siarczki zawarte w stali o sredniej i duzej wytrzymatosci wywieraja ujemny
wplvw na odpornos¢ materialu na jego pekanie. Szczegoinie szkodliwy wplyw siarcz-
kow uwidacznia sie w stalach Ni-Mo-Cr w poblizu zakresu temperatury kruchosci
(czvli granicznej temperatury ponizej ktorej moga powstawac kruche peknigcia o ogra-
niczonym wymiarze powodujace powstanie kruchego przetomu na duze) przestrzeni
przy niekorzystnych warunkach obciazenia) oraz powyzej tej temperatury. to znaczy
edy jest mozliwe tworzenie si¢ wokot siarczkow mikropustek. Wowcezas to makropek-
niecie jest inicjowane w materiale w wyniku taczenia si¢ mikropustek powstatych wo-
kot siarczkow. Oznacza to. ze w temperaturach powyzej temperatury kruchosci o od-
pornoéci na pekanie tego rodzaju materialu decyduje wielkos¢ i rozklad siarczkow.
Natomiast w temperaturach niskich (ponizej temperatury kruchosci), gdy wystepuje
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Skalarna funkcja y zalezy od logarytmicznego wspolczynnika ksztattu & = ln(R: / RV\,)

i $redniej miary porowatosci materiafu <f> Parametry e, | E;;, sa okreslone
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gdzie:
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cd oA . . s . . ~
Sk,q‘. :S«'qv /D,,,,,,, reprezentuje w warunku plastycznosci (1) naprezenie efektywne,

ktore posiada osobliwa wartos¢. jesli D, dazy do zera.

nom

Rysunek 2 przedstawia graniczne powierzchnie plastycznosci okreslone na pod-

stawie warunku (). gdy <GK> =500 MPa. a £ = 0 (tzn. gdy mikropustki sa kuliste).
Stormutowany tutaj warunek plastycznosci (1). uwzgledniajacy uszkodzenie materiatu
wvraza wyniki badan do$wiadczalnych. ktore zostaly ujgte w postaci diagramu Hen-
cky'ego [5]. Diagram Hencky ego (rys. 3) jest wykresem dwuwymiarowej zaleznosci
ekwiwalentu von Misesa S, makroskopowego tensora naprezenia S od naprezenia
sredniego S,,. Na wykresie tym linia graniczna uszkodzenia materiatu jest odcinkiem

paraboli zawartym pomiedzy dwoma punktami P, i Py. Wspolezynnik wieloosiowosci
stanu naprezenia zostal zdefiniowany jako

Yy = SU(/\‘/S,H . (5)
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METHOD OF PREDICTING THE FAILURE AND MICRO-DEFECTS
EVOLUTION IN Ni-Mo-Cr STEELS IN THE DUCTILE-TO-BRITTLE
TRANSITION REGIME

Summary

The subject of the article is the method of predicting the failure and micro-defects
evolution in Ni-Mo-Cr steels in the ductile-to-brittle transition regime. To achieve this
goal. the hybrid model for the brittle and ductile cracking of steel. based on the microme-
chanical description of fracture founded by Beremin [2] and Needleman [8], was applied.
This mode! was developed into the enhanced Gurson-type [4] model incorporating effects
of the micro-void aspect ratio. According to the role of the dominant microdefects in the
material. the fracture criterion was formulated for situations when the cleavage crack
initiation is preceded by ductile crack growth giving a large scatter to the values of frac-
ture toughness. The established method was checked by comparisons of standardised
experimental fracture tests with micromechanical FEM-simulations.

Keywords: elastic-plastic fracture mechanics. ductile crack growth. cleavage fracture,
ductile-to-brittle transition regime
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WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE SPRAWNOSCI
POJAZDU SAMOCHODOWEGO

Ryszard Jedlinski
Katedra Techniki Cieplnej | Metrologii
Wvdzial Mechaniczny ATR
ul. Prof. S, Kaliskiego 7. 85-796 Bydgoszcz

Masowy rozwoj motoryzacji stwarza szereg nowych probleméw natury
technicznej oraz zwiazanych z ochrona srodowiska naturalnego cztowicka. W da-
zeniu do obnizania kosztow eksploatacji zwraca si¢ szezegdlng uwage na zuzycie
paliwa i innveh materialow eksploatacyjnyeh. Mnigjsze zuzycie paliwa to mniej
szkodliwych spalin, W artykule dokonano analizy sprawnosci ogélnej pojazdu
w aspekeie strat mocy w poszezegolnyeh zespolach. Rozwazono przypadek ruchu
prostoliniowego na poziomym odeinku drogi.

Slowa kluczowe: pojazd samochodowy. sprawnosé. zuzycie paliwa

l. ANALIZA CZYNNIKOW WPLYWAJACYCH NA SPRAWNOSC
POJAZDU SAMOCHODOWEGO

Przy projektowaniu samochodu konstruktor musi posiada¢ mozno$¢ obliczenia
przecietnveh strat zachodzacych w mechanizmach uktadu napgdowego, w celu wyzna-
czenia rzeczywistej wartosci dysponowanej mocy na kotach, od ktorej zaleza wlasnosci
trakcyjne samochodu. Na rysunku | przedstawiono sily dzialajace na pojazd samocho-
dowy poruszajacy sie ruchem prostoliniowym na drodze poziomej.

Jmieszczone na schemacie oznaczenia przedstawiaja:
— P, - opor powietrza. V.
-} — predkosé ruchu postepowego samochodu. km/godz..
— G, - ciezar catkowity (suma cigzaru whasnego G i cigzaru tadunku Gy ), V,
— Py —sita napgdowa. V.
- P, —sita oporow toczenia. V.
— My Mie Mup Mpe — Odpowiednio sprawnosci: sprzegla. skrzynki biegéw, walu prze-
gubowego. przekladni glownej.

Wspotezynnik sprawnosci 1, ktory jest ilorazem wielkosci mocy uzyskanej i mocy
wlozonej charakteryzuje wielkos¢ strat wewnetrznych, bedacych nastepstwem we-
whetrznych czyvnnikéw wymuszajacych. Wewnetrznymi czynnikami wymuszajacymi sa
rowniez sily bezwtadnosci zalezne od mas elementow konstrukcyjnych i momentow
bezwladnosci. Rozpatrujac pojazd samochodowy jako maszyne robocza przeznaczona
do wykonania pracy uzytecznej z wykorzystaniem tadownosci skrzyni ladunkowe;
i realizowanej z okreslona predkoscia robocza nalezy uwzgledni¢ w analizie rowniez


















Wybrane zagadnienia dotyczace sprawnosci ... 147

V M
P, =m A D My, (6)
dt ry

2

Pierwszy skladnik rownania przedstawia opor bezwtadnosci mas samochodu poru-
szajacych sie ruchem postepowym. Drugi skladnik rownania stanowi taczny opor bez-
wiadnosci. pochodzacy od mas elementow wykonujacych ruch obrotowy, do ktorych
zalicza sig:

- kofa jezdne samochodu,

— uklad korbowy tacznie z pozostatymi elementami wirujacymi silnika.
— koto zamachowe.

— elementy wirujace skrzynki biegow oraz wal napgdowy,

— mechanizm roznicowy = przekladnig gtowna i poétosiami.

Najwicksza wartoscia momentu oporu bezwladnosci charakteryzuja si¢ kota samo-
chodu oraz uklad korbowy silnika lacznie z kolem zamachowym i sprz¢gtem. Natomiast
do pominiecia sa wartosci tego momentu dla pozostafych elementow wirujacych [3].

Moment stycznych sit bezwladnosci kot samochodu oblicza si¢ z zaleznosci:

..
My, o= 1 ‘:{A (7)

gdzie:
¢ — biegunowy moment bezwladnosci kot
wy — predkos¢ katowa kot jezdnych.

Moment stycznych sil bezwladnosci silnika zredukowany na o$ kot napedzanych:

o
M, =1 225 (8)
dt
W praktyce dla obliczen wptyw mas wirujacych na opor bezwladnosci uwigl@dnia
sie za pomoca wspolczynnika d,,:

P, =m-—-9, 9

Zmniejszenie wplywu mas wirujacych na opory bezwladnosci jest mozliwe w wy-
niku:
— zmniejszenia masy wirujacych elementow.
—  zmniejszenia wymiaréw wirujacych elementow,
— lagodnego przyspieszania pojazdu.

1.2. Zewnetrzne czynniki wymuszajace

Op6r toczenia samochodu wywoluja sity przeciwdzialajace toczeniu sie jego kol.
Opor toczenia kola, zaopatrzonego w pneumatyczne ogumienie, na twardej nawierzchni
drogowej jest wywolany przez nastepujace straty powstajace przy toczeniu sig kota [3]:
— stratv zwiazane z tarciem powstajacym migdzy elementami bieznika i podloza przy

przemieszczaniu sig poszezegolnych elementow bieznika wzgledem podtoza pod-
czas odksztalcania sie opony.
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Na rysunku 13 zostata przedstawiona struktura podziatu mocy doprowadzonej do
kot napedowych pojazdu samochodowego. Dominujacy udziat stanowi moc zuzywana
na pokonanie oporow toczenia. Jest ona zalezna w glownej mierze od wspolczynnika
oporu toczenia. Widzimy, ze dla /= 0,03 (asfalt) udzial tej mocy wynosi ok. 60%, a dla
/=10,1—ponad 70%.

Dlatego tez waznym zagadnieniem jest utrzymywanie wlasciwego ci$nienia w ogu-
mieniu. Dla kontroli i sterowania tym ci$nieniem sluza rozwiazania coraz czgsciej stoso-
wane w pojazdach samochodowych, jak np. pompowanie opon azotem. Zalety pompowa-
nia azotem wynikaja z wlasciwosci, jakimi charakteryzuje si¢ to medium. a wigc wigksza
od powietrza gestoscia molekularng. Daje to okreslone efekty, a mianowicie:

— mniejszy opor toczenia opon,

— mniejsze wahania ci$nienia w oponach w zaleznosci od temperatury,

— przedtuzenie trwalosci opon,

— wigksze bezpieczenstwo jazdy wskutek lepszych wiasciwosei trakcyinych i stoso-
wania oboj¢tnego, niepalnego gazu.

W celu zmniejszenia oporéw toczenia. przy pracy z naczepa trzyosiowa, przy nie-
pelnym wykorzystaniu ladownosci stosuje si¢ rozwigzanie umozliwiajace uniesienie
jednej pary kot jezdnych.

Na zmniejszenie oporéw powietrza mozna wplywac po pierwsze stosujac deflektory,
jak rowniez w przypadku odkrytej skrzyni tadunkowej rozmieszczajac odpowiednio
tadunek (rys. 111 12).

Uproszczenie konstrukeji ukladu napgdowego i zastosowanie modulowego ze-
spolu napedowego niezaleznie od podwyzszenia niezawodnosci wplywa na podwyzsze-
nie sprawnosci ogéinej, a tym samym na obnizenie zuzycia paliwa. Dzieje si¢ to na
skutek wyeliminowania watu przegubowego. ktory wymaga starannego wywazenia
i nie przekraczania okreslonych katow zalamania.

Jak wynika z powyzszego rysunku (rys. 14), wyeliminowanie watu przegubowego
skutkuje podwyzszeniem sprawnos$ci uktadu napedowego o ok. 7%.

3. WNIOSKI

Przedstawione rozwazania nie wyczerpuja oczywiscie catkowicie problematyki
sprawnos¢ eksploatacyjnej pojazdéw samochodowych. Zagadnienie nalezatoby rozpa-
trzy¢ dla przypadku ruchu ruchu krzywoliniowego na wzniesieniu lub spadku. Intere-
sujace byloby uwzglednienie w ukladzie napedowym zespotu (sprzeglo lub przekladnia
hydrokinetveczna) pracujacego w ciaglym poslizgu.
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SELECTED PROBLEMS CONCERNING
EFFICIENCY OF AUTOMOTIVE VEHICLE

Summary

Mass development of motorization causes many new problems of technical nature
as vehicles those connected with environment protection. In order to decrease running
costs special emphasis has been put on the consumption of fuel and other used materi-
als. The smaller the tuel consumption the fewer noxious components. In this article an
analysis of the automotive vehicle overall efficiency has been performed as regards
power losses occurrence in particularly subassemblies. A case of straight movement on
a horizontal road has been con sideret.

Keywords: motor vehicles. overall efficiency. fuel consumption
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WYZNACZANIE TRAJEKTORIT IDEALNYCH [ RZECZYWISTYCH
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W artvkule przedstawiono zastosowanie znanyveh zagadnied mechaniki kla-
sveznej do wyznaczania torow idealnyeh i rzeczywistych. Pominigto tematyke
oczywista — na przyklad - zasady dynamiki Newtona. Ograniczone ramy artykulu
poswalaja zwrocic uwagg jedynie na kilka interesujacych przyktaddw.

Stowa kluczowe: ruch ztozony. ruch Lanchestera, sterowanic. optymalizacja

1. WSTEP

W nowvch preznie rozwijajacych sie dziedzinach techniki, np. w mechatronice
zaklada si¢ planowanie trajektorii wedlug okreslonych kryteriow. Przyjmuje sig, ze
technicznie waznymi geometriami toru sg odcinki prostej. odcinki przekrojow stozka
lub tory spiralne [6]. Jezeli w wyniku przeprowadzonej analizy uzyskuje si¢ kilka do-
puszczalnvch rozwiazai. to czesto konieczne wydaje si¢ wybranie trajektorii optymal-
nej. Najczesciej stosowanymi kryteriami optymalizacji moga by¢: minimum dlugosci.
minimum czasu, minimum energii. itp. Od wielu wspolczesnych maszyn wymaga sig,
aby swoje zadanie wykonaly w jak najkrotszym czasie. Modele optymalizacyjne zakla-
dajace takie kryterium operuja najczgsciej w obszarze rachunku wariacyjnego. Sposrod
nich najczesciej stosowanymi sa: metoda wykorzystujaca zasade Pontriagina. progra-
mowanie dynamiczne Bellmana oraz zadanie w formie Mayera. Proces optymalizacji
bedzie tym bardziej wiarveodny. im doktadniejszy bedzie model matematyczny ruchu.
Uwzglednienie petnego modelu lotu (skladajacego sie niejednokrotnie z ukladu kilku-
nastu. a nawet kilkudziesieciu rownan) czyni to zadanie nie zawsze optacalnym.

Stanowi to podstawe poszukiwania analogii migdzy znanymi i dobrze opisanymi
zjawiskami fizycznymi a ruchem obiektu. Celem niniejszego artykulu jest przedstawie-
nie wybranych zagadnien mechaniki klasycznej mogacych mie¢ wptyw na uproszczenie
modelu matematycznego sterownia. Zostana pominigte zagadnienia oczywiste (np. trzy
zasady Newtona). Ograniczono si¢ do nastepujacych zagadnien:

— zasady zmiany pedu i kretu.
- rownanie Lagrange a-Eulera.
— zagadnienia ruchu zlozonego.,
— ruch w ujgciu Lanchestera.

W artykule przedstawiono problemy w oparciu o obiekt sterowania, jakim jest
przeciwpancerny pocisk kierowany. ale réwnie dobrze omawiane zagadnienia mozna
rozszerzy¢ na inne urzadzenia.
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2. ROWNANIE LAGRANGE A-EULERA. ZASADY ZMIANY PEDU
[ KRETU

Jedna z metod wariacyjnych optymalizacji jest metoda polegajaca na rozwiazaniu
zadania w formie Mayera. Oczywiscie, jak w kazdym zadaniu optymalizacyjnym, cho-
dzi tu o znalezienie sposrdd catej rodziny dostepnych toréw lotu rakiety takiego. ktory
bedzie torem optymalnym dla zadanego kryterium z okreslonym wskaznikiem jakosci.
Kryterium tym jest w przypadku ruchu rakiet kryterium minimatno-czasowe. Wspo-
mniana powyzej metoda wykorzystuje w charakterze funkeji tworzacej (nazwa zapro-
ponowana przez prof. Tatarkiewicza — jako Ze tworzy ona problem badawczy) réwnanie
Lagrange’a-Eulera w postaci:

SF oF
8 L R (1

di\ cq, |y,

Oczywiscie posta¢ funkcji tworzacej bedzie zalezna od konkretnego modelu ma-
tematycznego poddawanego procesowi optymalizacji. Przykladowe zastosowanie réw-
nania (1) do zadania w formie Mayera zostato pokazane w [1].

Aktualnie wystepuje wiele zalozen pozwalajacych na wyznaczenie rownan obiek-
tu, jednakze najczedciej stosowane wydaje sie zastosowanie zasady zmiany pedu i kretu.
Rozwiazanie takie jest proponowane np. w [5].

T -
a_z
i (2)
K -
by
dt
edzie:
K - wektory pedu i kretu uktadu materialnego.
FM — gldwny wektor sit i glowny moment sit zewnetrznych dziatajacvch na

punkt materialny.

Powyzsze rownania w ukladzie wspotrzegdnych zwiazanvm z obiektem mozna za-
pisa¢ w postaci:

Po przeprowadzeniu niezbgdnych przekszialcen i podstawieniu do wzoru na ener-
gi¢ Kinetyczna otrzymuje sie uklad réwnan: ruch $rodka masy i dookofa srodka masy.
Petne wyprowadzenie tych réwnan mozna znalezé np. w [3.8]. Przyjecie zalozenia
o osiowej symetrii badanego obicktu daje nastepujace uktady réwnan eulerowskich:
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-~ srodka masy
m(U —gW —-r V): X
m(l" +rU - pW): Y 4)
V4

m(W + py - qU):

~ dookota srodka masy
I.p=1L
1.g—(1.—1)pr=M (5)
11, =1, )pg =N

W rownaniach (4) oraz (5) oznaczono:
UV W — skladowe wektora predkosci.

p.q.r  — skladowe wektora predkosci obrotowej,

X Y.Z —skladowe wektora sit zewnetrznych.

LAMN  — skladowe wektora momentu sit wewnetrznych,
l.1.1- -~ momenty bezwladnosci wzdtuz odpowiednich osi.

Podsumowujac. nalezy stwierdzi¢. ze zarowno zasady zmiany pedu i kretu, jak
i rdwnanie Lagrange a-Eulera znalazly szerokie zastosowanie w teorii sterowania.

3. RUCH ZLOZONY W TEORII STEROWANIA

Znalezienie podobienstwa miedzy metodami naprowadzania a znanym z mechani-
ki klasvcznej ruchem zlozonym [7.10] stato sie mozliwe dzigki ujeciu Jotu sterowanego
jako ruchu nieswobodnego z wigzami uogoéinionymi [2] .

W réwnaniach takiego ruchu rozgranicza si¢ rownania ruchu sterowanego idealnie
od ruchu w przestrzeni bledow. Bledami naprowadzania (uchybami) sa wspoirzedne
ruchu wzglednego (1, £). Polozenie obiektu w locie sterowanym idealnie okresla
zmienna . Do odpowiednich funkeji formowania sygnatu sterowania wejda wigc
zmienne 75 oraz { wraz z pochodnymi lub ewentualnie catkami.

Mechanika klasyczna wyodrebnia w ruchu zlozonym ruch unoszenia zwiazany
z ukladem obserwacji oraz ruch wzgledny odbywajacy si¢ wzgledem tego ukladu.

Kolejnym krokiem na drodze do uzyskania wiarygodnego minimalno-czasowego
procesu przechwycenia rakieta samonaprowadzajaca si¢ jest przedstawienie tego ruchu
W ujeciu macierzowyni.

Wprowadzono uklad ruchomy. ktory na ogot wiaze sie z poruszajacym sig obiek-
tem 0&nd. Ruch ten odbywa si¢ wzgledem ukladu nieruchomego Oxyz. Przejscie migdzy
uktadami ruchomvm i nieruchomym opisano nastepujacymi zaleznosciami:

X=u S+ aantapl+tx,

U+ A F Y, (6)

TN

.’_

= Uy

= Uy ST dun T unl T 3,






Wyznaczanie trajektorii idealnych i rzeczywistych 159

ayy dpy dpy cosgcosP, —sinecosP, sinf,
A(a,/ ) =l dy Uy Uy | = sing cose 0 )
ay Wy Ay —cosesinf, sinesinfB, cosP,

5
Zatem wektor I polozenia obiektu wzgledem nieruchomego ukfadu wspoirzed-
nych okresla sie w zapisie macierzowym w postaci:

X cosecosP, —sinecosB, sinB, & X,
yi= sine cose 0 ni+ly, (10)
z —cosesinP,  sinesinP,  cosP, | € I,

W ruchu zlozonym wyodrebnia si¢ dwie sktadowe predkosci: predkos¢ unoszenia
oraz predkos¢ wzgledna. Zaleznosci na te predkosci uzyskuje sie droga zrozniczkowa-
nia rownania (10). Predkosé bezwzgledna w postaci wektorowej ma wowczas postac:

v, = dr
dt
lub:
S 0
Fp=AeB, )0+ n M+ v, (11)
é c dt R
przy czvm:
predkos¢ wzgledna
N (g
W d/p - Yl (12)
ut .
— predkosc unoszenia
e % ol =
”ﬂ “ﬂ " de o4 dp TLad |7l ad
[N o |[£«;£+ i C—Lj:p;)+ n 8(7+ n B”;; (13)
. e dt OB, dt L oce o 1T aB,
LT L'“-_] & =

W rownaniach tvch pochodne macierzy kierunkowych wzgledem poszczegdlnych
katow wynosza:

{w singcosP, —cosecosP, 0
cA

— COSE —sing 0 (14)
e
L singsinf, cosesinP, 0
{— cosesinl, sinesinP,  cosB,
o

;:\ 0 0 0 (13)

—cosecosP, sinecosP, —sin, |

.
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Zaleznosci te stanowia punkt wyjscia do wyznaczenia przyspieszen w ruchu zto-
zonym. Wspomniane juz prace [7.10] rozpatruja przyspieszenie w tym ruchu jako sume
przyspieszen: wzglednego, unoszenia oraz Coriolisa. Przeprowadzenie rézniczkowania
predkosci bezwzglednej po czasie doprowadzi do nastepujacych zaleznosci na przyspie-

szenia bezwzgledne:

&_! ‘;:' el ki ’\H
N dd| . d-A
a, =4 n|+2—In s+ Y,
é d C_, Q dt
i
gdzie:
~ ~2 2
d~4 GA. & A., ¢4y A,
> = ~ €+ - € - Bn + 3 Bn
dt ce e B, B,
. —cosecosP,  sinecosP, O
o )
— = —sing —CosE 0
ce” , L
cosesinP, —sinesinB, 0
22 ~cosecosP,  sinecosP, —sinp,
07 4
- = 0 0 0
’—\BV
& . .
" | —cosesinB, —singcosB, —cosp,

Sktadowymi przyspieszenia (16) sa:
— przyspieszenie wzgledne

o

LIH = 4(8' BH r]
C
— przyspieszenie unoszenia
=1
b} 1 ’1 4 ,‘—’ 0 4
[ & 2 [ (o k)
C’I{ = rl 1 e+ -~ 2 - BH + ~ 2 BH + \ll
- ce Ce” ¢ B/l 8 B,, /
= | -
— przyspieszenie Coriolisa
2] 21
] /o - )
ddj .| oA oA D
a. = 2 / n|= T€+ - Bn i n
dt ¢ ce B, )

SRV

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(zh

(22

Program lotu sterowanego idealnie wyvmaga takich wychylen sterow. aby sily ge-
nerowane wychvleniem sterow dawaly przyspieszenia bezwzgledne dziatajace na obiekt
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sterowania. Poniewaz przyspieszenie wypadkowe jest suma przyspieszen unoszenia,
wzglednego i Coriolisa. zatem zwiazki sprzegajace dynamike wychylenia sterow zwia-
zane sa z wielkosciami wchodzacymi do wyrazen na skladowe przyspieszen. Sa nimi:
(N2, (e.8,). Zatem zwiazek miedzy wychyleniem sterow a wzglednymi przemiesz-
czeniami i pochodnymi katow linii obserwacji celu wyraza sig:

®5,.8,.5,)= ¥ (e 10 [2 (00 + W (6.2)]
CD(OW 3, m): Y(IAW,,,IA.L,)[‘PZ('CL,QC)+ \Pfs( /I'Bn)]

Zaleznosci (23) okreslaja zwiazki sprzegajace dynamike wychylenia steréw z sy-
gnatami sterowania. Otrzymane przyspieszenia staja si¢ skladnikami réwnania na wy-
chylenie steréw niezbedne do idealnego sterowania. Bledami sterowania w ruchu prze-
strzennym sa wspotrzedne ruchu wzglednego dane w nastepujacej postaci:

n=»Vcosy sin(KL. - B,,)* B, cose (24)
L= l"'[sin YCOSE—COSY SINE C()S(KC -B, )}— ge

Samonaprowadzanie w ujeciu ruchu ztozonego to przypadek. kiedy biegun obser-
wacji pokrywa si¢ z polozeniem obiektu. Okazuje si¢ wigc, Ze ruch ten jest jedynie
ruchem unoszenia. Znacznie upraszcza to wyznaczenie przyspieszen oraz predkosci
w tvm ruchu. Obowigzywac bedzie zaleznosc (rysunek 1)

=r,=E=n==0=>p=0 (25)

Zwiazki sprzegajace dvnamike wychylenia sterow z sygnatami sterowania (23)
ogranicza si¢ wowcezas do zaleznosct:

®(8,.5,.5,)= Yt tp W (E.6) 06)

D358 )= Vlto .t 18,8 )

Wypadkowe przyspieszenie bedzie sie rownalo przyspieszeniu unoszenia:

d'f‘, , o .2
ap, =d, =——==V ¥+ K" 27
dt~
Po dokonaniu niezbednych przeksztalcen. zaleznos¢ skladowych calkowitego przy-
spieszenia ruchu zlozonego ma postac:

= (kl Y siny 1 cos ”/X/(,, — 1B, +Vk, ‘ 1 COS Y (28)

w, =1k, g1 (y~¢) (29)

Przyspieszenie bezwzeledne jest tu jedynie przyspieszeniem unoszenia. Przyspie-
szenia wzgledne i Coriolisa przy samonaprowadzaniu si¢ rownaja si¢ zeru. Otrzymane
przyspieszenia wehodza w sklad zaleznosci na wychylenia sterow niezbedne do prze-
strzennego idealnego sterowania lotem rakiety, do ktérego powinno dazy¢ sterowanie
rzeczywiste.
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Podobne rozwazania prowadzone dla zdalnego naprowadzania prowadzi do wnio-
sku iz jest ono w swej istocie ruchem z nieruchomym biegunem obserwacji. Przypadek
ten odpowiada nastepujacym warunkom ruchu (rys. 1):

r,=0=r=p

Zaleznosci na catkowite przyspieszenia kierunkowe i w kanale pochylenia w prze-
strzennym ruchu ztozonym dla przypadku zdalnego sterowania maja postac:

a, =5p, cose— (V cosy—Vysin ‘/XK —B,)- 2P, Esine +2EB, cose (30)

a,, =EE— V(y - 8)+ 258

Z przeprowadzonej analizy wynikaja korzysci. jakie niesie rozpatrywanie ruchu
obiektu jako ruchu ztozonego. Szczegéinie ulatwia to wyprowadzenie zaleznosci na
przyspieszenia niezbedne do idealnego kierowania ruchem dla przypadkow zdalnego
sterowania oraz samonaprowadzania. Zagadnienia przedstawione w tym rozdziale do-
kiadniej zostaty przedstawione w [3.4].

4. RUCH LANCHESTERA

Celem ponizszych rozwazan jest przedstawienie zastosowania ruchu Lanchestera
w teorii sterowania rakiet. Rozwazania ograniczono do plaszczyzny podhuznej (ruch
symetryczny, bez uwzglednienia przechylu, obrotu wokot osi pionowej. slizgu itp.).
Rownania ruchu $rodka ciezkosci zapisano dla ruchu plaskiego w nastepujacej postaci:

my =F ~ P.—mgsiny (31)
mVy=F +P. —mgcosy

Trzecie réwnanie jest rownaniem ruchu obrotowego w postaci:
[,p=1L (32)

Element tuku toru oznaczono dp. wowczas rownania (3 1) przyjmuje posta¢:

Q- 0,dV .
=V ==V—-——=F-P ~0Qsiny
g g dp (33)
O .. QO .~dr .
=y ==)"—=Fa+P.-Qcosy
g g dp
Program minimalno-czasowy sterowania daje dwa rozwiazania sprowadzajace si¢ do:
R =M n.=n.;
X X Aax oraz z il
n, =0 n.=0

W powyzszych zaleznosciach litera # z odpowiednimi indeksami oznaczono prze-
ciazenia dziatajace wzdhuz odpowiednich osi. Na tej podstawie stwierdzono. ze:

Przyv rozwigzaniach powviszveh dla drugiej fusy lotu sterovwanego sita ciqgu
i opor czotowy réwnowazq si¢ wzajemnie w kuzdej chwili. awige sq analogiczne = zalo-
zeniami dla ruchu Lanchestera.
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Zastosowanie zatozen ruchu Lanchestera [9] do ruchu rakiety w plaszczyznie po-
dluznej spowodowato, ze rownania (31) oraz (32) przyjely postac:
dv

V' —=—gsiny
dp

S dY P.
Jr— =g ——cosy
dp o

Stwierdzono. ze sita nosna jest proporcjonalna do kwadratu predkosci ze wspot-
czvnnikiem zaleznym jedynie od kata natarcia. Z drugiego zatozenia wynika, ze w ru-
chu tym Kat natarcia (i odpowiednio wspolczynnik sily nosnej) pozostaja state. Pierw-
szy odcinek lotu idealnego rakiety samonaprowadzajacej si¢ musi odbywac sie ze sta-
tvm katem natarcia, stad nasuwajace si¢ przeswiadczenie o analogii tego lotu z ruchem
Lanchestera.

Po uwzglednieniu znanych zaleznosci na sile oporu czotowego i site nosna okre-
slono:

PV
—=— (35)
PN
W efekcie otrzymano rownania:
dz o
g (36)
i) L}‘{ i ([ -
Vo —siny =g ——cosYy
= W

i po przeprowadzeniu niezbgdnych obliczen i przeksztalcen otrzymano:

‘ )2 V
Vosiny —dl/- =———+cosy=>cosy=Vsiny dy =— (37)
d} J- dVooys

X RY

5

Scatkowanie ostatniego wyrazenia doprowadzito do nastepujacego rownania:

)2 3

i
ar =L ¢ (38)

~ g2
x 2 Lr

Vcosy = J IL

.2

Rownanie (38) jest biegunowym rownaniem hodografu. Jezeli na poczatku lot be-
dzie odbvwal si¢ z predkoscia J* = 1', i v = 0. stala calkowania osiagnie wartosc:

2
C=2V,

~

J

Jezeli z = const i v = 0. to jednym z rozwiazan. jak nalezalo oczekiwac. jest pozio-
my lot na wysokosci:




164 Dariusz Kasprzak

Aby znaleZ¢ inne rozwiazania, tj. inne mozliwe trajektorie lotu idealnego, do row-
nania (38) podstawiono wartos¢ Vi wprowadzono nowa bezwymiarowa zmienna:

2g- V7
A== (39)
E
i otrzymano:
1 C,
cosy=—h+—2 (40)
50 I
‘ , . C
W powyzszym réwnaniu: (', =—-
1T

X

Z przedstawionej analizy wyciagnigto nastepujace wnioski:

- dla ¢, :g istnieje rozwiazanie odpowiadajace lotowi poziomemu - tvlko jeden

punkt (7\ =lLcosy= l)e |cos y| <1,

— dla duzych wartosci C, nie istnieja punkty zawierajace si¢ w tym przedziale.

— dla C, > 0 cos y przyjmuje tylko wartosci dodatnie, natomiast A zmienia si¢ tylko
w niewielkim zakresie (jest zawsze bliska 1),

— dla C, <0 cos y oraz skladowa pozioma predkosci zmieniaja si¢ od wartosci ujem-
nych na duzych wysokosciach do wartosci dodatnich na mniejszych wysokosciach,

— dla C,= 0 zalezno$é cos v = f(A) okazuje sie prosta wychodzaca z poczatku uktadu
wspohrzednych i przechodzaca przez punkt (A =3, cos y=1).

Ktéry z przedstawionych ruchow bedzie mial miejsce w konkretnvm przypadku
zalezy od warunkow poczatkowych (od wartosci i kierunku predkosci poczatkowej)
oraz od programu minimalno-czasowego sterowania.

Zatozenia ruchu Lanchestera (cho¢ wydawac by si¢ moglo. ze sa one uproszcze-
niami zbyt daleko idacymi) pozwalaja na ich wykorzystanie do ruchu idealnie sterowa-
nego rakiety samonaprowadzajacej si¢ wedlug programu minimalno-czasowego. O ko-
rzysciach z tym zwiazanych swiadczy otrzymanie analitycznych rozwiazan w formie
zamknietej dla przypadku lotu rakiety ze stata predkoscia. W rzeczywistych warunkach
lotu nalezy wykorzystywac jedynie wycinki rozwiazan przytoczonvch we wspomnia-
nym opracowaniu. Przedzialy tych wycinkow wyznacza si¢ dla konkretnych zadan
sterowania, a wiec warunkow poczatkowych i punktow przelaczania sterowania.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione rozwazania stanowig jedynie prébe znalezienia powiazan miedzy
znanymi i dobrze opisanymi zagadnieniami mechaniki klasvcznej a trudnymi w analizie
zagadnieniami sterowania obiektéw. Co prawda dotycza one sterowania rakiet. ale
doskonale nadaja si¢ do analizy innvch obiektow. Tak jak wspomniano we wstepie.
niemozliwe jest rozwazenie wszystkich zagadnien. ktére moga by¢ wvkorzystywane
w budowie modelu matematycznego. jednakze juz te kilka przyvkladéw (te bardziej
znane przedstawione w punkcie 2. jak i te mniej znane — w punktach 3 i 4) jest na tyvle
obiecujacych. ze stanowia doping do dalszego poszukiwania takich analogii.

Powstanie tego artykutu nie byloby mozliwe. gdvby nie inspiracja naukowa (zwlasz-
cza w pkt. 3 i 4) Pana prof. dr. hab. inZ. Stanistawa Dubiela z WAT Warszawa.
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DETERMINATION OF IDEAL AND TRUE TRAJECTORIES

Summary

The article shows the use of known facts of classical mechanics in determining the

ideal and true trajectories. Some basic and evident issues (like Newton's laws of dy-
namics for instance) have been left out. The limitations of the article allow only to pay
attention on the several most interesting examples.

Keywords: 3-D motion. Lanchester’s motion. control, optimization
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WEASCIWOSCI I WYTWARZANIE CIECZY MAGNETYCZNYCH
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Ferro-ciceze sa materialami magnetycznymi nie wystgpujacymi w stanie na-
wralnvm w przyrodzie. Z uwagi na rosnacy liczbg zastosowan tych materialow
{glownic w medyeynie. przemysle wydobywezym i technice) opracowano szereg
metod ich otrzymywania. W pracy przedstawiono jedna z metod chemicznego
uzyskiwania cieczy magnetyeznej. Nastgpnie opisano wyniki wlasnych badan
magnetyeznyeh cicezy wytworzonej na bazie syntezy chemiczng).

Slowa kluczowe: ciceze magnetyezne. paramagnetyki. namagnesowanie, Krzywa
[angevina

1. WSTEP

W przyrodzie wystepuja w stanie naturainym trzy rodzaje materialow magnetycz-
nvch: paramagnetvki. diamagnetyki oraz ferromagnetyki. Kryterium klasyfikacji stanowi
wartos¢ podatnosci magnetycznej (oznaczanej najczgéciej symbolem ), okreslajace]
zdolnos¢ materialu do namagnesowywania si¢ pod wplywem zewngtrznego pola magne-
tveznego. W przypadku paramagnetykow warto$¢ podatnoscei magnetycznej waha sie
w granicach od 107 do 107, dla ferromagnetykow wynosi od 10~ do 10°. Z kolei diama-
enetyki cechuja sie ujemna wartoscia podatnosci magnetycznej, ktora wynosi ok. —107.
Oprocz wymienionvch powyzej naturalnie wystepujacych materiatow magnetycznych
mozna wyrozni¢ substancje. ktorych podatno$é magnetyczna jest w przyblizeniu rowna
jedenosci. Substancie te. nazywane cieczami magnetycznymi lub ferro-cieczami, detinio-
wane sa jako dwufazowy system. zlozony z matych czasteczek statych ferro- lub ferrima-
anetveznych zawieszonyeh w cieczy nosnej. Poniewaz wielkos¢ tych czastek jest rzedu
10 nm (100 A). ciecze te klasyfikowane sa do zawiesin koloidalnych. Przy braku pola
magnetyveznego ciecze magnetyczne zachowuja sig jak zwyczajne ciecze newtonowskie.
nie wvkazuja namagnesowania i nie sa zrodtem pola magnetycznego. W obecnosci pola
magnetvcznego ferro-ciecze zachowuja sig podobnie jak paramagnetyczne gazy 0 wy-
sokiej przepuszczalnosci. Zrodlem wlasciwoscei paramagnetycznych rozwazanych cie-
czv jest to. ze kazda pojedyncza czastka ferromagnetyczna zawieszona w cieczy zacho-
wuje sie jak pojedyvncza domena. posiadajaca stale pole magnetyczne. Pomimo. ze ato-
my lub czastki substancji paramagnetyeznych maja rozne od zera wypadkowe momenty
magnetyezne w aieobecnosci pola sa one ustawione chaotycznie i jako catosc nie wyka-
zuja zadnych wlasciwosci magnetyeznych. Jesli paramagnetyk znajdzie si¢ w polu ma-
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gnetycznym, momenty magnetyczne ustawiaja sie w kierunku pola i nastgpuje jego nama-
gnesowanie. Po usunieciu pola. w zaleznosci od rodzaju samej cieczy namagnesowanie
zanika blyskawicznie lub z pewnym opoéznieniem. Istotng réznica pomiedzy cechami
paramagnetycznymi cieczy magnetycznej a typowej statej substancji paramagnetycznej.
jak baru, glinu, magnezu. cezu itd. jest fakt, ze wzrost namagnesowania ferro-cieczy pod
wplywem przyktadanego pola magnetycznego o malym natezeniu jest ok. czterokrotnie
wigkszy niz w przypadku namagnesowania substancji stalej. Dlatego tez ferro-ciecze
nazywane sg superparamagnetykami.

Dzigki matym $rednicom ziaren magnetycznych rzedu 100 A. energia ruchu mole-
kut cieczy nosnej teoretycznie moze utrzymac je przez dowolnie dlugi czas w stanie
rownomiernego zawieszenia — czastki magnetyczne podlegaja ruchom Browna. Jednak-
ze na ciecz dzialaja sity van der Waalsa. ktére wraz z silami oddziatywan migedzy dipo-
lami powoduja przypadkowe zderzenia czastek. a w efekcie powstanie zjawiska koagu-
lacji ziaren. Postepujaca na skutek koagulacji sedymentacja moze pozbawia¢ ferro-ciecz
Jej wlasciwosci magnetycznych. Przeciwdzialanie zjawisku koagulacji potega na doda-
waniu do cieczy $rodka powierzchniowo aktywnego. ktory pokrywajac czastki magne-
tyczne warstwa monomolekularna nie dopuszcza do ich koagulacji.

Za tworcg ferro-cieczy uznaje si¢ Stephena Papella, naukowca z NASA. kiory
w latach szescdziesiatych ubieglego stulecia dokonat syntezy cieczy. stuzacej jako pre-
cyzyjne uszczelnienie magnetyczne lopatek wirujacych w satelitach. Niemal jednocze-
snie w grupie pod kierunkiem Ronalda Rosensweiga udalo si¢ wytworzy¢ ferro-ciecz
o wilasciwosciach magnetycznych 10-krotnie przewyzszajacvch wlasciwosci cieczy
Papella. Dalszy istotny krok w rozwoju cieczy magnetycznych nastapit w 1968 r.. kiedy
NASA sprzedata pierwsza licencje na cywilne wykorzystanie cieczy. Obecnie ferro-
ciecze szeroko wykorzystuje si¢ w réznego rodzaju uszczelnieniach, np. w napedach
dyskowych komputerdow, a takze w urzadzeniach wysokich cisnien (rzedu 3.5 MPa).
Ciecze magnetyczne wykorzystywane sa w drukarkach atramentowyvch jako no$niki
informacji. w recyklingu metali kolorowych, w obserwacji domen magnetycznych.
w czujnikach pomiarowych. wlacznikach i przetacznikach. Ostatnie badania wskazuja.
ze w przyszfosci ciecze te moga réwniez znalezé zastosowania medvezne w zwalczaniu
choréb, w tym nowotworowych. Prowadzi si¢ prace nad sztucznym sercem. w ktorvm
ciecze magnetyczne mialyby spelnia¢ role aktuatorow napedzanych przez przyvlozone
zewngtrzne pole magnetyczne. Mozliwosé zewnetrznego sterowania cieczami magne-
tycznymi sprawia, ze moga one takze znaleZé zastosowanie jako nosniki lekarstw. ktore
docieralvby w konkretne miejsce w organizmie.

2. SKEAD I CHARAKTERYSTYKA CIECZY MAGNETYCZNYCH

2.1. Budowa cieczy magnetycznej

Typowa ciecz magnetyezna skilada sie z trzech podstawowych skladnikow: czastek
ferromagnetycznych. ktorych jest ok. 3%. substancji powierzchniowo czynnvch — 10%
oraz z plynu nosnego — 85% (rys. 1).

Czastki magnetyczne, okreslane czesto jako ziarna ferromagnetvezne. maja sred-
nice od 2 do 135 nm (srednio 10 nm). Czastki te uzvskiwane sa najczesciej z magnetyvtu
lub z ferromagnetycznych metali takich jak kobalt | Zelazo oraz ze zwiazkow magne-
tycznych. jak np. ferrytu manganu. terrytu kobaltu oraz rerrytu manganowo-cvnkowego.
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2.3. Wiasciwosci fizyczne ferro-cieczy

Za wlasciwosci fizyczne ferro-cieczy odpowiedzialne sa glownie wilasciwosci fazy
dyspersyjnej, ktora tworza czastki ferromagnetyczne lub ferrimagnetyczne. Do najwaz-
niejszyvch wlasciwosci fizycznych, obok wlasciwosci hydrodynamicznych. naleza: na-
magnesowanie, relaksacja magnetyczna, lepkosé oraz temperatura punktu Curie.

Namagnesowanie jest zwiazane z wlasciwosciami superparamagnetycznymi. ktore
cechuje to, ze po przylozeniu zewnetrznego pola magnetycznego o matvm nat¢zeniu
namagnesowanie poczatkowo wzrasta proporcjonalnie do pola. jednakze dla pewnego
natezenia nastepuje osiagniecie stanu nasycenia magnetycznego. w Ktorym nie obser-
wuje si¢ wzrostu namagnesowania przy dalszym swzroscie natezenia. Nasycenie ma-
gnetyczne, definiowane jako maksymalna wietko$¢ momentu magnetycznego w jedno-
stce objetoscei, jest wietkoscig zalezng od koncentracji substancji magnetycznych zawie-
szonvch w cieczy. Im wigksza jest koncentracja czastek magnetycznych. tym wieksze
jest nasycenie magnetyczne. Ferro-ciecze nalezy do substancji o niskim nasyceniu ma-
gnetycznym, ktorych wartos¢ waha sie w granicach od 7.5 do 40 mT. podczas gdy zela-

zo ma nasycenie magnetyczne 1,7 T. Typowy wykres krzywej namagnesowania dla
cieczy magnetycznej przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Wykres krzywej namagnesowania

Na wykresie krzywej namagnesowania (ryvs. 3) zaznaczono bezwymiarowy para-
metr y,, definiowany jako podatnos¢ magnetvezna, ktora. jak wspomniano wczesniej.
charakteryzuje zdolno$¢ substancji do zmiany jej namagnesowania pod wplywem
przylozonego zewngtrznego pola magnetycznego.

Jedna z najbardziej spektakularnvch wlasciwosci fizveznych ferro-cieczy jest efekt
magnetolepkosciowy. Polega on na zmianie lepkosci cieczy magnetycznej pod wply-
wem przykladanego zewnetrznego pola magnetveznego. Efekt ten zostaje dodatkowo
wzmocniony poprzez wewnetrzne mechanizmy tworzenia si¢ klastrow i lancuchow
klastréw w samej cieczv.

W przypadku braku pola magnetveznego. ciecz magnetvezna traktuje sie jako za-
wiesine koloidalna. dla ktorej lepkos¢ dynamiczna szacuje sie ze wzoru Einsteina:

n:n(J-(l+2.5tp). (n
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Gestos¢ ferro-cieczy jest wieksza od gestosci samej cieczy nosnej, a ponadto
wzrasta ze wzrostem koncentracji fazy stalej. Dodatkowo. w obecnosci pola magne-
tycznego obserwuje sie pozorng zmiane gestosé cieczy.

Trwalos¢ cieczy magnetycznej wystawionej na dzialanie czynnikéw atmosferycz-
nych zalezy w znacznym stopniu od zdolnosci parowania cieczy nosnej. ktdra powinna
by¢ jak najmniejsza. Ponadto lotnos¢ cieczy maleje ze wzrostem jej lepkosei.

W tabeli | przedstawiono przykladowe wlasnosci eksploatacyjne dostepnyeh cie-
czy magnetycznych.

Tabela 1. Wlasciwoscei fizyczne wybranych cieczy magnetveznych

Nasycenie Gestose Lepkose! Femperatura | Temperatura

Ciecz nosna magnetyczne . topnicnia® wrzenia®
[Am'} [kg/m’| {Pass] K] | K]
Weelowodory 15.90 1030 0.003 278 350
£ o 31.80 1250 0.006 281 350
) 15.90 1180 0.007 273¢ 299
Woda 31.80 1380 0.010 273¢ 299
15.90 1150 0.014 217 422
Estry 31.80 1300 0.030 211 422
47.70 1400 0.035 211 422
Fluorowodory 7.96 2030 2.3 239 436
Diestry 15.90 1183 0.075 236 422

a — mierzona bez pola magnetveznego
b —lepkos¢ 100 Pas

¢ — cisnienie ponizej 133 Pa

¢ — temperatura krzepniecia

Jednym z niezwykle istotnych parametrow. charakteryzujacym wilasciwosci ma-
gnetyczne materialow jest temperatura Curie. powyzej ktorej materiaty magnetyczne
traca swoje wiasciwosci magnetyczne. W przypadku materialow magnetveznych ciat
statych temperatura Curie jest zawsze znacznie mniejsza od temperatury wrzenia.
W cieczach magnetycznych wyvnosi ona od 635 do 200°C.

3. PRZYGOTOWANIE I BADANIA WLASNE] CIECZY
MAGNETYCZNE]

Ze wzgledu na sposob uzyskiwania czastek rozroznia si¢ trzy podstawowe metody
przygotowania cieczy magnetveznych. Pierwsza z metod. zaproponowana przez Papetla.
polega na mokrym zmieleniu mikrometrveznyveh ziaren magnetyveznych do rozmiarow
nanometréw. Druga. najbardziej uniwersalna bazuje na reakcjach stracania tlenkow meta-
li. Z kolei trzecia. a zarazem najnowsza wykorzystuje bakierie termotilne. Ktore w proce-
sie oddychania wytwarzaja nanometrveznych rozmiardw tlenki zelazowe.
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gdzie H, jest wartoscia natezenia pola magnetycznego, przy ktorym funkcja f(&) osiaga
wartos¢ maksymalna.

Znajac efektywny moment dipolowy mozna takze oszacowac $redni promien cza-
stek magnetycznych wg rownania:

(th)

edzie M, - oznacza nasycenie magnetyczne.

W dostatecznie malych polach magnetycznych podatnos¢ magnetyczna mozna
przedstawi¢ w zaleznosci od czestotliwosci, w postaci zespolonej:

AN =7 (=-ix () (12)

gdzie f jest czestotliwoscia pola magnetycznego. ¥ (f)— charakteryzuje odwracalne

procesy namagnesowania. a y (#)- charakteryzuje procesy dyssypacji energii pola ma-
gnetycznego. Czesc rzeczywisty podatnosci magnetycznej . wyznacza sie ze wWzoru:

iy L)-L)
X (./)A——-—L” )

gdzie L, jest indukcyjno$cia cewki bez cieczy magnetycznej, za$ L, indukcyjnoscia
cewki wypelionej ciecza magnetyczna. Czes¢ urojong podatnosci magnetycznej ¥
wyznacza si¢ w oparciu o rownanie:
(r)= f(f)— R,)(/:)
S ()
adzie R(f) jest opornoscia cewki z ciecza magnetyczna, natomiast Ry(f) jest opornoscia
cewki bez cieczy magnetycznej.

Znajac wvkres podatnosci magnetycznej w ustawieniu rownolegtym y, mozna
dalej wyznaczy¢ krsywy namagnesowania probki M w tunkeji zmieniajacego si¢ nate-
zenia pola magnetycznego H. korzystajac przy tym z zaleznosci. ze namagnesowanie
rowne jest calce z podatnosci magnetycznej y, -

(13)

(14)

H

M (H)Y= IZ dH (13)

0
adzie: y zgodnie z rownaniem (3.1) wynosi:

|

sinh™ &

odeE) T
(%)ZJX(JC—UZJXU"—A

73

=

ﬁ

3.2.2. Badania eksperymentalne

Pomiar whasciwosci magnetveznych cieczy zostal przeprowadzony wykorzystujac
aparature i metode opracowana w Instytucie Akustyki na Uniwersvtecie im. Adama
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Z krzywej Langevina odczytano warto$¢ natezenia pola magnetycznego dla mak-
simum funkeji f1&) =% ()% (¢) wynoszaca H, = 14 kA/m. a nastepnie zgodnie ze
wzorem (10) 1 (11). wyliczono moment efektywny czastki dipolowej, ktory w tym przy-
padku wynosi m., = 8.756-10""Y Am™. oraz s$redni promien czastek magnetycznych,
ktory wynosi: r = 7.7 nm.

4. WNIOSKI KONCOWE

Ciecze magnetyczne naleza do klasy materialow o unikalnych wilasciwosciach.
Opanowanie technologii wytwarzania i wykorzystanie sterowalnych wlasciwosci cieczy
pozwala na rozwiazanie za ich pomoca wielu probleméw technicznych. W pracy przed-
stawiono jeden z mniej zlozonych sposobow uzyskania takiej substancji i wyniki jej
badan magnetvcznych. W najblizszej przysztosci planuje si¢ poszerzenie badan nad
wiasciwosciami otrzymanej cieczy w zewnetrznym polu magnetycznym z wykorzysta-
niem pomiarow ultradzwigkowych. Ponadto podejmuje si¢ proby wyznaczenia wiasci-
wosci ferro-cieczy wypetniajacych magnetycznie migkki osrodek porowaty.
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PROPERTIES AND PREPARATION OF FERROFLUIDS

Summary

Ferrofluids are stable colloidal suspensions of magnetic particles in carrier liquids.

The fluids are superparamagnetic having specific magnetic and mechanical properties in
the presence of magnetic field. In this paper one of the technique of preparation of the
ferrofluids based on chemical synthesis is described. Then, magnetic measurements for
the obtained magnetic fluid clearly show that it is material owing magnetic properties.

Keywords: magnetic fluids, paramagnetic. magnetization. Langevin curve
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POMIAR PREDKOSCI FAZOWEJ FAL ULTRADZWIEKOWYCH
W NASYCONYM MATERIALE POROWATYM.
METODA WIDMA AMPLITUDOWEGO

Jan Kochanski ', Jozef Kubik”
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“ Instytut Mechaniki Srodowiska i Informatyki Stosowanej
AKademia Bydgoska im. Kazimierza Wiclkiego
ul. Chodkiewicza 30. 85-064 Bydgoszez

W pracy przedstawiono metode wyznaczania predkosci tuzowej fal ultra-
dzwickowych w oparciu o przebieg widm amplitudowych sygnalow odbitych od
badancj probki. Mctode zilustrowano przyktadami wyznaczajac predkosé fazowa
dla dwoch rodzajow materialdw: aluminium 1 spicku granulatu szklanego.

Stowa kluczowe: predkose tazowa. widmo amplitudowe. liczba falowa

1. WPROWADZENIE

Nieniszczace. ultradZzwickowe metody badan materiatow sa znane i stosowane
w wielu réznych dziedzinach nauki i techniki. Podstawa do wnioskowania o badanych
materialach (wadach w nich wystepujacych. wlasnosciach sprezystych, strukturze we-
wnetrznej) jest pomiar parametrow fal ultradzwi¢ckowych propagujacych sie w badanym
materiale. tj. tlumienia i predkosci tvch fal. oraz wyvznaczenie ich widm: amplitudowego
i fazowego. Wyzej wyvmienione parametry fal oraz ich przebieg w funkcji czestotliwosci
sa jednoznacznie okreslone przez zespolona liczbe talowa oraz jej przebieg w funkcji
czestotliwosei. Znane s3 metody ekspervmentalne [1.2.5], wvznaczania tych parame-
trow. bazujace na transformacji Fouriera fal przechodzacvch przez badany osrodek.
Znajomos¢ transtformat Fourlera svgnalow na wejsciu i wyjsciu badanego osrodka
(rvs. 1). a w szczegolnosci ich ilorazu. stwarza teoretycznie mozliwosé wyznaczenia
ww. parametrow fal. Aby zapewnic¢ dobre sprzezenie gtowic ultradzwigkowych (GN —
— glowica nadawcza. GO - glowica odbiorcza) z badana prébka pomiar realizowany jest
w zanurzeniu (rys. D). Jesli oznaczyc transformaty Fouriera impulsdw f(t) oraz f+«(t)
odpowiednio przez I (w) oraz 3 »(w). to parametry fal w funkcji czestotliwosci mozna
przedstawic¢ w postaci nastepujacvch zaleznosci [1.2]:

20 ‘ ”sl(a))l

alw) = _T/ug

(n
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szczegolnie wazne (probka probee nieréwna). Kolejna wazna zaleta zaprezentowanej
metody jest to, ze przy jej uzyciu mozna mierzy¢ predkosé w probkach bardzo cienkich.
co jest szczegdlnie wazne w pomiarach materialdow o duzym tlumieniu. jakimi sg np.
materialy porowate. Do wad natomiast nalezy zaliczy¢ trudno$é wykonania prébki
przejawiajaca sig w koniecznosci zachowania rownoleglosci plaszczyzn (frontowe]
i tylnej). od ktérych odbijaja sie impulsy wewnatrz probki.
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DETERMINATION OF PHASE VELOCITY OF ULTRASONIC
WAVES IN SATURATED POROUS MATERIAL.
AMPLITUDE SPECTRUM METOD

Summary

The paper presents a combined experimental and analytical amplitude spectrum
method for the measurement of phase velocity of longitudinal ultrasonic waves propa-
gating between the boundaries of the tested sample.

Keywords: phase velocity. amplitude spectrum. wave number
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METODA ROZWIAZANIA CIENKICH PLYT ANIZOTROPOWYCH

Jarostaw Piotr Lewandowski. Mykhaylo Delyavskyy
Katedra Mechaniki Konstrukeji
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ul. Prof. S. Kaliskiego 7. 85-796 Bydgoszcz

W referacic opracowano podejscie do rozwiazania plyt cienkich anizo-
tropowych. W ramach danego podejscia okreslono stan naprezen i przemieszezen
w cienkigj plycie prostokatne] obciazonej poprzecznie. utwierdzonej na dwdéch
przeciwleghch krawedziach. Dwic pozostate krawedzie sa nicobeiazone.

Stowa kluczowe: kompozat. matryea. phyta cienka anizotropowa. szereg Fouriera.
funkcje ksztaltu

1. WSTEP

Czesto stosowane nowoczesne materiaty konstrukcyjne sa strukturalnie niejedno-
rodne. Przyktadem takich materialdw sa kompozyty. tj. materialy zbudowane z dwoch
lub wiecej roznorodnych skladnikow wzajemnie nierozpuszczalnych, z ktorych jeden
odgrvwa role spoiwa. Kompozyt charakteryzuje sie wlasciwosciami, ktorych nie miaty
budujace go skladniki. W budowie kompozytu mozna wydzieli¢ 2 fazy [1.2.3]:

— faza | — rozproszona (zbrojenie kompozytu),
— faza Il — ciagla (matryca). pelni role spoiwa dla tazy rozproszonej oraz stanowi dla
niej warstwe ochronna.

W mechanice materialow kompozytowych rozréznia sig trzy poziomy modelowa-
nia materiatu:

— mikropoziom — fazy 1 i [l rozpatruje si¢ oddzielnie,

— minipoziom - kompozyt rozpatruje sie jako materiat zlozony z jednorodnych warstw
anizotropowych,

— makropoziom — kompozyt traktujemy jako material jednorodny i anizotropowy.

Jezeli faza 1 jest objetosciowo znacznie wigksza w porownaniu z faza Il to taki
material z duza dokladno$cia mozemy bada¢ na poziomie makroskopowym (gdzie
obowiazujacym jest model continuum materiatowego) i traktowad ten materiat jako
jednorodny i anizotropowy. W praktvce wiaze si¢ to z wprowadzeniem odpowiednich
moduldw zastepczych [ 1.3-3].
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2. ROZWIAZANIE PLYTY CIENKIEJ ANIZOTROPOWE]J

Podstawowe rdwnanie teorii zginania cienkich plyt anizotropowych ma postac
[6,7]:
otw St ot e oM (1)

Dy =—+4D,, +2(Dyy + 2Dy ) 4Dy ——— + Dy =g p
& Cxy 0y Oxoxg ox, O éxy

gdzie:
D, — sztywnosci piyty,
w —ugiecie plyty,
g — obciazenie poprzeczne przylozone do powierzchni gornej piyty,
p — obciazenie poprzeczne przytozone do powierzchni doinej plyty.

Uklad wspolrzednych x;0x, wybrano w geometrvcznym srodku pyvty. Majac ugie-
cie ptyty w mozemy wyznaczy¢ kinematyczne i statyczne charaktervstyki stanu napre-
zen w plycie:

- katy obrotéw normalnej do powierzchni srodkowej

oW
¢ =—.1= 1.2 (2
' CX;
— momenty
S A2 2
c W oW oW
/ = 2
My =~ Dy —=+ Dpp——=+2Djg ——
CXy x5 CX] (X,
~ ) B -
C™w w OTw
/‘/[32 = - Dl:’_ D'm +2D2(’
f\l“ ( \j ¥y Cxy
_ . ) L
e™w ot CTw R
A/II’) - Dl() +D‘\(, +2D()()4 (.))
r'\l rxxz X Ox,
— uogdlnione sity tnace
OM |5
= Q) +—E
(.\2
CM
Iy = On + 12 (4
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gdzie:

&
[

3. ROZWIAZANIE ROWNANIA PODSTAWOWEGO

Rozwiazanie rownania (1) podajemy w postaci sumy w = w,+w. catki ogoélnej w,
jednorodnego rownania:

-, 4 ~4 o o

« o aow [GY C
Dy +4/>|(, 5+ 2ADy> + 2D ) + 4D — + Doy —
“I CX]CXH CX[CX

(Y
~
I
“

(™
w
2

i catki szczegdlnej w- niejednorodnego rownania (1).
Dla okreslenia calki szczegdlnej rozkladamy obcigzenie zewngtrzne w cztery
podwojne szeregi Fouriera:

( Z Z[um,, cosd ]vl u)sb[ ]v +b,, cos OU\‘ cmS{ | 5+

m=1ln=|

sindl ]\‘I coséi ]\‘ +d,, sind! ]\] wm)[ ] (6)

/IIII m- mn m

Korzystajac z powyzszego wybleramy rozwigzanie szczegdlne rownania (1)
w postaci podobnej:
- sl cossl2] My sinsl2]
=y Z[A,”,, cosdy,lx; cos 0 xy + B, cosdy,lx; sin 8[7 Xa +

m=[n=1

.
. > . 2 2
+C s/nO[ ]\, cos o[ e Ys + D, .s'mow X smo,[,‘l.\‘zJ (7)
Podstawiajac wyrazenia (6).(7) do (1) i pordwnujac wyrazenia przy jednakowych
harmonikach otrzymujemy uklad czterech réwnan algebraicznyvch wzgledem niezna-
n}/C}1 paralnetro"v ‘4/!I/I7 B/HH' (VNHI' DHIII'

Przedstawiamy calke ogoina jednorodnego réwnania (5) w postaci [8]:

W= i [/i{-]”]l)(.\‘[ Jcos 5@,—]}_\-3 + A/iﬁ})(.\‘z)cosé[},].\‘] +

m=l

f‘[l/]:: {x, )sin o[ ]\: *jl[i,]l)(,\"z)sii76‘[3,] .\‘J (8)
2on) |
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gdzie:
Af'l[){,]") - nieznane funkcje.
1 QCm-Dhn .
SE{J === 1,2
2u;
2a;  —dlugos¢ phyty na kierunku x,.

Woweczas otrzymujemy [9]:

wlx. v, )=

m

u MS

3
Z_:[ Il (m) ( )C()é 8!)11’\7 + R[I’(/u)”//[(/]u ( )””6[ ] Xy +

+RE

7l /(m r{m

)m) 2] (\7 )cos«S[ ]\1 + R,[vl(,,,)”/[:])(xj )siné!,l,J X+ w,k(x,,xz )} (9)

gdzie:
R][,{,%/’i) — nieznane parametry. ktore okreslamy z warunkow brzegowych.

W/,[-(/”]I) — funkcje ksztaltu ugigcia plyty.

Podobnie, korzystajac ze wzordw (2), (3). (4) otrzymujemy wyrazenia na katy
obrotow, momenty i uogdlinione sily tnace:

~ » 8
P = {l = Z Z [R/[]l](/n )L}/['](!n)(xl )COS 8&3’](\,: )+ R/[':Z](/u )( '}1‘]’” }(\I )”’70{'11( )+
/[1(]m & /[ ,IN (\f3 )Sin ng] (x, } R/[,ZD](I” )l,f,{,f/]”)(xz )cus dlf,l(xl ﬂ +ip*

o ER o
¢, = il = ZZ [Rlll]l/u)l [/}n ( )””O[ ](\’ ) + R{l*](m)l '/[111111}( )L'{)Sd{;](.\‘: )+

+ R/[?(]/u)l /[(H]H(\”)L[)S O” ) R/[‘ZZ}(/N)IV/{(://]/!(\ )\/I?O[ (\Iﬂ ;(D:* (IO)

m

gdzie:
L OwE . oW
Py =P =
X, X~
L"H}M - funkcje ksztattu kata obrotu o, . =12
pll oo funkcje ksztaftu kata obrotu o- . j=1.2

(i)
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VIII - ZZ {R/Hm)[ ’; (m) Y-I)CU“s SEN](\’) \/[]]\ ( )SIH&[”]( )]+
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+R[I‘](/n)[\ [I’(u: \,)81176[ ]( )'L X M/z)('\")c{)S O[Wl( )] +

m

+RH [\l[f(]j”)(.\'»)wsSH( ) \/” )(\7)s1n8w( )] +
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w R TYEE (v )sinslle )« X BE (v )eossll(x W

gdzie:
My = DH Ty Dy» < ‘ty +2Dy <
f\l cxsy ad ’\2
‘\"[‘dm) — funkcje ksztaltu momentu zginajacego M,;, j=1.2.
My = ZZ (R/Hm ['/l](j” (\I)cosSL,]( ) )+ YI[;);”)( )31176[,,}(% )]+
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edzie:
" -~

'
+ Ds

‘LIIZ - Dl()

N ~ 2
c.\‘] X3

J.P. Lewandowski, M. Delyavskyy

~
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’ () [ /Igm vl sin b[ ] + s )] iR,[-IJ](,,,)[Y,-[;](\,,,)(xI ).s'inBL:,](i s )]+

r=1 r=3

0 R a S ) 0
1 {m) [) 2}y \l CUSb (’ ]+ZR,](/”) /1(/”)( )U)Som ( )]+

+ZR/|(]W ,[”]m (+(h)51}78[] ‘c| ]+ZR ,”)[Y[:(W)(wLuq)smo,[,,‘( )]+

r=3

4

+ZR,[_23](,”)[) [7(]/”)(+ - )u)sb“( ):I}*FA?:Z* ey, =0 (17)
r=1
VJZ \',::uw:l;l_‘ Vo=, +l~'33 (1Y) =0 (18)
; SRl ok H
Vil aoear=2. {Z R,-](,,,)[Q,q((,,,)(xl Jeos 8j, (& )]*
m=1{r=3
8
+ZR/|(/H)[Q/1(/H) \1)51no ]+ZR'](”7) gﬂ(”) \I)smo[ ](+ dn )]+

+S_‘ R[l]m ~/I‘](n )( )COS O[ }(+ ¢ )] ZRr[I(]m) Q/[T(]nl)(+ d: )U“ OU( )]

=

- L
TZR ,,,)Q,l”]”,)( “z 5”70 ] ZR’(W)~/ (/1) )5“70!;7](-\‘1)]+
r=|

=0 (19)

+ V R[ I 1ok k (£ )(‘()S'd!;,](.\‘l )]} S

S2Am =20
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Vs vl::L,_—iJZR ) H'”m)( )cosS( )(+ a:)]+
m=l /:l
+ Z R/[Il]m L /[ll](m (vl )SH’IE)[ ](+ 4y )]+Z R/[]J(m [Qr[ ]\m)(\" )SIHSLI](_F ay )]+
+ Z R r2(m) [Ql[]’(/u (\I )COSSI[' ](+ ay )]+Z Rllglu [~I[I]:u ( )(’0S 8/[]']]( )]+
r=i
8 4
« 3 ROl e sl 32 /8 [O8), e ansimaln ]+
p=3 r=l
‘; j -
Z E (m) [Q[’(m) +":)C’035!)1}(-\’1 )]}+ For#liaeeun=0 (20)
w v =R =W Yy =ty +¥T) Y, =Ea =0 (21)
8
ﬁ( Nk T Z:|{22IRI[II](1M WI[(I/]H)(+ Cl, (’()SO[ ]‘ﬁ +Z[R/[i]m 1' ) (’096[1](+‘ll )+
REL B vsindlli ) [ o) = (22
1\|A'u‘ = Z]{ R[IJ(/”)”/[I]”)(‘F al Sli?b!"]\—\ +Z [R[ ]11)”//[(71}1( COSS[I](+LII ) +
+R,[ ](m I [/},‘)( Xa )\mo[ ](+ q )]Hi’* — } = (23)
Oy = 0] ey #, 2, =0 )
- gl e o ]
Y=y Zl; 2 R/I m /(m) + “I cos ()’” h 2 /l(m) I3 m) Y’ )Sm 0”7 (+ al)
m=11r=1 c=3
+ Rl eossll(z o )]} =0 (25)
P ] 8 [j
Z i Z R»—Z m) / (m + al sin ()'”
=1 1r=1

3 [
Z[ rl(nz -(m) (Y))Sln ‘)m](+ ”l)+
=1

RI 2 )L m)( )COS él[lll](i_ dy )] } =0

(26)
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Rozwiazujac otrzymany uktad rownan uzyskamy nieznane parametry R,[,{,](m),

zatem na podstawie wezesniej podanych wzorow okreslamy przemieszczenia, momenty
i sity tnace w ptycie. Natomiast wartosci naprezen srednich (w materiale okreslonym
modutami zastepczymi) mozemy obliczy¢ ze wzorow:

12M 61, ("
G =y o ~=—“{7——x;], ap =12 (27)

h AR AR
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THE METHOD OF SOLUTION OF THIN ANISOTROPIC PLATES

Summary

The approach to solving the thin anisotropic plate has been suggested. In the frame
of this approach the state of the displacements and stresses in the thin rectangular trans-
versally loaded plate perfectly clamped at the two opposite edges is determined. There
is suggested the other two edges are unloaded.

Keywords: composite, matrix. thin anisotropic plate. Fourier's series. function of form
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WPLYW SEKWENCJI PROGRAMU OBCIAZENIA NA PRZEBIEG
PROCESU STABILIZACJI STALT 45

Stanislaw Mrozinski

Katedra Podstaw Konstrukeji Maszyn
Wi dzial Mechaniczny A TR
ul. Prof. 8. Kaliskicgo 7. 85-796 Bydgoszez

W pracy samicszeszono wyniki oraz analize niskocyvklowych badan zmecze-
niowych stali 43 w swarunkach obceigzen programowany ch blokowych o roznej se-
kwengji poziomaw. Podezas badan stosowano cztery typy programow: stopniowo
narastajace. stopniowo malejace. stopniowo rosndee a nastgpnic malejace oraz
obcigzenia o nicregularny m nastgpstwie poziomow. Wyniki badan analizowano
w aspekeie wply wa postaci programu obeigzenia na przebicg procesu stabilizacji.
Analize procesu stabilizacii prowadzono porownujac amplitude naprezenia dla
wybranyeh stopni programu w Kolejnyceh blokach. Analiza poréwnawcza tego pa-
rametru uwidocsnila podobienstwo przebicgu procesu stabilizacji podezas obeia-
sen programowany ch orazs staloamplitidowy ch.

Slowa kluczowe:  obcigzenia programowane. trwalos¢ zmgezeniowa. wlasnosci
cyvhlicszne

1. WPROWADZENIE

Jednym z podstawowyvch zalozen metody obliczen trwalosci zmeczeniowej opartej
na analizie lokalnych odksztalcen i naprezen jest niezmiennos¢ parametréow petli histe-
rezy podczas cyklicznego obcigzenia. W pierwszych pracach prowadzonych w zespole
prof. S. Kocandy [2.3.4] na podstawie badan zmeczeniowych materialtéw metalowych
wskazano na zmiany parametrow petli histerezy podczas obciazen staloamplitudowych
i zwiazane z tym trudnosci jednoznacznego okreslenia okresu stabilizacji wlasnosci
cyklicznych.

W pracach prowadzonvch przez prof. J. Szale i wspolpracownikow [6.13.14] na
podstawie badan stali 45 w warunkach wystepowania przeciazen wykazano. ze po kaz-
dej zmianie poziomu obciazenia wystgpowalo zjawisko umocnienia materialu. Porow-
nanie petli histerezy przed i po zmianie poziomu obciazenia wskazywalo na zmiany
wlasnosct cyvklicznych materiatu. a przede wszystkim utrate stanu stabilizacji uzyskanej
na poprzednim poziomie obciazenia. Zmiany swlasnosci materialu oceniano podczas
obciazenia osiowego i zginania.

Stosowane podczas wezesniej omowionych badan przebiegi obciazenia dotyczyly
prostych. dwustopniowych programéw obciazenia. W przypadku realizacji obciazenia
cksploatacyjnego mamy najezescie) do czynienia z losowym nastepstwem wartosci
amplitud cvkhi obciazenia. wartosci srednich oraz czestotliwosci. W pracy badawcze]



























206 Stanistaw Mrozinski

5. Podobienstwo ilosciowe oraz jakosciowe przebiegu procesu stabilizacji podczas ob-
cigzenia programowanego i staloamoplitudowego pozwala sformulowac teze o mozli-
wosci przewidywania chwilowych wlasnosci cyklicznych materialu elementu kon-
strukcyjnego podczas obciazen eksploatacyjnych na podstawie danych uzyskanych
z badan normatywnych (proby staloamplitudowe zgodne np. z ASTM i PN).

6. Wykorzystany podczas opisanych badan material (stal 45) podczas obcigzenia
zmiennego charakteryzuje niewielki zakres zmian wlasnosci cvklicznych. W celu
stormutowania wnioskéw o charakterze ogélnym niezbgdne sa badania weryfika-
cyjne przy wykorzystaniu materialow o zréznicowanych wlasnosciach cyklicznych
oraz innych opisdéw procesu zmeczenia. takich jak opis odksztalceniowy czy opis
energetyczny.
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INFLUENCE OF LOADING PROGRAM SEQUENCE
ON THE COURSE OF THE 45 STEEL STABILIZATION PROCESS

Summary

Results and low-cycle fatigue tests analysis of 45 steel in conditions of block pro-
grammed loading with a different sequence of levels were presented in the paper. Dur-
ing tests four types ot programs were applied: gradually increasing. gradually decreas-
ing. gradually increasing and decreasing, and irregular. The sequence of levels in the
block loading program was the parameter, which diversified the applied programs. The
results of tests were analysed in the aspect of influence of loading program character on
the course of the stabilization process. The analysis of the stabilization process was
performed by comparing the stress loading amplitude for the chosen levels of the pro-
gram in the following blocks. The comparative analysis showed similarity of the stabi-
lization processes both under the programmed and the constant — amplitude loading.

Keywords: low-cyvcle properties. fatigue life. programmed loading
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METODA ROZWIAZYWANIA PLYTY CIAGLEJ
WZMOCNIONEJ KRATOWNICAMI

Jacek Nitka. Dariusz Buchaniec, Mykhaylo Delyavskyy

Katedra Mechaniki Konstrukeji
Wi dzial Budownictwa i Inzy nierii Srodowiska ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7. 85-796 Bydgoszers

W pracy rozpatruje si¢ phite ciagla izotropowa polaczong w sposob ciagly
7 hratownicami. Dla rozwigzania takicgo ukladu dokonano rozdzialu na phyte i kra-
townice. a ich wspoldziakunice zastapiono przesz nicznane obcigzenie poprzecsne.
ktore wyznacsza sie 2 warinkow zgodnosci ugieeia hrawedzi phyty i kratownicy.

Stowa Kuczowe: plsta. kratownica. szereg Fouriera. izotropiu

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazamy cienka ptyte ciagla swobodnie podparta na krawedziach podhuznych
potaczona na krawedziach poprzecznych w sposob ciagly z kratownicami statycznie
wyznaczalnymi ¢rys. 1). Zakladamy. ze kratownica jest nieobciazona. a takze pomijamy
jej ciezar wlasny. Rozpatrywany uktad mozemy traktowac jako uproszczony schemat
statyczny konstrukeji mostowe). Dla rozwiazania takiego ukladu dokonujemy rozdzialu
na plyte i kratownice, a ich wspéldzialanie zastapimy przez nieznane obciazenie po-
przeczne rozlozone w sposob ciaghy [1]. Przyjeto, ze wezly pasa dolnego kratownicy
rozmieszczone sa dostatecznie gesto. To prowadzi do mozliwosci uproszezenia polega-
Jacego na zaniedbywaniu sil poprzecznych i momentéw zginajacych w tvin pasie. Kaz-
dv element rozpatrujemy oddzielnie (rys. 2. 3). Plyvte rozwiazujemy metoda podana
w pracach [1.2}. natomiast kratownicg za pomocg tunkcji wplywu. Celem pracy jest
opracovanie metody wyznaczenia przemieszczen i sit wewnetrznyvch przekrojowych
w plycie oraz sit normainyvch w pretach kratownicy wvwotanych obciazeniem ze-
whetrznym przylozonvm do powierzchni gérnej plyty.
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poniewaz kazda dowolng funkcje mozna zawsze rozlozy¢ w szereg Fouriera. Tu-
taj: 4;. B; (i=1.2...K') — sa to nieznane parametry. ktore wybieramy tak. aby byvh
spetnione warunki ciaglosci katdw obrotu na wspdinej krawedzi dwoch phvt [2.3].

Plyta jest poddana dziataniu obciazenia zewngtrznego (x).x>) na powierzchni
gornej, nieznanych momentow zginajacvch na krawedziach podiuznych. a takze obcia-

. * . . . - . .
zenia 7> (xl ) na krawedziach poprzecznych. Abyv rozwiagzac takie zagadnienie trzeba

rozwiaza¢ rownanie podstawowe k-tego przgsla plyvty i spelni¢ warunki brzegowe.
Korzystamy z podstawowego réwnania teorii plyt cienkich izotropowych opisuja-
cego niewiadomg funkcje ugigcia w :

-2 A
ot Swo ot q
+2 + =—. )
A4 ~2~2 -4 P
Xy (X (X Xy

ER
12(1—1/2)

Majac wyrazenie na ugiecie wyznaczamy przemieszczenia poziome. momenty
i sily poprzeczne w ptycie cienkiej izotropowej:

gdzie: D= oznacza sztywnosc plyty na zginanie.

ow O .
U =-X3 — .Uy =—X3 . (3)
X} CXn
2 - [ -2 2
W C7u CTwo O
Myy=-D S M5y =-D R
xy oy LY N
2 1
aat!
‘\/llf,:—D(lfx') H
(\] (‘.\: ‘
A [ a2 32 - («2 ) 1}
- W (ST ( W (G ~
Q]:—D« ,3+~3 G =-D S S B (3)
oY axp oxy | Xy (’.\'1‘ x5 |
oraz uogélnione sity Kirchhoffa:
Ml M
=g ey s, 2 6)
(X - - o

Rozwiazanie rownania (2) sklada si¢ z sumy rozwiazan: ogdlneco wy, i szczegdl-

nego vy, :

W=y W (7)
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\]
W

W celu okreslenia calki szczegolnej. obcigzenie zewnetrzne g(x|.x, )W ogélnym
przypadku rozktadamy w cztery podwaojne szeregi Fouriera:

glxp.x2) = Z Z {u,m, cos (0‘,[,,[],\', )cos (()‘,[]2].\‘2 )+ by €OS (o’,[,,l]x] )sm (()m X5 )+

m=tn=|
+Cp 5m(<),[”] x| )cos(t)‘,[l I )f dpn >in(()',[,:]x, )sin (5,[,2].\‘3 ﬂ (8)

W sposob podobny podajemy rozwiazanie szczegolne:

Z Z[ . LOS( ,,,] Y| )cos(dl[lz].v2 )+~ B, cos(c),[”] )sm (o[ ]rﬁ )+

m=1n=1
+C 0 SN (()[ I )LOS( )‘,[]2].\~: ) +D,,, sin (a‘,[,:]xl )sin (0‘,[72].\'3 )} : (9)

Podstawiamy wyrazenia (8). (9) do rownania (2). Przyréwnujac wyrazenia przy
Jednakowych harmonikach uzy SI\LUem_\ uktad liniowych réwnan algebraicznych wzgle-

dem nieznanych parametrow Ay, By Cag - Doy -

Rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego:

Ty i e
0 49 0, 0

=0, (10)

( Ayl (".\‘l (“.\'1 X
wybieramy w postaci [+]:

e Zl:/ (¥ )“O5>\‘)[ ]\2 }f/il/\l,] (X1 )Sin(;//[\z]x

A=l

/12 e ysin AT M : (h

\

adzie: /[ ] Xj)sato nieznane funkcje. Podstawiamy wyrazenie (11) do rownania (10).

Po rozdzmlcmu zmienny ch uzyskujemy cztery réwnania roézniczkowe zwyczajne:

A =2 T o A T 2o 2)
AT 2 T BT ) B 05
LR RV LRI Doy G P (1)
A Gy BT e AR ) T (5)
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Rozwiazanie tych rownan ma posta¢:

7 )= R (o /R o) BT (o)A ).

3420 VTR i

A ()= R[:]F[(’] (o) R ALy kLA (/B2 By,

TR TIR) 2k U k) - 3k 2(k) s 1(+)

A ()= R?,}LPH]“ ()« ALl '_a‘i_xp[zl(]k) (x))+ Rg‘}q;[:'(]k) (x)+ RL) :[_:PEI]A) ().

A ()= Rgi]wﬂ) (xa)+ R L‘[—;\ 23(1) (s )+ REI L) NESE Rl %WE(E) (x)
gdzie: i ]
0 c/1((5/[2]x| j 0 311((5/[2],\‘1 j
Fl(/()("): B Fz(k)(‘l): 2]
exp(dk' q ) exp(dk" dj ]
B ch(()‘/[[]x:} ] 311(()F]\3 j
F](/‘)(\Z): 1] Fg(/{)('\‘l)u [l
exp[dk mj exp[o'/‘ u:)
0] ch(;/gzlxl ) ] sh(;//[‘ ]\, )
l{Jl(/\')(‘l): [ 2] : L‘U:(/\)(\l) ]
expl y ulJ exp[;//" dy j
B c/1!/\7/[‘l],\2) B 511(1*,//{1],\3\
LP](A (“VZ): 11 1(/\)(\3)_ /1]
e\p( Ve ‘ e\p[ 7k th
\ \
Okreslamy wzor na ugiecie piyvty [3]:
W= T Z! R}M tL“f]A) X2 )+ R[ ]u“ (7.5 )} W, (16)

u]Al

Funkcje IV“[{/])noszq nazwe funkcji ksztattu ugigcia.



8]
o

Metoda rozwiazywania plyty cigglej ...

Wyznaczamy wzory na przemieszcezenia poziome:

[1, {1 P E) RPN I

ZZ[ R Uiy (voxa )+ RZU G (a0 ) [+ —. (17)

u=1k=l (,.\l

Z Z R A (18
u/\ 1/(/\) \l \7)+ 1/1/\ (\l"\l) ~ )

u=lh=1 X

momenty zginajgce:

’U” ZZI: 1//\ I[II(]/\ \‘I 2 )+Rl[//\] Xz[/(}\) (Y]'xz )}D{(‘:tk +V€_:_;*}“ (19)

u=lk=l

u=1A=l1

8 (’)2 Y ('5: 1%
Vs :ZZ( RN (4 )+ A2 hil )]—D{ —t A“Z } (20)

momenty skrecajace:

¢

33 2], [2]
AUIZ = ZL l/(/\ \]..\‘w)+R”A Zl/(/\ (\‘l.,\‘z)}—D(I—V) .

u=1lk=l

sily tnace:

A 51 [n N 82 W f': W
0 -y S/ n>+R,[,z]'f,§rE>(-\«-\':)]—D!—[ T 2
h=1" ‘

= 4

8 A
0 ZZ[‘ ul/\](J“(A) \].,\'w)+R[] ”'”(\"l..\"v _l—D

- ~2 ~2
[ C Wk ' Wk -
| 2] DD | 23)
1=t k= Rl o gy

oraz uogoiniona site thaca wedtug Kirchhoffa:

8 A r ~ ( ~7 .\‘
l ( VW
21‘ Rl/] 1[/(]/\)(\1 h +R[ ]AIE(/]\)(\.]"YZ)}_D—l _(,)_‘) }
u=lk=1" f\l\f\l ‘V’/
8 K - Sl
. | o o 2] 2 W
12 = Z Z] Rz[//\][‘[u}/\)(‘\l“\: )+R([4/\‘ LEN]/\)(\] 2 ):I D v ! ‘\__ T("A‘ ) (\.— (24)
[ ( R (,I AN

3. ROZWIAZANIE KRATOWNICY

Aby okrerlic przemieszezenie dowolnych punktow dolnego pasma kratownicy pod

nieznanym obciaZeniem 7T (xy) (rvs. 2} korzystamy z funkcji wptywu sit normalnych
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w pretach kratownicy [6]. Funkcje te uzyskujemy rozwiazujac kratownice od obciaze-
nia jednostkowego P =1 przylozonego do pasa dolnego na odleglosci x od lewej pod-
pory. Przykladowo podajemy funkcje wpltywu sit normalnych dla niektorveh pretow

kratownicy:
— _\[/72—#/72 X —_ iy v
N - :ﬂ———_'(l%-l); Vo3 :——‘D.-_:_ }+_\_l.j
2 kU ) 2hl )
- AR =LY ) = o ) —
/\/1#3 :_E.___(I_Z)_(lfl} ‘\'172 :E_] l+i . ’\13_3 =0. (:5)
2 h \ /1 y 2 h /]

Obciazenia podajemy w postaci szeregu trygonometrycznego z nieznanvmi wspot-
czynnikami:

%(v,)_ZR Cosi})[] X -4 } Z? 51n[ \1~al)} (26)

=1
Wspotezy nniki szeregu okreslamy z warunkow zgodnosci ugieé plyty i kratownicy
. . . . . . .. . ~ K .
na ich wspolnej krawedzi. Sitv w kratownicy od obciazenia 75 (x}) otrzymujemy z na-
stepujacej zaleznosci:

v
Z J. 7’7 \I )(L\'l . (27)
i=1¢

Ugiecie dolnego pasa kratownicy na odleglosci 2 od lewej krawedzi okreslamy za
pomoca wzoru Maxwella-Mohra:
\ V z
5y Vip 5
A= Y (28)
=1
gdzie V,(Z) sita w i-tym precie wywolana obciazeniem jednostkowym przytozonym
w punkcie Z dolnego pasma kratownicy. Przyrownujac ugiecia krawedzi phty
w{x) =Z,a5 ) do ugiecia kratownicy w tych samych punhtach (28). otrzymujemy uklad
réwnan liniowych algebraicznych na nieznane wspolczynniki &;.S;. Zauwazmy. ze
pod obciazeniem 75 (x))w dolnym pasmie kratownicy oprocz »it normalnych powstana

momenty zginajace, ktore tez beda mialy wptyw na przemieszezenia poziome. W danej
pracy ten wplvw nie uwzgledniamy. co na ogol nie zmienia istoty opracowanej metody.
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4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Obliczenia wykonano dla plyty jednoprzeslowej pod obcigzeniem stalym q =
= 10 KN/m". Przyjeto dane dla plvty:
E, =27000 MPa — modul Younga. v = 0.3 — wspotczynnik Poissona.
h =03 m- grubos¢ plyty. a,= 10 m. a; =3 m -~ wymiary plyty.
dla kratownicy:
Ey =203000 MPa. A =20 ¢m” - pole przekroju poprzecznego pretow.
Do rozwiazania wybrano dziesi¢¢ punktow Kkolokacji. W tych punktach ugiecia
phty i kratownicy dokladnie pokrywaja sie. W tabeli | podane sa warto$ci ugiec plyty
i kratownicy w punktach posrednich.

Tabela 1. Wartosel ugieé pivty i kratownicy w wybranyeh punktach na krawedzi wspotpracy
phty 7 kratownica

Wispolrzedne (0:5) (1:3) (2:3) (3:3) (4:5) (3:3) (6:3)
Kratownica {em] | 190615 | 1.71553 | 1.32492 ] 1.33430 | 114369 | 0.95307 | 0.76249
Phta |em] 190615 | 1.73038 | 1.51020 | 1.33930 | L1411 [0.95460 |0.761350
Raésmica [90] 0.00 0.863 0.963 0.374 0.226 0.16 0.126
Wiapotrzedne (7:3) (8:3) (9:5)

Kratownica [em] | 0.37184 [ 0.38123 | 0.19061

Phta fem] 0.37244 10.38088 | 0.19076

Roznica [0] 0.103 0.091 0.079

Maksymalna wzgledna roznica rezultatéw (speinienia warunku wspolpracy plyty
z kratownica) wyniosla w przyblizeniu 0.963%. Ugi¢ecie w srodku plyty wynosi:
w (0:0) = 2.03737 [em]. Tabela 2 ilustruje wplyw kratownicy na ugigcie plyty w prze-
kroju srodkowym prostopadlvm do plaszezyzny kratownicy. Wiersz gorny dotyczy
phyty wzmocnionej kratownica. wiersz dolny — ptyty swobodnej.

Tabela 2. Porownanic ugiceia plyty (w przekroju srodkowym prostopadlym do plaszezyzny
kratownicy ) i hratownicy

Wspolrsedne punkin (O:5) [0S | (O | (035 | (0:3) ] (0225 | (0
) ) e
Phia - Lone | 1.889 | 18771 1.882| 1.903 ] 1932 1.964
Ugiceia [em] kratownica
Phvta 27313 | 27768 | 28.161 | 28499 | 28.786 | 29.024 | 29215
Wspotrzedne punktu (0:1.5 ! (0:1y ] 410:0.5) | (0
> .
o Plita = 1993 | 2017 | 2032 2.037
Ugiecia [em] | hratovnica
phita 20362 | 29466 | 29.527 | 29.548

Widac. ze kratownica orientacyjnie pietnascie razy zmniejsza ugiecie plyty. W taki
sposob w danej pracy opracowano nowa anality czno-numeryczna metode rozwiazywa-
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nia ukladow kratowo-plytowych. ktora pozwala z duzg dokladnoscia spelni¢ warunki
brzegowe dla roznych sposobow polaczenia plyty z kratownica.
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METHOD OF CALCULATION OF CONTINUOS
PLATE FORCED WITH TRUSSES

Summary

A continuous plate connected with trusses at longitudinal edges is considered. For
calculating of the construction it is divided in plate and two trusses. Their joint action is
modelled by means of unknown load. Unknown load is determined from agreement
conditions of displacements for plate and truss.

Keywords: plate. Fourier’s series. isotropy. truss
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kostnego. w czesci blizszej kosci udowe]. NajwvZzsze naprezenia sciskajace pojawiaja
si¢ po stronie odwodzenia. Zmiana geometrii w tej strukturze powoduje réwniez pod-
wyZszenie naprezen. Zwigkszenie warstwy cementu po stronie przywodzenia powoduje
czterokrotne zwigkszenie maksymalnych naprezen rozciagajacych i zwigkszenie naj-
wyzszych naprezen sciskajacyeh prawie 17-krotne. Zmniejszenie warstwy cementu po
stronie przywodzenia powoduje [4-krotny wzrost maksymalnych naprezen rozciagaja-
cyvch i zwiekszenie najwyzszych naprezen Sciskajacych czterokrotnie.

Z obydwu analiz modelowych nie wynika jeszcze istnienie niebezpieczenstwa
uszkodzenia cementu kostnego. Tendencja wykazanych zmian jednakowoz moglaby
sluzy¢ za podstawe ostrzezenia przed przekroczeniem dopuszczalinych wartosci wyteze-
nia materialowego. zwazywszy w szczegdlnosci na mozliwosci skrajnych efektéw mi-
mosrodowego montazu z jednej strony. jak i na zjawiska zmeczeniowe i dynamiczne
potegujace te niebezpieczenstwa.
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NUMERICAL ANALYSIS OF STRESSES IN HIP PROSTHESIS
WITH RESPECT OF INFLUENCE OF GEOMETRY
ON MATERIAL'S EFFORT

Summary

In this paper authors present ihree geometrical models of cemented artificial bone
replacements which consist ot stem with head. layer of bone cement and hip bone all
created in ABAQUS CAL 6.4 environment. Resuits of principal stresses analysis in
bone cement under static load are computed using FE method. The influence of eccen-
tricity between stem and cement’s layer are discussed.

Keywords: artificial bone replacement. hip prosthesis, bone cement, FEM
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Zaproponowano metode okreslania lokalnego stanu naprezen i przemiesz-
czen w tarczy ortotropowej ze szezelinami. Wyprowadzono wzory asvmptotyezne
rozkladu przemieszezen i naprezen w poblizu szezeliny o matym niezerowym
promicniu krzywizny konturu w wicrzchotku. Otrzymano wyrazenia uogélnio-
nych wspolezynnikow intensywnosei naprezen i odpowiednich parametrow ich
rozkladu. Przeprowadzono analizy parametryezne dla przypadku dwuosiowego
rozciagania tarczy 7 jedngy szezeling oraz z szeregiem kolinearnych szezelin.

Stowa kluezowe: tarcza wloknista. szezeliny. plaski stan naprezenia

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazmy tarcze izotropowaq uzbrojona w jednym z kierunkéw wtoknami ciagly-
mi izotropowymi. Zatézmy. ze taka tarcza zawiera szereg szczelin prostoliniowych
ulokowanych na jednej linii prostej rozmieszczonej wzdluz wiokien. Szczeling nazy-
wamy cienkie nacigcie, w ktorym promien krzywizny konturu jest maly, lecz rézny od
zera. Zagadnienie rozwiazujemy korzystajac z teorii modulow efektywnych. Pozwala
ona zastapi¢ dyskretny material wtoknokompozytowy materiatem jednorodnym ortotro-
powvin z odpowiednim defektem. Za pomoca modutéow efektywnych mozna przepro-
wadzi¢ badania na poziomie makroskopowym. Badania te moga dotyczyvé wplywu
zawartosci objetosciowe] wlokien. ich rozmieszczenia i orientacji oraz wplywu stosun-
ku stalych materiatowvch wiokien i matryey na stan naprezen i odksztalcen w tarczy
wldknistej.

W pracy stosuje si¢ moduly efektywne [1] otrzvmane w wyniku kombinacji podej-
scia Foighta oraz Rejsa. Korzystajac z zasady sumowania liniowego zakladamy. ze
szezeliny rozmieszczone sa w ortotropowej tarczy jednorodnej. Zwiazki fizyczne okre-
slone sa przez moduty efekivwne wldknokompozytu.

Rozpatrzmy tarcze ortotropowa ze szczelinami. W celu dalszych rozwazan wy-
bierzmy jedna ze szczelin. ktora nazvwaé bedziemy szczelina podstawowa. W jej srod-
ku wybieramy kartezjanski uklad wspélrzednych x,Ox» tak. zebyv 0§ Ox; przechodzita
przez wierzcholek szczeliny,
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Zagadnienie rozwiazujemy korzystajac z teorii funkcji zmiennej zespolonej.
W odréznieniu od materialu izotropowego. gdzie mamy jedna zmienna: - =x; +ix, .
dla  materialu  ortotropowego  okresla  si¢  dwie  zmienne  zespolone:
z,=x +iB,x, (j :1_2—) gdzie ; dotyczy urojonej czgsci parametrow zespolonych
drugiego rodzaju [2]. Wobec tego pole naprezen i przemieszczen w tarczy z materiatu
ortotropowego okreslone jest przez dwa potencjaly zespolone S. Lechnickiego
®1(:, ) CD:(-':) tych zmiennych [2.3]. W celu rozwiazania zagadnienia stosujemy od-
zwierciedlenie ptaszczyzn fizveznvch “Z7 na plaszczyzny matematyczne " Z ™

5, =0l,) (1

Wobec tego kontury szczelin w plaszczyznach matematycznych przyjmuja ksztatt
elipsy. W terminach funkcji odzwierciedlajacych naprgzenia i przemieszczenia okreslo-
ne sa za pomoca nastgpujacvch wzoréw:

Gas :”R{ }(“')+(D:3(E3)} Q
0(&)  04(E)
rfe 1 v
011:“7&{“ f(f‘)+klz qj,l(f‘:)]
U)I(CI) ‘”2(%2);
= 2Re @ (E))+ pa®y ()] oy =2 Refy ) (E))+ s ()] (3)
p;= “nH_; el ; tapn. g = alzuz/ +a33u'/" — Uy (4)
sformutowanych dla ptaskiego stanu naprezenia {2.3] oraz zwigzkow:
1= e Y1
o3 = ‘3RJ.“.: M} G =3R{(Df(f;) (5)
L (DF(Q‘) U)‘w(c.’»)_i

uy =2 Im| ———ee (6)

D, (&) 1
Vhiabss —bfs J

okreslonych dla écinania poprzecznego.
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[R]
(8}
(8]

2. LOKALNE POLE NAPREZEN I PRZEMIESZCZEN

W celu wyprowadzenia wzoréw opisujacych stan naprezen i przemieszczen w oko-
licy wierzcholka szczeliny (punkt =, ) przechodzimy zgodnie z przeksztalceniem:

SEEIALS M
do lokalnego ukladu wspolrze¢dnych: S, =x +iBx, ulokowanego w tvm wierzchotku.
Przeksztalceniu (7) w plaszczyznach matematycznych odpowiadaja zwiazki:

(8)
gdzie: &y, jest wspolrzedna wierzchotka elipsy. w ktora przeksztalea si¢ kontur szeze-
liny przy odzwierciedleniu (1). natomiast

-
nie.

=

, Jest wspolrzedna lokalna w tej plaszezyz-

Uwzgledniajac zwiazek (8). przeksztalcenie (1) sprowadzamy do postaci:

Y R S -

'/_(”/(5/)_03/(@0/+9x) )
Punktowi =g, wierzcholka szczeliny, okreslonemu w plaszezyznie fizycznej "Z7.
odpowiada punkt (J)/(é()/) z plaszczyzny matematycznej.

Stan naprezen w poblizu wierzchotka szczeliny okreslamy w lokalnym uktadzie
wspolrzednych. Okreslamy zwiazki pomiedzy zmiennymi lokalnymi:

-

G, i G- W tym
celu rozktadamy potencjaly zespolone CD/(i_,) oraz funkcje odzwierciedlajace co/(i_/)

w okolicy wierzchotka szezeliny (punkt & W szeregi Taylora [4}]:

® / (E:() i )+ (D'/ (é()/ k/ + %(D’; (E.()/ kl/ + %(D”/'(‘in/ k;

R (10)
, (r‘ )_' (; ) '/(; | /!( 2 1 m(« ‘»+
0 A&, )=0 g, +(«)/5(,/'CJ/+—M(.)/é()/)t_/nt——yw/ g()/’C_,

(rn

Zwiazek analityezny pomiedzy tymi zmiennymi otrzymujemy zachowujac w roz-
kladzie (11) trzy pierwsze wyrazenia:

| s
- = ' e . iz -
U)/(ﬁ/):(I)/(C.‘()/)+O)/(‘:l)/k/ T-,)_,('!)/(‘“_()/ }:/

S (12)
Uwzgledniajac. ze:

o4 “ _
w/(‘/)_w/(‘;()/)_‘-/ (13)
wyprowadzamy réwnania kwadratowe wzgledem zmiennej = -

!

,,(: )Cl' '(: )C
:7('), Co ke, 7O Gy, & —

3, =0

(14
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Rozwiazujac rownania (14) otrzymujemy poszukiwany zwiazek miedzy zmien-
nymi £ ig;:

(13)

Wiadomo [5], ze jesli defekt jest dos¢ cienki (p <0,01/), to promien krzywizny
konturu defektu w wierzchotku jest zasadniczo mniejszy od jego dlugosci (szczelina
spetnia te zatozenia). W tym przypadku mamy dos¢ proste wyrazenie na promien krzy-
wizny konturu szczeliny w jej wierzchotku:

:(D,/:(C’U/) (16)
UJ';(QO/)

WprowadZzmy zmienna lokalna: Z, =p, +2g; w ptaszczyznie tizycznej ~Z". kto-

/

ra nazwiemy uogoélniona zmienna lokalng. W terminach tej zmiennej zwiazek (13)

przyjmuje postac:
- +./Z
P L (17)
JoiE,

Zwiazek (17) pozwala okresli¢ zaleznosci pomigdzy wyzszymi potegami tych

zmiennych:
)
Py 2p, 2, +Z, (18)
‘T_/ - "o, e
0)/(51)/)
& A—p‘j P+3p,)JZ, =32, Jp, + 2} " (09)
J (D’;(E_m/ )3 2

Podstawiajac zaleznosci (17+19) do rozkladow (10). a potem otrzymane zwiazki
do wzorow (3) wyprowadzamy wzory asymptotyczne rozkladéw przemieszczen
w okolicy wierzchotka szczeliny:

, :2Re2{p/[4/,/z/ +BZ,+C, 2" —D,,]} (20)
J=1
112:2Rez‘(cj/,[4/ Z,+B,Z, +(C,7, +D,,]J‘ (2D
=1
A Zy + BZ, +C~,Z’§ S+ Dy
uy =2 | —3— S e w (22)

\/b44b55 - /’4:5 ]
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gdzie:
4 = D () __VCZ}DZ(SOA)+ lfnfDZ(iog) (23)
i (Sox) op (Sok ) 2 o (G ) ?
8, - DpEs)  Ver PRS0k (24)
20fGoe) (G P

[OYE R
-2t =

Wy (;uk )
D, = - NER R ENS) . pr®E0) PI\S/ZCD//:’(ES()/\) k=13 (26)

«/wZ (Sox ) CHET 60} (o4 )3/"

Z powyzszych wzordw widac. ze w terminach zmiennej uogdinionej 7 struktura
rozktadu przemieszczen w poblizu wierzchotka zaokragionego jest taka sama, jak
w okolicy wierzcholka pgknigcia w terminach zmiennej lokalnej Z;- W zwiazku z tym
wspolezynnik przy /7 we wzorach (20) i (21) bgdziemy nazywaé uogolnionym ze-

spolonym wspélczynnikiem intensywnosci naprezen.
Rozklad naprezen w poblizu szczeliny wyznaczamy za pomoca réwnan ftizycz-

nych:
A - “ 5
cu Cls U Clin
oy =by = I +byn—= +/7m:(ﬂ L+ P
{x, x5 WX, O
Cu it Cuy s
Gy = bss "“I—+ brs- =+ byays I + = 27
22 =00y RARBIRS ARTR e =
x X5 (x> (x
-~ - - \]
(1] - U CUA
Sp=boy— Ly by — + 5 Ly -
(x- Oxs o, Oy

oraz Korzystajac z wyrazen (20). (21). Tutaj Y (i._/.k./ = 1.2) sa wspdlezynnikami

macierzy sztywnosci materialu ortotropowego.
Sktadowe tensora odkszralcen w poblizu wierzchotku szczeliny okreslamy
uwzgledniajac:

L= -=2B, (28)
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2 =2Re Y g i, —==+2B, +3C, [Z

Y2 =2 Zz_:{q,ﬂpﬁ [4 \/——+B£ +C, ]} (29)

Podstawiajac wyrazenia (29) do réwnan (27) wyprowadzamy asymptotyczne wzo-
ry rozkltadu naprezen w okolicy wierzchotka szczeliny:

+2B,+3C, JZ (30)

Tutaj:
r= [blml?/ +h2y, +fB,/(/’1||:/7/ +/’m:‘//)]
S, :[bnz:l?/ +b10q ”B/(/’:zmﬁ/ +b3222‘l/)] 31

y :[bm:/)/ +bh5109, +fB/(/712|:/7/ +h|::2‘//)]

3. PRZYKLADY OBLICZEN

Przyklad 1.

Analizie poddano tarcze jednokierunkowo uzbrojona. Przyjeto. ze szczelina w tar-
czy ma posta¢ cienkiej elipsy i ukierunkowana jest wzdtuz wiokien. Jej dlugosé jest
znacznie mniejsza od wymiaréw tarczy. Tarcze poddano rozciaganiu jednoosiowemu
0 intensywnosci p prostopadtemu do wiekszej polosi elipsy. W celu okreslenia parame-
trow: 4;, B,.C'; zgodnie ze wzorami (23+25) skorzystamy z potencjalow zespolonych

dla tarczy ortotropowej z otworem eliptycznyvm [6]:
(D/(>:/):AV/:/,+CD7(:/) (32
adzie:
N :(—I)/‘Ip B: (33)
’ o0 - p7]
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@t(.-,>=<—1>~'p2<(<éj fﬂg}) b

(B}
+
$
~ 9
|
a

[

1o H~
1

=
—
<

~
—

Zmienna zespolona =, w plaszczyznie fizycznej z eliptycznym otworem okreslo-

na jest wzorem [3]:

a-B.b a+Bb
- / e
:(o/(&_/): g, + ey

(35)

w ktorvm «. b oznaczaja potosie elipsy. Uwzgledniajac powyzsze funkcje. wzor (23)
sprowadzamy do postaci:

| - 2 = —
oo D2 Lp sk g
(1+B/s)' B (1+B/8) - a

Wyrazenia (36) okreslaja uogolnione wspotezynniki intensywnosci naprezen dla
szczeliny w postaci cienkiej elipsy. Dla przypadku otwarcia normalnego mamy dwa
uogolnione wspotczynniki intensywnosci naprezenia ( A,..4,) zamiast jednego (K, ),

Il

wystepujacego w klasycznej mechanice pekania. Jesli promien krzywizny w wierzchol-
ku szczeliny dazy do zera, to wspolezynniki te pokrywaja sie.
Pozostale parametry wyznaczane sa ze Wzorow:

T ey r A (37)
S T e T R N
[ = b =P = B; 1-B-¢ G8)
B2(1+B|8)2 . B% 1+Be X
y = R 3 3 (39)
TR T
g =— B‘(l ‘TBZS); By I+B-e (40)

FTUafp, B -Bk) 2[B-pr) 2

W tabeli | podane sg wartosci .1,. 3,.C, w zaleznosci od parametru & w prze-
dziale ¢ 5[0:0.!]. Przedstawione wyniki pokazuja, ze w rozparrywanym przedziale

parametry .1,. ,.C, w istotnym stopniu zaleza od promienia krzywizny defektu. Mak-
symalne odchylenie wzgledne rezultatéw dla pekniecia (e= 0) i szczeliny eliptycznej
o stosunku osi (e =h «=0.1) dla .1, wynosi 16% oraz dla B, 78%. Z tego wynika, ze

nawet przv tak malym otwarciu. szczeling nie mozemy traktowa¢ jako pekniecie.
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Tabela 1. Wartosci parametrow rozkladu naprezen dla réznych parametrow otwarcia szczeliny

c A a B, B, ¢ s
K K : :
0.00  ]-0.045527 |0.545527 |0.043774 [-0.293774 [-0.043774 [0.293774
001 |-0.044619 | 0.344594 [0.040310 |-0.292619 [-0.044813 [0.295145
002 | -0.043764 | 0.543665 |0.036947 [-0.291460 [-0.043998 |0.296528
003 |-0.042936 | 0.542742 [0.033654 |-0.290300 |[-0.047343 |0.297917
004 |-0.042191 |0.541823 [0.030396 |-0.289130 |-0.048867 |0.299316
005  |-0.041465 |0.540908 [0.027141 [-0.287930 |-0.050394 [0.300725
0.06 |-0.040776 |0.539999 |0.023854 |-0.286770 |-0.032552 [0.302143
007  |-0.040120 10.539094 |0.020497 [-0.285390 [-0.054780 |0.303571
008  |-0.039495 [0.538193 |0.017026 |-0.284390 |-0.057332 {0.305009
009 |-0.038898 |0.537297 |0.013391 |-0.283200 [-0.060235 |0.306436
0.10  |-0.038327 | 0.536405 |0.009530 |-0.281990 |-0.063560 |0.307914

Przyklad 2.

Rozpatrywano tarcze jednokierunkowo uzbrojong ze szczelinami. Przyjeto, ze tar-
cza zawiera szereg cienkich eliptycznych szczelin o pétosiach « i A Srodki wszystkich
szczelin sa rozmieszczone na jednej linii prostej réwnoleglej do kierunku wtokien. Tar-
cza jest obciazona réwnomiernie roztozonymi silami rozciagajacymi o intensywnosci
P11 1 pro. Plaszezyzny dziatania sit sa wzajemnie ortogonalne.

Oznaczmy odlegtos¢ pomiedzy $rodkami szczelin przez [ Kartezjanski uklad
wspohzednych x,Ox, wybieramy w $rodku jednej ze szczelin (podstawowej) tak. zeby
0§ Ox|byla skierowana wzdluz prostej taczacej srodki szczelin. Przy takiej orientacji

defektéw tarcze mozna rozpatrywac jako ortotropowa.
Funkcje naprezen dla takiego uktadu wybrano z pracy [3]:

E2]

®, (é /,) Zf’/k [?;:/]'A - ;\.28:/77/0(,1/](1[177/()5: Tt m/,,i_‘/']vL 41

k=13

-~ -1
3

oot o m T e o
-0,e mIOIa/{a (”7;0%/ +m;<, )M+ S galamy +oasm g ) oS+ m g

edzie:

1 b 1 h .
my=—|1+=0p | m;==—{1—-—p, L o=—
"0 2( aB/) ! 2{ aB//‘ /

Pozostale parametry podano w pracy [3].

Na rysunkach | i 2 przedstawiono wyvkresy zmian naprezen bezwymiarowych:
. O . . . .. . .. oy 0

i —== w zaleznosci od objetosciowej zawartosci wiokien (parametr @ ).

P22 P22

9]
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nie &) nastgpuje istotne zwiekszenie naprezen —==. natomiast nie obserwuje sie istot-

nych zmian

P>
O
P2
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STATIC ANALYSIS OF THE FIBER SHEET WITH THE CUTS

Summary

An approach for determining the local strain-stress state of an orthotropic sheet

with thin cut of a small nonzero curvature radius at the tip is developed. The asvmptotic
formulae of distribution of stresses and displacements near the cut tip are obtained.
Expressions of generalized stress intensity factors and following terms of asymptotic
expansions are obtained. As examples the biaxial tensile of a sheet having one cut or
collinear array of cuts are considered.

Keywords: fiber composed sheet. cuts. plain state of stress
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ANALIZA DRGAN BELEK Z UWZGLEDNIENIEM EFEKTOW
GEOMETRYCZNIE NIELINIOWYCH PRZY ZASTOSOWANIU
METODY ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

Anna Podhorecka

Katedra Mechaniki Konstrukeji
Widsiat Budownictwa i Inzynierii Srodowiska ATR
ul. Prof. Kuadiskicgo 7. 83-796 Bydgoszcz

W pracy rozvaza sie drgania belek Fulera doznajacyeh stosunkowo duzych
ugigd. Do rozwiazania tego zagadnienia wyhorzy stano metode efementow czaso-
przestrzenny ch.

Stowa kuczowe: belki. metoda elementow czasoprzestrzenny ch

I. WSTEP

Rozwdj nowych. wspolczesnych urzadzen i technik obliczeniowych, pojawienie
sie nowych materiatow konstrukcyjnych i dazenie do pelnego wykorzystania ich wia-
snosci. tworzenie nowoczesnych svstemow konstrukcyjnych. spowodowato istotny
wzrost zainteresowania mechanika nieliniowa. Celem badan jest w tym przypadku wia-
Sciwy opis procesu zachowania si¢ konstrukeji pod dziataniem obciazen. zaréwno
w zakresie duzych odksztalcen i przemieszczen. jak rowniez z uwzglednieniem efektow
tizy cznie nieliniowych. Do analizy tego typu zlozonyvch probleméw mozna z powodze-
niem stosowa¢ metode elementéw czasoprzestrzennveh (MECZ). opracowang przez
Kaczkowskiego [1.2].

W niniejszej pracy przedstawia si¢ zastosowanie MECZ do analizy dynamicznej
belek przy duzvch przemieszezeniach. Problematnyka belek jest rozwazana w bardzo
wielu pracach naukowvch i inzynierskich. Efekty zeometrycznie nieliniowe sa na ogot
niezbvt dokladnie opisane i nie zawsze znajduja swoje pelne uzasadnienie wynikajace
z dokladnej analizv podstawowych rédwnan. np. teorti sprezystosci. Rozwiazanie rozwa-
zanego problemu metoda clementéw czasoprzestrzennyeh prowadzi do rownan alge-
braicznych nieliniowych. Dotychezas MECZ stosowano do analizy belek Eklera i Ti-
moschenki. ale w ramach teorii geometryeznie liniowej (np. [3]). Do analizy zagadnien
geometryeznie nieliniowych MECZ stosuje sie rzadziej (np. prace [4.3]). Prace nauko-
we z ostatnich lat dotycza stosowania metody elementdw czasoprzestrzennych do roz-
wiazvwania roznyvch zagadnien. miedzy innymi z pogranicza mechaniki ciata stafego
i mechaniki ptvnow (np. [6.7]).






2
i
(3}

Analiza drgan belek ...

Rozniczkowe rownania rownowagi dynamicznej w opisie Lagrange’a maja naste-
pujaca forme [8]:

C e f'u,” ] 0 /
—| Syl Ou +3 J+p[,(,/0, —~ i, ):0 (4)

Nastepnie dokonujemy redukcji naprezen wzgledem osi przechodzacych przez
stodek ciezkosci (przekrojow poprzecznych). co pozwala przejs¢ z naprezen na sily

przekrojowe. tj. na silv normalne V. sily poprzeczne O, i momenty zginajace M. :

Cu O, - .
[l +’—IJEA—\,I+ P]+ PA()(,fm - “l): 0

Yy R,
20l Cus [ ON, C 111; : . _
=iy | = p Y +py A (fos +1i3) =0 &)
AW AT UM C\;
cu, "M cu, Ci
I+— =+ m |—| l+—— 05 +p,J, — =0
oY, LA, oY, A
gdzie:
No=[Sdd Oy = [Sydd . ML= |5\ dd (6)

tn ly 1y

Geometri¢ przekroju poprzecznego opisuja wielkosci 4, — pole przekroju po-

przecznego i J,. — glowny centralny moment bezwladnosci przekroju.
TR e : , . Cu, i
Jezeli z rownan (3) wyrugujemy O, . a skladowa odksztalcenia ——— potraktujemy
c
|

jako wielkos¢ pomijalnie mala w stosunku do jednosci. to otrzymujemy dwa rownania
w postaci:

N l' N, .
——+—+p, =0 (7
A ct '
(ATI‘ \
—_— L+ p =0
zﬂ,\'1 Ct
adzie:
M. Cu, . OM,
L= +—=N,. T, =0 ———
Y oy X,
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Ny ==podytty . O = =py Aotz (8)
‘ . Om
Pr=b- Py =
Y,

W celu uzaleznienia sit przekrojowych od przemieszczen, przeksztalcamy wzory
(6) wykorzystujac zwiazki (2) i (3):

C Cu, 1 &u; ) : f:z/;
IVI :CIHIAW ’_\—’+— - B 1"[: =-C ] —
cxX, 2\«

‘ ] o Shuy ) oM,
O, =-Cy, — g — |+ + ., (2
ay, A

W przypadku ciala liniowo sprezystego:
Cing =2+ (10)

gdzie: p, A —stale Lamego.

Do kompietu rownan dochodza jeszcze warunki poczatkowe

ulr=1ty)=u". [/,(I:[”):z'/,() (11}

3. ROWNANIE CZTEROPRACY WIRTUALNE]

Wszystkie wielkosci wystepujace w réwnaniach (1=11) sa odpowiednio gladkimi
funkcjami wspotrzednej .Y, i czasu ¢. Rozpatrujemy wirtualng wariacje funkeji u, (.X.7).
oznaczona symbolem Ju,. Zakladamy. ze istnieje uklad przemieszczen spelniajacy
rownania rownowagi (7) i warunki poczatkowe (11). Rozwazamy klase dowolnych
przemieszczen u, +8u, zgodnych z wigzami kinematycznymi belki. Na bazie rownan
(7) mozemy utworzy¢ wyrazenie stuszne w dowolnyvm interwale czasowvm {1,.,) dla
calej belki:

o (en, oev, N (T eT, |
_H Ol | = p | FOU |t ——+ p, | dY =0 (12)
R ox, |

Po wycalkowaniu przez cz¢sci 1 odpowiednim pogrupowaniu otrzymujemy row-
nanie:

/Iéulu\/; ~Ou T, )/I*j QDZI N +du,T, )u’\/f | (511,/7{ ~Su. p, )a’,\/ia'[ +

N 1, /“
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’l’{ R F’l{; " ((‘%H: ' ~
[Jto N 4ol —= 1T, +0 N, T fdY de=0.  (13)
’w’wL A (t Lot

ktore Kaczkowski nazywa rownaniem czteropracy wirtualnej [2].

4. ROWNANIA RUCHU W ZDYSKRETYZOWANEJ
CZASOPRZESTRZENI

Obszar czasoprzestrzenny dyskretyzujemy na skonczona liczbe elementow czaso-
przestrzennych (SKECZ) o powierzchni Q. o dowolnym ksztalcie i dowolnej liczbie

weztow. Zakladamy. ze przemieszczenia elementu skonczonego belki opisuja trzy skla-
dowe:

R N K A ) (14)
15 1/‘{(,\",[)
gdzie:
ol¥p0) == (15)

vy (LY £)= CDL(-\'I v’)"u- L-';'(‘\'I ~1) = 9/“(‘1 ~[)’«1

E\)‘-‘/ = (Dl/ud P~ 8‘2;’ = cD:ué n ( 16)

i=123. a=12..3w,
adzie: w, - liczba weztéw SKECZ. r, - przemieszczenia wezlow SKECZ. @], — funk-

cja ksztaltu zalezna od wspolrzednej .\'[ iczasu ! .
Przemieszczeniami wezlowymi opisujemy tez silty:
Ny =Crypdg r ®yy +:¢’zucbzp Wy
‘\'II = Ap[l ‘4(‘)'(Dll'uru -
7, = r( R L W Clid @3 I, an
P =1 Oy u\ p1 5P /’“{s —C/nn®raat iy

T«'\ = (P;’)Jn‘{:(bk" p( /o“D S 1)

() (N() ()I:F()

of ’ (AAX'/
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Podstawiajac wzory (16) i (17) do réwnania czteropracy wirtualnej (13) otrzymu-
jemy réwnanie w postaci:

iés [(wuﬁ (1!3)rB+Rli + Ry’ ]:0 (18)

e=]

gdzie:
IL[(Aﬁ - J-J-(p() Ay (DIQ(D;)B + p(L)J(L)Iq)Euq)LZB + p:)4(3q);«/q)::[; )(/Q
Q,

\

aB ”{ 1117 )L 1a1[q)l[51+7cbz/fq)l;"‘:'J+CDZUCD:B(DI"I+
o ]
5Ly J Chnd 2P, @Yy Q2 (19)

= H(‘D?}mi Cr s, i o

Q
N . I}
N L AT i VAR L | CENRNRR T A YA
B ot | R | I 1% /1 3ot | e
o i - 0
o )

oznaczaja kolejno: macierz bezwladnosci mas M ¢ L~ Statyczna macierz sztywnosci
K4 - macierz impulséw weztowych od obciazen zewnetrznych R, . macierz impulsow
brzegowo-poczatkowych R .

Rownanie (18) musi by¢ spetnione dla dowolnej wariacji przemieszczen or, . stad

otrzymujemy uktad réwnan:

Koup (7 )ry + Ry =0 (20)
gdzie:

Kap =M 5 - Ku1;(£)- Ry =Ry + R[(a)- 2h

Rownanie (20) stanowi uktad algebraicznych. nieliniowych réwnan ruchu, waznych
dla catej dyskretvzowanej czasoprzestrzeni. Przy znanych warunkach poczatkowy ch:

3l . |

rit=t)=r . Fft=t,)=r 22)

uktad ten przeksztatca sie zawsze w nieliniowa formule rekurencyjna [4.3]:

Ceahy e e B e = R (23)

Warunki zbieznosci MES sa takie same jak w metodzie elementow skonczonvch
i wiaza sie z ksztaltem SKECZ i funkcjami ksztaltu. Schemat rekurencyjny musi spel-
nia¢ warunki stabilnosci. co sprowadza sie do ograniczenia wymiaru SKECZ w kierun-
ku osi ¢ [9].
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Tabela 1. Wybrane wyniki obliczen sprawdzajacych

i

(e

Czas Ugiecie wgzla srodkowego belki Cras Ugigcie wezla Srodkowego belki
107 13107 [m] 107 1107 [m]

[s] [ i il [s] 1 | 1l I
0 0.0000 0.0000 0.0000 112 3.0413 3.1120 5.0150
8 0.1525 0.0939 0.1725 120 | 4.53963 4.6730 4.3490
16 0.4037 0.3690 0.4497 128 1 39592 4.1020 3.9690
24 0.8209 0.8061 0.8611 136 3.3480 3.4390 3.3100
32 1.4483 1.3760 i 14600 | 144 2.6000 2.7280 2.5990
40 2.0539 2.0380 | 2.1220 152 1.8871 + 2.0180 + 1.9030
48 27912 2.7490 2.8020 160 | 1.2923 1.3580 1.2720
56 3.5171 3.4600 , 3.5170 168 | 0.6902 0.7929 0.7333
64 41173 41210 41690 | 176 0.3269 0.3607 0.3364
72 4.7327 4.6880 4.6970 184 0.1032 & 00913 | 01122
80 3.1229 5.1230 3.1170 192 0.0081 0.0031 0.0636
88 5.3605 1 33930 33720 ¢ 200 1 0.2115 0.1021 0.2012 |
96 54848 | 5.4860 5.4230 208 0.4908 0.3814 0.5200

104 153060 5.3890 5.3060 :’ | 1
[ — | metoda elementdw czasoprzestrzennych

11 — | metoda bezposredniego catkowania rownan ruchu

11 — | metoda superpozy¢ji modalnej i

. ZAKONCZENIE

. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe na przykladzie belki doznajacej stosunkowo

duzych przemieszczen i odksztalcen rozwiazano przy uzyciu metody elementow
czasoprzestrzennych. Rownania nieprzyrostowe teorii sprezystosci stormulowano
w uogolnionym opisie Lagrange’a. Nastepnie na podstawie rownania czteropracy
wirtualnej wyprowadzono rownania ruchu MECZ. ktore tworza uklad réwnan alge-
braicznych nieliniowych.

Analizowano wplyw nieliniowosci geometrycznych na przemieszczenia. sily prze-
krojowe oraz czestosci drgan. W wielu realnych przypadkach wplyw ten moze bvé
istotny tak pod wzgledem ilosciowym. jak i jakosciowym. Uzyskane wyniki charakte-
rvzuja si¢ wysoka doktadnoscia. Nieliniowe rownania ruchu MECZ udalo sie latwo
rozwiazywac proces. a proces iteracyjny charaktervzowat sie szybka zbieznoscia.

3. Metoda elementow czasoprzestrzennych. jako pewien wariant metods elementow
skonczonych, stanowi bardzo dobre narzedzie do analizy zagadnien poczatkowo-
brzegowych przy uwzglednieniu roznych efektow nieliniowych.
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OBLICZENIA STANU NAPREZEN W ZLOZONYCH UKLADACH
PLYTOWYCH O NIECIAGEYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

Robert Ran, Mykhaylo Delvavskyy, Adam Podhorecki
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W pracy przedstawiono metode analitvezng do obliczen statycznych ukladow
plytowych o nicciaghyeh warunkach brzegowyceh. Poszezegolne rozwazane rowna-
nia sformutowano wedltug teorii plyt srednich.

Stowa kluczowe: element phytowy. funkcje ksztaltu. ptyta sredniej grubosei

1. WSTEP

Metodv komputerowe bazujace na metodzie elementéw skonczonych umozliwiaja
rozwiazywanie dowolnych dzwigaréw powierzchniowych, tj. miedzy innymi plyt
o specyficznych cechach (zmienne warunki brzegowe. phyty cienkie, $rednie lub grube).
W metodach tych utrudniona jest jednak analiza jakosciowa, stad nadal stosowane i roz-
wijane sa metody analitvezne. W pracy rozwaza sie uklady plytowe skladajace sig
z elementow phytowyvch $redniej grubosci. Istnieje wiele sposobow rozwiazania takich
elementéw plvtowych. a wérdd nich metoda opracowana przez Prusowa [1]. Metoda ta
polega przede wszystkim na specjalnvm opisie funkcji przemieszczen.

Stosowanie ukladow plytowych w budownictwie jest dos¢ powszechne (np. ptyty
stropowe. plyty pomostowe mostow). Zdarzaja sig liczne uszkodzenia takich ptyt (np.
spekania wspornikowyvch pivt chodnikowvech w mostach) z powodu niewystarczajacej
lub blednej analizy statveznej. W tej svtuacji poszukiwanie efektywnych metod anali-
tveznyeh wydaje sie uzasadnione. sdvz wlasciwie przeprowadzona analiza jakosciowa
problemu moze przyezynic si¢ np. do stormulowania niektérych zalecen projektowych.

2. ROWNANIA ROZNICZKOWE OPISUJACE
ELEMENT PLYTOWY

Rozwaza sie uklad plvtowy sredniej grubosci o niejednorodnych warunkach brze-
gowych obciazony poprzecznie. I'aki dowolnie ztozony uktad ptytowy dzielimy na ele-
lementy plvtowe. Nastepnie rozwiazujemy poszczegolne elementy plytowe z okreslo-
nyvmi warunkami brzegowvmi oraz warunkami ciagtosci przemieszczen i sit w migjscu
potaczenia tvch elementow. Element plytowy (zwany dalej ptyta prostokatna) o gru-
bosci 2h wykonany jest 2 materiatu jednorodnego i izotropowego. Przyjmujemy. ze
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w stanie nieodksztalconym powierzchnia srodkowa plyty pokrywa si¢ z plaszczyzna
Ox x5,

Plyte Sredniej grubosci opisuja nastepujace funkcje i rownania | 1]:
a) funkcje przemieszczen

ow cF cd

u :'{\'3 PR (~Y.3)T—Al (-"3) - J
c'xl (,i\‘l (,’.\‘2

i 2'{\‘3 — +4y (x3) i‘F +A (»\'3)(«¢ J (1)
(T'Xz (i\‘z (.\‘I )

w=w(x.x0)

i odksztatcen

1 1
Eap :Z;(Uaﬁ +“ﬂa)~ Eq3 :;(ua_} +w_a). £33;=0, dla a.p=1.2, ()

b) funkcje opisujace wielkosci statyczne. tj. naprezenia

E . . R
O-C(/f = 1 5 [([“",)é‘aj +V€()a/g} - Ous :("‘{"113' a 33:0 (3)
"V‘_
i sity przekrojowe
h h
Ma/)’ = J‘,‘(‘SO’{Z/jc/,\‘_;, 0= J.G(I3L[Y3 (4)
—h —h
¢) podstawowe rownania teorii plyt $redniej grubosci. tj.:
— roéwnanie biharmoniczne
— _
vevim=L. (5)
D
— réwnanie Helmholtza:
Vb -1 d=0 . (6)
— réwnanie dodatkowe
hl I
F=c"V-ir. (7)
gdzie:
Ao (x3). A4 (x3) - nieparzyste funkcje zmiennej ¥y spelniajace warunki
A, (0)= A (h)=0 dlaj=0.1.
D - sztywnos¢ plvty na zginanie i skrecanie.
g — obciazenie zewnetrzne przytozone do powierzchni plyvty.
E — modut Younga,

G —  modut Kirchhoffa.
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v ~ wspolczynnik Poissona,

Oup - symbol Kroneckera,

e=¢&| +&n - dylatacja.

DiF — sa dowolnymi funkcjami zmiennych x; ix;,

natomiast funkcja w okreslona jest nastgpujacym wzorem:

W= wkF. (3)

3. ROWNANIA ROZNICZKOWE OPISUJACE ELEMENT
PLYTOWY

W zaleznosci od sposobu podparcia krawedzi elementu plytowego, rozwiazanie
podstawowvch rownan teorii plyt sredniej grubosci moze przyja¢ rozna postac. Rozwia-
zanie dla przypadku. w ktorym warunki brzegowe na przeciwleglych krawedziach sa
svmetrvezne, pokazano w pracach [2-9]. W naszej pracy rozpatruje si¢ przypadek ogol-
ny i wtedy catka réwnania (6) przyjmuje postac:

b= Z fﬂ” xp)sin 0[ ]\w + /[ ] (x)cos; V[ ]\2 +f)[§z]( }sin (),[”]‘q +

m 4m m
m=|

[2 )
+./£,,,] (xs)cos; //[111 Xy )
a réwnania (3):
W= Wy + W . (10)
gdzie:
= 3 G yeosofhe < Al G ysin Bl + ) () eos ol +
m=1
[2 ]
+./‘,E11] (x5 )sin /,[,i] v (1n
Wy, = Z Z {4,”,, cos(o,[,,l] Y| )cos( )[ }. )+ B cos(o,[,,llxl )sm (0[’],\‘3 )+
m=1 =l :
~Com sm( ),[,1].\‘, )cos(d,[,z]x: )+ D, sin (’0‘;[;1]-"1 )sin ((5;[1:],Y2 )J
gdzte:
B Gkl P C ) (12

ZLII 2(,1'_7
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B Con o D,y S8 parametrami nieznanymi. Dla ich okreslenia rozkltadamy wpierw

/NI'I i mir e
Obquema zewngtrzne ¢(x.x, ). przylozone do powierzchni gdrnej plvty, w cztery po-
dwojne szeregi Fouriera:

q(x),x;) = i i [a,,m cos (d,[,}].vl )cos (J,[Iz]xz )+ by €OS (0,[,,]. )sm ((5,[]2].\‘3 ) +

m=1 n=l

+Cpp SIN ((>,[n]. )COS((S,[Iz].Yz)+ dpyy SIN (0,[]!]\1 )sin (0‘,[,2]x2 )} (13)

Nastepnie wyrazenia (11) i (13) podstawiamy do réwnania (3). Przyrownujac wy-
razy przy jednakowych harmonikach uzyskujemy uktad liniowych rownan algebraicz-
nych wzgledem nieznanych parametréw 4, B, .C D

hir mn e o

W celu wyznaczenia nieznanych funkcji _/;L-/](x/) (dla i = 3410 =1.2) wyra-

Zzenia (9) i (11) podstawiamy do réwnania (6) i jednorodnego rownania (5). W ten spo-
sob z ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych przechodzimy do ukladu réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. zaleznych tylko od jednej zmiennej [3]. Ostatecznie po-
szukiwane funkcje przyjmuja postaé [9]:

fl[j](' j) R[ ] [J]( )+ R[/] F[ ]( /)a +R[/} l ]( )+ R[/] f[/](y‘ )

m lm lm X 2m " 2m 3m * 2m L 7 n
/ 4y

2m Sm " 3m om * 4m Tm 41/1 8m ' 3lm

78, )= 8] P, Do ) s 1 L] P ) /)
J

A 4y
J[II/I] ( A/ ) R([)n} ’ Fb[ljl] (x,/ )+ Rl[.(gm ’ F(L;l] (,\"/ ) - (14)
/-[m] ( J ) Rl[ l]/]n ' F—/[Igl] ('\'_/ )+ Rl[ém Fx[/lll] ('\/ )

Parametry R,,EIJ”] (przy k = 1-121 j = 1.2) wystepujace w powvzszych wzorach sa
stalymi. za pomoca ktdrych spetniamy warunki brzegowe na krawedziach elementu ply-
towego, natomiast F/%] (przy /= 1-8 1 j = 1.2) sa funkcjami podstawowymi. za pomo-
ca ktorych spelniamy podstawowe rownania teorii pivt sredniej grubosci:

LOSh( ,[,,/] ) 0l
[/] - FZ‘/C] (,\‘/ ) = [/] '
e\p( W, ) u(p( W la, )

smh( L ],\‘/)

smh{am X, )

7[11/7] (“\‘/ ) =

cosh {/ /[n ].\“/ ) S

FJ’/] X k): F['/] X ): .
3 ( J exp(“[”/]a/) 4 ( J exp(\,‘/,[;}/]“/)
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[/]
Ul cosh( i X ) sinh (a)]m Yy
F\m ' [/] 6”1 § / ) T , ‘ 5)
exp| @, a, exXpl @y, d;
((0'7111 /] Slnh((UL{A j)
Al
7 LY 3m '. ’
e*(p(a) ) ) e‘p((‘)hn /)
gdzie:
>
. 5 P
ml[/jn] = /1 + )[ /] . (L)ij =44 +71[n '/]
. (2m-1)r
O,[,',/] I — /I[II/] - (16)
..LI(/ a_/

4. OPIS WIELKOSCI STATYCZNYCH IGEOMETRYCZNYCH
ELEMENTU PLYTOWEGO

Podstawiajac funkcje (9) i (10) do zwiazkow (1) otrzymujemy wyrazenia opisujace
przemieszczenia rownolegle do plaszezyzny srodkowej elementu plytowego o numerze »:

“](”) i Jllrl’/l(mq' RI(I:II) 'COS( )/[11 ] (3 )) [Ugm)} {R( m)} sin (/,[;] g”))+

=T e 1x6 ox1

- 1
+[Lr"§:]’l)J[R_g;;q-sin (o,[,,]. A ){l;'ﬂ’,j,‘HRﬁ’,j])J Los(, Al )% a7

1v6 6l 1x6 Ox1

\/ j
+y l/g)”) sin (d,[,}]x( ))C()S(O,[”]\g’”>

m=|

)= 3 ) ) i o [ A os 4
! {L 6 oxl 6 bxl '

An) ] (ml | AT i) 1] (n) 1
+{[3m '{RSHIJ (()/[”] )+ LJ«/// Jl" R4m Sm( /[”]'\l J+
Iv6 oxl Ix6 6xl

+Z i cos( i _‘f”) )mn(o,[,;].\(:”)) .

=1

oraz przemieszczenia prostopadle do ptaszczyzny normalnej:
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13 T ) sl [0 T -

m=| 1x6 6xI 1x6 Oxl

| TR boos ()« [l ) i !,',1.\-5“>)}.+ (19)

Ix6 6x1 1x6 oxl

+ZlW " cos(d,[,i]xl(’ ))cos(o,[,:] (2”)).

Korzystajac z zaleznosci (4) otrzymujemy wzory opisujace momenty zginajace:

M . )
= A ) LR Feos o L o [ TR Lin (A7)

m=l1

1x6 6.x1 1xv6 6x]
e A R s (ool ) 1 a0 J-sm(»/,[,zhf”’)t
1x6 6x1 1x6 oxl1 J

+ i X ) cos (é,[,,] ) cos (0‘,[”2].\'(,”) )

m=l1

M
) = ST R Feos 21}

m=1

A A )

Ix6 6l Ix6 6l
+]:Y3(ilr7z):H:R.(n:1):! COS(OI[I;}' ! ) li +m :] { dm J-'Sin( N]l X ! ) + (19)
1x6 6.x1 1xv6 ox1
A
+> Yl()”) cos (15/[7:].\'1(”))(:05( >,[”] g”)) .

m=l
moment skrecajacy:

M . , \
=¥ 20y R Jsinf o220 [ eos( A1)
| 2o | R peos( il

=

1x6 6x1 lx6 oxl
o (R(nw in (sl ( )\ [ Am Tl ,_"‘[IJ () t 0
TL 3m 'L 3m J.Sm O X R VP R SV oS | (20)
Ix6 oxi lx6 ox1 ‘

M
+Z ZL”) sin (d,[,:],vf'l))sin( L

=i

oraz sity poprzeczne:
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Z/ [ i H ’,’I)Jcos(é,[n] (2”))+[(}g:ﬁ)}r}?§')ﬂ~sin(;/,Lf]x(z”))ﬁ-

- 1x6 6x1 Ix6 6x1

LR in{of ™ ) |- &6 eos A1)+

1x6 6xl Ix6 6xi

Ry
+Z Gi)”) sin (0‘,[,1].\‘1( ))cos(o)[”]_ (_”))

0 i) e )

m=l L 1x6 oxl Ix6 oxl
! 1 r n
1¥6 ol Ix6 6l '

Z T " cos(o,,, Il ))sin(o,[,:]v(zn)) .

m=1

gdzie wielkosci:

{LYI(I:)} ~{l/£71)} 1{”/211)} '1‘ an jl I: 1/7’]’):1 [71(Ill):l ’]: I(I::)J !: Ifll)}(dlal: ] 2 3 4)

1x6 Iv6 Ix6 Ix6 Ix6 Ix6 1x6 1x6

wystepujace w powvzszych wzorach. to szesciowyrazowe wektory zbudowane z tzw.
funkeji ksztattu danej wielkosci geometryezne]j badz statycznej. Funkcje ksztattu utwo-

rzone sa na podstawie funkcji czastkowych opisanych wzorami (13). { l(mq (dlai=1,

1x6
(n )

2. 3.4) to szesciowvrazowy wektor stalych parametrow R (przy k = 1-24), za pomo-

ca ktorveh speiniamy warunki brzegowe na krawedziach elementu ptytowego. Indeks »
w powyzszych wzorach oznacza numer elementu plytowego.

5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Opisana metoda stanu naprezen zostanie zaprezentowana na ukladzie ptytowym.
ztozonym z dwoch clementéw plvtowych, pokazanym na rysunku |

Krawedzie A. B. D. E sa wolnopodparte, krawedzie C i F — swobodne. natomiast
H jest krawedzia wspolna obu elementow. Na element nr 2 dziala obciazenie rowno-
miernie rozlozone na calej powierzchni.
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u‘,") (x(l).xg” = a(,l) ) = u(,z) (x(z),xsz) = —0(22)) )

Q(zl) (,\‘fl),x(zl) = (ILI)): O£2) (xl(z).x(zz) = —a(zz)) .

Podstawiajac do tych warunkow wyrazenia (17+21) otrzymujemy liniowy uklad

rownan algebraicznych, po rozwiazaniu ktorego uzyskujemy nieznane parametry

R[J]

\'(Hl

) Ponowne podstawienie tych parametrow do wyrazen (17+21) pozwala okresli¢

przemieszczenia. momenty i sity tnace w zlozonym uktadzie ptytowym.
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ANALYSIS OF STATE STRESS IN THE JOINT PLATE
CONSTRUCTION WITH DISCONTINUOUS
BOUNDARY CONDITIONS

Summary

The method to analysis the state of stress in the plane construction built from plate
elements is suggested. Presented calculate approach give possibility perfectly satistv
equilibrium equations written in the displacement variant. The method is consisted with
two parts. In the first part the displacement equilibrium equations are solved pertectly
for a plate element. In the two part the all static and kinematics quantity are determined
in such manner that boundary conditions at the external edges while the continuos con-
ditions at the common edges are satisfied. The plate elements constructed within the
frame of moderate thickness plate theory are used in this report.

Keywords: plate element. function of form. moderate thickness plate
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W artykule. w oparciu o badania wlasne przeprowadzone na oprzyrzadowa-
mm mlocie udarowym. wyznaczono dynamiczne moduty rozdzierania 7, dla
wybranej grupy stopow metalowych. Dla wyznaczania 7, zastosowano metodg
zatrzymania rozwoju peknigeia. tzw. metode wieloprobkowa. Modul ten w sto-
sunku do znanych parametrow dynamiczne] odpornosci na pekanic K. J,; moze
stanowi¢ dodatkowy ilosciowy oceng mozliwoscei eksploatacyjnych materiatu
w warunkach dynamicznych obeiazen.

Stowa kluczowe: odpornosdé na pekanie materialow. dynamiczny modut rozdzie-
rania

1. WSTEP

W badaniach materiatowych opartych o kryteria mechaniki pekania jednym z naj-
istotniejszych elementow prawidtowej oceny parametréw odpornosci na pekanie jest
precvzyine wyznaczenie obciazenia w chwili inicjacji pekania materiatu zaréwno przy
obciazeniu statycznym. jak i dynamicznym. Jest to obciazenie. dla ktorego wyznacza
sie krvtyvezne wartosci wielkosci charakteryzujacych odpornosé materiatu na pekanie,
czyvli wielkosci. ktére sa traktowane jako stale materialowe w obliczeniach inzynier-
skich. t.; statvezna (K. J;.) lub dynamiczna (K. Jy,) odpornosé materiatu na pekanie.
Parametry te przy porownaniu z krytveznym wspolczynnikiem intensywnosci naprezen
(statvcznvm lub dynamicznym) umozliwiaja ocene dopuszczalnych naprezen. jakimi
mozemy obciazy¢ material przy zatozonej wielkosci wady lub ocene krytyczna wielko-
ici tej wady (bezpiecznego peknigcia). przy zalozonvm obciazeniu statycznym lub dy-
namicznym. Inne znane parametry mechaniki pekania to réwniez: krvtyczne rozszerze-
nie - J,. (COD). wiazkos¢ materiatu G ..

O ile okreslenie sitv (energii) inicjujace] poczatek pekania materiatlu w warunkach
obciazen statyeznych jest na ogol latwe i jednoznaczne [1], to w przypadku obciazen
dynamicznyvch problem ten napotyka na duze trudnosci. zwtaszcza dla materiatow pla-
styeznych. i trzeba szukac nowych metod badawczych [2.3].

Mechanika pekania. oprocz oferowanych parametrow. poszukuje coraz nowszych
wskaznikow opisujacych stan i zachowanie si¢ materiatu w warunkach konkretnych
obciazen eksploatacyjnyvch (statveznych. dynamicznyeh. zmeczeniowych itp.) 1 wvzna-
czenie jego mozliwosci energetycznyeh w stanach awarvinych (ekstremalnych).
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pekanie ./,; oraz rownania linii rozwoju pgkniecia w badanych materiatach jako funkcje
J = fAu).

Ze wzoru (2) wynika. ze dynamiczny modut rozdzierania 7,,,, bedacy miara od-
pornosci materiatu na rozprzestrzenianie si¢ pekania w warunkach obciazen dynamicz-
nych. wiaze z soba trzv bardzo wazne dla materialu wasnosci, tj.: modul sprezystosci
Younga. dynamiczna granice plastycznosci oraz odpornos¢ materiatu na pekanie. Jest
zarazem nie tylko miara wytrzymalosci materialu. ale takze miara oporu, jaki stawia
material przeciwko rozwijajacemu si¢ peknigciu przy obciazeniach dynamicznych. Jak
wynika ze wzoru (2) — jest wielko$cia bezwymiarowa.

Dazeniem jest. aby tak projektowaé materialy. zeby wartos¢ tego modulu byta jak
najwyzsza. Wiadomo, ze wlasnosci wytrzymalosciowe (sprezystosc, wytrzymalosc) nie
ida w parze z odpornoscia na pekanie. Przy optymalizowaniu cech materiatowych za-
damy, aby parametry wytrzymalo$ciowe oraz parametry charakteryzujace odpornos¢
materialu na pgkanie byly jak najwyzsze.

Z analizy wynikow zamieszczonych w tabeli | wynika, ze stale: 14HNMBCu,
18G2A. St3S, staliwo L20G posiadaja nie tylko wysoka dynamiczna odpornos¢ na
pql\ame Ji. ale réwniez wysokie wartosci dynamicznego modutu rozdzierania 7.
Swiadezy to nie tylko o dobrej wytrzymatosci i plastvcznosm tvch materiatow, ale row-
niez o duzej odpornosci na zatrzymanie rozwijajacych si¢ peknie¢ w poréwnaniu
z innymi badanymi materiatami.

Tabela I. Rezultaty oceny dynamicznego modulu rozdzierania 7,,, oraz odpornosci na
pekanie J;,; dla badanych stopow metalowych

Modut Odpornos¢ na | Rownanie linii rozwoju
Lp. Badany material rozdzicrania pekanic p¢knigeia
Tonat Jig |KN/m| J = fAa)

1. | 18G2A 2793 121.7 J=61.84Ma + 121.7

2. | 1HINMBCu 367.2 229.2 J=110.9Aa + 229.2

3. | NOE 21.3 248 J=143Aa+24.8

4. ] S38 152.6 37.6 J=26.6Aa+357.6

5. | Staliwo 120G 1158 109.8 J=483Aa+109.8

6. | Zeliwo sferoidaine 12.6 304 J=18.2Aa + 30.4

7. | Stop aluminium AKI12 0.36 414 J=224Aa + 414

Bardzo niskie wartosci dvnamicznego modulu rozdzierania posiadaja. jak wynika
z omawianej tabeli: stal NOE, Zeliwo sferoidalne oraz badany stop aluminium AKI12
(11% Si). Kwalifikuje to te materialy w strone materiatlow kruchych i nicodpornych na
rozwdj istniejacych peknigé w tych materialach.

Przedstawione takze w tabeli rownania linii rozwoju pekniecia J(A«) (krzywe J-R)
w badanych materiatach odpowiadaja roznym katom nachylenia tych linii do poziomu.

( AJ Y o o L

1gu = — | w materiale badanym jest wyzsza. tym wyzsza jest
\ Au
odpornosé materiatu na rozwdj rozprzestrzeniajacego si¢ pekniecia. Ma on decydujacy
wplvw na wartosé obliczonego dvnamicznego modulu rozdzierania 7.

Przy projektowaniu nowych materialdow nalezaloby wige dazy¢ do jak najwyzszej
wartosci tego wskaznika. ktory moze by¢ miarg energetycznych mozliwosci (zywotno-
$ci resztkowe]) materiatu w warunkach awaryjnych (ekstremalnych) obciazen.

Im wartos¢ tego kata
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. PODSUMOWANIE

Podsumowujac wyniki uzyskane na obecnym etapie badan mozna stwierdzic. ze:
Przedstawiona w pracy metodyka okreslania dynamicznego modutu rozdzierania
T, materiatlow metoda wieloprobkowa (zatrzymania pekniecia) jako parametru pe-
kania moze by¢ zarazem metoda najdokladniejszej oceny parametru dynamicznej
odpornosci na pekanie J,,,.

Dynamiczny modut rozdzierania 7,,,. przedstawiajacy odpornos¢ materialu przeciw
rozwijajacemu si¢ peknigciu, jako wskaznik liczbowy moze okresla¢ mozliwosci
energetyczne | wytrzymalosciowe materiatu w stanach awaryjnych (ekstremalnych).
Przy projektowaniu materiatow i ich technologii obrébezych nalezy dazy¢ do osia-
gania najwyzszych wartosci modutu rozdzierania 7,,,. Im wartos¢ tego modutu jest
wyzsza, tym wyzsza odpornos¢ materiatu na rozwdj istniejacvch w materiale pek-
niec. a tym samym wigkszy zapas zywotnosci resztkowej materiatu.

Przedstawione w pracy rownania oporu przeciw rozwijajacemu si¢ peknigciu
w materiale J(Aa) moga stanowi¢ oceng wplywu dlugosci wady na zmieniajaca sie
odpornos¢ materiatu na pekanie.

Mozliwym jest. iz w niedalekiej przyszlosci dynamiczny modul rozdzierania 7,,,
bedzie parametrem. ktory trzeba bedzie uwzglednia¢ w obliczeniach projektowa-
nych materialow i konstrukeji. ktére musza wykazywa¢ mozliwosci osiagania wy-
sokich wlasnosci wytrzymalosciowych na réwni z wysoka odpornoscia na pekanie.
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DETERMINATION OF THE DYNAMICAL MATERIAL TEARING
MODULUS FOR CHOICE METALLIC MATERIALS

Summary

In this paper. the determination of the dynamical tearing modulus T, for certain
group of metallic materials was presented. In this own testings, the instrumentation of
the bending impact test was used. These testing has been based on the method of stop-
page fracture propagation. This modulus with reterence to well-known parameters of
crack resistance A, and ./,; that result from the criteria of fracture mechanics can stands
additionally quantitative assessment of the possibility of exploited materials | terms it
dynamical loads.

Keywords: fracture toughness of materials. dynamical tearing modulus
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W pracy sformutowano réwnanie opisujace ewolucje ksztaltu krzywolinio-
wej obrotowe] powierzehni obrabianej metoda drazenia clektrochemicznego oraz
rownania przephwu micszaniny elektrolitu i gazu w szezelinie miedzy krzywoli-
niowyvmi powierzchniami obrotowymi (elektroda robocza i anoda). Przedstawiono
koncepeje stanowiska badawezeeo dla werytikacji modelu matematycznego ob-
robki ECM.

Stowa kluczowe: obrobka elektrochemiczna. przeplyw elektrolitu. model matema-
tyezny

1. WPROWADZENIE

Drazenie elektrochemiczne jest odmiana obrobki elektrochemicznej bezstykowej
i nalezy do podstawowych i najbardziej rozpowszechnionych operacji technologii elek-
trochemicznej czesci maszyn i narzedzi [1].

Obrobka elektrochemiczna ECM wymaga. aby do ujemnego bicguna stalego zro-
dta pradu podlaczy¢ elektrode robocza. a do bieguna dodatniego przedmiot obrabiany.
Szczelina miedzyelektrodowa wypemiona jest elektrolitem. Podczas procesu obrobki
wymuszony réznica cisnien przeptyw elektrolitu szczeling powoduje wyptukiwanie
z powierzchni elektrod produktow roztwarzania (czasteczki wodoru oraz jony roztwo-
rzonego metalu).

Mozna zatem przyjac. ze w szczelinie migdzyelektrodowej powstaje mieszanina
elektrolitu. czasteczek wodoru oraz produktow roztwarzania elektrochemicznego.

O zjawiskach fizveznych jakie wystepuja w szezelinie miedzyelektrodowej w trak-
cie obrobki ECM decyduja procesy wymiany masy. pedu i energii. ktore wplywaja na
dokladnos¢ operacji drazenia elektrochemicznego.

Projektujac proces technologiczny drazenia nalezy wyrozni¢ nastepujace zadania
[2.31:

— dobor warunkow procesu ECM (sklad elektrolitu. parametry obrébki. wymogi tech-
nologiczne).

- wyznaczenie geometrii narzedzia — elektrody roboczej.

— analiza doktadnosci obrobki.

(W9
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Stad wspélezynniki Lame’go sa rowne [8]:
L.=1: Ly=R(x) L.=1 (10)

X K

2.2. Réwnanie opisujace rzeczywista zmiang ksztattu powierzchni
obrabianej

Ogolne rownanie rézniczkowe opisujace zmiang ksztaltu powierzchni obrabianej
wskutek roztwarzania anodowego zgodnie z teoria roztwarzania ECM ma postac [5.9]:
CcF -
—+ k. jgradF =0 (1
ct ‘

z warunkiem poczatkowym F(X, Y, 0) = F,

edzie:
7=/ v —rozklad gestosci pradu na powierzchni obrabianej,
k, - objetos¢ materiatu usunigtego przez roztwarzanie anodowe
przy przeplywie jednostkowego tadunku elektrycznego.
Fy4,0) =0 — réwnanie opisujace wyjsciowa powierzchni¢ obrabiana,
Frd4.0) =0 — réwnanie opisujace powierzchnig anody w chwili t.

Gesto$é pradu wynika z prawa Ohma {11.12]):
j = -« grad ui ‘ (12)
edzie:
u - potencjal pola elektryeznego miedzy elektrodami,

K — przewodnosé whsciwa - konduktywnosc.

W uktadzie wspolrzednych prostokatnych .X.Y.Z zwiazanych z nieruchoma anoda
rownanie powierzchni anody jest postaci:
Z=27,(x.1) (13)

Wprowadzajac rownanie (13) do zaleznosei (11) otrzymujemy:

7 2z, Y (ez, Y
(~ L=k Ja T+ (ﬁ ',’ +((ﬂ ;‘ -V, (14)
Ct ¢ X \ cY

dlar=02,=2,XY).

Zaktadajac. ze rozklad potencjatu wzdluz odcinka normalnego do elektrody robo-
czej jest liniowy (czesto przyjmowany w obliczeniach technologicznych) funkcje gesto-
s¢i pradu mozna wyrazic¢ zaleznoscia:
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. L U-E
Ja =KDy ®

(15)

tutaj: S = 24
Funkcja @y; opisuje wptyw zmian konduktywnosci w szczelinie. Wyznacza sie ja
nastepujaco:
S
- f oy _ (16)
SLo(+alr -7 ))1-p)"

Dla zamknigcia uktadu rownan (14+16) konieczne jest wyznaczenie przyrostow
temperatury AT = T'— T, oraz rozklad koncentracji fazy gazowej §. Wymaga to okresle-
nia rozkladow cisnienia i predkosci w krzywoliniowej szczelinie miedzyelektrodowe;.

3. ROWNANIA RUCHU MIESZANINY

Rownania ruchu mieszaniny (elekirolit + gaz) wynikaja z zasad zachowania me-
chaniki, tj. zasady zachowania masy, pedu i energii [7].

Przyjmujac do rozwazan model homogeniczny osrodka dwufazowego rownania
ruchu w krzywoliniowym lokalnie ortogonalnym ukladzie wspotrzednyvch maja naste-
pujaca postac:

— rownania ciaglosci przepltywu:

pa . o . ('\ A%
ic(png\,)ﬁLin(weL (Q 1):0 (7
R ox R (6 v
! a(pHR"~) | 5‘(9//"0) F(P//"\) : -
— e + L= gk h (18)
R o R0 oy
— rownania pedu:
v v, ep. o
P, (v, Ve Yo A“ +v, d v, )= — D, +u ] .
éx R B ay Cx cx”
A ‘ (19)
I oy, cv, R Cv, R Cv, (RR)
+— Y -2— v ]
R~ 00" cv R Cx R0 R-
b (v, @4‘0 Vo 51"/; . 5)70 _\,\1,(’&):__1__ ij» o v
éx R ¢0 oy R R ¢H Cx” 0
R . : D, o (20
I Oy Oy LR dv, R Ov. (RR) |
— 2l
R 66 " R & "R R
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© v 2l oy v ¢ v\‘ “p ¢ V\'
pﬂ(\‘ — + — +v‘ - )= - ‘+HU( — +
CX R (9 Cy Cy Cx-
[ N ¢y ROy
=
R- (B - Cy~ R (x
Ay, oy, Ov v . R Cp &y,
p”(‘\ A\ = _\\+\ A\ Vy ):_ ,{H+“H[ ~ w\+
Y R ¢ Cy cx cx”
I ¢y v R Oy R ¢v, (RR)
+ - — ‘x + — gl \ _2 — o} ( ‘) V\,]
R ¢H- y R Cx R™ CH R’
Cyvyg v 0wy Cy, I cpy {“lve
p, (v, —/—+—— — V.V )= Py + iy [ P
Cx R O Cy R O cx”
| Oy &y, RO R v RRY
+ - )+ - U+__“ ‘\//+7_ - ( ﬂ)v(;]
R CO - cyt R Cx R 76 R
Cvop Cv av 'p c-v
[§
p (v ——+ Lty L o+ ( Lt
O X R 6 ¢y y Ox -
G R G U v,
t— et )
R~ B Cyv? R Cx
réwnanie energii:
-~ - - ~ . - e
cT T voT cT ] CORv,) Cvy CVy
e e B L Thrull Bl ) o S i
Lt cx RO cy R ¢x RO
I cTY 1o, T cf.er
= AR— A———| A [+ —| A — |+
R Cx Cx ) RcOlU ReB) Cyl Oy
: - 2
, ({”\ ( vy R (¢ v‘.\
20— |y, — | |
. Cx ), {RcO R oy
N K |
! .
Uooy Sy N Oy ~ - -2
1 oy cvy v )
) T +( 4 +1
(v RO L ix Cy ) K
K/ [ C Vo o .
CRCH Cx _’{ I CrRy. ) vy 5"1-1_
T . I N T oA =
i R J JILR Cx RB ('yJ
TV

ey

(22,

24)
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gdzie:
V. Ve, v, — skiadowe wektora predkosci,
P ~ — cisnienie elektrolitu.
P — ci$nienie gazu,
P~ P (1-f) — gestosé elektrolitu,
Pu=pu.B — gestos¢ wodoru,
L, — dynamiczny wspotezynnik lepkosci elektrolitu,
I - dynamiczny wspofczynnik lepkosci wodoru,
8 — objetosciowa koncentracja fazy gazowej,
JoMu ky  — odpowiednio: gestos¢ pradu, wydajnosé pradowa wydzielania wo-
doru, rownowaznik elektrochemiczny wodoru,
T — temperatura elektrolitu,
Cp — ciepto wlasciwe przy stalym cisnieniu,
R — promien powierzchni Srodkowe;j.
cx

Rozwigzania rownan ruchu danych w postaci zwiazkow (17+23) nie sa mozliwe
do uzyskania na obecnym etapie wiedzy przy uzyciu metod analitycznvch.

Dokonujac w réwnaniach (17+24) odpowiednich przejs¢ asymptotycznvch cha-
rakterystycznych dla przeptywéw w cienkich warstwach cieczy (waskich szczelinach)

( h<<R(x) ) [4,5]. zakladajac przeptyw osiowosymetryczny [L - <)\§ . mozna sprowadzi¢

AN ¢ /

je do uktadu:

(26)
(27)
(28)
(29)
0=-Le (30)
v
N N
V. >R g "
PHL\{\. ((:\"‘ +1, ((21‘ - ‘)? = —ﬂﬂu,, - ‘:‘ (3
- (5
-~ [ 2
vy ( R CTvg .
Pr|v Fr) + v, =2 T Ty !:M// N 3) (32)
B ; oy
(,!'[71/
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(er or @ IO(Rv,) Cve| 1@ aT
pL'C/)L.\_[*'V,\'.\—*'Vy =—p|l ="+ +E—" AR +
(¢

ox T Cy R Cx ay X Cx
7
2 , 2
AN R v,
2 +Hve—1 4| — +
Cx "R cv
) (34)
- - - 2 P - 2 2
TR T\ Cvg CVyo Ovy, J
+ A—— i+ U, + + + —
cry o« ) av ax 0y K
)
~ AT - 2y, <
Cvy R 201 &(Rv,) CVy
— Yo "S5 a. T
R 3| R Ox oy

Dodajac réwnania ruchu obu faz stronami oraz zaniedbujac czlony zawierajace
P/ P. jako pomijalnie male. zakladajac, ze cisnienia p. = py = p, uklad réwnan ruchu
homogenicznej mieszaniny (25+34) jest teraz nastepujacy:

(«A'(Pg RV,\-) + 6(96‘)')

1
— =0 33)
R ox Cv (
| Cpyy Ry, oy -1 A
~ P ) = jnyrkph (36)
R ox ¢
1 v R' W cp :
[ 2 T (
pu(‘" «I\ v Y“G—_':_'ﬂl_+.ue : (37)
Cx A\ R} x oy
~ " 12
Pc( (:JJFVV(E—U—‘\W)B“ = U, ( ”:) (38)
(X RS R a\;“
- (39)
v

Rownanie energii w rozwazanym przeplywie. uwzgledniajac cieplo Joule’a wy-
dzielane przy przeplvwie pradu, wymuszona konwekcje ciepta spowodowana przepty-
wem elektrolitu. wymiane ciepta przez elektrody. pomijajac energie rozproszona, ma
teraz nastgpujaca postac:

S S ~ A S~ AT P2
NINGE AP L A R DYt NN DPLELIN BV i (40)
X v RCOx Cx)o ooyl v oK
adzie:
a= — dyfuzvinos¢ cieplna elektrolitu.

CpPe

K — elektrvezna konduktywnosc wiasciwa elekerolitu.
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Sformutowany uktad rownan (33+40) stanowi- podstawowy uklad rownan dla
analizy osiowosymetrycznego przepltywu mieszaniny elektrolitu i wodoru w szczelinie
migdzyelektrodowe;j.

Rozwigzanie ukladu rownan (33+40) pozwoli na okreslenie rozktadéow predkosci,
cisnien i temperatury w szczelinie miedzyelektrodowe]j. Uzyskane formuty opisujace
rozktad temperatury w szczelinie wykorzystane beda dla wyznaczenia ewolucji ksztaltu
przedmiotu obrabianego (anody) na podstawie rownania (14) [13.14].

3.1. Warunki brzegowe
Rozwigzania rownaf (33+40) powinny spelniaé¢ warunki brzegowe odnosnie:
— skladowych predkosci:
v.=v. =0 dla yv==2h
vy =0 dla y=-h, (41)
vy =0,R(x) dla v =+h
— ci$nienia:
p=p, dla x=x,
g (42)
p=p da x=x
— dlatemperatury:
— nasciankach:
=17 dla x2x, i v==h
— na wlocie
r=1T, (43)
gdzie:

P p- — cisnienia na wlocie i wylocie szezeliny migdzyelektrodowej.
Xy, - — wspdlrzedne potozenia wlotu i wylotu ze szezeliny migdzyelektrodowej.

Xy — wspotrzedna poczatku szezeliny miedzyelektrodowe;j.
T, — temperatura elektrod.
Tw — temperatura na wlocie.

4. STANOWISKO BADAWCZE

Otrzymane krzywe opisujace zarys ewolucji ksztaltu przedmiotu obrabianego
(anody) zamierza sig zweryfikowac na stanowisku badawczym przedstawionvm sche-
matycznie na rysunku 4.

Zasadniczym elementem stanowiska jest komorka obrobkowa 1. w ktorei znajduje
si¢ przedmiot obrabiany 2 oraz elektroda robocza 3. Komorka wykonana jest z przezro-
czystego tworzywa umozliwiajacego obserwacjg elektrod i przeptvwajacego elektrolitu.
Otworem 4 podawany jest do komorki obrobkowej elektrolit. Sposob zasilania szczeli-
ny miedzyelektrodowej w elekirolit zapewnia przeplyw osiowo svmetrvezny. Otwo-
rem 3 do przestrzeni migdzy $ciankami ER i korpusem komérki podawano przeciw-
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— ruchu masy, pedu i energii mieszaniny elektrolitu i gazu w krzywoliniowym ortogo-
nalnym uktadzie wspotrzednych.

Ponadto przedstawiono stanowisko badawcze dla weryfikacji zaproponowanego
modelu matematycznego opisu obrobki elektrochemicznej powierzchni krzywolinio-
wych obrotowych:

Nalezy podkresli¢, ze przedstawiony model matematyczny obrobki elektroche-
micznej stanowi uktad réwnan rozniczkowych czastkowych nieliniowych. ktorego roz-
Wwiazanie wymaga zastosowania badz przyblizonych metod analitycznych, badz znanych
w literaturze metod numerycznych réznic skonczonvch. elementow skonczonych lub
objetosci skonczonych.
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ELECTROCHEMICAL MACHINING CURVILINEAR SURFACES
OF REVOLUTION

Summary

In this work an equation describing the shape evolution of the electromachined
curvilinear rotary surface has been formulated as well as the equations of electrolyte and
gas mixture flow in the gap between curvilinear surfaces of revolution (tool electrode
and anode).

A concept of a working station for verification of the presented ECM machining
mathematical model has been discussed.

Keywords: electrochemical machining. electrolvte flow, model mathematical
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Przedmiotem pracy sa phvty cienkie oparte na podlozu lepkosprezystym.
ulegajacym pelzaniu, Rownania rozniczkowe opisujace plyty cienkie i rownania
rozniczkowe modelujace podloze lepkosprezyste sprowadzono do rownan pracy
wirtualnej i nastgpnic rozwigzano dwiema metodami numerycznymi — metoda
clementow skonczonyeh (MES) i metodg Zienkiewicza-Wooda (SSpj). W celu
ilustracji poprawnosci zaproponowanej metodyki rozwigzania wykonano oblicze-
nia i przeprowadzono analize otrzymanych wynikow.

Stowa kluczowe: phvta. podloze tepkosprezyste. pelzanie

1. WSTEP

Zachowanie sie ukladu konstrukcja — podloze. bedacego przykladem tzw. ukladow
sprzezonych jest. wobec wplywu szeregu czynnikow zaréwno mechanicznych jak
i niemechanicznych. bardzo zlozone i skomplikowane przy matematycznym opisie tego
zjawiska. Zlozonos¢ tego zagadnienia wynika z braku jednoznacznego jego przedsta-
wienia w postaci rownan i zwiazkow matematycznych. Powoduje to. ze stosuje sig
roznego rodzaju modele fenomenologiczne do opisu zwlaszcza oddziatywania podioza.
Podstawa tworzenia modeli coraz bardziej zlozonych jest mozliwos¢ jednoczesnego
uchwveenia takich zjawisk reologicznych, jak pelzanie i relaksacja. Wplyw tych zja-
wisk ma istotne znaczenie dla pracy konstrukcji. Na przyktad. stan naprezenia w ukla-
dach stalowvch i zelbetowvch moze w procesie pelzania zwiekszy¢ sie 2+2.5-krotnie.
a przemieszczenia moga wzrosnaé nawet 3+ razy [1.2.3].

W analizie drean najczesciej stosuje sie model Voigta-Kelvina. Wynika to z duzej
latwosci stosowania tego modelu do obliczen dynamicznych i reologicznych. Szybkie
przebiegi drean (krotki okres) powoduja. ze na wyniki analiz dynamicznych nie ma zbyt
duzeco wplywu dobor modelu reologicznego do opisu tlumienia drgan. Zjawiska petza-
nia i relaksacji zachodza za$ bardzo wolno w czasie. Do$¢ powszechnie stosuje sie wige
do opisu pelzania i relaksacji. zwlaszcza metali i tworzyw sztucznych. model Zenera
nazywany modelem standardowym lub tez Rzanicyna. Rzanicyn zastosowal model
Zenera do zagadnien reologicznyeh betonu [4]. Model Biirgersa zas zawiera cechy
wszystkich wymienionych wezesniej modeli lepkosprezystych i zostal zaproponowany
do przedstawiania zjawisk reologicznych w smotach i astfaltach [5]. Model ten nalezy
raktowac jako udoskonalenie modelu Zenera.

W pracy rozwaza sie phvte cienkg oparta na podlozu lepkosprezystym. Rownania
rozniczkowe opisujace phyte cienka i rownania rozniczkowe modelujace podioze lepko-
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We wzorach poszczegélne wielkosci sa funkcjami polozenia x, y oraz czasu ¢
i kolejno oznaczaja: M,. M, - momenty zginajace. M,, - moment skrecajacy, w - funkcja
ugiecia ptyty. ¢ - znana funkeja obciazenia poprzecznego, » - nieznana funkcja odporu
(reakcja) podioza, E, v - stale sprezystosci materialu ptyty. & - grubo$¢ ptyty, £ - po-
wierzchnia srodkowa plyty.

Wymienione rownania uzupelniaja warunki brzegowe oraz rownanie opisujace
podloze lepkosprezyste.

Istnieje wiele modeli osrodkow lepkosprezystych. np. modele rézniczkowe, mo-
dele catkowe [7.8.9]. W pracy [10] zaproponowano matematyczny opis modeli lepko-
sprezystych w postaci rownania rozniczkowego czastkowego, ktore zawiera zwiazek
miedzy reakcja podloza r(x.1.¢) 1ugieciem plyty w(x, v.7).

Do dalszych rozwazan przyjmuje sie model lepkospre¢zysty opisany réwnaniem
rozniczkowym zwyczajnym:

o, PO A= Bow P+ Bow (3)

Do jednoznacznego rozwiazania takiego rownania potrzebne sa warunki brzegowe
i warunki poczatkowe. Warunki brzegowe formutuje si¢ tak, jak dla rozwiazania row-
nania rozniczkowego pivty (1). Warunki poczatkowe sa bardziej ztozone:

wlx, 1.0)=w’(x.v) e v.0)=w"(x. v
(cx0)=wlesl b 0)= (o) N

My, 1.0)= r"(.\‘, V), {x, y.O) ="(x, _v)

Dodatkowo warunki (4) musza mie¢ taka postac, aby réwnanie (3) bylo spemione
w chwilir = 0:

o, r (\ }',0) + (;cl/"(.\‘, ,\’,O)ﬁ- s i (x, '\',()) = B“n'(/.\‘, y.O)+ BIW(,\‘, .\',0)+ B:v'[/(x, _v,O) (5)
Po wykorzystaniu oznaczen uzytvch w warunkach (4) otrzymujemy:

a, o Fas F = B’ + B +Bow! (6)

o

3. SFORMULOWANIE GLOBALNE

Zastosowanie metody elementow skonczonyveh (MES) do rozwiazania rownan
rozniczkowych wymaga przejscia ze sformutowania lokalnego do globalnego {catko-
wego). W tvm celu zastosowano metodg wariacyjna wykorzystujaca zasade pracy wir-
tualnej. Wszystkie wielkosci wystepujace w rownaniach (1+6) sa funkcjami ciagtymi
i dostatecznie gladkimi (istnieja pochodne czastkowe wyvmaganego rzedu). Wariacjg
funkcji w oznaczamv svmbolem ow. Rozwazamy klase dowolnych przemieszczen
w=dw zgodnych z wiezami plyty (geometrycznymi warunkami brzegowymi). co pro-
wadzi do zanikania wariacji przemieszczen 3w na czesci powierzchni brzegowej
z ograniczeniami przemieszczen. Na bazie rownania (1) tworzymy wyrazenie globalne
stuszne dla dowolnego czasu 1

-
!
”éw

B
[ .
9] L - i

“M, oM oM |
N7
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ktore po przeksztalceniach sprowadza si¢ do rownania pracy wirtualnej ptyty w postaci:

KoM Q..
j ( JM +5[“’°‘j /_\_‘.+5[ Ap"' ]M_n.mf f-‘ ]A\/l.f&v(q—r)]c/()—0,(8)
v - X - s ’

gdzie:

Cw m
Py =—- Py =— 9)
Cx Qv

Po wprowadzeniu oznaczen (11), réwnania (2) opisujace momenty przyvimuja po-

stac:
Co. S O
M :—D[ w2 ) M, ——D[v & +4}
Cx Vo Cx v
(10)
D Co. (.
Moo=y Lo P
B 2 cv (X
Analogicznie do (7) réwnanie pracy wirtualnej podloza lepkosprezystego ma po-
stac:
”E)w (ot r+ o+ o =B =B =B dQ =0 (rn
Q

4. ROWNANIA W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

W MES rozpatrywany obszar plyty (rvs. 2a) zostaje myslowo podzielony na skon-
czong liczbg podobszarow. tzw. elementéw skonczonych (ES) (rvs. 2b). Dla kazdego
ES (rys. 3) dokonuje sig opisu pol przemieszczen w zaleznosci od parametrow (prze-
mieszczen) weztowych:

W o) =0 o)) enl)= 0 (e 6 ()

(12)
U Ve B (e ),
O3 (v yit)= @ (v v) x (),
adzie:
I ¢ o 9 r H - ~ . 3
X, ={w . 0, ¢, | — wektor przemieszczen ES w wezle i
Ay , o, . . . - .
OMER M2 - macierze ksztaltu zawierajace tunkcje przestrzenne.

— —

i=1,2,.w,-n

n liczba wezlow ES.

W, — liczba stopni swobody w wezle ES.

|






6o}
Ne)
o

Justyna Sobczak-Pigstka

, D¢ Al cpi™ cp
M =By ) | 2 +(‘—'
R 2 v L Cx

Po opisaniu funkcji przemieszczen i sil przemieszezeniami weztowymi dla kazde-
go ES. podstawiamy te zwiazki do rownan prac wirtualnych (8) i (11) i otrzyvmujemy
réwnania ruchu w postaci:

J

)
Slisas om0 (16)

B N
e=l

I3
¢ ¢ ¢ ¢ e ¢ ol v [ ¢ oo ¢ e
Z[’—lk(a()yr, + O(/J_'/‘, + 0(31/\, )il—/k (Br)lk + BISA' + B_‘{/\ )]" Q

Kx+W yv-F£=0 (17

adzie:

Nod e V' cat cap
+D%1\»)Q £ J 22 o
ot oo CX (18)
coe N [ cwtr e
+D“(1—»") = A=k lJQ+
oL Y a o
S N G O
+ D¢l = ]h“j‘ L= g,
S cy L CX <
e f LL’VI‘)T L _ [ e e ¢ }’ o [ ° ex u\']/- 9
= JJ(D/ g, xp =W O Py |y = oy (19

v (e 8t v - e e aor
o (¢}

W powyzszych wzorach poszezegolne symbole oznaczaja: K, - macierz sztyw-
nosci ES. F¢— wektor obciazen wezlowych ES. W5 . 1'%, ~ macierze charakteryzujace

geometrie ES. x?. 1¥ — wektory odpowiednio przemieszczen i sit ES w wezle /.
X
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Rownania sprzezone (17) mozna zapisa¢ w formie zintegrowanej:
MY+ N+ X = 21
adzie:
( 0 ( ( K W
M= N . ¢ = - - _— e — (22)
b e wl - B wl - =By a,

o of o ol

Jest to uklad rdwnan rézniczkowych zwyvcezajnych wzgledem czasu. Do jedno-
znacznego rozwiazania tego ukladu potrzebne sa warunki poczatkowe (4), (6).

5. ROZWIAZANIE ROWNAN RUCHU

Do rozwiazania ukladu rownan rozniczkowych zwyczajnych, niejednorodnych
(21) stosuje si¢ numeryczna metode calkowania bezposredniego Zienkiewicza-Wooda
(SSpj). Przy zastosowaniu metod numerycznych uklad réwnan rozniczkowych prze-
ksztalca sie w warstwowe uklady rownan algebraicznych, co przy znanych warunkach
poczatkowvch zawsze prowadzi do procedury rekurencyjnej. W metodzie SSpj para-
metr j oznacza rzad rownania rézniczkowego. a p = - liczbe wyrazow rozwinigcia
funkcji (w rozwazanym przypadku .V =Y (1)) w szereg potegowy. Jezeli np. zastosu-
jemy wariant metody SS22. to wzory rekurencyjne maja nastgpujaca postac [11, 12}:

I s . . y , y
@' = [M+ N0+ (A) 0K ] [OR be-onr! - X -R (X + a0 Y],

s - l i -~
il“ ‘,Y’f‘ X[,\/I‘F;(;,\[)Hgl. (23)

=V vl
i=0.1.2.....T. At - przedzial czasu (krok catkowania).
Abv obliczenia rekurencyvijne byly bezwarunkowo stabilne. to parametry metody
©, musza spetniac nastepujace ograniczenia {11.12]:
© 203, ©, 20, (24)

6. PRZYKEADY OBLICZEN

Rozpatrujemy plyte o wymiarach / =/ =20 m i /=1 m. utwierdzona na jednym
z bokow (rvs. 4) i obciazona w dwoch punktach sitami Heaviside'a P(r) = P H(r).
del i) dlat 20

adzie: £, =1000.N = [ kN, H{) = :
10 dlat <0
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W przypadku podtoza o modelu Maxwella przemieszczenia rosna w czasie i nie
nastepuje ich stabilizacja. Dla stalej wartosci wspotczynnika lepkosci podioza n

proces ten przebiega wzdluz prostych rownoleghych. ktérych kierunek zalezy od
przyjctej wartosci wspotezynnika sprezystosci podtoza K (rys. 6).

W przypadku podloza Zenera przemieszezenia stabilizuja si¢ w czasie, osiagajac
okreélona warto$¢ przemieszczenia zalezng od przyjetej wielkosci wspotczynnika
sprezystosci podloza K| = K> = K. Dla stalej wartosci wspolezynnika sprezystosci
podloza K, = K, = K przemieszczenia stabilizuja si¢ w czasie w zaleznosci od
wartosci wspotczynnika lepkosci podloza (rys. 7). Dla wigkszej wartosci n proces
ten jest bardziej powolny niz dla wartosci mniejszych.

Uzyskane rozwigzania numeryczne pod wzglgdem jakosciowym nie sa sprzeczne
z przewidywanymi wynikami.

W pracy zaproponowano algorytm pozwalajacy na rozwiazanie dowolnie uksztal-
towanej plvty opartej na podlozu lepkosprezystym. Rozwiazanie takiego zadania
wymaga danych w postaci wymiarow plyty, cech fizycznych materiatu plyty (state
sprezystosci). funkcji rozkladu obciazen w czasie i przestrzeni, parametrow funk-
cvjnych podtoza oraz warunkow brzegowych i poczatkowych. Kontynuacja powyz-
szej tematyki moze stanowi¢ kierunek dalszych badan. Wymaga ona jednak skoja-
rzenia badan teoretycznych z badaniami doswiadczalnymi dotyczacymi parame-
row podloza, np. gruntowego. czy tez innego tworzywa Konstrukcyjnego (metal.
polimer). Identyfikacja powyzszych parametréow pozwoli zaproponowa¢ model
odwzorowujacy dane podtoze.
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CREEP OF PLATES ON VISCOELASTIC BASIS
Summary

The subjects of the research are thin plates on creeping viscoelastic basis. Differ-
ential equations describing vibrations of a thin plate as well as those which describe
viscoelastic basis have been solved by two methods: the finite elements method and the
method of Zienkiewicz-Wood. In order to illustrate the correctness of proposed meth-
odology of solution made specific calculations for thin plates on viscoelastic basis and
the analysis of the results was performed.

Keywords: plate, viscoelastic basis, creep
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ANALIZA WIBROIZOLATORA GUMOWEGO
Z REGULACJA SZTYWNOSCI

Krzysztot Wernerowski
Katedra Mechaniki Stosowangj
Wydziat Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7. 85-796 Byvdgoszcz

Zmicnna sztywnosé wibroizolatora gumowego umozliwia doktadne usta-
wienie ukladu do istniejacych parametrow drgan. Opracowano nowe rozwiazanie
konstrukcyine wibroizolatora. Dzialanie polega na wykorzystaniu mozliwosci
ograniczenia ksztaltowego speczania objgtosei bocznej nosnej podktadki gumo-
wej. Analizowano nieliniowe dzialanie gumy. Opracowano doswiadczalno-anali-
tvezne wzory okreslajace wielkosci charakterystyezne wibroizolatora.

Slowa kluczowe: wibroizolator. guma. sztywno$é. regulacja. spgczanie

1. WSTEP

Zagadnienie rzeczywiste] skutecznosci wibroizolacji maszyn i urzadzen mecha-
nicznych jest ztozone [2.5.7.8.9.10,12]. Dzialanie jest uzaleznione od kilku parametréow
scisle zwiazanych z analiza drgan [1.3.4.6.11,13.14.15]. Jednym z najwazniejszych jest
sztywnos¢ wibroizolatora:

— (LD

gdzie:
Q - obciazenie,

o — odksztalcenie.

Powszechnie stosowane sa rozwiazania o stalej sztywnosci.

Opracowano nowy wibroizolator gumowy z regulacja sztywnosci. Istotng zaleta
konstrukeji jest mozliwosé regulacji podczas montazu. Skutecznosé wibroizolacji jest
funkcja sztywnosci. Wprowadzono mozliwos¢ realnej optvmalizacji pracy ukladu.

2. ANALIZA DZIALANIA

Istota nowego rozwiazania konstrukcyjnego wibroizolatora polega na mozliwosci
wyvkorzystania ograniczenia ksztaltowego speczania objetosci bocznej nosnej podktadki
gumowe;j.

Wibroizolator gumowy z regulacja sztvwnosci pokazano na rvsunku 1. Konstruk-
cja sklada sie z: | — podstawy. 2 - nosnej podkladki gumowej. 3 — plvtki, 4 — tulei re-
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— obciazenia od ugiecia statycznego §,, w mm

0 =25-4465,, —3.96452, + 04965 N (3.7)

statycznego modutu Kirchhoffa od twardosci gumy

G, =8025x10° H-5429x10° H> +229x10° H* MPa (3.8)

Uzyskane wzory doswiadczalne z wystarczajaca dokladnoscia okreslaja istotne

parametry analizowanej gumy.

Wykonano analize empirycznej strzalki ugiecia na podstawie (3.7):

S, :} ~1360+270 + 3(292032 - 8160- 0 + 810°
J

| S
28]
—
+
S—

i
1
r rsl , (3.92)
9243 - 1360+ 270 +3(292032 - 81600 + 810° | [ +a=
J
1
il LS
Su2 = 1360+ 270 +3(292032-81600+810°F | +
)
+ 46 -+ 2+
, 175 .
3{‘1360+27Q+3(292032—8160Q+8]Q1 y
| b
N R (3.9b)
1 1 :
+?1\/§{7{—1360+27Q+3(292032~8160Q+81Q“,1} +
s J

92

]
BE
60 +270 +3(292032 81600  810° T}

|9
|

—

(V9

i=+-1

| 1
O3 :...—%i\/_i:...:?'+()2[.4.]_? (3.9¢)

Podczas obliczen istotna jest dynamiczna strzatka ugiecia 3.
Na podstawie (3,4.3):

E,=n-E, (3.10)



(9%}
o]
(V%]

Analiza wibroizolatora gumowego ...

czyli:

E, =(0.048H 6872107 1> +6359x10° 1),
-(0,042H+92x10*4H3+5,33x10“’H-‘): G.11)
=2016-107°H? +152976-107° H" -1.09306-10" " H* +
+2.187504-107" H> +3.389347-10 "' H®

Mimo zastosowania komputera obliczenia na podstawie wzoréw empirycznych sa
stosunkowo uwiktane liczbowo. Wobec tego podczas obliczen gumy stosuje si¢ meto-

dyke obliczeniowa wspomagana wynikami okreslonymi metodyka analityczna.
Do waznych wielkosci wibracyjnych zaliczaja sie strzatki podkiadki gumowe;j:

Qll C[_V
FIE (3.12)

gdzie:
F - pole.

Ugigcie statyczne jest nastgpujace:

. 40h

(\I

= mm
T D0.042H +9.2-10 T H? +533-107° 1) (3.13)

Analogicznie okreslono ugigcie dynamiczne:

5, = 40hr D*(.016-107 H> + 15297610~ H7 =109306-107 H* + (3.14)
3.14
+2.187504-107" 4™ +3.389347-107"' H° )rl o

Wysokosé h podktadki gumowej okreslona jest na podstawie kilku warunkow
konstrukcvjnych. Staramy si¢ wyeliminowac¢ zjawisko wyraznie reologiczne. Wystgpu-
jace naprezenia dynamiczne nie moga by¢ przyczyna odksztalcen trwatych i pelzania.
Graniczna wartos¢ dopuszczalnego naprezenia wynosi okoto 0.7 MPa. Eliminujemy tez
niebezpieczenstwo naderwan lub rozszczepien gumy. Grubos¢ podkiadki musi zapew-
nia¢ mozliwosc ugiecia statveznego. Oczywiscie uwzglednia sie ksztatt podkladki gu-
mowej.

Wysokosé gtownego elementu wibroizolatora okreslona jest (3.9a) dla strzatki
ugiecia d,,,.

By +0250" 702(0.0420 +9.210 1 + 53310047 )
{ 1
m a5
Cl K
¢ —l360+27(‘)+3(292032‘3‘60'Q+81Q"E (+)
i ol

i

(3.15)
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Analiza wibroizolatora gumowego ...
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ANALYSIS OF RUBBER VIBROINSULATOR
WITH REGULATED STIFFNESS

Summary

Rubber insulator variable stiffness makes the accurate system setting to vibration

existing vibration parameters possible. New vibroinsulator constructional solution was
done. Functioning is results of rubber pad bound up-setting from side possibility. Non-
linear rubber action was analysed. Experimental-analytical formulas of vibroinsulator
characteristic quantities were elaborated.

Keyvwords: vibroinsulator. rubber. stitfness. regulation. upsetting
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BADANIE MODULU SPREZYSTOSCI PRZY ZGINANIU PLYT
DREWNOPOCHODNYCH O STRUKTURZE WARSTWOWEJ

Arnold Wilczynski, Marek Kociszewski
[nstytut Techniki
Akademia Bydgoska im. Kazimierza Wielkiego
ul. Chodkiewicza 30. 85-064 Bydgoszcz

Przedstawiono badanic modutu sprezystosei przy zginaniu warstw plyty
wiorowej i plyty MDF. Modul warstwy zewngtrznej jest znacznie wigkszy niz
modut warstwy wewnetrznej: 3.7 razy dla plvty widrowej i 2.3 razy dla phty
MDE. Wartosci modulu sprezystoscei lityeh plyt obliczone na podstawie modutdow
sprezystosel ich warstw sa w przyblizeniu rowne wartosciom wyznaczonym eks-
perymentalnie.

Stowa kluczowe: phyvta wicrowa. MDFE. warstwy plyty. modul sprezystosci

I. WSTEP

Plyty drewnopochodne sa materialami niejednorodnymi. Technologia ich produk-
cji sprawia. ze warstwy przypowierzchniowe charakteryzuja si¢ wigkszym stopniem
sprasowania. a tym samvm wigksza gestoscia niz warstwy wewnetrzne. Takie zrézni-
cowanie warstw zwigksza efektywnos¢ wyvtrzymalosciowa plyty przy jej zginaniu, kie-
dv to sztywniejsze i bardziej wytrzymale warstwy zewngtrzne odgrywaja decydujaca
role. Warstwowa budowa takich plyt drewnopochodnych. jak plyta widrowa i pilsniowa
determinuje anizotropie ich wlasciwosci. Wlasciwosci mechaniczne przy zginaniu ptyty
zaleza od kierunku jej obciazania, od tego czy plyta jest zginana sitami prostopadtymi,
czy tez rownoleglvmi do plaszczyzn ptyty. W tym drugim przypadku wiasciwosci te
osiagajq nizsze wartosci [9].

Elementy konstrukcyjne wykonane z plyty wiorowej lub piléniowej sa jednak pod-
dawane przede wszystkim zginaniu sitami prostopadlymi do plyty. Wazne jest wigc
poznanie takich wlasciwosci mechanicznych plyty. jak modut sprezystosci przy zgina-
niu i wytrzvmalosé na zginanie. Wlasciwosci te zaleza od wielu czynnikow. w tym od
czvnnikow materialowych. technologicznych, wilgotnosci i temperatury. W tym zakre-
sie przeprowadzono wiele badan | mozna stwierdzi¢. ze problem wtasciwosci mecha-
nicznych przy zginaniu ptyt drewnopochodnych jest dobrze rozpoznany. Niedostateczna
natomiast jest wiedza o wlasciwosciach mechanicznych warstw tych ptyt. Poznanie tych
wiasciwosci pozwoli na dokladniejsze obliczenia wytrzvmato$ciowe elementow wyko-
nanych z ptvt drewnopochodnych, w tym na analize napr¢zen w tych elementach. szcze-
golnie w miejscach ich potaczen. Ponadto umozliwi optymalizacje struktury i dobor
odpowiednich parametrow procesu technologicznego ptyty [51.

Znajomos¢ wlasciwosci sprezystych warstw plyt drewnopochodnych pomoze
w stosowaniu teorii zginania uktadow warstwowych dla tych ptyt. Teoria ta w odnie-
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adzie:
E — modul sprezystosci piyty,

I —moment bezwladnosci przekroju ptyty wzgledem osi obojetnej przekroju.

£, —modul sprezystodci i-tej warstwy plyty.

I, — moment bezwiladnosci i-tej warstwy wzgledem osi obojetnej przekroju.

Ze wzgledu na symetrig ukladu warstwowego mamy:

El = ZE.'[_' + 2E,)Ip + EHIH' (2)
gdzie:
E., E, E, — moduly sprezystosci przy zginaniu odpowiednio dla warstw ze-
wnetrznych, posrednich i warstwy wewnetrznej,
L, I, I, — momenty bezwladnosci wzgledem osi obojetnej przekroju odpo-

wiednio dla warstw zewnetrznych, posrednich i warstwy wewne-

trzne;j.

Uwzgledniajac wzory na momenty bezwtadnosci:

3
;=0
12
_1b [3 > }
I"_EEI r-20)
15 ;
=——[(-21) -
l, 212[(t 2y -t
b 3
Iu‘:_[w
12
oraz wprowadzajac oznaczenia:
2 !
1 :i> )\,“‘ =&
Tt t

ofrzymujemy nastepujacy wzor:

E=E[l-(I-A 1+ E [(1-2) -1, 1+ En°

(3)

pozwalajacy obliczy¢ modut sprezystosci £ plyvty przy danych modulach sprezystosci

i grubosciach jej warstw.

Grubosci warstw do obliczen analityeznych ustalono na podstawie profili gestosci
badanych ptyt (rys. 1 i 2). Przyjeto jednakowe dla obu pivt grubosci warstw: ¢ =
= 2.0mm. 7, = 12.0 mm. Wynika stad. ze grubos¢ warstw posrednich wynosila f,=

= 1,0 mm.

Pozostaje jeszcze dobra¢ wartos¢ modulu sprezystosci £, warstw posrednich.

Z duzym przyblizeniem przyjeto:

E =Ll +E,)
i b -

(9)
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Badanie modutu sprezystosei ...

Po uwzglednieniu wyznaczonych eksperymentalnie wartosci £. i E, (tabela 1),

otrzymano ze wzoru (8) moduly £, i £y, bedace zastgpczymi modutami sprezystosci
odpowiednio plyty widrowej i MDF:

Eior = 2770 MPa.

Ly = 4040 MPa.

Powvzsze wartosci modutu sprezystosci roznia si¢ od wartosci $rednich okreslo-

nvch na podstawie bezposredniego eksperymentu. wynoszacych 2950 MPa dla plyty
widrowej i 4000 MPa dla plyty MDF. Niewielkie, bo wynoszace odpowiednio: 6.1

il

0% roznice wzgledne tych wartosci moga stanowi¢ potwierdzenie stusznosci stoso-

wania teorii uktadow warstwowych w odniesieniu do ptyt drewnopochodnych.

5. WNIOSKI
I. Trzywarstwowa meblowa ptyta widrowa oraz ptyta MDF charakteryzuja si¢ znacz-
nvm zréznicowaniem wlasciwosci mechanicznych swych warstw.
2. Warstwy zewnetrzne maja modul sprezystosci przy zginaniu blisko cztery razy
(w przypadku plyty wiorowej) i ponad dwa razy, w przypadku MDF, wigkszy niz
warstwy wewnegtrzne plyt.
3. Przy badaniu whasciwosci warstw plyty wiorowej moze by¢ przydatna teoria zgina-
nia uktadow warstwowych.
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INVESTIGATION OF MODULUS OF ELASTICITY IN BENDING
OF WOOD BASED BOARDS WITH MULTI-LAYER STRUCTURE

Summary

Investigation of the elastic modulus in bending of the layers of particleboard and
medium density fibreboard (MDF) is presented. The modulus of the face layer is much
bigger than that of the core layer: 3.7 times for particleboard and 2.3 times for MDF.
The elastic modulus of solid boards was calculated on the basis of the moduli of their
layers. The values of this modulus are approximately equal to the values determined
experimentally.

Keywords: particleboard, MDF, board layers, modulus of elasticity
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W artvkule opisano model przemiany bainityeznej uwzgledniajacy zakres
bainitu dolnego w stalach wysokoweglowych. ktore wvkazuja efekt swing back
w poblizu temperatury V/,. Przedstawiono analizy dotyczace zarodkowania sub-
phick. W zatozeniach do modelu przyjgto. ze wzrost subplyick ma charakter
logars tmiczno-potegowy. W celu obliczenia ulamka objgtosciowego skladnikow
i1 L zastosowano wzory lgezace wzrost rzeczywistej objetosci skladnikow
7 ich biczacym przarosiem uwzgledniajacym wzajemne zderzenia czastek. Model
ten uwzglednia rownoczesny rozpad austenitu na dwa produkty. W procedurach
optvmalizacyjnych zastosowanych do wyznaczenia wspdlczynnikow réwnan wy-
korzystano wyniki badan dy latometryeznyeh i analiz ilosciowych sktadnikow mi-
krostrukturalnyeh.

Stowa kluczowe: bainit. swing back. subplytka. kinetyka. modelowanie

1. WSTEP

Wzrost objetosci podezas przemiany w stanie stalym opisywany byt przy zastoso-
waniu klasveznej teorii Johnsona-Mehla-Avramiego, ktora zostala przedstawiona przez
Christiana [1]. Istotny rozwoj teorii Johnsona-Mehla-Avramiego nastapit w wyniku
prac S.J. Jonesa i H.K.D.H. Bhadeshia [2]. Doprowadzilo to w efekcie do mozliwosci
opisu przemian wielokrotnvch prowadzacych do mikrostruktury zawierajacej ferryt
allotriomorficzny. terrvt Widmanstittena. perlit [3]. Przemiany wielokrotne wystepuja
takze w stalach wysokoweglowych w zakresie przyspieszonego poczatku przemiany. co
wvnika z oddzialywania midribu. Obejmuje on obszar temperatur powyzej i ponizej M,.
Przvspieszenie poczatku przemiany w poblizu temperatury A/, zostato potwierdzone
badaniami dvlatometrycznymi na stalach 0.85+1.8%C oraz badaniami mikrostruktural-
nymi przez Okamoto i Oka [4.3]. Efekty przy$pieszenia interpretowano wplywem mid-
ribu na przemiane bainityczna. ktory jest martenzytem cienkoptytkowym. Przyspieszenie
poczatku przemiany w obszarze temperatur zblizonych do W/, najwyrazniej zaznacza sie
do okoto 23% przemiany. Krzywe CTP odpowiadajace wiecej niz 30% przemiany wy-
kazuja tvlko nieznaczne objawy anormalnej kinetyki. co zwiazane jest w dalszym etapie
z tworzeniem bainitu.

Mikrostruktura bainitu sklada si¢ z drobnvch plvtek ferrvtu i weglikow. tworza-
cveh skupiska znane jako wiazki. Wewnauz kazdej wiazki plytki sa rownolegle
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Wzajemne nakladanie sie roznych reakcji rozpadu w zakresie swing back stwarza
podstawy do zastosowania w modelu zréznicowanego mechanizmu zarodkowania,
wynikajacego z roznej gestosei defektow i prowadzacego do wzrostu dwoch réznych
wiazek. W modelu oznaczono je jako Bl oraz B2. Przyjmujemy. ze dwa skiadniki
strukturalne B1 i B2 wydzielaja si¢ w tym samym czasie z sasiadujacej fazy. ktorg sta-
nowi austenit. Szybkoéé zarodkowania wiazek oznaczono odpowiednio jako /, oraz /».
Na wiazke sktadaja sig takie fazy. jak: subplytki ferrytu bainitycznego rozdzielone war-
stwami austenitu szczatkowego lub cementvtu oraz wydzielenia cementytu wewnatrz
subplvtek. W ponizszym modelu warstwy austenitu szczatkowego stanowia obszar fazy
macierzystej. Wegliki tworzace si¢ podczas przemiany bainitycznej sa metastabilne,
w wyniku czego zachodza kolejne reakcje wydzielania z roznymi szybkosciami, ktore
sa trudne do zamodelowania. Uwzgledniajac powyzsze okolicznosci oraz wynikajace
z tego ograniczenia analitycznego scatkowania wyrazen. kinetyke zarodkowania i wzro-
stu weglikow polaczono z kinetyka subplytek. Zarodkowanie subplytek okreslone jest
przez Iy oraz ly». Pociaga ono za soba zjawiska autokatalizy prowadzace w konsek-
wencji do uksztaltowania wiazki. Zatozono. ze zjawiska te opisane sa przez wspolczyn-
niki A, oraz A». W wyniku tego zmiana szybkosci zarodkowania subptytek w wiazkach
opisana jest odpowiednio przez wyrazenia: /,, - (.1, - f). 0raz/,, (4, - /). gdzie f ozna-
cza utamek przemiany. Calkowity proces zarodkowania wiazek opisano odpowiednio
jako:

Io=1 (+4-/f) (1

oraz dla wiazki B2 jako:

I 1+ 4y 1) @)

B2

—
Il

Wiadomo. ze subptytki rosna bez dyfuzji. a pewna ilos¢ wegla przechodzi do au-
stenitu szczatkowego [10.11]. Stad szybkos¢ wzrostu indvwidualnych subjednostek jest
duzo wyzsza niz szybkos¢ wydluzania dla calych wiazek [11-16]. Calkowita kinetyka
przemiany obejmuje rownoczesny wzrost i zderzenia wielu subjednostek. a w dalszej
kolejnosci rowniez wiazek. Poniewaz czas wymagany dla wzrostu subjednostek jest
wzglednie maly w stosunku do czasu wymaganego dla zarodkowania kolejnych subjed-
nostek [11.12]. dlatego w modelu zalozono. ze czas tworzenia subplytek jest nieskon-
czenie maly. Zalozenie to prowadzi w konsekwencji do modelu. w ktorym zmiana pa-
rametrow geometryeznych w funkcji czasu dotyczy nie indywidualnej subplytki. lecz
geometrii kolejno tworzacych si¢ subplytek. ktorych wzrost zachodzi w czasie 1 = 0.

Przyvjeto. ze w obu przedstawionych mechanizmach przemiany subjednostki
w ksztalcie elipsoidy sa elementarnym skladnikiem budowy. W przypadku skladnika
strukturalnego oznaczonego jako B1 subplytki tworza wiazke wedlug modelu zapropo-
nowanego przez G. Spanosa i wsp. [9]. Przecinajace sie dwie takie wiazki tworza
w efekcie koncowvm obserwowana morfologie butterfly. W przypadku skladnika
strukturalnego oznaczonego jako B2 subphyvtki tworza wiazke wedlug modelu klasycz-
nego. zaproponowanego przez H.K.D.H. Bhadeshia i wsp. [7.8.11].

Oznaczmy stale szvbkosci wzrostu dla wiazki Bl w kierunku .a” i .c” przez G,
i G n. a szvbkose zarodkowania przez /. Podobnie dla wiazki B2 przyjmujemy ozna-
czenia Gy i G o oraz Iy» W modelu zakladamy. ze grubosci kolejnych subptytek
w wiazkach B1 sa funkcja wykladnicza logarytmu czasu « = (GH]I)“”. natomiast ich
dlugosci sa funkcja potegowa ¢ = (G ). podobnie dla wiazki B2. « = (Gp)™ oraz
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¢ = (G gn)l". Zalozenie takie przyjeto w wyniku wczesniej przeprowadzonych obli-
czefi dla réznych wariantow funkcji. okreslajacvch grubosé i dlugosé subplvtek. Na
podstawie procedur optymalizacyjnych zastosowanych do wvznaczenia wspdlczynni-
kow rownan stwierdzono. ze przyjete funkcje pozwalaja uzyskaé rozwiazania przy
najmniejszych bledach. Objetos¢ subptytek .w™ bainitu Bl i B2 w czasie 1 = 1. po
uwzglednieniu powyzszych zalozen okreslona jest wzorami (3) i (4):

4 . ni/r— 2 N ! " -
Weie :(Eﬂ)[olml‘“ o7 AGp -(=1)]" (3)

analogicznie

5

4 I R . "
Wgae :(T“>[(fﬁz|l v '] Gy =)™ +)
J

2.2. Kinetyka przemiany dla dwoch réwnoczesnych reakceji rozpadu

Wzrost objetosci wynikajacy z zarodkowania subpivtek B1 w przedziale czasu
t=1 dot=1+dt dany jest rownaniem (5):

dVgy =wy Ay b dt (5)
Po podstawieniu (3) do (3) otrzymujemy:

pe o= 4m r:/l v 2Ty . . (6)
Bz ,‘- s Gp Gyt =1) " de

=0

!

w rownaniu (6) przyjeto, ze G, =(Gyp, )"

Stosujac metode podstawiania i zmieniajac granice calkowania otrzymujemy
ostatecznie wzor (7):

s =D
e dnk ! - 2Intir) . i
Vg =——— J‘/m Gy Gy () du ‘
J

u={
W celu scalkowania réwnania (7) stosujemy nastepne podstawienie zaktadajac. ze
In(u) = x:

" 47["/7 (:;CV . 2 v
Vo=~ J(’m:/m AG ™  Explin + D] - v (8)

-

v=Ins
. . L2 . L .o
Przyjmujemy. ze G, " - Exp(iny +1) = ( .- Po podstawieniu. scalkowaniu i uwzgled-
nieniu granic otrzymujemy réwnanie (9):

o Amb 1 .
Vil =—=—0Gp121 5 fop[ln((, )-In(n)] (9)

ks 4
|

Postepujac analogicznie jak wyzej otrzvmamy dla bainitu B2 nastepujacyv wzor:
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L Any I L
Vs = ——=—Gyarl yy — Expl[In(C) - In(2)] (10)
3 In(

-9

gdzie:

C, = (i,m: SExprn, + 1)

Z rownan (9) oraz (10) wynika. ze bardzo istotne parametry /4 oraz /5> moga byc¢
wyznaczone tylko facznie ze stalymi szybkosci wzrostu w kierunku dlugosci Gy, oraz
Gy jako ich iloczyn. W zwiazku z tym w procedurach optymalizacyjnych przyjeto
oznaczenia G, ./, = b, oraz Gyaslys = by

W celu obliczenia ulamka objetosciowego skladnikow f4 1 fi» stosujemy wzory la-
czace wzrost rzeczywistej objetosci sktadnikéw z ich biezacym przyrostem (hipotetycz-
nym ulamkiem przedluzonym). Wzory te wynikaja z poje¢ ,przedtuzonego™ utamka
przemiany — v, i ..przedtuzonej” powierzchni migdzyfazowej - S,. Sa to odpowiednio
objetos¢ i powierzchnia miedzytazowa. jaka posiadalyby czastki nowej fazy, gdyby
wzrastaly bez zderzen i mogly zarodkowa¢ w calej objetosci probki tacznie z obszarami
ktore doznaly juz przemiany. Pojecia te wynikaja z nastepujacych zatozen Johnsona
i Mehla wprowadzonych do opisu zaleznosci v od ¢ dla izotermicznego rozpadu auste-
nitu: zarodkowanie i wzrost czastek nowej fazy biegna rownolegle w trakcie calego
czasu przemiany, rozmieszczenie zarodkOw w objetosci fazy wyjsciowej jest catkowicie
przypadkowe. predkos¢ zarodkowania jest stata, czasteczki nowej fazy zarodkuja
i rosna w ksztalcie kul. a liniowa predkos¢ wzrostu nie zmienia si¢ z czasem. Z catko-
witej powierzchni przedtuzonej wszystkich sferycznych czastek jedynie pewien jej
ulamek nie znajduje sie wewnatrz innych czastek. Jest to ta czgs$¢ powierzchni przediu-
zonej, ktora rzeczywiscie moze si¢ przemieszcza¢ dajac wklad w przyrost utamka
przemiany — £ W wyniku zastosowania powyzszych zwiazkéw dla przypadkow rowno-
czesnego rozpadu austenitu na dwa produkty otrzymujemy:

1 1

4 .
—1h, Exp[/n(C] )- //7([)] = /n[l —/ai (1 + k)] (1
3 nC, I+ k
Po uporzadkowaniu obu stron otrzymujemy:
. I . 4 ! : .
S = —— = p =+ k) hy—— Expilnt C}-Inft) ]
' 1+ kY 3 nC,
(12)

Uwzgledniajac wprowadzone oznaczenia b, i ) oraz b+ i C. otrzymujemy:

) { . =l koGl . R
fo =——1=Lxp] — e B Ul Gy 7 Exp Gy F 1))
I+ 3//1((;'/”]“-5.\';)( i, +1 (13)
k . e R S RO PN .o )
T :(1——/\—)(1‘/:,\'/)| e 2e=beJoxp (UG Expln, 1)) Inti)]
i 3k In( (’/fli x| =+ D (14)

W wyniku przeprowadzonych obliczen dla stalych szybko$ci wzrostu w kierunku
grubosci subphitek dla wiazek Bl i B2 otrzymano odpowiednio wyniki Gy =1 oraz
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Ggayp =1. Wyniki te $wiadcza o tym, ze grubosci kolejno tworzacych sie subplvtek sa
state. Uwzgledniajac te wyniki otrzymamy uproszczone formy rownan (13) oraz (14):

4 _ . I+ k R
.fBl: (1 —Exp[_TT[(JB[:IB](—).,’1 ]J)
l+k B I’ll+l _
(15)
- 4G vk
Sp2 = (I'EXP[“TR'(’HJZI/;:——'{' l])
o ’ Ko (16)

Rownania (15) oraz (16) podobne sa do rownan Avramiego z wartoscia wykladni-
cza ntl. Wspolczynnik & laczy tutaj rownoczesne wydzielanie dwoch skladnikow
strukturalnych, oznaczonych na rysunku 1 jako Bl i B2.

Uwzgledniajac we wzorach (15) i (16) procesy zarodkowania wynikajace z auto-
katalizy, prowadzace w konsekwencji do uksztaltowania wiazki, opisane przez wspot-
czynniki 4, oraz A, otrzymamy ostatecznie:

+k

. | 4 N o, 1 iy o+
Ty = (1= Exp[ == RG 21 1+ Ay - f)( )"
1+ £ 3 a+1
(17)
. 4 . +k .
B2 :L(l‘E—Y,D[**“0822//3:(1+ Ay f )(l—‘)"”‘j+I D
I+k 3 kin +1 (18)

3. PROCEDURA EKSPERYMENTALNA

Do badan jako material modelowy zastosowano stal PN-EN1 | E. Stal zostata dostar-
czona w postaci pretow walcowanych o wymiarach 30 x 30 mm w stanie zmickczonym
z jednego wytopu przemyslowego. Analiz¢ skladu chemicznego przeprowadzono na urza-
dzeniu Spectrolab. W celu wykonania krzywych kinetycznych podezas hartowania
z przemiang izotermiczng w zakresie temperatur zblizonych do V/, oraz sporzadzenia wy-
kresu CTPi obrazujacego zakres przyspieszonego poczatku przemiany przeprowadzono
badania dylatometryczne oraz uzupelniajace z zakresu analizy ilosciowej udziatu bai-
nitu dolnego oraz austenitu szczatkowego okreslonego za nomoca wagi magnetyczne;).
Badania dylatometryczne wykonano na dylatometrze Adamel [ homargy 04. przy po-
wigkszeniach wynoszacych 1000x i 2000x. W zaleznosci od stopnia przemiany baini-
tycznej stosowano bazy czasowe od 2 sicm do 20 minsem. Do badan stosowano probki
plaskie o grubosci 0.5 mm. diugosci 12 mm i szerokosci 3 mm. Austenitvzacje probek
dylatometrycznych przeprowadzono w piecu dylatometru przy temperaturze 9350°C
przez 30 minut z dokfadnoscia rejestracji 3°C. Warunki takie spowodowaly catkowite roz-
puszczenie cementytu w austenicie. Probki nagrzewano z szybkoscia 10 K's. Hartowa-
nie z przemiana izotermiczna przeprowadzono przy temperaturach od 130 do 250°C.
Wybor takiego zakresu wynikal z wystepowania wylacznie bainitu dolnego w gornym
obszarze temperatur oraz przy$pieszonego poczatku przemiany w dolnvm obszarze tem-
peratur. Chlodzenie probek z temperatury austenityzacji do temperatur hartowania
z przemiana izotermiczna realizowano poprzez nadmuch helu. ktorego przephw regu-
lowany byl zaworem elektromagnetycznym sterowanym programatorem. Pomiar tempe-
ratury odbywat sie za pomoca termopary NiCi-Ni zgrzanej z probka.
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Do okreslenia udziatu objetosciowego bainitu uzyto mikrokomputerowy analizator
mikrostruktury VFG-512. w ktorym zastosowano program wykorzystujacy metode
siecznych przypadkowych. Podczas analizy mikrostruktur wydzielono na obrazach tyle
pol pomiarowych. aby uzyska¢ w sumie ok. 1000 cigciw. Wartosci udziatéw iloscio-
wych fazy bainitycznej oraz udzialow austenitu szczatkowego w probkach dylatome-
trveznych umozliwity wlasciwg oceng utamka objetosci produktu w funkcji czasu pod-
czas hartowania z przemiang. Do tej oceny ilosciowej wykorzystano dodatkowo wykre-
sy dylatometryvezne.

W celu oddzielenia krzywych kinetycznych dla obu roéwnoczesnych reakcji rozpa-
du tp = filkany.ALby0) oraz fin = frlkaaods,bst). zachodzacych podezas przemiany bai-
nitveznej wykorzystano, wyznaczone eksperymentalnie (metoda dylatometryczna),
kompleksowe krzywe Kinetyczne podezas hartowania z przemiana izotermiczna. Dane
ekspervmentalne zapisano w tablicy jednowymiarowej zawierajacej czasy t,{i] oraz
odpowiadajace im udziaty ilosciowe f£,[i]. Zastosowanie tablic jednowymiarowych
umozliwito wvkorzystanie zmiennych oznaczonych jako r oraz f, odnoszacych si¢ do
czasu i odpowiadajacemu utamkowi przemiany z takim samym wskaznikiem tablicy.
Poniewaz obie funkcje f; oraz fz» wyrazone sa zlozonymi wzorami algebraicznymi,
dlatego ich obliczenie bylo czasochionne.

W zadaniu aproksymujacym jako kryterium zgodnosci sumy obu funkeji (17)
i (18) z wynikami ekspervmentalnymi przyjeto metode najmniejszych kwadratow. Do
realizacji obliczen napisano program komputerowy w jezyku C++. ktory nastgpnie
przetworzono do postaci obicktowej w programie Delphi. Dane wejsciowe f,[i] oraz
i} sa wprowadzane do programu w postaci plikow tekstowych. Mozliwa jest jedno-
czesnie realizacja obliczen na Kilku plikach. jednak ogranicza to powaznie szybkosci
obliczen i stanowi duze obciazenie dla procesora.

Jako wielkosé¢ zakresu niepewnosci dla kazdego z parametrow przyjeto szerokosci
krokow w zadaniu optymalizacyjnym, przy ktorych otrzymano minimalny btad kwa-
dratowy S. Dodawanie kolejnych krokoéw do poczatkowej wartosci przedzialu umozli-
wiato poszukiwanie rozwiazan w tym przedziale. Szerokosci krokéw zawezano kolejno
w miare otrzymywania coraz mniejszych btedow kwadratowych. Biedy doswiadczalne
zwiazane z pomiarami 7,[i] oraz £,[i] oraz bledy wynikajace z przyjetych krokow obli-
czeniowvch podezas poszukiwania wspolezynnikow obu funkeji fy oraz f4 uwzgled-
niono w analizach rachunku bledow wvkonanego metoda rozniczki zupeinej. Rozwia-
zanie zadania polegato na znalezieniu wspolczynnikow obu funkeji umozliwiajacych
obliczenie utamkow /i oraz fy..

4. WYNIKI BADAN

Na podstawie krzywych kinetveznych. dla badanej stali. zbudowano fragment wy-
kresu CTP; dla roznyvch stopni przemiany. Wykres ten przedstawiono na rysunku 2a)
[17.18]. Na wykresie tym zakres przyspieszonego poczatku przemiany. zaznacza sig
w sposob bardzo wyrazny w poblizu V.. podobnie jak w pracach Okamoto i Oka
[19.20]. Czas inkubacji przemiany bainitycznej wzrasta z obnizaniem temperatury od
230°C do 220°C. natomiast w miare dalszego obnizania temperatury od 200°C do 130°C
(powyvzej Mg = 117°C) czas inkubacji maleje.
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produktu przemiany f, oraz fi». W wyniku obliczen otrzvmano ujemne wartosci wspot-
czynnikow 7, malejace w miare wzrostu temperatury. co $wiadczy o spadku dlugosci
subplytek w produktach przemiany opisanych krzywymi | na rysunku 3. Wyniki te
potwierdzaja koncepcje morfologiczna Spanosa i wsp. [7], dotyczaca mechanizmu prze-
miany bainitycznej przy wyzszych (250°C) temperaturach przemiany. Wedhug tej kon-
cepeji zarodkowanie plytek wtornyeh ferrytu zachodzi poprzecznie do inicjujacej phytki
ferrytu, nazwanej . kregostupem™ (spine). a kolejne subplytki sa coraz krotsze. Mozna
wiec przypuszezac. ze krzywa | na rysunku 3b dotyczy bainitu dolnego tworzacego si¢
wedlug powyzszego mechanizmu. Wspélezynniki »#, rosna w miare wzrostu temperatu-
ry, co wskazuje. ze kolejne subplvtki sa coraz dluzsze. Mozna przypuszczac, ze jest to
zwiazane z tworzeniem klasycznych wiazek bainitu. co opisane jest krzywymi 2 na
rysunku 3a oraz na rysunku 3b.

W rownaniach opisujacych kinetyke rozpadu austenitu wystepuja wspotczynniki
Gy oraz Gy, Wspolezynniki te oznaczaja state szybkosci wzrostu w kierunku grubo-
sci subptyiek odpowiednio dla wiazek BI i B2. Ostatnio opublikowano dane [24] na
temat pogrubiania subplytek bainitu w zaleznosci od wytrzymalosci austenitu, tempe-
ratury i chemicznej sity napedowej niezbednej dia zarodkowania jako niezaleznych
czynnikéw. Stwierdzono, ze grubos¢ plytki jest niezalezna od temperatury przemiany
przy ustalonym poziomie wytrzvmalosci austenitu i sity napgdowej AG,.... Wyniki
niniejszych badan wskazuja, ze wspolczynniki Gg; oraz Gy przyjmuja wartosci state
rowne jednosci. Analizujac rownania (3) oraz (4) mozna przypuszczac, ze wystepuje
stata grubos$c subpivtek przy badanych temperaturach przemiany w obu sktadnikach
strukturalnych oznaczonych jako B1 i B2.

Szybkosci przemian 1 i 2 przy temperaturze przemiany 250°C sa zblizone, nato-
miast bardzo rozne przy temperaturze 130°C. Takie zréznicowanie w szybkosciach
przemian przy nizszych temperaturach wynika prawdopodobnie z wptywu midribu na
szybko$¢ zarodkowania subplytek bainitu. W konsekwencji prowadzi to do utworzenia
bainitu o morfologii butterfly. oznaczonego na modelowym rysunku | jako BI. Produkt
przemiany {3, przy nizszych temperaturach dotyczy w zdecydowanym stopniu morfolo-
cii butterfly. Kinetyka przemianv tego produktu jest opisana krzywa oznaczona | na
rysunku 3a).

We wzorach opisujacych kinetvke tworzenia bainitu o réznej morfologii f oraz
2. wprowadzono wspolczynniki autokatalizy A, oraz 4., ktére uwzgledniaja zmiane
szvbkosci zarodkowania w miare wzrostu stopnia przemiany. Jak wiadomo, tworzenie
ptvtek prowadzi do sprezystych i plastyeznych odksztatcen fazy osnowy. Jednak nie
wywoiuje ono zarodkowania kolejnvch plytek o innej orientacji. co ma miejsce w przy-
padku martenzytu. Generalnie przypuszeza sie. ze w przypadku bainitu sita napedowa
jest jedvnie wystarczajaca dla tworzenia zarodkow ubogich w wegiel. a w obszarach
wzbogaconvch w wegiel. zlokalizowanych wokol istniejacych plytek tworzenie ich jest
niemozliwe. W przypadku bainitu wokét pivtek takze wystepuje charakierystyczny
reliet podobny do martenzytyvcznego. Jednak prawdopodobnie autokataliza wywotana
przez odksztalcenie nie odgryvwa decydujacej roli w tworzeniu bainitu. Zmiany szybko-
sci zarodkowania wynikajace z autokatalizy ujete sa w wyrazeniach [y, A(AI : /)
oraz [ ;- -(.43 . /‘) Analizujac to zjawisko przy réznych temperaturach nalezy brac
pod uwage iloczyny parametrow /4. Jednak brak mozliwosci jednoznacznej interpreta-
¢cji spowodowany jest wicloma zatozeniami upraszczajacymi w modelu matematycz-
nvm. Mianowicie parametry A, oraz h. zawieraja w sobie nie tyvlko szybkos¢ zarodko-
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wania, lecz réwniez stale szybkosci wzrostu w kierunku dlugosci Ggn | Gyns. Jezeli
zatozymy, ze stale szybkosci wzrostu nie zmieniaja sie w funkcji czasu wowczas para-
metry b, oraz b; bgda zdeterminowane szvbkoscia zarodkowania. Z obliczen wynika. ze
w zakresie B1 parametr b, jest rzedu E-4 do E-5. natomiast w zakresie B2 wynosi E-10
do E-8. Tak wiec szybkos¢ zarodkowania w zakresie (swing back) dla /41 w pordwnaniu
z zakresem fp, jest wyzsza o szes¢ rzedow wielkosci przy nizszych temperaturach
(130°C) i cztery rzedy wielkosci przy wyzszych temperaturach (250°C). Wzgledna rézni-
ca w szybkosci zarodkowania pomiedzy gérnym a dolnym zakresem temperatur wynosi
wige okoto dwdch rzedow wielkosci. co bezposrednio determinuje wystepowanie efektu
swing back.

W przedstawionym modelu autokatalize .4, i 4 powiazano z ogélnym stopniem
przemiany f,. a nie z odpowiadajacymi im ulamkami przemiany. osobno dla kazdego
produktu przemiany fy oraz fi.. W zakresie przyspieszonego poczatku przemiany istot-
ng rolg moze odgrywa¢ autokataliza zwiazana z zarodkowaniem wspomaganym przez
naprezenie. Wiadomo, ze szybkos¢ przemiany pod ciagtym oddziatywaniem naprezenia
wzrasta nadzwyczaj szybko i nieporownywalnie bardziej niz tylko po plastycznym
odksztatceniu. Plastyczne odksztalcenie austenitu przy nizszych temperaturach prze-
miany wptywa na szybkos¢ jego rozpadu w sposob ztozony. W poczatkowym etapie
przemiany jej szybkos¢ wzrasta. tym silniej. im wyzszy jest stopien odksztalcenia. Jed-
nak odksztalcenie zwigksza tendencje do samohamowania przemiany bainitycznej. tak
ze w momencie polrozpadu szybkosc przemiany w probkach odksztalconveh plastyczne
Jest juz nizsza niz w nie odksztalconych.

6. WNIOSKI

I. Przedstawiony model rozpadu uwzglednia parametry geometryczne kolejno tworza-
cych sig subptytek bainitu. Realizacja zadania optymalizacyjnego umoziiwita roz-
wiazanie rownan i wykreslenie osobnych krzywych kinetveznych stanowiacvch skla-
dowe jednej krzywej Na podstawie wyprowadzonych rownan dokonano opisu Kine-
tyki rownoczesnego rozpadu austenitu na dwa produkty oznaczone jako Bl iB2.
Przy nizszych temperaturach przemiany zblizonych do M, stwierdzono wystepowanie
efektu przyspieszonego poczatku przemiany. Na poczatku tworzy sie skladnik struktu-
ralny o morfologii butterfly oznaczony jako B1. a w dalszych etapach sktadnik struk-
turalny o morfologii klasycznych wiazek oznaczony jako B2. Przy wyzszych tempe-
raturach przemiany oba skladniki strukturalne. oznaczone jako B1 i B2. tworza wiazki
aroznice miedzy nimi wynikaja tylko z roznic w morfologii subplytek.

W poczatkowych etapach przemiany wspotczynniki 7, sa ujemne. co oznacza. ze

dhlugosci kolejnych subptytek maleja ze wzrostem czasu i temperatury przemiany.

W dalszych etapach przemiany wspolczynniki 1, sa dodatnie. Moze to prowadzic¢ do

utworzenia plytek w ksztalcie klina o morfologii butterfly. Diugosci Kolejnych sub-

plytek tworzacych wiazki bainitu dolnego wzrastaja ze wzrostem czasu i temperatu-
ry przemiany. tworzac klasyczne plytki bainitu dolnego.

4. Szybkosci przemian dla produktow oznaczonych jako Bl i B2 przy temperaturze
przemiany 250°C sa zblizone i bardzo rozne przy temperaturze 130°C. Takie zrozni-
cowanie w szybkosciach przemian przy nizszych temperaturach wynika prawdopo-
dobnie z wplywu midribu na szybkos¢ zarodkowania subplvtek bainitu.

[RS]
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5. Wspolezynniki b, oraz b3 w poczatkowych i koncowych etapach przemian Bl i B2
roznia si¢ od trzech do szesciu rzedow wielkosci. Jest to prawdopodobnie spowo-
dowane wyzsza szybkoscia zarodkowania. szczegdlnie w dolnym zakresie tempe-
ratur, co determinuje wystepowanie efektu swing back.
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MODELLING OF KINETICS OF AUSTENITE DOUBLE
DECOMPOSITION

Summary

This paper describes a model of bainitic transformation. The model takes into
consideration a range of lower bainite in high carbon steels indicating the swing back
effect near the temperature M,. Analyses concerning subplates nucleation have been
presented. The model assumes that subplate growth is of a logarithmic and exponential
character. In order to calculate a volume fraction ot the components 7, and .. the for-
mulas linking an actual volume increase of the components with their current growth
have been applied. The model takes into account a simultaneous decomposition of aus-
tenite into two transformation products. In optimizing procedures. the results of dila-
tometric studies and quantitative analyses of micro structural components were used.

Keywords: bainite, swing back. subplates. kinetics, modeling
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ANALIZA NUMERYCZNA OBCIAZENIA STATYCZNEGO
ORAZ DRGAN PLASZCZA WALCZAKA OBROTOWEGO
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W niniejszej pracy zostat poddany gruntownej analizie probtem deformacji
powloki walczaka obrotowego z dwoma picrscicniami tocznymi zamocowanymi
W sposdb sztywny na plaszezu. Omowiono dwic znaczace teorie opisujace napre-
zenia i odksztaleenia powlok: Goldenveizera i Novozhilowa oraz Donnella. Sto-
sujac metode numeryezna. rozwigzano zagadnienie drgan swobodnych walczaka.
Slowa kluczowe: tensor naprezenia. tensor detormacji. czestotliwosct drgan wta-

snych. macierz bezwiladnosel. macierz sztywnoscei

1. WPROWADZENIE

Cienkie powloki o ksztalcie cylindrycznvm znajduja zastosowanie w wielu kon-
strukcjach przemystowych. takich jak rurociagi. zbiorniki. cysterny itp. Stanowia one
rowniez glowne ogniwo w procesach technologicznych suszenia, produkeji sody lekkiej
(kalcynatory) oraz cigzkiej (krystalizatory). a takze lasowania wapna (lasowniki) czy wy-
palania klinkieru (piece obrotowe). Dlatego tak istotna role odgrywa analiza stanu na-
prezenia i odksztalcenia powtoki [ 1], jak rowniez problemy zwiazane z jej drganiami [2].
Nic zatem dziwnego, ze wynikiem dociekan wielu badaczy jest szereg teorii opisujacych
zaréowno zagadnienia wytrzymatosci [3], jak i dynamiki powlok cienkosciennych [4].

Specyficznymi walczakami cienkosciennymi sa suszarnie oraz piece obrotowe
z uwagi na stosunek grubosci $cianki do promienia cyvlindra. wynoszacy w krancowym
przypadku 40/4000, a takze ich dlugosé siggajaca nawet 160 m. Obiekty te o cigzarze
kilku tysigcy ton obracaja si¢ z predkoscia od kilku do kilkunastu obrotow na minutg.
Naped przenoszony jest zazwyczaj poprzez wieniec zebaty osadzony na ptlaszczu, po-
dobnie jak tzw. pierscienie toczne obtaczajace sie po rolkach nosnych. Liczba pierscieni
stanowiacyvch podparcie walczaka. w zaleznosci od jego dlugosci. waha si¢ od dwdch
do siedmiu. Sposdb zawieszenia pierscieni na ptaszczu moze by¢ sztvwny., w przypadku
niskich temperatur pracv walczaka. badz tez z luzem. gdy wysokiej temperaturze pracy
towarzysza odksztalcenia termiczne powloki. Swobodne osadzenie pierscienia zwiazane
jest z wystepowaniem zjawiska migracji. czyli obrotu pierscienia wzgledem powtoki.
Wielkos¢ luzu pomigdzy pierscieniem i pfaszczem musi by¢ odpowiednio dobrana. aby
nie nastapilo zakleszcezenie pierscienia w przypadku zbyt matego luzu lub tez nie wy-
stepowal etfekt intensywnego scierania powierzchni wewnetrznej pierscienia w razie
istnienia luzu nadmiernego. Wyliczenia te musza uwzglednia¢ zaréwno odksztalcenia
termiczne. jak i mechaniczne [5].
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Przyczyna drgan walczakéw moze by¢ zaréwno zmienna w czasie sita miedzy-
zgbna na styku powierzchni wspotpracy zebow wienca i kota atakujacego stanowiacych
tzw. przekladnie otwarta, jak rowniez zmienna sita nacisku walczaka na rolki nosne
spowodowana najczesciej wygieciem powloki walczaka. Jak udowodniono [6], drgania
wiasne walczaka wykazuja, podobnie jak w przypadku belki. postacie gietne i skretne.
a takze formy charakterystyczne dla powloki. Widocznym efektem drgan powtoki jest
wystgpowanie na powierzchni pierscienia tocznego smarowanego olejem charaktery-
stycznych prazkéw. W przypadku pierscienia osadzonego swobodnie na plaszczu drea-
nia powloki skutkuja okresowym zmnigjszaniem sie luzu podpierscieniowego.

Celem niniejszej pracy jest numeryczna analiza drgan i odksztatcen plaszcza wal-
czaka na przykladzie suszarni maczki wapiennej — obiektu o dwoch pierscieniach za-
mocowanych sztywno na plaszczu.

2. ROWNANIA STANU NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA
PLASZCZA WALCZAKA

Istnieje szereg teorii bazujacych na ogolnych zatozeniach Kirchhoffa pomijajacych
sktadowe naprezenia i odksztalcenia w kierunku prostopadiym do powloki. Jedng nich
Jest teoria Goldenveizera-Novozhilowa, w mys! ktorej tensor odksztalcenia definiowany
jest nastgpujaco:

Cu
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Jak mozna zauwazy¢, réwnania rézniczkowe przemieszezen wyprowadzone na jej
podstawie, przy pewnych zatozeniach upraszczajacych. sprowadzaja sie do rownan
uzyskanych przez Donnella [11]:
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&_(:,1): au, +Bu,
L=t)=a9, +B9 ., (6)
\u(:,t): aw, +Bw,
gdzie:
a=(1-p)
) (7)
B= (: -z, )/ h

Tutaj z; jest odlegloscia dolnej warstwy od warstwy srodkowej. Krzywizna oraz
skrecenie tej powierzchni okreslone jest zaleznosciami:

K, = S
) , (3)
1 (e8¢ w]
Ky = 2| A A
RO ¢
1 w09
ool o) (9)
R\ cxc®  ox )

Rownania konstytutywne o = De wyrazajace zaleznoscé pomiedzy stanem napre-
zenia i odksztalcenia maja postag:

(o, ] [A+26  x A0 0 0fe,
Gy A A+2G 0 0 0}e¢,
. A A A+2G 0 0 0 ¢ ' (10)
Tg 0 0 0 G 0 0| v,
T 0 0 0 0 G 0fv.
R 0 0 0 0 Gy,
przy czym:
G= E_
21 +v)
vE

(I+v)I-2v)

G jest modulem sprezystosci poprzeczne;.
Tensor deformacji wiaze wektory odksztalcenia i przemieszczenia poprzez ma-
cierz operatorow rozniczkowych L:
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Z kolei przemieszczenia wewnatrz dowolnej warstwy. zgodnie z ideg dyskretyza-
cji. sa uzalezniane od przemieszczen w warstwach granicznych:

u=Né (12)
Tutaj:

A A
) :[u/ S, w, w9, W‘/H] (13)

jest wektorem przemieszezen na granicach warstwy. natomiast:

‘Au(b . cos{mt) 0 0 B ws(/n()) 0 0
\ = 0 wd, cos(in0) 0 0 By cos(me) 0 (14
3 0 0 ad . cu.s'(me) 0 0 B cus(/ne) |

jest macierza tunkcji ksztattu.
Wvznaczenie czestosci whasnych o drgan powloki sprowadza sie do rozwiazania
zagadnienia na wartosci wlasne macierzy:

- 1 -

{/\' gy 31}0 (13)
0y

adzie M. K sa globalnymi macierzami bezwladnosci i sztywnosci powtoki utworzonymi

z macierzy lokalnvch okreslanych dla kazdej warstwy:

M, = [pN'Na},

" (16)
K, = [(LN) D(LN)aV,

g

Ponizej przedstawiono wyniki analizy drgan swobodnych walczaka obrotowego
suszarni uzyskane na drodze obliczen numerycznych.

Dolna granica zakresu czgstotliwosci jest ~138 Hz. Odpowiada ona czestotliwoscei
rezonansowej drean powloki o postaci przedstawionej na rysunku 22a oraz rysunku 22b.
Majace dominujacy charakter (rvs. 20) drgania gietne fragmentu plaszcza miedzy pier-
scieniami pojawiaja sie przy czestotliwosei ~2335 Hz (rys. 22e). Obliczone czestotliwo-
sci rezonansowe drgan koncow swobodnych walczaka maja wartosé ~291 Hz (rys. 22g-j).
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Dla rozpatrywanego walczaka wspolezynnik czestotliwosci W okreslony zalez-

noscia (18) postuzyt do wyznaczenia zmian czestotliwosci drgan walczaka w funkcji
stosunku a/L, czyli odlegtosci migdzy podporami do jego dlugosci (rvs. 27). Jezeli
wzgledy wytrzymatosciowe nie odgrywaja znaczacej roli, istotnym jest przy projekto-
waniu walczakow dobor takich odleglosci miedzy podporami. aby czestotliwosci rezo-
nansowe drgan powloki nie znajdowaty si¢ blisko czestotliwosci wymuszen (czestotli-
wos$¢ zazebienia przekladni napedu, drgania silnikow itp.).

Autor dziekuje firmie MSC Sofiware za udostepnienie oprogramowania wvkor=ystanego
do obliczen.
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NUMERICAL ANALYSIS OF A STATIC LOAD AND VIBRATIONS
OF A ROTATIONAL DRUM

Summary

Shell deformation problem of revolving boiler drum with two rolling rings fixed in
a rigid way on the coat has been analyzed thoroughly in this work. Two significant
theories describing stresses and deformations of the shell: Goldenveizer i Novozhilov
and Donnell have been discussed. Using a numerical method, a boiler drum free vibra-
tions matter has been solved.

Kevwords: stress tensor, stratn tensor, natural frequency, stiffness matrix. inertial matrix












