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1. WSTEP

Problemy formulowane i anslizowane w mechanice kontinuum sprowadzajg
si¢ do rozwiazywania zlozonych ukladéw czgstkowych réwnari rézniczkowych
wzgleden zmiennych przestrzennych i czasu. Do rozwiqzywania.tak.tch zagad-
nien stosuje si¢ wiele ré2nych metod analitycznych i numerycznych. Wsréd
stosowanych metod numerycznych bezwzglednie przoduje intensywnie rozwijana
metoda elementéw skoriczonych (MES), Efektywnos$é i wszechstronnosé te] me-
tody, polgczona z ewolucjq komputerows, umozliwia rozwigzywanie wielu pro-
bleméw insynierskich, ktérych zadowalajace rozwigzanie kilka lat temu wy-
dawato gie zupeinie niemoZliwe, Dla wigkszo$ci zagadnieri indynferskich - z
dziedziny mechaniki - nie udaje sie ciagle uzyskaé rozwigzan écistych,
stad stosowanie metod przyblizonych Jest Jedyng mozliwofcig otrzymania u-
2ytecznych informacji dotyczqcych rozwazanego zagadnienis mechaniki,

Bibliografia metody elementéw skoriczonych Jest bardzo liczna, poczyna-
Jac od pionierskie) pracy Turnera [108], poprzez monografie Prze-
mienieckiego [100], Holanda [33], Degaia [26], Zienkie-
wicza [122], Martina i1 Careya [80], Gallaghera [29],
Segerlinda [104], Bathe i Wilsona [16], Norrie i de
Uriesa [85]. W jJezyku polskim ukazalo sie tez kilka monografii, np.:
Kruszewskiego [68,69], Szmeltera [105 106], Kleibera
[6s].

Duzy nacisk poloiono w-ostatnich latach na wariacyjne sformulowanie
MES, np. prace Odena i Reddy ego [89], Washizu [109],

"Kleibera [65 s 59]. Stosujac MES do zagadnieri statycznych uzyskujemy
uktad réwnari linfowych lub nieliniowych, zaleinie od charakteru zwigzkéw
fizycznych i geometrycznych, Przy analizie dynamicznej lub reologiczne}
Xkonatruke)i, czgqstkowe réwnania rézniczkowe po dyskretyzacji przeatrzenne)
zoste)q zastapione ukladem zwyczajnych réwnar réiniczkowych wzgledem cze-
su, Wainym zadaniem staje sie teraz rozwigzywanie tych réwnari ruchu, Wiréd
podatawowych podelsé stosowanych do rozwigzywania réwnan x-m:lml wyrézniamy
grupg metod bezpodredniego catkowania (metoda réznic skorczonych, metode
Houbolta [ 34], metody Wilsona i Newmarks {123, 811) oraz metody superpozy-
cji modalnej. Wiele prac poswiecono stabilnosdci i doktadnoéct rozwigzari
przy stosowaniu réinych metod numerycznego calkowania réwna¥ ruchu, np.:
prace Bathe {1 Wilsona [14], Collatza [21], Nickella [83,
84], Langera [73]. W latach siedemdziesigtych zaczeto stosowaé MES do
anslizowania nieliniowych zasgadnier dynamiki, adaptujsc w tyn celu metody
bezpodredniego caltkowanis [101,113,3, 32, 15].

W Polsce metoda eclementéw skoriczonych zaczela sie burzliwie rozwijaé
w latach siedemdziesiqtych, a jedng z pierwszych publikacji byla praca
Kisiwla [55] pt. ,Metoda elementéw skoiiczonych", W Warszawie - w  Woj-



skowej Akademii Technicznej - dobrze oprogramowano MES do réinych zagad-
nier inzynierskich [105, 1061, Programy opracowane pod = kierunkiem
Szmeltera 1 Dackl chetnie stosuje sie w biurach projektéw, W Ine
stytucie Podstawowych Probleméw Technikl PAN rozwinieto 1 oprogramowano
MES w ujeciu przyrostowym - do rozwigzywania dynamicznych 1 statycznych
zagadnieri nieliniowych geometrycznie i fizycznie. Zagadnieniom tym poswiee
cone sg gtéwnie prace Kleibera (65,59,58,24,60,61,62,63, 64l
oraz Borkowskiego i Sarana [17,102, 103, 18]. ¥ Gdafisku
Kruszewski =z zespolem rozwingl metode sztywnych elementéw  skoiiczo-
nych, dostosowang szczegélnie do obliczer konstrukeji okretowych [ 68,69,
30,118, 91 ,119,92], We Wroctawiu Langer ze waspétpracownikami opra-
cowat 1 adaptowal réZne metody bezpoiredniego.catkowania réwnari ruchu[73,
70,71 ,57,72,37 ,74,75,76,77)., Waszczyszyn w Krakowie udosko~
nalil metody rozwigzywania nieliniowych zagadniexi statecznodci w  ujeciu
MES [ 110, 111, 112],

Moz2liwosci tworzenia elementdédw skoficzonych w czasie i przestrzeni zau-
wazyli dos¢ wczeénie Fried, Oden, Argyris , Scharpft i
Chan [27,88,1,2], W monografil Zienkilewicza [122] tez méwi
sie o mozliwcdcl stosowania elementéw czasoprzestrzennych, Przestankl ~ te
staly sle podstaws opracowane] przez Kgczkowskilego oryginalne] me-
tody czasoprzestrzennych elementéw skorczonych [ 42, 437, Idea metody pole-
ga na dyskretyzacji kontinuum czasoprzestrzennego, w wyniku czego przej-
dcie od réwnant réiniczkowych do réwnar algebraicznych odbywa sie w Jednym
etapie. Cechq wyréiniajaca metode elementéw czasoprzestrzennych (MECZ) od
innych metod bezpoéredniego catkowania réwnari ruchu jest charakterystyczna
aproksymacja pSl przemieszczer, odksztalceri i napreZed w calym analizowa-
nym obszarze czasoprzestrzennym. Np.: przemieszczenia - w obszarze  skori-
czonego elementu czasoprzestrzennego (SKECZ) - opisujemy parametrami wgze
Towymi ro

wiX.t) =8 (X.tlre (1.1)

gdzie Q(z.f) Jest maclerzg ksztaltu zawiersjacsg funkcje czasoprzestrzenne,
Przy stosowaniu np, MES dokonuje sie aproksymacji przestrzenne}

wiX,t)= 8 (X) ra (k) ’ {1.2)

(3 Jjest macierzg ksztaltu zawierajaqcs funkcje przestrzenne), co powoduje,
2e uklad czastkowych réwnan rézniczkowych przeksztalca sig w uktad 2WY~
czajnych réwnan rézniczkowych wzgledem czasu, ktdére nastepnie rozwiszujemy
réznymi metodami numerycznymi, Zalets postepow?nia (1.2) jest mozliwoés
dyskretyzacji przestrzeni i czasu niezaleinie od siebie, Wadg tej formuiy
jest jednak to, Ze raz ustalony podzial przestrzenl nie moze byé w zasa~
dzie zmieniany w czasie, W MECZ takich arbitralnych ograniczed nie mamy,
Nie skrepowana dyskretyzacja stwarza mozliwo$ci dostosowania podziatu ob=
szaru czasoprzestrzennego do przebiegu obcigzenia, do zmieniajacego sig w
czasie brzegu (brzeg ruchomy), do rozwigzywania takich zadar nieliniowych,
w ktérych drgania ustroju speiniajg réine réwnania ré2niczkowe w przesuwa-



?

Jacym sle¢ czesie. Istnieje tez taska mozliwod¢ rozseparowania ukladu,K réw-
nari, ktéra jest uzaleiniona tylko od sposobu dyskretyzacji. Tematyka prac
badawczych, w ktérych wykorzystywano MECZ, jest juz bogata. Pierwsze prace
Kaczkowskiego [42, 43, 47] poswiecone byly gitéwnie interpretacdi
réznych pojeé czasoprzestrzemnych, Sformutowano w nich réwnanie czteroprae
cy wirtualnej, przedstawiono zaéady budowania macierzy sztywnofci dla do=
wolnych elementéw czasoprzestrzennych. W nastepnych pracach rozwigqzywano
ré2ne zadania dynamiki Iiniowej [ 44 , 45,46 ,19, 144 ,38,39,53]. W jed-
nej z rozpraw [481, Kqczkowski 1 Langer wykazali, 2e przy pro-
stokatnych elementach czasoprzestrzennych MECZ mo%na trektowaé jako kla=
syczng metode bezposredniego calkowania réwnar ruchu, Czesto podejmowano
problem stabilnofci MECZ [73,22,2%,41,40,93,10,52,99,11]., Dalsze
badania doprowadzily do opracowania nowych, nieprostckgtnych elementéw
czasoprzestrzennych ['50 , 115, 8, 116 ,9, 117, 67]. Usycie takich dowolnych
w ksztatcie SKECZ pozwolilo miedzy innymi na przyjecie niestacjonarne]
dyskretyzacji konstrukecji, a tym semym na rozwigzanie nowej, szerszej kla-
sy zagadnietl., Poczyniono udene préby sformulowsnia MECZ dla zagadnier geo-
metrycznie nielintowych [115,94 , 97, 12]. Dokonano tet interesujgcego za-
stosowania MECZ w termosprezystosci [49,51] 1 lepkospresystosei [95, 96,
971 Model czasoprzestrzeni technicznej odpowiadajscy czterowymiarowel
euklidesowe) przestrzeni metrycznej analizowet w rozprawie habilitacyine}
Witkowski [115]. Ukazala sie¢ praca Bajera { Podhoreckiego
[12], w ktérey dokonano aktualnej syntezy MECZ, W literaturze Swiatowe]
rzadko spotyka sie prace, w ktérych stosuje sie lub rozwija metode elemen-
téw czasoprzestrzennych, np, [78,79,20,120, 82, 66], Pewne nowe elemen-
ty do rozwoju MECZ wnosi publikacja Hughesea i Hulberta [35],

Literatura podstewowa na temat lepkospre¢iystoici jest bogata, np, pra-
ce Gurtina i Sternberga[31], Nowackiego [86], W kraju u-
kazalo sie tez kilka waZnych prac na temat lepkospreiystodci, poza Juz
wspomniang monografiq [(86], np.: Kisiela[54,56], Derskiego 1
Ziemby [25), Zawedzkiego [121], Osifiskiego [90].

Problemy zwigzane z wyznaczeniem naprezeri i odksztalcer w cialach lepe
kospre2ystych komplikujg sie gtéwnie z powodu reologicznych réwnari stanu,
ktére wystepuje w postaci zwigzkéw réiniczkowych lub catkowych, Istnieje
ogélna teoria Alfrey’a i Lee zwana analogis spre2ysto-lepkosprezysts,
gdzie wykorzystano formalne podobierstwo pomiedzy transformatami Laplace’a
zwigzkdéw opisujlacych ciato lepkospreiyste a réwnaniami teorii sprezystod-
ci, Praktyczne mozliwodci te) analogii sq Jednak ograniczone do  zupelnie
podstawowych zadari, gdy2 pojawiajgq sie trudnodci natury matematycznej przy
wyznaczeniu transformacji odwrotnej. Taka sytuacja zmusza do szukania roz-
wigzania réinych probleméw praktycznych na drodze numerycznej. Najczescie}
ciato lepkosprezyste opisuje si¢, w réinych metodach numerycznych, elemen~
tarnym modelem Kelvina-Voigfa, ktéry w wielu zagadnieniach dynamiki zapew=
nia zedowalajgce tlumienie drgan [122,68,69,65, 44,47 ,19, 115], Model
ten jednek w znikomy sposéb opisuje lepkospreiyste wladciwosci ciat rzee
czywistych, w zwigzku z czym zachodzi potrzeba tworzenis bardziej z2oZo-
nych modeli, a wigc i bardziej rozbudowanych zwigzkéw konstytutywnych.
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Zienkiewicz [122] do rozwigzywenia zadai lepkosprezystych - w ujeciu
MES - stosuje metody naprezeri lub odksztalceri poczatkowych, a wiec sposoby
iteracyjne. Du2g uniwersalnosé ma)g metody przyrostowe sltuszne dla dowole
nych nieliniowoscl geometrycznych { fizycznych, Takie postépowanie prefe-
rujq migdzy imnymi Argyris (411 Kleiber [65,59]. Interesujacy
sposéb analizy reologicznej dla obcig2eri quasistatycznych zaproponowali
dwitka 1 Husiar [36,107], Sposéb ten polega na dyskretne) aproksy~
macji naprezeri w czasie, co pozwala nastepnie na analityczne wyznaczenle
(transformacja Laplace a) odksztatcer z ré2niczkowych réwnari stanu, W re-
zultacie uzyskuje sie zwigzki rekurencyjne. Pewne sformulowanie réwnan rue
chu - dla dowolnie modelowanego osrodka lepkosprezystego w ujeciu MES -
zostalo przedstewione w pracy Podhoreckiego [98].. w ktérej uzyskany
uklad zwyczajnych réwnar réiniczkowych wzgledem czasu mozna rozwigzywad
znanymi metodami bezposredniego caltkowania lub superpozycji modalnej.

Wydaje sie, 2e metoda elementéw czasoprzestrzennych stwerza nowg Ja=
kod$é w niestacjonarnych zagadnieniach poczgtkowo-brzegowych. Dotyczy to
takze osrodka lepkospreiystego, ktéry przy zalozeniu matych przemieszczeil
rozpatrywano w pracach Podhoreckiego [95, 96].

Zadaniem autora ninlejszej pracy jest analiza cilal lepkosprezystych
poddanych zmiermym obcigzeniom ¢ dowolnie duzych przemieszczeniach 1 od-
ksztalceniach w ujeciu MECZ, W rozdziale plerwszym zestawiono dotychczaso-
wy dorobek naukowy w zakresie metody elementéw czasoprzestrzennych, Przed-
stawiono teZ podstawowg literature na temat metody elementdw skoriczonych i
lepkosprezystosci. Potrzeba stosowania metod numerycznych w lepkospreiys-
toScl wynika gléwnie z powodu reologicznych réwnan stanu, ktére wystepule
w postacl zwigzkéw rézniézkowych 1ub calkowych, Rozdzial drugl zawiera
sformutowanie réwnan teoril lepkospreiysto$ci, w ktérych uwzgledniono
efekty geometrycznie nleliniowe, Zwigzki konstytutywne przedstawiono w po-
staci calkowej. Lepkosprezyste cechy materialu ujmujs funkcje relaksacjd,
ktére moga byé wyznaczane doswiadczalnie lub opisywane innymi parametrami
materiatowymi, Do okre$lenia deformacji i ruchu odrodke w teorii skoficzo-
nych deformacji usyto stacjonarnego opisu Lagrange a, Zdefiniowane réwna-
,ni.é czteropracy wirtualnej moze byé w szczegélnoSci przedstawione w posta-
¢l znane] zasady Hamiltona. W rozdziale trzecim, na podstawie réwnania
czteropracy wirtualnej, sformutowano réwnania algebraiczne metody elemen-
téw czasoprzestrzennych, Takie same réwnenia uzyskano korzystajlac z wa2o-
nej metody residuslnej. Przy danych warunkach poczqtkowych uktad  réwnar
MECZ sprowadza sie do formuly rekurencyjnej. Réwnania rekurencyjne ulegajg
naturalnemu rozseparcwaniu przy podziale czasoprzestrzeni na elementy
skoriczone o ksztatcie symplektycznym, Podano tez kryterium stabilnodcel,
nakladajgace na wymiary elementu czasoprzestrzennego pewne warunki, Roz~
dzial czwarty zawiera sformulowanie maclerzy sztywnoscl elementu czaso-
przestrzennego dla osiowo drgejadego preta, przy dowolnie duzych odksztai-
ceniach, oraz drgania belki przy umiarkowesnych odksztatceniach 1 duzych
przemieszczeniach, Wykonano tez obliczenia kilku zadah testowych - uzysku-
Jac prawidiowe rozwigzania. \



2, ROWNANIA TEORII LEPKOSPREZYSTOSCI

2.1. Zatozenia

Rozpatrujemy cialo lepkosprezyste zajmujace w naturalnej (poczgtkowej)
konfiguracji obszar P, , ktéry jest podzbiorem przestrzeni euklidesowe]
tréjwymiarowe) R3, Przez P, oznaczamy wnetrze tego obszaru, a przez 9B,
Jego brzeg, ktéry Jest suma zbloréw ¥Bot 1 OBoy (rys.2.1).

ajgot

i 28,

[=]
levd

B0y OBy

X3

x3 Bg.f
X2 X1 /
A \ x2

. Rys.2,1

Ruch ciala bedziemy badali w przedziale czasu te<0.co} , Do okreé=
lenia deformacji i ruchu oérodke w teorii skoriczonych deformacji ulyjemy
stacjonarnego opisu Lagrange’a X . Zmienne dynamiczne wystepujgce w tym
opisie, tj. pole wektorowe przemieszczen y i sil masowych Solos syme-
tryczne pole tensorowe naprezern Pioli-Kirchhoffa T oraz pole tensorowe
odksztalceri Cauchy-Greena E okre§lone sg na iloczynie kartezjariskim
zbiordw Bg«{0,~c), Pole wektorowe sit powierzchniowych t, opisane Jest
natomiast na iloczynie 0Byx<0, o0}, Konfiguracje aktualng charakteryzujg
odpowiednio: uklad osi kartezjariskich x , obszary B, 98; , 98, , sily ma~
sowe ¢f i sity powierzchniowe t .

Zmienne dynamiczne sg funkcjami ciaglymi. Fuhkcja f(t) Jest Klasy CVN,
N=z0,1,2... . w przedziale t¢ (a,b) , gdy fit} istnieje, Jest ciggia i N
razy rézniczkowalna w sposéb cisgly (gladka). Funkcja f(t) Jest klasy HN
(Heviside’a), jesli f{t) istnieje w przedziale te (-<o,02 oraz

a) fit)=0 , tel-00,0),
b) fit) jest kiosy €N, te (0.00), N=0,12..

Funkcja f(X.t), (X.tle Bgxlab) Jest klasy C™N , Jeslt f(x.t) iste.
nieje w obszarze (X.tle Bpx(a,b) , a pochodne czastkowe
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{n) DM D E(x.4)
fi, Xtys o= =012..M; =012 ... N
ij..k {X.t % ...anat" (m=012 n=012 )

m indekséw
istniejq 1 sq clagte w obszarze {X.t}e Bgxlabl,
Funkcja f(X.t], (X.tle Byx(-o0,00] Jest klasy HMN jed1s

8)  f(x,t1:0 . (Xt)eBox(-00.0)

b) F(X.t) jest ktasy CMN | (x.t1eByx 0. o< ).

2.2. Réwnania geometryczne

Jezell korzystamy z tego samego kartezjariskiego uktadu wspétrzednych
do opisu konfiguracji pierwotnej i aktualnej, to odksztalcenia opisujemy
tensorem Greena w postaci | 28]:

E

(X t):—‘l-[au.l ‘_—LOU' auk auk ]

SR TER T X T TG A%
(2.1)
(X.t) ePox £0.00) .
Lk = 12,3
gdzie:
up {Xot) = %, - X, (2.2)

opisuje sktadowe wektora przemieszczenia,

Miarami odksztatcenia mogs by¢ tez wydiuzenia wzgledne £ i odksztal-
cenia postaciowe T, ktére w odréznieniu do sktadowych tensora Greena majg
interpretacjg geometryczng [86 ,28]:

€k 10 2B - 1.

_ 2E (2.3)
€os @y =cos(90- 7 ) =siny =

,dia igk .
VH‘ZEEi)“‘ZEkk)

Wyrazenia (2,3) mozna rozwingé w szeregi potegowe

1

1 1 .
€k Ekk(”?Ekk * 7 Bl Bk )

= 2Ek 1+ 2E ik Eik +) gk,
K T 2E 2By | 3 (1+2E; 142604 )

T (2.4)

2Eik
Y026 (1+2E ki) |

= 7.

rad = |

Nastepne odksztalcenia & =zapiszmy w formie rozwinigte}
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€= Sk Sk Eick + 5 (Bun Si Sit - S Sik S ) Tt (2.5)

(sumowanie po wskaZniku ,k").

\

Po wprowadzeniu szeregéw (2.4) uzyskamy

€7 %jkk Bk * Pikt Bt - , (2.6)
gdzie:
aijkk = ik Sji (1"‘;‘Ekk*_;‘ EwkErr - )
(2.7
L SiBuBi - Swbudi [ 2Bk Ewl »
kL ez B e 2ELD) 311+ 2E gl 1026000

Dla matych odksztalcer zanika réznica miedzy prezentowanymi miarami od-
ksztalcenia

€= € da | Ele, (2.8)

gdy2 wspSlczynniki (2.7) sq wielkosciami statymi

ek T S 8
Qijkk Kk Ojk (2.9)

bijkt T Suk Ok 5,1 B 6kL6ik6jk-

2.3. Réwnania konstytutywne

W kazdym realnym procesie dynamicznym mamy do czynienia z rozprasza-
niem energii mechanicznej, ktéra nieodwracalnie zamienia si¢ na ciepto.
Jezeli 11056 te) energii w trakcie jakiegoé procesu jest nieduza w pordw-
naniu z energis sprezysts, to cialo moina uwazaé za sprefyste, W przeciw-
nym przypadku do opisu zjawisk dynamicznych nalezy stosowaé modele reolo-
giczne - uwzgledniajgce straty energetyczne, Przy analizie probleméw geo-
metrycznie liniowych najczesciej korzysta sie z modeli liniowej lepkospre-
2ystodci typu rézniczkowego, np, Hooke s, Kelvina-Voigta, Maxwella, Zene-
ra, Birgersa i modeli catkowych Boltzmena [ 31,86 ,54,25,121,901].

Rozpatrywaé bedziemy cialo lepkosprezyste, ktére w warunkach izoter-
micznych mozemy opisaé nastepujecym reologicznym réwnaniem stanu

FIT.E.t)=0 . S (2.10)

gdzie 7 Jjest II tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa,

Zwigzek miedzy symetrycznymi tensorami naprezenia T Xt 1 odksztal-
cenfa € (X.t) lub £ (X.t) napiszmy w postaci catkowe} '
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t .
Tij‘Z-t)=f9’?jkl(§.x..t-z)—%iﬁ(g.z)az )

(2.11)

O,
Jz

't
Tij(?_‘-'-)=jq'ijkl(§-¥.t-z) {X.2)dz,

-0

gdzie Y}, 1 VY, sa tensorowymi funkcjami relaksacji materialu, ktére
moina wyznaczyé dodwiadczalnie [121), Tensory te w mysl zasady Onsagera
wykazujy wtasnodci symetrii ([28], str, 385). Jelell naprezenia 1  ode
kaztalcenia spelniajg warunek

T (Xt)=g;(Xt)=0, Xt eB xl-00,0). (2.12)
to réwnania (2,11) moina sprowadzié do postaci

Ty (%)= ¢y (EXt) By (X.0)e #HL (EX.t) Ep(X.0)e

t .
. % x
j [v.'jkk(g.)_(.t-z)————a:k (X.2)» w;;L(g.x.t-z)T:l ()_(,zﬂda

(2.13)
t %
TilX.t) = Py (X t) €4(x.0)« j‘pijkL(l-t‘z) O:L {x.2} 0z,

0

X.t € Box (0. o0},

gdzie:
ik (EX.t) = HijmnlX.t) Omnie () -
' (2.14)

ikt (EX.t)= ¥ijmnlX.t) byl (E) -

Pierwsze cziony we wzorach (2.13) okreflajs efekt zaktScenia poczgtko-
wego 1 pojawiaja sig wakutek skoku E lub £ , gdy t -0 od strony dodat-
niej.

Zale2noéci miedzy naprezeniami i odksztalceniami mozna takze ujgé w

‘postaci réwnan rézniczkowych (por. [95,96]), gdy €, 1 Ty 8 klasy
1N
H ’

PA(D) T{(X.t)=Q4(0) Ef;(X.t)
PoOIT Xt )= Qpf DY Ep{X.t) . (2.15)

Xt € Byrd0. =0 .

Sysbole P(D) 1 QD) oznaczajq liniowe operatory réiniczkowe
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N N .
PyD)I =D ., DK, 04(D1=D b, Dk,
‘ k=0 k=0
N N
PiD =D ¢ DK, @(DI=D g O, (2.16)
k=0 k=0
k
okt = E)_f_ s
kK

gdzie o, b .cp.d (k=0,1,. N} ga stalymi materiatowymi, natomiast
e T .
Tu- T|_|"3~ 6'} Tkk . E,J=€ij-% 6‘) €kk (2.17)

opisujs dewiatory naprezenia 1 odksztalcenia.

Jez2eli np, zalozymy, 2e przy wszechstronnym rozcigganiu lub Sciskaniu
oSrodek lepkosprgiysty zachowuje sie tak, jak ciato sprezyste, to otrzymue
Jemy statoéé operatoréw p, i Q;

P2(D)=1.  Qy(D)= 3K, (2.18)

gdzie K’ oznacza modul Scifliwofdci., Operatory rézniczkowe P, 1 Q7 w tym
przypadku opisuje si¢ anslogicznie, jak dla ciala podlegajgcego bardzo ma=
Yym deformacjom [95 ’ 96]; mo2na wigc stosowaé nazwy modeli uzywanych w li-
niowej lepkosprezystos$ci (tablica 1),

Tablica 1
Nazwa modelu ag a4 ay’ bg bq by
Hooke'a ' .
M=my=0 1 0 0 204 0 0
‘| Kelvina -~ Voigta . .
n1=0 ; mq= 1 ! 0 0 2uy | 22 0
Maxwetla .
n1emy 1 1 Ay 0 0 2205 0
Zenerag I . , .
n1= my=1 L Az oy 0 2000y |20 A3y 0
Zenera II . .
n=1 ; mqy=2 1 7‘2' A3 (¢] .0 ZAQUQ 21213“2
Burgersa A . .
nosm =2 ! E‘;—.As Alkg 0 2A4 17 {224A5 07
Oznaczenia:
lfl,l‘;Az:'z',L;Aa:‘—?'g—;a:—Q-Tz—;A :—r).i,- [« -4 TJZA ; = ,]~J3' .
MY M2 I Vowpwy T ppt ey
' - modut odksztakcenia postaciowego [N/m23:
Q' - modut Llepkosci [ Ns/m21,

Jezeli prawo napreienie - odksztalcenie dla danego materialu moze Ybyé
wyrazone w postaci catkowej i rézniczkowej, wéwczas musi istnieé zaleznodé
mig¢dzy funkcjg relaksacji ¥ (1ludb petzania), a operatorami rézniczkowymi.
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Zalé2my, 2e istnieje przeksztalcenie (transformecja) Laplace’a o [f(t)]
{wzgleden czasu) wszystkich wystepujgcych funkcji f(t)

ANE F(t):]e""ut)m , Relp)=py . (2.19)
0

gazie p, Jest odcigty zbieznofci catrki-Laplace’a. Dokonujgqc transformacii
laplace’a réwnari (2.15) mamy

N N -
By ip) Trip)- 2Ty } rk
1(p) Tilp) - STe (0 a.p Qy0p) Ejjlpl-
k=1
N
O*%ﬁ
A -k
,Z ST {0} brp’
k=1 r=k
(2.20)
N N
ak-'l'r”
Pylp)Tilp)- ST (O)Zc k= Qy(p)E;lp)-
k=1 rzK
N N
ok le;; K
D ORE
k=1 r=k
gdzie:
N
P1(p)=E ay pk E b p
k=0
(2.24)

a T;(0), (dT; /8t)10)  1td, sq wartosciami poczgtkowymi, gdzie t-0 od
strony dodatniej. Je2ell wykonamy transformacje Laplece’a prawe calkowego
(2.13)1, to uzyskamy w przestrzeni obrazu (por. [31], str, 315)
:r'ij (p)z(;’ijkl.‘(p)ek[(o')' (pijkL(p) [pEkL(p)- CkL (0)] =
- ~ (2.22)
=D(ngkk(p3 ExLlpl.

Réwnania (2,20) beds zgodne 2z prawem relaksacyjnym (2,22), gdy wartos-
ci poczgtkowe w przestrzeni obrazu speiniajg nastepujgoe warunki

N N
a“T (0) ke 2Ty 01> by prk
atk' °fp otk rP

k=1 k=1 r=k 2
2.
N « N N -1 N ( 3)
k1T r-k ak-lg rk
Tr‘\o) Crp "= W“"(O) dr p .
k=1 rz=k k=1 r=k



Warunki poczetkowe (2,23) sa tozsamofciami jako wielomian argumen-
tu p , MoZzemy je zapisaé w przestrzent oryginalu‘
N K- N e
ok a‘”ail '
. _JQKTFIO)“ ), by Dt—kjr‘“nO).
K=zr , Kk=r
(2.24)
Y D""T;. < ok-re
- : " .
ZCK—_Q_t_k—'F—(OLZOk__é—T;_(O) r=12 N .
k=r kzr

Réwnania (2,20) przyjmja ostatecznie nastepujaca forme w przestrzeni
obrazu

Tt =p Hpl £ (p '
(2.25)

T e =p ¥ (pIE  (p)
gdzie:
~ a, (p) ~ aQ
¥, (pls ——L 2l %,(p) 2!p) (2.26)
p Pyip] p Pylpl

£g transrormataii funkcji relaksac)i odpowiedriio przy $cinaniu i wszeche
stronnym sciskaniu, '

Wygodnie bedzie wyrazié bezposrednio sk¥adowe stanu naprezenia przez
skladowe stanu odksztalcenia, a nie przez dewiatory 1 aksjatdry tych ten-
soréw (dla ciala izotropewego)

Tyted=p ¥y o) € (ol » (2.27)

gdzie: \

i

~ i’z(p)-‘;ﬂp) (P (p)
‘f/ijkL(D) = 3 5',] 5 kL * —5— 5lk6;L‘61L6,k ) (2.28)

-

vPodobnie eraimy warunki poczatkowe {(2,24)

N .
—— a
Zeljkl atk - (o) = z§|1k(, E)t"'* (0} , (2.29)

k=r - ker
gdzie:

Cg-Q Q N
@ukL "5'3'_5‘ 6ij i “‘s‘~(6ik 6}L“5‘»l‘$1k) ’
(2.30)

dg-b
Bl S 8,8 '3‘*'*(6*% 6.6, ). ss12m.



Takie sformutowanie prawa fizycznego ﬁmozliwia niezale2ne modelowanie
materiatu dla czesScl dewiatorowej i aksjatorowej odksztalcer i naprezeﬁ

Fenomenologiczne modele lepkosprezystosci na ogét opisane sa réwnania-
mi réiniczkowymi (2,15); istnieje wigc mozliwosé opisania funkcji relakse-
cji ¥ (T} innymi wielkodciami (tablica 2). Do tego celu wykorzystujemy
parametry opisane w tsblicy 1 oraz wzory (2.16), (2.21) 1 (2.26). Jawny
opis funkcji relaksacji (tablica 2) nie ogranicza mozliwosci 1nnego mode-
lowsnia osrodka lepkosprezystege (por, [90], str, 130 -185). :

Stan napre¢zenia, w konfiguracji aktualnej i1 do niej odniesiony, opisu-
Je symetryczny tensor Cauchy ego GU . Odksztatcenia E;; odnosimy do po-
czgtkowego potoZenia czgsteczek w osrodku cigglym, wiec naprezenia te2 na-
lezy okreslié wzgledem pierwotnej konfiguracji. Stan naprezenia w konfigu-
racji aktualnej, odniesiony do poczatkowej, reprezemtuje symetryczny ten-
sor Kircbhoffa Ty (1T tensor Pioli-Kirchhotta). Migdzy tymi tensorami
zachodzg zwigzki [28]

_ q Oui auj )
T U

2.3
_?_. 5p (2.31)
N 9 Z)u DUQ, ’
e
% .
gdzie:
%o duj I
-2 8w ,
3 det ij an (2.32)

5 1 dLa i=j
i " loda ivj

2.4, Réwnania réwnowagi dynamicznej

Réwnania ruchu.we wspéirzednych Lagrange a X opisujemy II tensorem
Pioli-Kirchhotfa [28] :

0 . b i oy -
3x, [Tjk (éik* a;k )]* 8o (foi -~y ) =0 (2.33)

(X.t) &Py x 0.02)

Przyjmujemy, e wypadkowe sity: masowa 1 bezwladnoéci sg 1dgntyczne w
konfiguracji poczgtkowej 1 aktualnej
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pe—

foi €0 480 =§ fi g dp
(2.34)

Wy

[+]

Colis d Bg = jq u; dp
B

2,5, Warunki brzegowe

Napr¢zeniowe werunki brzegowe bazujace na II tensorze Pioli-Kirehhoffc
Tj przyjmujemy w postaci [28]

Jduj A
Tip (5"9‘--5% ) Voj = toi

(2,35)
o {X.t)e Dﬁatx(o:oo), :
gdzie Y, Jest wektorem oznaczajqcym kierunek normalnej zewngtrznej ele-
mentu powierzchni Bg:-. :
Sity powierzchniowe okreslone sgq w polo:eniu powierzchni brzegowej: w
stanie naturalnym (a wielkodci ich sq odniesione do plerwotnego pola po=
wierzchni 9Rot ). Wypadkowe tych sil sg jednakowe w obu kontiguracjach,
tzn, plerwotne] i aktualne)

j to 4108, j £ d(0B) . - (2.36)
oBot 9Bt
Na czeSci powierzchni brzegowe]} znane sg przemieszczenia .

up =G . (X.t) € dBgy = £0.00) . (2,37)

2,6, Warunki poczgtkowe

Liczba potrzebnych warunkéw poczgtkowych wynika z rzedu rézniczkowego
réwnania réwnowagi (2.33) 1 charakteru funkcji relaksacji u2yte) do zdefi-
niowania prawa konstytutywnego (2.13). Réwnanie réwnowagi dynamiczne) jJest
drugiego rzedu, nalezy wiec znaé dwa warunki poczgtkowe, np.

ujzuf G = vy ( )
2,38
(x.the B, x {0}

Zwigzek konstytutywny (2.13) w ogélnym przypadku (dowolna funkcja re-

laksacji) wymaga znajomodci odksztaceri w chwili pqczqtkawej
=€f . (Xt)e Box {0} ' (2.39)
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W szczegélnodci jednak (por, tablica_z), np. dla ciala Hooke'a 1 Kel-
vina-Voigta warunek poczatkowy (2.39) nie jest konieczny, :

2.7. Réwnanie czteropracy wirtualne)

Wszystkie wielkodci wystepujace w réwnaniach (2.1), (2.13), (2.33) +
+ (2.39) sq funkcjami klasy HMN (MN=2), Wariacje funkcji u;(X.t) ozna-
czamy symbolem Ju;iX.t) . Rozwaiamy klase dowolnych przemieszczet y;+ Su;
zgodnych z wiezami ciata (2,37), co prowadzi do zanikania wariacji przee
mieszczerd Su; na powlerzchnl brzegowe) 9B, . '
, Na bazie réwnaii réwnovagi (2.33) mozemy utworzyé wyratenie stuszne dla
dowolney chwili .t° , a wigc sluszne takze dla interwatu (it czasowego

o) .

J{I Suj ‘5;"[ Jk(&k* g;‘k )}dﬁwj Suigotei dBp - -

o) Bo ‘ _ 2, :
(2.40)

+J Su; ¢4 U; dﬂo}dt =0 .

Ba

Nastepnie przeksztalcamy pierwszg calke, wykorzystujac _twierdzenie
Gaussa-Ostrogradskiego i warunku brzegowego (2.35) :

ty

J{JéS o 3%',- [Tjk ( 6ik.%‘-;i;l dﬁo} dt =

tio Bo

ta) ‘ A
X His% [6\.1‘. Tju( " %k'-)]dso ’j 9-(5—) T (6ik.g%‘)@°}m=_

:(((1))] ’ .
. “jé ui g d(aao)-Jéeij T d;ao} a C (2.81)
tip) dBot B

oraz trzecig calke

ti) ' tmtm .
j j&ui Qo Uj dBg ot = J(Su; gol..li dﬁolil Jjéﬁi GU; 0B, dt . (2.42)
todo By 018

Po wprowadzeniu tych przeksztatcer do (2 40) uzyskamy réwnanie cztero-
pracy wirtualnej ’



ty)

S{ 3’90 (foi Suj+ 0; 60i)d330 . J £qi 68U, d(aBo) N

to) Bo 9Pot
(2.43)
t)
-j Ty SE; dao}dt J g0 Sy, |dB, = 0.
Bo Bo to)
Réwnanie to odpowiada uogélnione) zasadzie Hamiltona [5,6,7,13]
th) ti)
éJ(Y‘V}dt-ﬁ j{ j 90 fo’ 6U'| d£° + J‘ €0i Sui d(ago)} dt +
o) to) 8o 9Bot
(2.44)
t)
~ aal;r ) SUI =0,
v tio)
gdzie:
T:% J?ooi C'i dBo . V:%JTU E'J dﬁo (2.“5)
'50 90

oznaczalg kolejno energie kinetyczng i1 potencjalng odksztalcer,

Gdy obcigzenia majs charakter zachowawezy, to zasade Hamiltona przed-
stawiamy w postaci

tin)

tm
‘ é (T-v~w)at——;g.L, Su; =0, . (2.486)
! tio)
to) :
gdzie:
W= J 9o foi Ui 9Bg ’J ioi u; d{o8, ) (2.47)

Jest pracsg obcigzeni,

Czeato w wariacyjnych sformulowaniach réwnari ruchu wprowadza sie o-
greniczenie, 2e warlacje przemieszczeri na koricach przedzialu czasu zanikae
da, np. [65,28,87]

ti
JX(L_J)_NSJ(T-V*W)dt:O . (2.48)

to

gdzie X Jest minimali{zowanym funkcjonalem (funkcja Lagrange’a).
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Réwnanie czteropracy wirtualnej (2,.43), a wiec takze i zasada Hamilto-
na w postact (2.44) lub (2,46), nie dadza sie wyrazié prosto jako minimum
dobrze okreslonego funkcjonatu, Wiadomo jednak, 2e takie sformutowania do~
puszczajq stosowanie metod bezpoérednich (np, [28], str. 340), Latwo wyka-
zaé, Ze z zasady wariacyjne) (2,43) mozna otrzymaé réwnania teoril lepko-
sprezystoscti.

2,8, Istnienie i Jednoznacznodé rozwigqzan

Rozwigzanie dawolnegb problemu mechaniki continuum pro;vadzi do wynikéw
opisujacych pola napre¢Zenia, odksztatcenia i przemieszczenla w ciele 930 .
Wszystkie wystepujgce funkcje w rozpatrywanym obszarze czasoprzestrzennym
Q :{3Bp.0=t= =0} ‘sq klasy H22 , -

Zalézmy, 2e istniejq dwa réine rozwigzania tego samego zagadnienia
brzegowo-poczqtkowego przy takich samych sitach masowych 1 powierzchnio-
wych oraz funkcjach relaksacji. Obydwa rozwiazania spelniajgq takie te same
brzegowe warunkl przemleszczeniowe 1 warunki poczatkowe. Oznaczmy plerwsze
z tych rozwigzad jako zbiér {u;,T;;. €; E;} , a drugle Jako {uf .7} €jj.E}

. Poniewaz z zatoZenia sg one réine, muszs zatem istnieé nie réwne
zeru réznice tych rozwigzah, czyli zbiér {ui"‘. T ;T s;'j" ) Efj"

ij

'Zbiér rozwigzarn (2.49) musi spelniaé - podobnie jek poprzednie dwa
zbiory - te same réwnania réwnowagi, réwnania geometryczne i konstytutywne
oraz warunki poczgtkowo-brzegowe., Piszac réwnania réwnowagi (2,33) dla -
kazdego ze stanéw obciszenia (z gwiazdks i bez gwiazdki), a nestepnie o-
dejmujac Je od siebie stronami otrzymujemy wyrasenie

" "E_p T8 cwe_c ' e *®_E.-E® (2
Ui'._u.-u.', TU -Tij TU, [ Foeh "E’ij 6'] . E-u E’] EU . (201“9)

ost" '
axj; -~ QQU,’"=0 , (l,t)e Q ’(30“0‘t"°f°)' (2050)
gdzie: .
s'™ .5 -s

iy n Jt R
(2.51)

R ! ‘a'i » = a'. .
Sji"= -I}p(éip’ a;p ) . Sji :ij(éipo—b—;—';-\ ) .

1}

oznacze I tensor Pioli-Kirchhoffa (por. [28], str. 463).
Podobnie postepujemy z warunkami brzegowymi naprezeniowymi (2.35)

< s;i- ooj =0, (XTV)e DRy (OPgyx0=t = o0) (2.52)
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i przemieszczeniowymi (2,37)

ui*-0, (X.T) e 99y : (9Boyx0=t =o0) . (2.53)

Stwierdzamy, 2e rozwigzanie (2,49) odpowiada étanowi, w ktérynm wew-
natrz ciala nie wystepuja silty masowe (2.50), a na powierzchni tego cilala
zanikajq obcigzenia (2.52) lub przemieszczenia (2,53). W dalszych rozwaze=
niach wykorzystajmy zasade zachowania energii (por, [87], str. 29) - dla
stanu (2,49)

a : 3] = e

a—t(v +T.)=L . (X, the @ . ‘ (2054)
gdzie v** 1 T** oznaczajq energie potencjalna odksztalceri 1 energie kine-
tyczng (2.45), natomiast (** Jest moca sil zewngtrznych (por, (2.47))

s [ ot ot apos | TaoaoRol (2.55)
Bo Bot
Prawa strona réwnania (2.54) réwna si¢ zeru, gdy? dla rozwigzania (2.49)
zanikajq sily masowe 1 powierzchniowe, stad ‘

V* . T - const, (X.t)e Q . ) (2‘56)

Zal62my werunki poczqtkowé- vil0). (0}, €;10) 1ub Ej; (0) , ktére dla sta-
nu dwugwiazdkowego wynoszg

i

ne

u; (0}l=0, .

o =0, ' (2.57)
€5 01=€] 0. (x.t) € 8o {Box(0}} -

Sta2oé¢ sumy (2.56) w polaczeniu z warunkami poczatkowymi (2.57) oznacza
zenikanie energii w calym przedziale czasowym ( v,7 - fumkcje dodatnie)

. _ 2,58)
T** -0, ToXtie Q. (

Zerowe wartosci energil potencjalnej odksztalceri 1 energii kinetycz‘neﬂ
inplikuja nastepujace rozwiazanie

Lad

dt=o0 L efT=EfT =0

: R (2.59)
ot eo T =0 oxtie @ {B, xost=od).

Rozstrzygniecie (2.59) oznacza, 2e’ istnié,je tylko jedno rozwigzanie,

tzn, \

" - . 0l v.
VEU L Ui = Uj

hE e ' _ (2.60)
Eij:ga , E.:EX TieTH . XteQ L o



3. DYSKRETYZACJA OBSZARU CZASOPRZESTRZENI WEDLUG ZAVSAD METODY ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH '

3.1, Zatozenia MECZ'

Obszar czasoprzestrzenny Q ={530" 0=t = °0} opisany runkcjami klasy
H22 dzielimy ne skoriczong liczbe elementéw czasoprzestrzennych (SKECZ),
czyli skoriczong liczbe rozlacznych podobszardw R, .e-12.E (rys.3,1),

a) ~ obszar B 4 b) © obszor B,

i
(o)

Q
t (k)
t

t-czas

c) obszar B,

t-czas . t - czos g
' Rys.3.1

Ksztalt elementu czasoprzestrzennego (SKECZ) i liczba wezléw mogg by¢é
réine w zaleznoSci od typu zadania itp, Zakladae sig, te elementy te sg po~-
laczone ze sobg w skoficzone) liczbie punktéw, znajdujacych sie na ich obe
wodach, Przemieszczenia punktéw wgzlowych stanowié bgdq podstawowy  uklad
niewiadomych., Elementy czasoprzestrzenne dobierane sa w sposéb zapewniaja-
¢y ich dogodny 1 prosty ksztalt geometryczny ofaz tak, aby umoz1iwié
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wzglednie prosty dobér funkcji aproksymujscych rozwiszanie we wnetrzu
SKECZ. Odpowiednio gg¢sty podzial zapewnia prawidtowy opis rzeczywistego
problemu w calym obszarze Q . Zasadniczg cechg MECZ (metody elementéw
skoriczonych takie) jest wigc podzist na dostatecznie male elementy (pods
obszary Q¢ )., Podzial taki powoduje, ze zmiany Tunkcji wewnatrz  obszaréw
Qe bgdg male, co z kolel umozliwia aproksymacje tych funkcii za pomocg
wspélrzednych uogélnionych w wgzlach SKECZ i prostych, gtadkich funkcji
wzdiuz brzegéw migdzy nimi, Dla dowolnego ukladu wartosci funkeji w wezZ-
Yach skonstruowaé moina wtedy bez trudnodci przybliZone - rozwWigzanie,
Zwigkszenie catkowitej liczby stopni swobody ukladu (regulowane liczbg
stopni swobody w poszczegélnygh SKECZ oraz liczbg SKECZ) powoduje, w ogéle
noéci, poprawge doklednoici rozwigzania. Sg to cechy charakteryzulqce takie

klasycang metode elementéw skoriczonych (MES), Metoda elementdw czaso=
przestrzennych (MECZ) Jest zatem wariantem MES, Muszq wiec w ogélnoscl o=
bowigzywaé takie same kryteria zbieZnosci - dotyczace giéwnie funkeji

ksztattu (por, [122], str, 51).

3.2, Bezposrednie okreslenie charakterystyk elementu czasoprzestrzennego

Przemieszczenia u;(x,i) s predkoSci przemieszezer ;iX.t) i1 ich waria-
cje wyrazamy przemieszczeniami wezlowymi SKECZ ri (rys.3.2).

b) . c)
X1 X4

=
R

-

RO &

P [_.

Rys.3.2

. St By (X thrg . Sufixt=wh (%.t) 8ry .
¥t B Xthng . SFIX =W X 1) bry . (3.1)
X.the Qo . =123  of=12..4 , .

‘ e=12..E

gdzie §€(x.t} Jest macierzq ksztaltu zawierajqca funkcje czasoprzestrzenne
o ograniczonej rozleglo$ci do obszaru Q. i speiniajsceq warunek
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100 X=Xy . tety

Fieg X, t)= . (3.2)
0 da XfXea . trty

Macierz We(xt] zawiera pewne funkcje wagowe rozkladu czasoprzestrzene
nego wariacji; w szczegdlmoded WO(X.t):=$°IX.t) dla sposobu - - OCalerkina
(por. [122], str. 55).

Przemieszczeniami wezlowymi SKECZ wyratamy takze odksztalcenia (2.1)
1 (2.9)

ot I)ue dug M T,
efjxusg [ 3 ° ax 3, 9%, ’[ Bijo + Bijec lfp’] e
(3.3)

@ _,@ e e e . e e :
€ *Sijhx E e *Oijiet. Fiet ® [T—.-,u * Cijos "rb’] o

i war.lab:)g odksztalces

0(6\1) a(éue) 3(6uk) auk}_

SEfxt)= 1 2
ij 2 9X; oX; _ oX;  9X; (3.4)

=[A§fjd."§fj¢ (rﬂ)]éfd "
gdzie: .
. _ ':)i?¢ 8% ) ae (Qw,x awsy )
D§k¢ ikp awl«!r.
ux(rp) J—T—P- ™. E,’,(th- -'B_Xj_— ™"

. @ ‘e Iy
Sl Ok Bl Ot Bhia - (3.5)

» Q & @ e wpe
Cijoc{tp! = Ok "Blyeag!rp) * bt Blice ()

X.the Q . Mikt = 1,23,
Fx.pz 1.2,...A
- , e = 1,2,.. E .
\

Wreszcie przniuzczoniani wezXowymi SKECZ wyragamy napresenia (2,14)

t
Y
T )= i (x.t- t(m)ekt(*m))'I .,kL““ -z} a“‘tx 21 dz=

¥ t8 '
N o (3.6) .

* . =2 Tiej (ETU"['U-EQ‘ q"DSd(rﬂ)]fd )
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gdzie:
TG 0 = YR (Xt teR (th) -
t
.ng: j‘}‘-gklt)_(,t-z) ‘Cﬁm(x,z)dz

e
t0)
t

,Joc(r(sl J |JkL(Xt -z} CkLu“'{A X.zidz \ (3.7)
t
)

e e .
X.the Qe {30 o) =t=tig) 1o =0. g, °’f} '

ijoki oz 12,3, o,d= 12,4,
e = 1,2,..,,E .

Interpretacje przedziatu czasu t ¢ b ‘,te zawlera rys,3.1,
{0} * k)

3.3. Wariacyjne sformutowanie MECZ

. Podstawgq do wariacyjnego sformutowania réwnad ruchu MECZ jest zasada
czteropracy wirtualne) (2.43), do ktére) wprowadzamy zwigzki aproksymacyj-

ne (3.1} « (3.7)
z{; [ se(wesrg iy iy )ow [ suawity oo

o=t 9Qe
j‘sr"‘[ o + B 17 ][75’('05@"0% try ’)“a] aQ + (3.8)
e
te
)
) S(Srocw,ocgou, dPgy =0.
£8 to)

Stosujgc oznaczenia (por, [65), str, 78):
kon} B
"'KLC%” - ” Bficc Dfjp 92

‘9
eK&g:J BU“‘ DU(},(F ) dQ (3.9)
Q

‘
e ] o [t o ] 9
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M= _”wnd%

Itfa
e st igon [fwe tgoon fuaggat Sone (o
Qe 2% B8 o) :

'ijg[lég&’"é%d (FQ )] d
Qe

[

mozemy réwnanie (3.8) napisaé w postaci

3 £
z ey 08 = Z{Srd[(ek(gg‘k GK&JA. eK‘(J?{;- emqj) - ‘?Rd)}:o (3.10)
ezl ] i

.

lub . . ) | . )
$ro A.ot= 6‘&[Kub(rrz)"rg’n¢]=0 . (3,11)
a.pPp=12...8
gdzie:
kotﬁf i(eK%g\)‘erzfg'eKSf)b-eMﬁb) (3.12)
ez ;

Jest globalng macierza sztywnodci czasoprzestrzenne],

Réwnanie (3,10) 1ub (3.11) jest przyblisonym réwnaniem czteropracy
wirtualnej (2,43) 1 musi byé spelnione dla dowolnej wariacii przemieszczer
A& (I‘) s deb(l') l"ro- Rd(r) z
(%.13)
o0=12,..,8 .

Uzyskujemy w efekcie 8" nieliniowych réwnari algebra!cznych, ktére nalezy
rozwiazaé ze wzgledu na przemieszczenia wezlowe r  przy zachowaniu warune
kéw brzegowych (2,37) i poczgtkowych (2,38),

3,4, Wazona metoda residuslna podstews sformutowania MECZ

WaZona metoda residualna jest sposobem przyblizonego " rozwigzywania
réwna’ réiniczkowych, nie jest konieczne wiec poszukiwanie funkcjonalu
{122].

Przepiszmy wpierw réwnanie r6wnowagi {2.33) 1 naprezeniowy . warunek
brzegowy (2, 35) w postact



5::-6-%{:Tjk(éikvg-xl‘—'::)]oqo(fpi-ﬁi)=0 . ()_S,t)€30‘<b.°d .
(3.14)
st = T~ Tye (éik'-aa—x‘%)%j 20, (Xtle dByxd0.oo,

gdzie ST 1 9S?! oznaczajq pewne reszty (residua), ktére zanikajy przy
Scislych rozwiqza‘niach.‘?o dokonaniu dyskretyzacji czasoprzestrzeni, na
zasadach (3.1) » (3.7), réwnania (3.14) przyjmujg forme

E E
e. 9 e f.e ..e . 285
ezl ezl

NG rp)] . ' (3.15)

. .

A 3Q|
ST [ o ]
‘ez e=1

Na:jdokiadn:le:jszym rozwigzaniem bedzie takle, ktére redukyje (minimali-
zuje) reszty S; 1 Js; do najmniejsze} wartosci we wszystkich punktach
(wgzlach) obszeru czasoprzestrzennego Q :{B; 0 =t = <o} , Najprodciej
mozna tego dokonaé przez wykorzystanie faktu, 2e Jjesdll S; 1 9S; sg wsze-
dzie (w obszarze 1 ) toisamodciowo réwne zeru, to

e
g t)
z/\nea {jjweoc Se dﬁodto J S Wﬁ‘asfd(aggo) dt} -0 (3.16)
~es)e o ‘
o™ 0%

gdzle wi(X.t) 88 liniowo niezaleinymi funkcjami czasoprzestrzennyml,
tzw., funkcjaml wagi, ktére w szczegélnodci pokrywajlg sie z funkcjami
ksztaltu ¢.iX.t}, N

Podstawiajac do (3,16) reszty okreslone wzorami (3,15), wykorujac
- przeksztalcenia calek (twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego) calkowanie
przez cze¢sdci) uzyskamy w efekcie réwnania ruchu MECZ w postaci calkowicie
zgodneJ z (3.13).

3.5. Rekurencyjny charakter réwna¥ MECZ

Niezale2nie od sposobu dyskretyzacji, zégadnien:le brzegowo=poczgtkowe
(3.13) sprowadza sig do schematu tréjwarstwowego (por, rys.3.1)
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AO!'.O* g0? = RO

(_71500(,&1*!21)510@152: ’31 ,
‘ (2.17)

€99774(a%. 09) 9. B9 PL RA

q=0.12,..

‘ .

gdzie A.B.C 1 D =g kvadratwﬁmi macierzenl sztywnosci czasoprzestrzen-
ne) po agregacji. Macierze te - dla zagadnien nieliniowych - sa funkcjami
parametréw wezlowych siatki czasoprzestrzennej r . Przy znanych warunkach
poczgtkowych (2,38) réwnenia (3,17) przeksztalcajg sic w nieliniowa formu-
le¢ rekurencyjnq

£9° - (69899 7t p%)e%]. (3.18)
q= 0.1.2,..,

Przy stosowaniu elementdw czasoprzeatrzennych o ksztaltach symplek-
tycznych [50 8,116, 9 67 , 117] uzyskujemy naturalne odseparawan.!e po=-
szczegblnych réwnati (3 17) 1lub {3,18) na mniejsze uktady lub pojedyncze
réwnania - z jedng niewiadomsg, ’

Metoda elementéw czasoprzestrzennych nalezy do metod warunkowo stabil-
nych, Na wymiary elementu czasoprzestrzennego natoZone sg wi¢c pewne ogra-
niczenia, Zbadajmy, jak niewielki blad w chwili poczgtkowe) & o wplyws na
proces rekurencyjny (3.17) —

£0=§0 s E0=0' Ri=Q i.=1,2,3,... ’ (3.1’9)

Wzér rekurencyjny (3.17) zalezy od zaburzenia poczatkowego o°
kozk-180  pzq2, ' . {3.20)

gdzle:
0-_(g0)1a0 ,

Voo (g et {at D) 20] .

(3.21)

zi=-(8i)ci zir2 (Al 0i) 2] L je23.. .

Jest macierzs przeniesienia [99], Istniejq mozliwosci innego - przyblizo-
nego - formutowania macierzy z [99,10,11].

Schemat obliczeniowy (_3.20) bedzie stabilny. tzn, ™ pozostanie ogra-
niczone (n-eco} , Jezeii wazystkie wartodéci wlasne macierzy przeniesie-
nia Z spelniaja nastepujqcq nieréwnoié

[Aij=1 i:01.2.. . (3.22)
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Istotnq ozestofé wlasna Amcx mo2na przyjaé, wykorzystujqc r62ne osza~
cowania promienia spektralnego macierzy Qlzi}

?(Z }= max lek_;l sz"‘hr[( 1]

l}‘ l‘?(l) i20.,1,2, ..

(3.23)

Badanie warunkéw stabilnosci moZe byé przeprowadzone na mniejsze] ma-
cierzy przeniesienia Z , np. zbudowanej dla kilku lub Jednego elementu

czasoprzestrzennego [23]. Takie uproszczenia umotliwia uzyskanie oszacowa=
nia od géry.



4, PRZYKLADY ROZWI{ZAN DRGAN OSRODKA LEPKOSPREZYSTEGO ™

4,1, Drgania podtuine preta

Przy drganiach podtuznych (osiowy stan napre¢zenia) efekty geomeéryczé-
nie nieliniowe wynikajy jedynie z duzych odksztalces, W tekim  przypadiu
istotng role odgrywa sformulowanie prawa fizycznego [94], Wygodniej jest
tuta) postu2yé sie tensorem naprgzenia odniesionym do konfiguracji aktualw
nej, tj. tensorem Cauchy. Réwnanie konstytutywne dane Jest ogélnym przed-
stawieniem Boltzmanna (2.13)

t i
 den -
G1yixg. 1) =¥ (xy.tleqqlxgt)+ ‘Ktx1,t-{)—-5-z—lx1,t-z)dz . (4.1)
0 .

Wydluzenie wzgledne wystepujace we wzorze (4.1) opiszmy we wapbirzed-
nych Lagrange’a (rys,2.1)

aU1 511
Encers Oxy 1*811
: (4.2)
s s £y duy .
84 z@qz———p , Eqqz—— X9 X
1" 1 (1*511)2 . 1 3, 12 Ky s Uy .

Wykorzystujqc zale2nodé miedzy tensorami Pioli-xirchhoffa i Cauchy
(2.31)
L {€22) (1+€33)
TR Bn

14Ey '

3 ’ .
E11:=€1= -——a:: . \‘. (4.3)
€22:€33 =~ VEqyy (7 - wspétczynnik Poissona)

warunki (2.29), ktére mp. dla modelu Maxwella sprowadzajq si¢ do Jednej
to2samodci

T91(Xy.0lz=EAQEqq (X4,0} { E - modut Younga) (5.4 .

oraz wprowadzajac przykladowe funkcje relaksacji dla typowych modeli reo-
logicznych (tablica 2), prawo fizyczne zapiszemy w dogodniejszej postaci

® Drgania ci¢gna wiotkiego rozpatruje sie w referacie pt.. ..Dyhamics of
viscoelastic cable", ktéry zgloszono na X Kontcrenc;)q nMetody Komputero-
we w Mechanjice", Szczecin 1991 ‘
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(-venf [, o

t
< pgel Ty (%400

ﬁbt) €19 (%,1)
1+ €490, )

],

(4.5

Wspétczymniki [bg charakteryzuja model lepkosprezysty (tablica 3).

Tablica 3
Nozwo modelu ] 2 3 4 5
Hooke'a . EAQ 0 o .| o0 0
Ketving - Vc:i;;;‘.o EAQ EAQA 0 ] 0
Maxwelta o EAgA -EAQA - 1
Zeera 1 EAges |EAgAcO-wllEAGALL IOl - 1

Réwnanie czteropracy wirtualnej (2.43) dla osiowego stanmu
przyjmuje postaé

tey Ly Ly

tik)
J‘{J(Pﬁur 90016':11" T116E11)dx1}d:l - J90A0016U1 dX4=0.
t
' o) L) o
gdzie:
_duy g ( dup\? Abuq) [ (Buyq) \?
En =35, *?( 3 ) SEyy = %4 *( X )

natomiast Ay oznacza pole przekroju poprzecznego preta w
nieodksztatconej.

naprezenia

(4.6

(4.7)

konfiguracji

Wielkosci wystepujace w réwnaniu (4.6) opisujemy w sposéb charakterys-l

tyczny dla MECZ (3 1) ¢+ (3.5):

UlXqt) = $qgp (Xqt) ke

SuqlXy = B gy (Xt 1y -
WGyxy th=dag (X, t)ry

8lqXqt)s by (X9, 8100y

EnlX1. t)=[ Bro " B1aoe ()] foy

811 (Xpt) ={ Briogs 2 B )] St

E41{X1.t)= By fec

Tiy =By ror+ b T (£§)

(4.8)
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gdzie:
] ' ., abyy Ob
. - To¢ - .1 o 9%
B oX4 ! Bne = 2 aXy aX1 i

L LR S RN XA YIOR B
(1*'811;:‘? )‘ 1By ,-t) 31 B11u(.‘(|'52 ﬂ3e )-—1‘—81—1—87[_1' ( 1.9)

béﬁsemt
W tormule (4,8) przyjeto, ze w weZle jest tylko jeden stopieri swobordy.
Nic nie stot Jednek na przeszkodzs.e, aby zwiekszyé llczbe stopni do dwoch

lub trzech, np.
//

Ly = col {'”gcu ‘Pa'Foc}

(4.10)
RIM ; Ory
leL Z;X‘l ‘ o © 3t

Po wprowadzeniu formuty dyskretyzacy:jne.j (4.8) do réwnanis czteropracy
wirtualne) (4.6) uzyskujemy réwnanie ruchu w postaci (3.13), w ktérym ma-

clerze K { R opisane sa wzorami: >
e e e Py e ,e ze
Kep = ” (8510 +2°B1cc )D'n(s -84 30 Ao ?m]dQ
Qe -
RE - H (8% + 28] TH (tB) 02 ¢ T
9
ta) @
QE © A8 0 (k) ax
= | #1230 Ao Ys 1
A to)
t
0
W celu wykonania prz&k,tadowych obliczeri dokonajmy podzialu obszaru

czteroprzestrzennego w sposéb widoezny na rys,3.%a, b, ¢, Mamy wiec "o cry-
nienia z elementami czworokatnymi i tréjkatnymi (rys,4.1).
Wyrazy macierzy ksztaltu dla poszczegélnych elementdw czasoprzeqtr‘/en-
nych przydmujemy w postaci funkecji liniowych.
a) element o ksztalcie prostokata (rys.4.1a)

A¢1o¢‘§'n:%(“¥?d)(”tr-ac)_ : :

1dla o= 2.4, T dla o= 3.4,
By Tz

-1dla of= 1.3. -tdla o= 1.2,

l=E=1 ~1=TT o=
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b) element o ksztalcie tréjkata prostokatnego (rys.4.1b)

10 (BT :%[1.5-03:&-(‘1@“?!,‘ - (1“tec)5°c"] :

[ tdo =12 1dla of=1.3, (4.13)
fus -1 dla o= 3, et i1 dla =2,
0= E =1 , 0=T =14

e). element o ksztalcle romba (rys,4,1¢) lub o ksztalcie tré,jkqta rdwno-
ramiennego (rys.4,1d)

B1 G0 =L [ 15 (54T )1t (-5 + 1))

: Jrde =34 f1do =14, (4.14)
~ g"c_-1 dla o(=z1,2, ot -tdle o= 2.3, -
) -1=FE= 1 ~-1=T= dla rombu ,
t1=E= 1, QeT =< 1 dla trdjkata.
a} o b} . c)
R 1 2 A 1 X1:20§ 2
l 2
c ) X1=a <
N o~ .
t=hT l' Sl 3
L 24 1 2a o
1 I 1 4
t=2nt 4a
d) - e)
1 : 3 X9z 20¥ 1 2
= - 3
. lt-zht ]
~N c
N
4 3
5 .
4a ' J_ 2a L
; — 1

Rys.4.1

Warunki stabilno$ci (3.22) okreflonc dla drgas sprezystych, geome-
trycznie liniowych, rozpastrujac wydzielony swobodny element czasoprze=-
strzenny o ksztatcie prostokatnym (rys.4.1a)

(et .

oraz Qwobodny superelement czasoprzestrzemny (rys.4.,1e)

2
- (—2-) = ﬁzﬁ')—e' = 6.8284 5 . (4.16)
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Przyktad liczbowy dotyczy drgai podtuinych wspornika (rys.4,2).

e ¥

l L=20 tml |
! ' : R g

= 7500 [kg/m33°

= 2-10" 1Pl
51073 [(m2)
48412291 1075 [s3
Rys.4,2

T > m oy

11

"Koniec wspornika zostal obciqiony silq nagle przylozong (Heaviside a),
o wartosci P = 8,33 (3) [MN] .

Na rysunkach 4,3 # 4,6 przedstawiono graficznie wybrane wyniki obliczen
nimeryc.inych przy zalozeniu przemieszczeri i odksztalcerl infinitezymalnych.
Analizujgqc te rezultaty mozina sformulowalé kilks uwag ogélnych, Swiadcze-
cych o poprawno$ci obliczer. ' .

1. Model Hooke’a, Amplitudy przemieszczer i naprezer 8q dokladnie dwa
razy wieksze od przemieszczeri i naprezen wywotanych sitg P =
= 8,33 (3) [ MN] dziatajqcq statycznie, Okres drgan wynosi
1,6 + 9,6824582 « 1077 = 1,5491933 « 10™> [s] wobec okresu drgas wynika-
Jacego z obliczeri analitycznych [87]:

:L.I/._E_- n 2.10M -1
W =50 ¢ “22Y 70 = 40557787 [s-1]

(4.17)
. 2m 2T ‘ -3
T - el . .
2055 7787 15691933 - 107 ° [s] . )

2. Model Kelvina-Voigta, Ttumienie wewnetrznme powoduje, 2e przemieszcze-
nia, odkeztalcenia i napre¢zenia zmierzaja asymptotycznie do wartofci
wynikajgcych ze statycznego dziatania sily, natomiast predkosci od-
ksztalcen asymptotyczin:le zanikejg,

3. Model Maxwella, Nastepuje tiumienie drgan, Przemieszczenia i od-
ksztaicenia przyrastajg linfowo w czaslie, przy statym dzialaniu sity,
Po -odjeciu obciézenia pozostejg trwale przemieszczenia i odksztatce-
nia. Naprgzenia zmierzeajq do stalej wartosci lub do zera - po odjgciu
Vaily'. . \

4, Ré2ny sposéb dyskretyzacji czasoprzestrzeni '(rys.3.'1a. b) nie ma
praktycznego wplywu na koricowe rezultaty,

5. Pevme nieciagoici na wykresach odksztatcer, predkoSei odksztalced,
wynikalgq z przyjetej minimalnej liczby stopni swobody w wezle
SKECZ.
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Rys.4.3, Wykresy przemieszczer, odksztalcer 1 sil korica wspornika
"w funkeji czasu dla modelu Hooke’a
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Rys.4,4. Wykresy przemieszczer i sil kodca wspornika
w funkcji czasu dla modelu Kelvina-Voigta
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Przemieszczenie x 10720m3

Odksztatcenie = 1072

Obcigzenie

Naprezenie = 107 [N]

=107 (N3

1]
A O e N A O e ow A e N W oo

czas t = 9682458271074 (5]

=+ 177

"N |IVA
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WAVIVAY
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T s
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\
[T
\
\

BN o - ~

czas t « 96824582 1074 (s2

Rys.4.5, Wykresy przemieszczeri i si korica wspornika
w funkcji czasu dla modelu Maxwella (A=
- 9,68246 « 107> [s])
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Na rys.4,7 przedstawiono graficznie wybrane wyniki, dotyczace kofica
wspornika, przy zaloieniu skoficzonych deformacii. )

al czas _t* 96824562 W0 1s]
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; - 1 A=98824582 - 1075 (s3]

YLIT,

0
—

1 4 -
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1
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a
e » 107IN}
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czas tw 96824502 107 £s)

0ZNOCZENIG 1 e sikQ sciskajgca
) ===$ik0 1roZCIagaigen
...... analiza geometrycznie Lliniowa

} onoLizO geometrycznie nieliniowa

Rys.4,7. Wykresy przemieszczeri korica wspornike w funkeji czasu:
a) wodel Hooke's,
b) model Kelvine-Voigta,
¢) model Maxwella,
d) obolqzenie kofica wspornika w funkcji czasu

Z amuzy tyoh rezultatéw wynikaj)q nastepujgce wnioski:
1. Wartodci amplitud i okresu drgef zaleZs od zwrotu sily oboigsejgce)
wspornik, Wy2sze wartodci uzyskujemy przy rozciqganiu, a nizsze
= przy dciskeniu, Taki uklad wynikéw jest prawidiowy, gdyz przy
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rozcigganiu nastepuje zmniejszenie pola przekroju poprzecznego,
czyli sztywnofci, a przy $ciskaniu - wzrost,

2, Pordéwnujgc amplitudy przemieszczed, dla ciala geometrycznie 1linio=-
wego 1 ciala geometrycznie nieliniowego, stwierdzamy rozrzut wyni-
kéw rzedu 429 %,

3, Dla modelu Hooke a amplitudy sg dokladnie dwa razy wicksze od ame
plitud wywolanych silg dziaXajgcy statyeznie (problen statyczny po=-
1iczono metodg elementéw skorczonych), .

4, Sposéb dyskretyzacil czasoprzestrzeni (rys.3.1a,b) nie ma prake
tycznego wptywu na koricowe rezultaty,

4,2, Drgania belki N

Analizuje sie belkq. na ktérg dziala dmlnie zmienne obciszenie (ry-
sunek 4,8),

q3(Xs.t)

pq (Xq.t)
iy ol —r
* [E30%% | L I dddd -~
m2{X1.t)
X2 ‘
X3

X9

Rys.h.8

Do aformulowania réwnari przyjeto nastgpujqce zaltozenia: belka Jest
niekrepa, odksztalcenia sq dostatecznie male (ale niekoniecznie infinite-
zymalne), obowigzuje zasada Bernoulliego o plaskich przekrojach, plasz-
czyzna obciagzenia zewngtrznego pokrywa sie z gtéwng centralns plaszczyzng
bezwladnofci X1X3 . Zagadnienie tak sformulowane opisujq réwnania ré2-
niezkowe ' ’

IN; AN}
—1 LT, s
% ‘Tor TPt (é 13)
aT3 E)T(._3 ’ ‘

ax‘| at P =0 .

1/ A. Podhorecka: Obliézenia dynamiczne belek metodq elementéw czasoprze-
strzennych. Materialy IX Konferencii ,Metody Komputerowe w Mechanice
Konstrukeji" Krakéw - Rytro 1989, sa, 897 = 903

2/ A, Podhorecka: Metoda czasoprzestrzennyoh elementéw skoriczonych w za-
gadnieniach geometrycznie nieliniowych, Rozprawa doktorska, Politechni-
ka Warszawska, Warszawa 1990
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dzie: : .
gd 7io2Mp , duz .
3 X4 X4 1 ’
.M
Tt.3 = 5% U M

Ni1=%oholy - , ,

, 3y
Mt2=%0%20 3%,

(4.19)
Qf =-QghAgl3 .

. 901
Prefrsxy P
. E)u3
P37 93" 3%y P

Na bazie réwnaii (4,18) tworzymy réwnenie czteropracy wirtualnej w po-
stact (por, [46])

toy L

-t ty,

SuqNy+ Sug T3 | dt +}[8ugNgq + SugTia| dXye

[ [surtesus o] o

to) . Y

tt tat ( \
VI dt\y L o 3 s 4,20

+ ] (oo o | [[6 s (32

tioi0 4010

+ 609 Nig » 6&37'13]&1 dat

lub po wykorzystaniu zaleznosci (4.19) - w innej réwnowazne] formie

U : w
J[§“1Ni‘5”37\é-6(%3-)M'2-60 Miz] dte Héu,nh‘
o _ Wy

‘ tit tt

t
Su. T (ﬂdx Suor o fucr \ax g2u1 (4.21)
*OusTi3 1* Uy + Qugpg jdX,dt - %)t

t

0. ypo t0) Yo)

Y

3R o 5 (B2 i o

511y przekrojowe wystepujace w réwnaniu czteropracy wirtualnej (4,21)
- “1‘2 ciata liniowo sprezystego (malte odksztalcenia) - wyratamy w posta-
el "% '
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Ny =Cagqg AgEyy .

. (4,22)

M2=-Corg J20Ey2 -

gdzie:
2 ,
du du

Ene -g—"- —21—( 3) ) : .

£, 23 (4.23)

‘12 X% . _
‘ Cun s 2p'+A" FE AL A’ - state Lamego

Si2a poprzeczna jest wielkoécig zaleinq od siily normalnej i momentu
2ginajqcego, WielkoS¢ tg moina przedstawié w dwojaki sposéb: odniesiong do
konfiguracji odksztatcone) T3 (wg (4,19),) lub odniesiong do konfiguracji
nieodksztatconej ‘ )

t

aMz o
= 3% —34 : ‘ (4,24)

Réwnanie konatytutywne dla ctata lepkosprezystego dane Jest ogélnym
przedstawieniem Boltzmanna (2.13): ’

Njq Xy t) =W1(X1,t)E11(X1.'0)*J (TR AE z)‘ "(x1 t-z)dz .

(4,25)

M'2[X§, t)= 9‘2( X1, f.)Efz(*pO)* J‘}’Z(X1,t-z) aaEgz ‘X1,t'2)d2 B
. 0 .

gdzie V, i=1,2) sg funkcjami relaksacji, ktére moine jvyznaczaé doéwiad-
czalnie, Moina tez wyprowadzié funkeje relaksacji opisane innymi staiymi
(tablica 2) i wtedy uzyskamy prawo fizyczne zapisane w dogodniejsze] po-
staci

SIVER
N-‘l,(X1,t)=(51E11(X1,t)4((52’(b3epl' )E11(X1.t)0fbse{bl’t N:] (X1,0) N
. : . (4,26)
M'Z(X.l,tl=-Q1E12(X1,tl-(|?2*I}3eQ"t)é12(X1,t)+Qsem' My (X100

Wspéiczynniki p; orez p; oharaktéryihaq nodel lebkosprqtysty (tabli-
ca 31 4), )
Réwnania (4,26) muszg byé jeszcze uzupelnione warunkami poczqtkowyni
(2.29), ktére np. dla modelu Maxwella wyrazajg sie nastepujaco: -
N3 (Xy,0) = EAgEqy (X4.0)

4,
M5(Xy,0) = <E JpgE 45 (X4,0) (4.27)

%

gdzie Jzg oOznacza ghSwny centralny moment bezw!adnoéci przekroju poprzecz-
nego belki. :



Tablica 4
Nazwa modelu N1 12 13 4 ns
Hooke'a EJd2p - _ ‘
Kelving-Voigta | EJyp EJypr2
Maxwella EJogA2 -EJzpA2 “hrz 1
Zenera T+ | Edpgda| Edpgial1-Ap|-E dpetpl1-aia) Ay 0721‘1—2 1-op

Zaktadamy, 2e pole przemieszczerd belki opisujg trzy skiadowe, w przye
padku dyskretyzacji czasoprzestrzeni na elementy prostokatne (rys.3.1a)

[uq0x1.00]  [vyixgt))
VAXpt) =] @alXq .t 1) = [ VolXqt) .
uz (X t1] | V3iXet) (4,28)

9 u3
(/2()(1,“:- -?—)T-{—

A}

oraz szesé skladowych w przypadku dyskretyzacji na elementy nieprostokgtne
(rys.3.1b, c) ' '

' [y (X t)] [Vqlxy.t)]
ealx( )| [ValXa t)
uglXq.tl] [vaixz t)
%2 (X1 .8) ) VeiXg t)
01 (xg.61] vsixsg.t) (4.29)
[03(X9.t)] |Vg(Xe.t)]

V (Xq.t)=

9%y,
LN PRI ax?

Wielkofci wystepujgce w réwnaniu (4.21) opisujemy wedtug zasead  MECZ

(3.1) +(3.5): :
a) prostokqtny element czasoprzestrzemny (rys.4,1a)

VEIXt) 2 85 (X4 t158

SVERXy. 1 = 8T (X, 80608

VX t) = BFeixet) eS L o (4.30)
VR IXy. )= 88X 01618 )
Ef) (X0t = (85 1+ 5 85 857 rF 1 0z

Ef2(X. b= -850 47
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£8) Xy 1= 18501+ 85y B r210S
ESXpth=-85 ,q0S .
R TORUR [ TTCORER T I M JNTE YO AT
(85, 855 81} o8+ REPTENE (X, 08,
M3 (Xy.t)= [n§ 85, 1+ (n 0ge?E 185, o] rSe nSe®5t ME (x,. ¢ §).
Tﬁ“ﬁ-“=[f2‘1’§§¢,11*('7§"93992t Mze ,11]f§"?§9'72t THIXy.t8) .
TR0, - 85, {aS 051+ 3 85,85;e 51+ (RS- e PlI B8 1o .30)
.
e 8591} 1S p8ePLt TRixy B
T§(Xpt) = TR + TR .
NE1=-9§ A8 Bt -
M= - 85 5085 e -
0f -- 684 85 1S, . |
i=123. . T.T. =12...3W  {We'-liczba wezk& SKECZ)
b) nieprostokqtny element czaqoprzestrzennf (rys.4.10, ¢)
V?(M.t):@&();:.,t)'r; ,
avf(x1.t)=§§,‘ix1.t)6r§ ;
B Xy, 0 = (8504 F 8 857y ) 1
SAESRNENL PR S LT L
ESiXy )= -85S
EgiXy.tl=- 87 rg (6,31
NIy = [PS105, 10§ 5,85, 71 05+ BEeRL 1R, ¢
“ 885 83ur§) | g PECPLt NSy tH)
MS(Xq.t) = [rﬁ@i ’(r}g'qger??.t)éfx]ri’ rfs?‘ﬁ" MS (X9, t8) .
ThlXy t)e [’??‘l’fm"‘?g’ '?gerﬁt’&zm]‘ﬁ"?getﬁt Th!X.t3)
TR th=-85 [ﬁ?(ﬁfm’%@Stﬁrf?’*(ﬂf'fbgépit [E LN

i5pa5 ]| Eg e B8 TG
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TS (X1 th= TR+ TR
NEy=- @88 85,rS
MY2= - 80920 8257t (4:31) ‘
0f-g8A388.1S .
i=12...6, LY. T=12..6W , (Wo-Lliczba weztéw SKECZ)
Wprowadzajgc formuly dyskretyzacyine (4.30) lub (4.31) do réwmnia.

czteropraty wirtuvalnej (4,21) uzyskamy réwnanie ruchu w postaci (3.13), w
ktérym macierze K i R opisane sg wzorami:

a) prostokqtny element czasoprzestrzemmy

|| SRR CE NS T
2.
e . .
+ (pSep3ePet M85y 1055 85; f%)] ¢ ‘Fgm['ﬁ p°

(03030 Yy |- 058 (45,85, + 85,855 )- 5 Sotautyp Jo0

(4.32)
as{[{[ca‘(cmj-owsp)rs]pﬁ*«rsmq%}aw
t e ‘ e
If[msew(omw;tr:)ue(tm) eerteg sl
Qe
e Ly o
1
J[Qu"visu"a‘i’zu“‘z M m dt J[’e N ‘§3°‘T3°‘] ax,,
o
b) nieprostokatny element czasoprzestrzenny
o [[{lrstastort oot sy (o8
Qe
op ehztxg +$S, §8 (© )].Qe [Q999 .(qe.
3 1.1 22p%2r 7 )| Y21 F4p N2
(4.33)

oot )i, |- o8 AB(HE B0 98,885 - 98 Bohubin) .

SN HCRCXINE A ERPE R

Qe
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(43 ' '
ﬂ (PP a8 058 0815 e a5 (] o2

tm & al
1
[t msean] o [l wo
A Yo) .
) ‘o)

s

1)

+ Q 53] aXyq .
(0)

Macierz ksztattu zaproponowano w mtgpu;jqcea ‘postaci:
a) ‘prostokatny element cznoprze:trzenny1’2 (rys.4.10)

[
-

Ruﬂi %

3° - s v3lge . . (4.34)

Plesf a8

gdzie: :
W g2 =L (148,81 (1T, T) da o=147.10,
g =-}3-(35202§¢§ WA+ TLT) dla o=2,58,1,

Walge <55 g,,cn-);?)wt,;r) dla o£=369,12;

12F) : g_(ga.g,g ~§ B TYY dla o£=258.11,

L

(u3)§e =_g_(2.3¥d§-§¢§3)(1+.‘t¢1) dla o£=3,69,12, , (4.35)

1 dla o=4,56,10,11,12,
§u® -1 dla of=123.7.8.9,

1dla o =789,10,11.12, .
~1dla ol = 1,2,3458, '

Fe -1, Te(-1,1.
b) nieprostokgtny element czasoprzestrzenny

M se
610(

= e - Y (“-36)




gdzie:

T %—[wgwt,,c (1o E ) TE -(1*t¢)§dt]

/ 1dla o0=12,3,45.6, (1 dlo «=1,2.318.9,
fur L1 dla =789, -1 dta =45, (4.37)
§'e(0,1) , Te <01

i=12...6
dla elementu o ksztalcie trdjkata prostokgqtnego (rys.4.1b), oraz

@L:{-[vg,_(;«)][_ut,_(-;.n] .

: {1 da =789.10.1.12, {1dLo =1,.2.3,10,11,12,
d‘;

Tes
-1dla  =123,456, “tdla =456,789,

(4.38)

dla elementéw o ksztalcie rombu (rys.4.1c) i o ksztalcie tréjkata réwnora-
miennego (rys.4,1d), przy czym

ge¢-1,1) , Te(-1.1) dla romby ,
' (4,39)

¥e(-1,1>, Te(0.1) .da tréjkata .

Przyktad 1liczbowy dotyczy drgah poprzecznych wspornika (rys.4.9). Roze
patrzono dwa przypadki: matych odksztalceri i przemieszczer oraz matych ode
ksztalceri 1 duzych przemieszczeri, Koniec wspornika zostal obcig2ony sils
nagle przytozong (Heaviside a) o wartoici P = 0,1 [MN],

‘P

Z
l {

L=40 Cm]

+
@ =7500 [kg/m31
€ =2-10" tPal
h =125 10"% [s)
A =6,31-1073 [m2)
J = 9,8-1075 [m*1

Rys.4,9

Na rysunkach 4,10 ¢ 4,11 przodstawlono graficznie wybrane wyniki obli-
czerl mmerycznych,

E M T e
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MoZna sformulowaé kilka uwag ogélnych - swiadczgeych o poprawnosci obe
liczed,
1. Model Hooke’a, Ampntudy przemieszczerl sy doktadnie d{la razy wigke .
sze od przemieszczeri wywolanych silg P = 0,1 MN - dziatajgcq .
statycznie, Okres drgad geometrycznie liniowych wynosi
17,8 2,5 10~ = 0,9445 [8] wobec okresu drgari wnikadqcego 7 Obe
liczeh analitycznych [87)

w_(;ms)? ey /1575)2 210" 98-10°5
L

oA ¥ 75007631103

= 141,4051691 [5-13,

¢

T .20 __ 2m
T w

-m = 0,04443391 [s],

(btad ckresu wynosi 015 %) .

Przy analizie modelu geometrycznie nieliniowego nastgpily

przyrosty w stosunku do modelu geometrycznie liniowego. amplitud
o okolo 9 % 1 okresu drgar o okoto 7 ¥,

2, Model Kelvina-Voigta, TIumiente wewnetrzne powoduje, ie przemiesz-
czenia zmierzajq asymptotycznie do wartosci wynikajacel ze sta~-
- tycznego dziatania sily, .




5. UWAGI KORCOWE

Przyjete w pracy ogélne sformulowsnie réwnania kongtytutywnego, w po=
staci prawa calkowego, pozwala na modelowanie oSrodka lepkosprezystego W
szerokim zakresie,

Réwnania teoril lepkospre2ystosci, uwzgledniasjace nieliniowofci geomes
tryczne przedstawione w ujeciu nieprzyrostowym, stosujac opis Lagrange’a,
Taka formula jest bardzo korzystna przy stosowaniu metody elementéw czaso-
przestrzennych, Charakterystyczne procesy dynsmiczne przebiegajs v lrét-
kich przedzialach czasowych, Wymiary elementéw czasoprzestrzemnych w kie=-
runku wspélirzednej osi czasu ag zatem naturalnie mate (warunek ogranioza-
Jacy wymiary elementéw czasoprzestrzermych narzuca kryterium stabilnofci).
Powy:sze oznacza w konsekwencji, e nieliniowoéci geometryczne i fizyczne
sg niewielkie w przedziale czasowym prze)icia z jedne) warstwy czasoprze-
strzennej do nastepnej. Nie istnieje wiec potrzeba formutowania réwnai w
ujeciu przyrostowynm, . )

SYormulowane, w rozdziale 2, réwnanie czteroprsoy wirtualnej - dla
oérodka cigglego, geometrycznie nieliniowsgo - uogélnias réwnanie oztero-
pracy wirtualnej, zdefiniowane przez Kaczkowskiego [ 43] dla ofat
geometrycznie liniowych, Pokazano te2, jek znans wazong metode residualng -
(np. [122]) moina z powodZeniem wykorzystaé do wyprowsdzenia réwnai MECZ,
bez potrzeby ucieksnia sie do réwnania czteropracy wirtualnej. Oznacza to,
2e¢ réwnanie czteropracy wirtualnej nie nmusi stanowié podstawy do otrzyma=
nia réwnan MECZ, .

Stosowane ostatnio coraz czeficiej elementy czasoprzestirzenne o ksztal-
tach symplektycznych czynia metode elementéw czasoprzestrzemnych bardzo
atrakcyjng metods, zwtaszcza w zastosowanisch do malych maszyn ocyfrowych,
Wysoka dokladnoéé wynikéw odpowiada dokladnofci innych metod calkowania
réwnaii ruchu. Istniejg mo2liwofci sformulowanis tak macierzy  sztywnodci
elementéw czasoprzestrzemnych, aby w efekcle \Ixzysk.é bezwarunkowo stabilne
schematy obliczeniowe, W niniejsze) pracy macierze sztywnofoi elementdéw
czasoprzestrzennych tak zdefiniowano, aby moliwy byt dowolny dobér
ksztaltu SKECZ,

Dalsze prace doprowadze zapewne do wykorzystania metody elementéw cza-
soprzestrzennych do budowania programéw profesjonalnych, umozliwiajaoych
rozwigzywanie résnych skomplikowanych zadar z nieliniowoiciami gecmetryoz-
nymi i fizycznymi, Interesujaoo zapowieda si¢ zastosowanie MECZ w  zaged=
nientach opisywsnych réwnaniami rézniczkowymi imnymi ni% typu hiperbolicz-
nege, np. typu eliptycmmego, ‘
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METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH
W GEOMETRYCZNIE NIELINIOWEJ TEORII LEPKOSPREZYSTOSCI

Streszczenie

W pracy analizuje si¢ ciala lepkosprezyste, poddane zmiennym obcigze-
niom, o dowolnie dusych przemieszczeniach i odksztalceniach w ujeciu meto-~
dy elementéw czasoprzestrzemnych, .

Przyjete ogélne sformutowanie réwnania konstytutywnego, w postaci prae ‘
wa -calkowego, pozwala na modelowanie oérodka‘lepkoaprezyitegq w szerokim
zakresie, Réwnania teorii lepkosprezystodoi, uwzgledniajgce nieliniowodci
geometryczne, przedstawiono w ujeciu nieprzyrostowym, stosujac opis La-
grange’a, Macierze sztywnoSci elementéw czasoprzestrzennych tak zdefinio-
wano, aby mozliwy byt dowolny dobér ksztaltu skoficzonego elementu czaso-
przestrzennego,

THE SPACE-TIME ELEMENT METHOD ' .
IN GEOMETRICALLY NON-LINEAR THEORY OF VISCOELASTICITY

Summary

In this study we analyse viscoelastic objects, being subject to'varia-
ble loads, with any amount of displacements and deformations according to
the space~time element method,

General formulation of essential equation, that was accepted as "the
integral law, allows to simulate the viscoelastic medium in a wide range,
‘The equations of the theory of viscoelasticity, 1néorporating geometrical
non-linearity, have been shown in a non-incremental expreéssion with the .
use of Lagrange description. The matrixs of the space-time elements stiff-
ness have been defined in such a way, that the optional choice of the def-
inite space-time element shape has been available.



METOA BPEMAITPOCTPAHCTBEHHHX SJEMEHTOB
B IEOMETPMUECH! HEIVHEWHON BASKOYIFYTOR TEORMT |

Pesime

B nadoTe aHAJNMSUDYWTCA BA3KOYNDYI'de TeJa, NOKBEDXeHHHE  [1e DeMeHHHM
HarpyskaM, C NPOMSBONBHO CONBUIME HepeMeleHuaMY ¥ ReformalmsaMa B  TPax-
TOBKE METOA8 BPEMANDPOCTPAHCTHEHHHX 3JIeMeHTOB. MOIeJWpOBaHWe BA3KOYNPYyro-
O LEHTDA, B WIPOKOM NMANA30HE, BO3MORHO OGIarofapd ofme cHomMyTApOoBaHHO-—
MY KOHCTUTYTHBHOMY ypaBHeHMD B dOpMe MHTEI'DAALHOIO 3AKOHA&. Ypasuenna
BA3KOYNPyroi# reopmu, yunTHBANIEE I'eOMeTDUYECKAe HEARHeAHOCTH, NpelAcPaB—
JieHH B HeIlpNpOCTOBOM BHAE, NPNMEHAR omucaHme JlarpaHxa. MATpHIE %éCTHOCTH
BPeMANPOCTDAHCTBEHHHX 3JI€MEHTOB ONpPeNeJRMIN TAK, YTOCH OWI BOSMOREH Ipo-
U3BOUBHHE nonGop fopmu OKOHYEHHOTO BPeMANIPOCT PAHCTBEHHOIG 3AEMEeHTa,






